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1 Einleitung

Die Mathematische Statistik ist ein eher theoretisches Teilgebiet der Stochastik. Im Gegensatz
zur angewandten Statistik, die sich der Methodenentwicklung fiir Datenanalyse verschrieben
hat, geht es in der theoretischen Statistik darum, Eigenschaften solcher Methoden festzustel-
len, etwa Optimalitédtskriterien fiir Schétzer und Tests. In diesem Kurzskript soll iiberblicks-
artig ein kurzer Einblick in dieses Gebiet gegeben werden. Komplettiert wird es (neben den
Ubungen) durch die Vorstellung statistischer Methoden, die an anderer Stelle im Rahmen
dieser Vorlesung zusammengefasst vorgestellt werden.

1.1 Wiederholungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir setzen Kenntnisse aus den Vorlesungen Stochastik I, Stochastik II und Wahrschein-
lichkeitstheorie voraus. Zur Sicherheit jedoch wiederholen wir einige Begriffe, die im Fol-
genden unerliisslich sein werden. Alle Rdume in diesem Skript (z.B. E, E', E” R,...) seien
vollsténdige und separable metrische Rdume, wenn nicht anders angegeben. Im Folgenden sei
(E, A= B(E),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 1.1 (Maf3 mit Dichte). Das Bildmaf} einer Zufallsvariable X, bezeichnet mit
X.P, ist gegeben als X,P(A) = P(X € A),A € B(E). Es hat Dichte p beziiglich A" (dem
n-dimensionalen Lebesgue-Maf), falls fiir alle A € B(R)

P(X € A)= /1A(x)p(a:))\"(da:).

In diesem Fall gilt dann fiir f: E — R

E[f(X)] = / F(@)p(e)A"(dx),

falls eine der beiden Seiten existiert.

Bemerkung 1.2 (Unabhingigkeit, Messbarkeit). Zufallsvariablen XY sind (beziiglich
P) unabhéngig, wenn P(X € A)Y € B) =P(X € A)-P(Y € B) fiir alle A, B € B(E). Wir
schreiben dann auch X 1p Y.

Seien X, T Zufallsvariablen. Wir erinnern daran, dass o(T") C A die von T erzeugte o-Algebra
ist. Nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist genau dann X messbar beziiglich
o(T') oder T-messbar, falls es eine Funktion ¢ gibt mit X = g(7).

Bemerkung 1.3 (Bedingte Erwartung, bedingte Verteilung). Sei (E, A, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, X eine integrierbare Zufallsvariable und G C F eine (Teil-)o-Algebra.
Die bedingte Erwartung von X gegeben G (bezeichnet mit E[X |G]) ist die einzige G-messbare
Zufallsvariable, fiir die

E[X,G] = E[E[X|G], G]

fir alle G € G gilt.
Wir erinnern an zwei Eigenschaften der bedingten Erwartung: Fiir eine weitere o-Algebra
H C G gilt

E[X|H] = E[E[X|F][H].
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Fiir eine weitere reellwertige Zufallsvariable Y gilt
E[XE[Y|G]] =E[E[X|G]Y] =E[E[X|GE[Y|G]], (1.1)

falls alle Erwartungen existieren.

Wir definieren weiterhin P(A|H) := E[14|H] fir A € F. Angemerkt sei, dass es sich bei
A — P(A|H) zunéchst nicht notwendigerweise um ein Wahrscheinlichkeitsmafi handelt, da
bedingte Erwartungen zunéchst nur P-fast sicher definiert sind, es also immer Ausnahme-
Nullmengen geben kann. Ist jedoch E ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum (was
wir hier annehmen werden), so existiert (nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie)
die regulire Version der bedingten Verteilung, d.h. ein stochastischer Kern x von E nach F,
so dass fir P-fa. w e E

k(w,B) =P(X € B|G)(w).

Bemerkung 1.4 (Varianzzerlegung). Neben der bedingten Erwartung kann man auch die
bedingte Varianz

V[X|G] == E[(X - E[X]|g])*|g] = E[X?|¢] - E[X|G]?
definieren. Es gilt dann die Varianzzerlegung
VIX] = E[VIX|G]] + VIE[X|F]]. (1.2)

Bemerkung 1.5 (Notation). Fiir 2,5 € R" ist "y das euklidische Skalarprodukt. Allge-
meiner bezeichnen wir fiir A € R"™*™ und x € R" die Matrixmultiplikation mit Az und mit
AT die Transponierte von A.

Wir bezeichnen das n-dimensionale Lebesgue-Maf} (auf R™) mit A", und zur Vereinfachung der
Notation n-dimensionale Zéhlmaf ebenfalls mit A" (also ist in diesem Fall A" =} .. ;).
Das n-dimensionale Produktmaf eines Mafles p bezeichnen wir im Allgemeinen mit y". Etwa
ist fiir die Standardnormalverteilung N (0,1) die Verteilung einer unabhingigen Stichprobe
gerade N(0,1)™.

Fiir die vollstédndigen, separablen metrische Raume (D,rp), (E,7E), ... seien B(D), B(E), ...
die Borel’schen o-Algebren.

Hat p die Dichte f beztiglich v, so schreiben wir p = f-v. Das Dirac-Mafl auf « € E bezeichnen
wir mit J,. Das Bildmafl von X unter p bezeichnen wir mit X, u.

1.2 Beispiele

Als theoretische Wissenschaft mit Anwendungsbeziigen lebt die Statistik von guten Beispielen,
anhand denen man die zu entwickelnde Theorie ausprobieren kann. Auch wenn im Verlauf des
Skriptes noch weitere Beispiele auftreten werden, sammeln wir hier drei besonders wichtige,
die wir zunédchst ohne groflien Formalismus vorstellen.

Beispiel 1.6 (Beispiel Bern). Ein Bernoulli-Experiment besteht aus einer (endlich oder
unendlich oft) unabhéngig wiederholten Durchfithrung eines Zufallsexperiments, in dem jede
Durchfithrung entweder einen Erfolg oder einen Misserfolg liefert. Es wird beschrieben durch
einen Zufallsvektor X = (X7, Xo,...) und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py, so dass fiir
x; € {0,1},i=1,2, ...
n
Po((X1, 00 Xn) = (21, o)) = [ [ 071(1 = 0)' 7% = 9221 7i(1 — )"~ 2i=1"  (Bern 0)
i=1
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fir ein @ € [0,1] gilt. Hierbei ist # die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges (in jeder der
Durchfiithrungen). Bei einer gegebenen Folge von Erfolgen und Misserfolgen 1, ..., x,, wiren
naheliegende Fragen etwa:

o Wie grof3 ist 67

oIst@—%

Beispiel 1.7 (Beispiel Norm). Der zentrale Grenzwertsatz betont die Bedeutung der Nor-
malverteilung. Fiir statistische Fragestellungen bedeutet dies, dass man — zumindest approxi-
mativ — oft eine Stichprobe von Daten X, ..., X, erhebt, die unabhéngig und normalverteilt
sind. Da man typischerweise die Stichprobe aus der gleichen Grundgesamtheit zieht, sollten
hierbei die Erwartungswerte und Varianzen gleich sein. Hier ist also X = (Xj,...,X,) und
Py = pg - A" hat fiir § = (u,0?) € R x Ry die Dichte

! 2€Xp(_(xi_u)2>:( 1n/2exp<—zn:(xi(_fu)2> (Norm 0)

o 210?) po

o2)\T) =
P02 () S o=

1

beziiglich des Lebesgue-Mafles in R™. Bei einer Stichprobe X1, ..., X, konnte man etwa fragen:
e Wie groB ist u, wie gro ist o2?
e Ist 41 = p fiir einen vorgegebenen Wert 19, wenn man weifl, wie grofl o2 ist?
o Ist = po fiir einen vorgegebenen Wert 19, wenn man nicht wei}, wie grof§ o2 ist?

Beispiel 1.8 (Beispiel Unif). Etwas pathologischer klingt folgendes Beispiel: Wir nehmen
an, dass Daten X = (X1, ..., X;;) unabhéngig uniform auf [0, 0] verteilt sind (fiir ein 6 € R;).
Das heifdt, dass Py so ist, dass X,.Py = pg - A" mit

n
1 1
= H 5 0<1’2<9 on ﬂmaxizl 77777 n ;<0

fir € R’}. Hier kénnte man etwa fragen:

e Wie grof3 ist 67

Fiir alle Beispiele kann man also sagen, dass Daten X erhoben wurden, deren Verteilung von
einem Parameter 6 abhéingen. Dies fiihrt zur ersten Definition.

Definition 1.9 (Statistisches Modell). Sei (2,.A) ein Messraum.

1. Ein statistisches Modell (auf E) ist ein Paar (X,{Py : 0 € P}), wobei X : Q@ — E
messbar und {Pg : 6 € P} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf A ist. Hierbei
heifst P auch der Parameterraum.

2. Das statistische Modell (X,{Pp : 0 € P}) heifst identifizierbar, wenn 6 = 6" genau
dann, wenn X, Py = X, Py gilt. (Im weiteren Verlauf werden wir immer annehmen dass
statistische Modelle diese Eigenschaft haben.)
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3. Weiter heifst das statistische Modell (X,{Py : 0 € P}) regulér, falls E = R™ fiir ein n
und fir alle 6 € P

X*Pg = Do )\n

fiir eine geeignete Dichtefunktion pg bzw. eine geeignete Zihldichte pg gilt. (Wir er-
innern daran, dass wir A" sowohl fir das Lebesgue-Maj$ in R™ oder das Zdihlmaf auf
Z" verwenden.) Im ersten Fall sprechen wir von einem reguliren stetigen Modell, im
zweiten Fall von einem reguldren, diskreten Modell.

Bemerkung 1.10 (Parametrische und nicht-paramatrische statistische Modelle).
Ist P C R* fiir ein k, so spricht man oft von parametrischen Modellen. Die Idee ist, dass Pg von
einem Vektor 6 von verschiedenen Parametern abhéingt, etwa Mittelwert und Varianz einer
Normalverteilung. In allen anderen Féllen spricht man von nicht-parametrischen Modellen.
Im allgemeinsten Fall ist P die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(R™).

Beispiel 1.11 (Beispiel Norm). Im Fall von Beispiel 1.7 setzen wir § = (u, 0?), also
(X, APo—(p02) = N, o) p e R, 0? €RLY). (Norm 1a)

Zu dieser Situation sagen wir auch, dass sowohl p als auch ¢? unbekannt sind. In einigen
Situation werden wir annehmen, dass wir etwa o2 bereits kennen (aber p nicht). Dann setzen
wir fiir dieses 02 das statistische Modell

(X, {Pg = N(0,0%)" : 0 € R}). (Norm 1b)

2 Grundlegende Konzepte

In diesem und dem néchsten Abschnitt fithren wir die Konzepte Suffizienz, Minimalsuffizienz,
Vollstandigkeit und Verteilungsfreiheit von Statistiken ein. (Eine Statistik ist dabei einfach
eine o (X )-messbare Zufallsvariable, d.h. fiir eine Abbildung ¢ gilt T' = ¢(X).) Folgende Grafik
illustriert kurz die Zusammenhénge.

O'(X) .......
: suffizient stochastisch
g unabhéingig
o minimalsuffizient
3
% [ verteilungsfrei j
= .. .
= vollsténdig
-
.8

(1) IS

Die wichtigsten Satze des Abschnittes sind der Satz von Bahadur, Theorem 2.16, der besagt,
dass suffiziente, vollsténdige Statistiken minimalsuffizient sind. Weiter besagt der Satz von
Basu, Theorem 2.19, dass verteilungsfreie und suffiziente Statistiken unabhingig sind.
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2.1 Suffizienz

Suffiziente Statistiken sind solche, die alle (zu statistischen Zwecken) nétigen Informationen
iiber die Daten enthélt.

Definition 2.1 (Suffiziente Statistik). Sei (X,{Py : 0 € P}) ein statistisches Modell auf
E und T = t(X) firt: E — E' fiir einen vollstindigen metrischen Raum (E',r") messbar.
Dann heifst T suffizient, falls unter Py eine requlire Version der bedingten Verteilung von
X gegeben T existiert, die nicht von 6 abhdngt. Insbesondere hingt also fir A € B(E) die
bedingte Erwartung Po(X € A|T) nicht von 6 ab.

In jedem statistischen Modell (X, {Pg : 6 € P}) ist X suffizient. Weitere Beispiele fiir Suffi-
zienz lassen sich mit Hilfe des Fisher-Neyman’schen Faktorisierungssatzes ausmachen, siehe
Theorem 2.5.

Bemerkung 2.2 (Umformulierung). 1. Im Falle eines reguléren, diskreten statistischen
Modells bedeutet die bedingte Unabhéngigkeit von X gegeben T' = ¢(X) (unter Py) ge-
rade, dass (fiir t = t(x))

Po(X=2)  _  po(x)

) _
(X)=1)  Yum=Po(X =y) X )= Po(y)

nicht von # abhéngt. (Im Fall ¢ # ¢(z) ist natiirlich Pp(X = z[t(X) =t) =0.)

2. Die regulére Version der bedingten Verteilung von X gegeben T ist (unter Py) der Py-fast
sicher eindeutige stochastische Kern kx 7 (von E nach E’), so dass

HX,Tﬁ(w,A) = P@(X c A\T)(w)

Py-f.s. gilt; siehe auch Bemerkung 1.3. Diese existiert fiir vollstéindige und separable
metrische Rdume (E,rg) nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Diese
reguldre Version der bedingten Verteilung ist dabei durch die Gleichung

Eg[Pg(X S A‘T),X S B] = Pg(X S AﬂB)

fir A € B(E) und B € o(T) =t~ }(B(E’)) eindeutig definiert. Genauer ist Py(X € A|T)
die Pyp-f.s. eindeutige, T-messbare Zufallsvariable, die diese Gleichung erfiillt.

Beispiel 2.3 (Beispiel Bern). Da das Beispiel 1.6 diskret ist, kénnen wir hier nachrechnen,
dass T :=t(X) := >, X; suffizient ist.
Beweis siehe Ubung.

Zunéchst erscheint es schwierig, suffiziente Statistiken auszumachen. Allerdings geben wir mit
Theorem 2.5 eine einfache Charakterisierung von suffizienten Statistiken in Termen der Dichte
von X. Erst einmal benotigen wir jedoch ein Lemma.

Lemma 2.4 (Vorbereitung des Fisher-Neyman’schen Faktorisierungssatzes). Sei
(X, {Py : 6 € P}) ein regulires, stetiges statistisches Modell mit Py = pg-\", sowiet : E — F'
messbar und T = t(X). Dann gilt:

1. Es gibt c1,¢9,... >0 mit Y 2y ¢; =1 und 01,02,... € P, so dass Pg < v* := 32, ¢;Py,
fiir alle 6 € P.
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2. Ist T suffizient und A € B(E), so gilt v*(X € A|T) = Po(X € A|T) fir alle § € P.

3. Gilt pg(x) = h(x)ge(t(z)) fir (Pp-f.a.) x € E,0 € P, dann gibt es eine T-messbare

Version von 52, namlich
dv*’

dPy _ g0 (t(x))
dve Y2 cige,(t(x))

4. Falls g* fir alle 0 € P nur von t(z) abhdngt, so ist T = t(X) suffizient.

Beweis. 1. Sei P = p - A" ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R™ mit p > 0 (etwa eine n-
dimensionale, nicht-entartete Normalverteilung). Sei weiter

00 00
Q = {ZCZ’]PQZ. fir 91,92, ..epP und C1,C2, ... 2 0 mit ZCZ‘ = 1}
=1

i=1
die Menge der Konvexkombinationen aus {Py : # € P}. Wir setzen
dQ
.= {CeB(E).aQe Q:Q(C) > 0 und d?|c>o}.
Dann ist C nicht leer und 0 < suppee P(C) =: ¢ < 1. Wihle nun C4,Cy,... € C mit

sup; P(C;) = ¢ und D := |J,; C; sowie Q1,Q2,... € Q so, dass Qn(Cp) > 0 und dﬁf]cn > 0.
Wir wéhlen

v = ZQiiQi e Q.
i=1
Dann gilt sowohl v*(D) > 0 als auch dv*/dP|p = Y22, 27dQ,/dP|p > 0 und damit D € C.
Wir miissen zeigen, dass fiir § € P aus v*(A4) = 0 folgt, dass Pyp(A) = 0. Wir setzen C :=
{dPg/dP > 0} und schreiben

]P)Q(A) = ]P)Q(A N D) + ]P)Q(A NnD°N CC) + P@(A NnD°N C)

dPy /dv*\—1
< nll " . o
‘/AmD dP (dp> dv™ +Pg(C°) 4 Pg(C' N D)

Die ersten beiden Summanden verschwinden. Angenommen, Py(C' N D) > 0, dann wire
CUD € Cund P(CUD) = P(D)+ P(CnD¢ > P(D) im Widerspruch zur Maximalitét
von P(D). Damit folgt Py(A) = 0.

2. Sei T suffizient. Fiir A € B(E) hiangt Po(X € A|T) (Pg-f.s.) nicht von 6 ab, es gibt also

eine Funktion ¢ mit Pg(X € A|T) Foots (A, T) fir alle 6. Deshalb gilt auch

V(X € AIT) =3 eiPy, (X € AIT) "="y(A,T) =P Py(X € AIT).
=1

Die Behauptung folgt nun auch v*-f.s., wenn man ¢ auf Py-Nullmengen geeignet definiert.
3. Es gilt

o

dv* dPy,
i=1 i=1
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und weiter, da Py < v* fiir alle §# € P (d.h. falls v*(A4) = 0, so ist zwar dv*/d\" auf A nicht
invertierbar, aber es gilt dPp/d\" = 0) und

dPy _ @(dV*>—1 _ 9(t(@))

dv* — d\n \d\" C Y cige, (t(x))
Damit ist ZH: ¢ eine Funktion von ¢(z) und die Behauptung folgt.
4. Fir A€ B, B € o(T) zeigen wir

Eg[Po(X € A|T), X € B] = Eg[P,-(X € AT), X € BJ.

Dann ist namlich Py(X € A|T) (Pp-fs) unabhéingig von 6 und T ist suffizient. Wir schreiben,

da ZH:Q nach Voraussetzung messbar beziiglich o(T') ist,
dPy
Eg[Py(X € A|T), X € B] = Eg[lxcalxep] = Ep- [WvX €AN B}
P
—E,. [%PV* (X € A|T), X ¢ B]
v

=Ey[P,«(X € A|T), X € B
und die Behauptung ist gezeigt. O

Theorem 2.5 (Fisher-Neyman’scher Faktorisierungssatz). Sei (X,{Py : 6 € P}) ein
requlires statistisches Modell und T = t(X) mit t : R™ — R™ messbar. Dann sind dquivalent:

1. T ist suffizient,
2. Es gibt gg : R™ — R und h : R™ = R, so dass
po(x) = go(t(z))h(x).
Bemerkung 2.6 (Diskreter Fall). Im diskreten Fall ist der Beweis einfach. 2. = 1.”: Nach

Bemerkung 2.2 gilt Pp(X = z|t(X) = t) = 0 fir ¢t # t(x), was unabhéngig von 0 ist. Fiir
t = t(x) hingegen ist unter 2.

- o ge@)h(z)  _ gel(t(x))h(x) _ M=)
Po(X = [t(X) =1) > yit)=t 90 EONRY) — go(t(2)) )=t hY) 2=t M)

was ebenfalls unabhéngig von 6 ist. Fiir 1. = 2.” setzen wir

go(t) = Po(t(X) = 1), h(x) = Py(X = aft(X) = t(x)).

und die Behauptung ist gezeigt.
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Beweis im stetigen Fall. ’1. = 2.: Sei v* wie in Lemma 2.4.1. Nach Lemma 2.4.2 gilt Py(X €
AT) =v*(X € A|T) (v*-f.s.) fiir alle § € P und fiir A € B(E). Wir schreiben nun mittels (1.1)

E,- [%,X = A} = Py(X € A) = Eg[Py(X € A|T)]
_E, :fff V(X € AlT)]
—E,. :y*(X € A|T)E,- {% T”
e[ [ e

wegen (1.1). Da A beliebig war und 7' = ¢(X), gilt

dPy dPy
=E,- {— X } = gp(t(X
"0 =, [ 0] = go(t(X))
und mit h := % gilt
dPy dv*
2. = 1.7 Dies ist eine Folgerung aus Lemma 2.4.3 und Lemma 2.4.4. O

Beispiel 2.7 (Beispiel Norm). Bei normalverteilten Daten wie in Beispiel 1.7 und 1.11
schreiben wir fiir die Dichte

po(w) = ﬁ 1 5 XP ( B (xi2<_72M)2> - (271'012)”/2 eXP < B Z W>

i=1

1 ny? 1 ¢ 2, M -
= G (~ 7)o (= 52 owt + 5 D),
=1 =1

(2

Im Fall von unbekanntem g und o2, d.h. im statistischen Modell (Norm 1a) folgt mit dem
Fisher-Neyman Kriterium, dass T = (Z?Zl Xi >ty XZQ) suffizient ist. Weiter kénnen wir

hier ablesen, dass im statistischen Modell (Norm 1b) (bei bekanntem o2) bereits > i | X;
suffizient ist.

Beispiel 2.8 (Beispiel Unif). Fiir die Situation aus Beispiel 1.8 sehen wir mit dem Fisher-
Neyman’schen Kriterium, dass T' := t(X) := max;—; ., X; suffizient ist. Beweis siche Ubung.

Definition 2.9 (Minimalsuffizienz). Sei (X,{Py : 0 € P}) ein statistisches Modell und
T = t(X) firt: E — E' eine suffiziente Statistik. Dann heifft T minimalsuffizient, falls
es fiir jede weitere suffiziente Statistik U = w(X) fir u : E — E" eine messbare Abbildung

g:E"— E' gibt mit T = g(U) fir alle 0 € P.

Fiir obige Beispiele ist es nicht einfach nachzupriifen, ob die angegebenen suffizienten Stati-
stiken auch minimalsuffizient sind. Folgender Satz erleichtert aber das Auffinden minimalsuf-
fizienter Statistiken.
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Theorem 2.10 (Kriterium fiir Minimalsuffizienz). Sei (X, {Py : 0 € P}) ein regulires
statistisches Modell mit Pg = pg - N und t : E — E’ eine messbare Abbildung, so dass

t(y) = t(x) <= PEs gibt ein l(x,y) > 0, so dass fir alle § € P: pg(y) = po(z)l(x,y).
Dann ist T = t(X) minimalsuffizient.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass die fiir ¢(y) = t(z) angegebene Bedingung symmetrisch in x
und y, also wohldefiniert ist. (Mit ¢(z,y) > 0 ist ndmlich auch £(y, x) := 1/¢(z,y) > 0.)
Wir zeigen zunéchst, dass T suffizient ist. Sei v* wie in Lemma 2.4. Es gilt fiir t(z) = t(y)

@By _ AP0 Jd o pln)
dv* (z) = dA”( )/ d>\”( ) Yooy cipy, ()

_ pe@)(xy)  pely) _ dPy
Yoy cipe, ()l(z,y) Y02 cipe,(y)  dv*
dP,

Damit héngt ¢ nur von ¢(z) ab und die Behauptung folgt nach Lemma 2.4.4.

Es folgt nun der Beweis, dass T minimalsuffizient ist. Sei hierzu U = u(X) eine weitere
suffiziente Statistik. Nach dem Fisher-Neyman’schen Faktorisierungssatz gibt es gy und h,
so dass pg(x) = gg(u(x))h(x). (Man kann oBdA annehmen, dass h > 0 ist.) Wir miissen
zeigen, dass aus u(x) = u(y) folgt, dass t(x) = t(y). Dann ndmlich gibt es eine Funktion g
mit ¢(z) = g(u(x)). Sei also u(r) = u(y) und damit

po(y) _ go(w(y)h(y) _ h(y)
po(x)  go(w(@))h(z)  h(z)

Daraus folgt t(z) = t(y) mit der Wahl ¢(z,y) = h(y)/h(x). O

(y).

Beispiel 2.11 (Beispiel Bern). Wir haben bereits gesehen, dass T = > ;| X; suffizient
ist. Aulerdem gilt pg(z) = pp(y) genau dann, wenn ¢(z) = t(y). Wihlt man also ¢(z,y) =1
in Theorem 2.10, so erhélt man die Minimalsuffizienz von T'.

Beispiel 2.12 (Beispiel Unif). In Beispiel Unif ist t(x) := max;—1,._, z; suffizient; siehe
Beispiel 2.8. Fiir festes 0 ist

poly) _ 0"1(t(y)
po(x)  O"1(t(x)

0) _ 1(t(y) <
6 <

) 1(t(=)

Nun ¢(z) = t(y) genau dann, wenn z zg; =1 fiir alle #. Damit ist 7" = ¢(X) minimalsuffizient.

IN|IA

2.2 Vollstiandigkeit und Verteilungsfreiheit

Manchmal benttigt man suffiziente Statistiken, die weitere Eigenschaften erfiillen. Eine solche
Eigenschaft wird nun beschrieben. Sie hilft insbesondere, minimalsuffiziente Statistiken zu
finden; siehe Theorem 2.16.

Definition 2.13 (Vollstindige Statistik). Sei (X,{Py : 6 € P}) ein statistisches Modell.
Eine Statistik T = t(X) fiir ein t : E — E' heifit (beschrinkt) vollstindig, falls fiir alle
(beschrinkten) messbaren Funktionen g gilt, dass

Eolg(T)] = 0 fiir alle € P = g(T) =" 0 fiir alle 0 € P.



12 2 Grundlegende Konzepte

Beispiel 2.14 (X nicht beschrinkt vollstéindig). Wir zeigen nun, dass im Allgemeinen
fiir ein statistisches Modell (X, {Py : # € P}) die Zufallsvariable X nicht vollstéindig ist. Sei
hierzu etwa fiir ein n > 2 die Verteilung Py = Poi(6)" fiir § € P := R, die n-dimensionale
Poisson-Verteilung mit Parameter 6, d.h. unter Py hat X = (Xy,..., X;,) Werte in R™ und
X1, ..., X, sind unabhéngig und identisch Poisson verteilt zum Parameter § > 0. Fiir ein
beschrénktes (aber auf Z, nicht konstantes) f : Zy — R sei g : Z} — R gegeben durch
g(x1, ..oy ) == f(x1) — f(x2). Dann ist offensichtlich (da X ~ X5 fiir alle 6 € P)

Eglg(X)] = Eo[f(X1)] — Eo[f(X2)] =0,

Py—fi
aber Py(f(X1) # f(X2)) > 0, d.h. g(T) ="
vollstédndig (und damit nicht vollstéindig).

0 gilt nicht. Deshalb ist X nicht beschrankt

Beispiel 2.15 (Poisson-verteilte Statistik 7'). Fiir ein statistisches Modell {Py : § € R}
sei TxPy = Poi(#). Dann ist T' beschrinkt vollstindig.
Denn: Sei g messbar und beschrinkt, so dass

Eolo(T)] = S g =
t=0

fiir alle 8 > 0. Dies ist die Potenzreihenentwicklung einer Funktion 6 — 0. Da diese Funktion
analytisch ist, ist die Darstellung eindeutig und damit gilt g(t) = 0 fur t = 0,1,2,..., d.h.

g(1) =" 0,
Theorem 2.16 (Satz von Bahadur). Sei {Py : § € R.} ein statistisches Modell und

T = t(X) firt: E — RF fir ein k > 0 beschrinkt vollstindig und suffizient. Dann ist T
minimalsuffizient.

Beweis. Wir setzen t(z) = (t1(x),...,tx(z)). Sei U = w(X) fir u : E — E” eine weitere
suffiziente Statistik. Wir miissen zeigen, dass 7" eine Funktion von U ist. Wir setzen S = s(T')
mit s = (s1,...,5;) und s;(t) = (14+€%)~!. Dann ist s : R¥ — R¥ injektiv und S ist beschrinkt.
Wir setzen fir i =1, ..., k

H;(U) = Eo[Si(T)|U],

Li(T) = Eo[H;(U)|T].
Da T und U suffizient sind, hdngen diese Funktionen nicht von 6 ab und mit S sind auch H;
und L; beschrénkt, ¢ =1, ..., k. Weiter gilt fir 6 € P

Eo[Si(T') — Li(T)] = Eg[Hi(U) — Eg[H;(U)|T]] =

und da T beschriankt vollstandig ist folgt S;(T") Fo s

die Varianz von L;(T") und von H;(U) mittels
Vo[Li(T)] = Eo[Vo[Li(T)|U]] + Vo[Eo[Li(T)|U]] = Eg[Vo[Li(T)|U]] + Vo[H;(U)],
Vo[Hi(U)] = Eq[Vo[H;(U)|T]] + Vo[ Li(T)]

L;(T) fur alle € P. Wir zerlegen nun

IPQ —fs Pg_—fs

und damit Vy[L;(T)|U] = Vo[H;(U)|T)
) Pg;fs

0, also auch Vy[S;(T)|U]
]Pg fs

0. Demnach gilt

Si(T EolSi(T)|U Hi(U).

Also gilt T; = s ' (H;(U)) fiir i = 1,...,k und T ist eine Funktion von U. Damit folgt die
Behauptung. O
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In Theorem 2.32 werden wir sehen, dass die suffizienten Statistiken aus Beispiel Bern
und Norm vollstéandig sind. Beispiel Unif behandeln wir zunéchst getrennt.

Beispiel 2.17 (Beispiel Unif). Wir haben bereits (siche Beispiele 1.8, 2.8 und 2.12) ge-
sehen, dass T := t(X) := max;—1,. , X; minimalsuffizient ist. Wir zeigen nun, dass 7" auch
vollstédndig ist. Also wiirde hier zusammen mit der Suffizienz aus Beispiel 2.8 und dem Satz
von Bahadur nochmals folgen, dass T minimalsuffizient ist.

Unter Py gilt

Po(T <t) = ly<p (%)n,

also ist t — 1;<pnt™1/6" die Dichte von T. Gilt nun Ey[g(T)] = 0 fiir alle § > 0, so folgt

0
/ t"Lg(t)dt = 0.
0
Da dies fiir alle 8 > 0 gilt, ist

b
/ t"lg(t)dt = 0.

Dies ist nur moglich, wenn g At

Wir kommen nun zum Begriff der verteilungsfreien Statistik. Eine solche beinhaltet keine
(statistisch verwendbaren) Informationen iiber die Daten. Das Hauptresultat iiber vertei-
lungsfreie Statistiken ist Theorem 2.19, der den Zusammenhang zu suffizienten Statistiken
herstellt; siehe auch die Abbildung am Anfang des Kapitels.

Definition 2.18 (Verteilungsfreie Statistik). Sei (X, {Py : 6 € P}) ein statistisches Mo-
dell. Eine Statistik T = t(X) fiir eint : E — E' heifit verteilungsfrei, falls TPy unabhingig
von 0 ist. Eine verteilungsfreie Statistik T heif$t maximal, wenn es fiir jede andere vertei-
lungsfreie Statistik U eine Funktion g gibt mit U = g(T).

Theorem 2.19 (Satz von Basu). Sei (X, {Pg : 0 € P}) ein statistisches Modell. Weiter sei
T =tX) firt: E— E' und U = u(X) firu: E— E".1

1. Ist T' beschrdinkt vollstindig und suffizient sowie U verteilungsfrei, dann gilt T Lp, U
fiir alle 8 € P.

2. Angenommen, fiir alle 6,60' € P gibt es eine Menge A € B(E) mit Poy(X € A), Py (X €
A)>0. Ist T Lp, U fiir alle § € P und T suffizient, dann ist U verteilungsfrei.

3. Sei T Lp, U fir alle § € P und U verteilungsfrei. Wenn o(T,U) = o(X), dann ist T
suffizient.

Beweis. 1. Sei A € B(E"). Offenbar gilt
]P’Q(U S A) = EQ[PQ(U S A‘T)}

Weiter héingt (wegen der Verteilungsfreiheit von U) weder Py(U € A) noch (wegen der Suffi-
zienz von T') die Grofle Py(U € A|T) von 6 ab. Damit ist g : t — Pg(U € A) — Pp(U € A|T)
eine beschrinkte messbare Funktion (unabhiingig von ) mit Ey[g(T)] = 0 fiir alle § € P.

"Wir erinnern an die Schreibweise X 1p, Y, falls X und Y unter Py stochastisch unabhéngig sind.
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Wegen der beschrénkten Vollstédndigkeit von 7" ist damit Pp(U € A) Pz Py(U € A|T). Dies
aber bedeutet die Unabhéingigkeit von U und T
2. Da T suffizient ist, hingt Pp(U € A|T) fiir alle A € B(E") nicht von 6 ab. Da Py(U €
A|T) = Py(U € A) wegen der Unabhingigkeit von U und T', hingt also Pg(U € A) nicht von
0 ab. Dies ist aber gerade die Verteilungsfreiheit von U, da A beliebig war.
3. Es ist zu zeigen, dass fiir alle A € B(E) gilt, dass Pg(X ~1(A)|T) unabhingig von 6 ist. In
der Tat geniigt es mittels einer monotonen Klasse, fiir einen schnittstabilen Erzeuger £ von
o(X) zu zeigen, dass fiir alle E € £ Py(E|T) unabhéngig von 6 ist.

Sei nun B € B(E') und C € B(E"). Es gilt

PQ(T € B,U € C‘T) = 1T€BP9(U € C)

und dies ist (wegen der Verteilungsfreiheit von U) unabhiingig von 6. Da {T-1(B)NU(C) :
B € B(E'),C € B(E")} schnittstabil ist und nach Voraussetzung o(X) erzeugt, folgt die
Aussage. O

Beispiel 2.20 (Beispiel Norm). Fiir festes o2 betrachten wir das statistische Modell aus

(Norm 1b), also das Normalverteilungsmodell mit bekanntem 2. Weiter setzen wir

n

— 1< 1
T::X::n;Xi, U= > (X - 1)2

n—14
=1

Aus der Rechnung in Beispiel 2.7 sieht man zusammen mit dem Fisher-Neyman’schen Fak-
torisierungssatzes (Theorem 2.5), dass T suffizient ist. (Weiter werden wir in Theorem 2.32
sehen, dass T" auch vollsténdig, also sogar minimalsuffizient ist.) Auflerdem ist U verteilungs-
frei, denn: Der Vektor (X; — T, ..., X,, — T) ist unabhéngig von 6 normalverteilt mit

Eg[X; —T] =0,
COVy[X; =T, X; — T] = 0*(0 — 3 + 1) = 0° (6 — 3)-
Nun ist U eine Funktion dieses Vektors, also verteilungsfrei.) Nach dem Theorem von Basu,

Theorem 2.19.2; sind diese beiden Vektoren also unabhéngig. (Dieses Ergebnis ist auch Teil
des bekannten Satzes von Fisher.)

2.3 Exponentialfamilien

Viele Verteilungen, etwa die Normal- Poisson-, Binomial- und Exponentialverteilung, haben
eine gemeinsame Struktur, die oftmals direkte Rechnungen erméglicht. Diese Struktur wird
in der folgenden Definition formalisiert.

Definition 2.21 (Exponentialfamilie). Sei P C R¥. Eine Familie {Ps : § € P} von Wahr-
scheinlichkeitsmafen auf R™ (auf Z™) heifst k-parametrige Exponentialfamilie (mit c,t,d, h)
fir

Cly ey Chyd t P — R, t1,....tg, h : R" - R,

falls Pg = pg - A und

k

po(z) = h(z) - exp (Z c;(0)t;(x) — d(@)) = h(z) - exp (c(0) t(x) — d()), = €R"
j=1
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Gilt insbesondere c;(6) = 05, also

po(@) = h(@) -exp (07t(x) —d(0)), @ ER",

so sagt man, die Exponentialfamilie sei in kanonischer Form und wir definieren den kanoni-
schen Parameterraum

I:= {9 e RF: /h(m)eeTt(x)dA"(x) < oo}.

Bemerkung 2.22 (1-parametrige Exponentialfamilie). Fiir den Spezialfall einer 1-parametrigen
Exponentialfamilie gibt es Funktionen ¢, d, ¢, h mit

po(x) = h(z) - exp <c(0)t(a¢) — d(@)), x € R"™.

Beispiel 2.23 (Beispiel Norm). Wir betrachten das statistische Modell (Norm 1la) fiir
n =1, also 0 := (u,0?) mit P = R x Ry und Py := N (1, 0%), und damit

202 2
Also ist die Familie der (ein-dimensionalen) Normalverteilungen eine 2-parametrige Exponen-
tialfamilie mit

P(u,02) () = exp (Uﬂx - x—Q — 1( ’u2 + log(27r02)>).

(N? 2) = %’ tl(CC) =z,
(N? ) _Qi'Q, tg(a:) = :C2,
h(z) =1, d(p,o?) = —%(% + 10g(27r02)>.

Diese ist nun allerdings nicht in kanonischer Form.

Beispiel 2.24 (Beispiel Bern). Sei (X, {Pg: 60 € (0,1)}) wie in Beispiel 1.6. Dann ist also
mit (Bern 0)

po() = %=1 7 (1 — )"

n
:exp<Z:Eilog9+(n— xl)logl— )
i=1

=1

3

= exp <log . ﬁ 7 ixz + nlog(l — 9))
i=1

und damit ist {Pp : 6 € (0,1)} eine 1-parametrige Exponentialfamilie.
Beispiel 2.25 (Beispiel Unif). Die Familie {Py : # € R} aus Beispiel 1.8 ist keine Expo-

nentialfamilie.
Beispiel 2.26 (Beispiel Exp). Sei P = Ry und Py = py - A die Exponentialverteilung mit
Parameter 6. Dann ist

Do (.7}) _ 11206—9a:+10g0

und damit ist die Familie der Exponentialverteilungen eine 1-parametrige Exponentialfamilie
und obige Darstellung ist die kanonische Form.
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Beispiel 2.27 (Beispiel Pois). Sei A = R.. Fiir die Poisson-Verteilung mit Parameter A
schreiben wir Py = p) - p mit

1

pa(x) = =57 exp ((log Az — )

Diese ist damit eine 1-parametrige Exponentialfamilie. Um obige Darstellung in kanonische
Form zu bringen, setzen wir 6 := log A und schreiben fiir § € R

1z>0
po(z) = “’;*' exp (0z — ).

Bemerkung 2.28 (Sample aus einer Exponentialfamilie). Ist {Pg : 6 € P} eine
k-parametrige Exponentialfamilie auf R"™ mit Funktionen ci,...,ck,d, t1,...,tx, h, und sind
X1, ..., XN unabhingig und identisch nach Py verteilt. Dann ist die gemeinsame Verteilung
von X1, ..., Xy eine Exponentialfamilie mit

N N N
C1, ..., Ck, Nd, E tlom,...,Ztkom,Hhom
i=1 i=1 i=1

mit der Projektion m;(z) = x;.

Denn: Als gemeinsame Dichte schreiben wir

k N

¢i(0) D tj(wi) - Nd(6)).

1 =1

po(x1,...,xn) = h(xz1) - h(xy) - exp ( ‘

J

Proposition 2.29 (Suffiziente Statistik bei Exponentialfamilien).

Sei (X,{Py : 6§ € P}) eine Exponentialfamilie (mit c,t,d,h). Dann ist die Statistik T :=
t(X) = (t1(X), ..., tx (X)) suffizient.

Beweis. Um die Suffizienz von T zu sehen, schreiben wir zunéchst

po(x) = h(x)ge(t(x))
fiir
g0(t(x)) = exp(c(6) "t(x) — d(9)).
Damit folgt die Aussage aus dem Fisher-Neyman’schen Faktorisierungssatz, Theorem 2.5. [

Beispiel 2.30 (Lineare Regression). Bei der linearen Regression beobachten wir
(1,Y1), ..., (Tn, Yy) (mit 23 = (250 = 1,241, ..., Tir) € R™F1) und gehen davon aus, dass

Y =x;8+¢; (also Y:$Tﬁ+s)

fir Bo,..., Bm € R mit &1, ...,e, unabhingig und identisch nach AN(0,0?) verteilt. Hierbei
sind 1, ..., ¢, bekannt (und fest, also keine Parameter des Modells) und Y7, ..., Y,, werden als
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Zufallsvariablen betrachtet. Wir haben also ein statistisches Modell (Y, {Py = pg - A" : 0 =
(B,0?) € R™*2}) und wir schreiben fiir die gemeinsame Dichte von Y = (Y7, ..., Y},)

pe(y):ﬁ : zeXp(—W)

o V2mo o
= exp < — 2(172 Z 2+ /BT Z YiTs — Zn:(fczﬁ) 3 10g(27r02)>
i=1 =1
Wiéhlen wir
cj(B) = % ti(y) Zzn:ymw j=0,...m,
i=1
cmi1(B) = —ﬁ, tmt1(y) = iyf,

1 n
d(B) =552 Z_: (Bla)?+ 2 % log(2mo?),
so sehen wir, dass {Pp : # € R™*2} eine m + 2-parametrige Exponentialfamilie ist. Weiter ist

n n n .
(Z Yi, Z Yizii, ..., Z YiZim, Z Yf)
=t i=1 i=1
suffizient.

Lemma 2.31 (Kanonischer Parameterraum konvex). Sei (X, {Py : 0 € P}) eine Ezxpo-
nentialfamilie in kanonischer Form (mit c,t,d,h). Dann ist der kanonische Parameterraum
konvez und 0 — eX?) ist konvex.

Beweis. Sei 0,7 € I’ und 0 < a < 1. Dann gilt, da die Exponentialfunktion konvex ist,

edleft(1=a)n) .= / h(z)exp ((af + (1 — a)n) "t(z))d\"(x)
< /h(m)(aemt(””) +(1- a)e”Tt(x))d)\"(x)
= ae®® 4+ (1 — a)ed™.
Dies zeigt alle Behauptungen. O

Theorem 2.32 (Vollstiéindigkeit der suffizienten Statistik). Sei (X,{Py: 0 € P}) eine
k-parametrige Exponentialfamilie in kanonischer Form (mit (0,t,d,h)). Ist> R¥ D P° £, so
ist T = t(X) wvollstindig (und wegen der Suffizienz aus Proposition 2.29 mit Theorem 2.16
auch minimalsuffizient).

2Mit A° bezeichnen wir das Innere der Menge A.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung nur im Fall £ = 1, da die anderen Félle mit Induktion
folgen. Angenommen, 7 sei nicht vollsténdig. Dann gibt es g : R — R messbar und Ey[g(7T)] =
0 fiir alle @ € P, aber Py, (g(T") > 0) > 0 fir ein 6y € P°. (Wir kénnen oBdA 6y im Inneren
von P wegen der Stetigkeit der Dichte von 7" und monotoner Konvergenz wihlen.) Anders
ausgedriickt heifit das, dass fiir alle § € P

Eolg™(T)] = Eolg™(T)] (%)
gilt, aber
Eqyg* (T)] = Eg[g~ (T)] = w € (0,00)
fiir ein 6y € P°. Wir definieren die beiden Wahrscheinlichkeitsmafle
P:=LlgtoT Py, Q:=21g oT Py,
Nun schreiben wir (%) um in

Eple?=0)T] = LRy [e@~%)Tg*(T)]
1
w
£d(6)—d(6o)

_eT T / 0 () h()e @~ g (1)

e(e—eo)t(m)ng(t(x))h(x)e%t(z)—d(@o)d)\(x)

w
ed(0)—d(o) ed(0)—d(6o) B
- Bolg " (T)] = “——Bolg~(T)
= B [T g™ (T)]
_ EQ [6(9—90)T].

Wegen der Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten bedeutet dies P = () und damit auch
Py, —F Py, —fs _
g o g ,alsog " 0 und damit (wegen der Form der Exponentialfamilie) auch g Pzl
fir alle § € P. O

Bemerkung 2.33 (Exponentialfamilien in nicht-kanonischer Form). Das Ergebnis
aus Theorem 2.32 l&sst sich durch Umparametrisierung auf Exponentialfamilien {ibertragen,
die nicht in kanonischer Form vorliegen. Man sieht etwa, dass die suffizienten Statistiken aus
Beispiel 2.23, 2.24, 2.26 und 2.27 minimalsuffizient sind.

Exponentialfamilien erlauben oft explizite Berechnungen. Dies illustrieren wir an zwei Ergeb-
nissen, von denen wir das erste ohne Beweis angeben.

Lemma 2.34 (Differenzierbarkeit nach 0). Sei (X,{Py : 0 € P}) eine Ezponentialfamilie
in kanonischer Form (mit 0,t,d, h) und der kanonische Parameterraum I" habe nicht-leeres In-

neres, T° # (). Weiter sei ¢ : RF — R messbar und 0 € T° so, dassn En[|¢(t(X)\)e”Tt(X)] <
oo fiir n in einer Umgebung von 0. Dann ist die Abbildung

fomes Eylo(t(X))en 1)

in einer Umgebung von 0 analytisch mit

O — a0l
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Proposition 2.35 (Laplace-Transformierte von Exponentialfamilien). Sei (X, {Py :
0 € P}) eine k-parametrige Ezponentialfamilie in kanonischer Form. Ist 0 € P°, dann exi-
stiert die Laplace-Transformierte von t(X) mit

Egle” "X)] = exp(d(n + 0) — d(9)),

falls |n| klein genug ist und fir ly, ...l >0 mit Iy + -+l =1

EQ[HQ(X)&} - e_dw)afed(n)‘

7 7 _
i=1 o' - onyt =0

Insbesondere gilt also

Bols0) = %50
2
COVplti(X), t;(X)] = gnfg’;j ’,729'

Beweis. Wir berechnen
Ele" 1)) = /exp(nTt(w))'h(ﬂf)-exp(QTt(x) — d(0))\"(dz)

= ()~ / W) - exp((8 +n)TH(x) — d(B + ) A" (de)

_ (dn+0)=d(0)
da das Integral iiber eine Dichte eins ist. Die zweite Behauptung folgt aus Lemma 2.34. [

2.4 Bayes’sche Modelle

Die Formel von Bayes ist wohlbekannt. Auf ihr beruht der grofie Zweig der Bayesianischen
Statistik. Grundlegend ist hier, dass in einem statistischen Modell (X,{Py : § € P}) ein
Vorwissen iiber die Moglichkeiten besteht, welcher Parameter § € P zutrifft. Dies wird in der
a-priori- Verteilung zusammengefasst, einer Verteilung auf P.

Definition 2.36 (A-priori-Verteilung, a-posteriori-Verteilung). Sei (X,{Py : 0 € P})
ein statistisches Modell und P ein vollstindiger, separabler metrischen Raum. Eine a-priori-
Verteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m auf P. Ist fir alle A € B(E) die Abbildung
0 — Py(X € A) messbar, so wird durch (6, A) — Py(X € A) ein Markov-Kern von P nach
B(E) definiert und fiir © ~ m wird durch

POeA X eB):= / 7(d0)Py(X € B)
A

die gemeinsame Verteilung von © und X auf B(P)RB(FE) definiert. Die a-posteriori- Verteilung
ist dann die regulire Version der bedingten Verteilung P(© € .|X), also

T, = P(O € | X =z).
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Bemerkung 2.37 (A-posteriori-Verteilung bei reguléiren Modellen). Ist (X, {Py: 6 €
P}) ein statistisches Modell und P C R*, und ist 7 = g- A\, so hat die gemeinsame Verteilung
von © und X die Dichte g(df) - pg(dz). Die a-posteriori Verteilung 7, hat dann die Dichte

_ p(@)g(®)
[ on(z)g(n)dn’

Beispiel 2.38 (Beispiel Bern). Wieder ist Py = pg - A" durch (Bern 0) gegeben. Weiter sei
die a-priori-Verteilung die Beta-Verteilung 7 = 8(k,1), d.h. m = pg; - A mit?

pm<9)

(o) = pp g @ = ) a1 )

wobei wir mit ~ ausdriicken, dass der restliche Faktor unabhéngig von x ist. Mit Bemer-
kung 2.37 folgt fiir die Dichte der a-posteriori-Verteilung 7,

px(a) ~ 92 xi(l - 9)"‘2”1‘6’“‘1(1 - 6)[—1 _ 6k—l+z zi(l - 9>l+n—1—2xi.
Dies ist also eine S(k + Y xi,l +n — Y x;)-Verteilung.

Das letzte Beispiel lisst sich auf allgemeine Exponentialfamilien verallgemeinern. (Aus Bei-
spiel 2.24 wissen wir, dass das letzte Beispiel eine solche Verteilungsklasse behandelt.)

Proposition 2.39 (Konjugierte Familie bei Exponentialfamilie). Sei (X, {Py : 0 € P})
eine k-parametrige Exponentialfamilie (mit c,t,d,h). Weiter sei s = ps - \¥ eine a-priori-
Verteilung mat

e (S G0 — send )
S exp (250 es(n)s; = swrad(m) ) Xe(dn)

ps(0)

gegeben. Dann ist die a-posteriori-Verteilung gerade P(© € | X = x) = p, - \¥ mit

pw(e) = p(81+t1,...,sk+tk,sk+1+1)(0)'
Beweis. Wir schreiben a ~ b, falls a/b nur von x abhéngt (d.h. a und b sind proportional).

Es gilt

k
2u(8) ~a po()s(2) o ex0 (D7 5(0)(t5(2) + 55) — (541 + 1))
=1

~zx p(81+t1,A..,sk+tk,sk+1+1) (9)

O

Beispiel 2.40 (A-posteriori-Verteilung bei der Normalverteilung). Wir betrachten
das Normalverteilungsmodell bei bekanntem o2, gegeben durch (Norm 1b). Angenommen, die
a-priori-Verteilung 7 fiir 6 ist selbst eine Normalverteilung, namlich A (a, b?) fiir a,b € R. Wie

3Fiir die Gamma-Funktion gilt etwa I'(k) = (k — 1)! fiir k = 1,2, ... sowie I'(z + 1) = =I'(z) fiir z € R.
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sieht dann die a-posteriori-Verteilung aus? Und ist diese um den wahren Wert 6 konzentriert?
In der Ubung wird gezeigt werden, dass dies wieder eine Normalverteilung N («, 8) ist mit

B 1 _ a2/ (nb?)
T ) 117 o2 (nb?) 41
_ 1
b= n/o? +1/b%

Insbesondere ist fiir grofie n die a-posteriori-Verteilung um x konzentriert.

3 Entscheidungstheorie

Statistische Fragestellungen formuliert man oft als Entscheidungsprobleme. Diese zeichnen
sich dadurch aus, dass aufgrund von Daten in einem (statistischen) Modell immer eine Ent-
scheidung iiber die verwendeten Parameter getroffen werden muss. Bei einem statistischen
Test ist diese Entscheidung etwa, ob der Parameter grofler oder kleiner als ein vorgegebener
Wert ist, bei einem Schétzproblem fillt eine Entscheidung iiber die (vermutete) Grofe eines
Parameters.

3.1 Einfiihrung

Zentral sind bei Entscheidungen die Begriffe des Entscheidungsraumes und der Entscheidungs-
funktion. Um iiber die Qualitidt der Entscheidung(sfunktion) zu urteilen, gibt es auBerdem
eine Verlustfunktion.

Definition 3.1 (Entscheidungsraum, -funktion, Verlustfunktion). Sei (X,{Py : 0 €
P}) ein statistisches Modell.

1. Fiir einen Entscheidungsraum R heifft jede messbare Abbildung d : E — N nicht-
randomisierte Entscheidungsfunktion. Fine (randomisierte) Entscheidungsfunktion ist
ein Markov-Kern d(.,.) von E nach B(R). Die Menge der nicht-randomisierten Entschei-
dungsfunktionen bezeichnen wir mit D,,., die Menge der randomisierten Entscheidungs-
funktionen mit D. Fir d € Dy, sei dq(z,A) 1= lga)ea die zugehdrige randomisierte
Entscheidungsfunktion.

2. FEine Verlustfunktion ist eine messbare Abbildung £ : P x X — R,.

3. Fin statistisches Entscheidungsproblem ist ein Tripel ((X,{Pg : 6 € P}),N,¢) aus einem
statistischen Modell, einem Entscheidungsraum und einer Verlustfunktion.

4. Fir ein statistisches Entscheidungsproblem ((X,{Pp : 0 € P}), N, £) heifst die Abbildung

Ry(6) = R(0.0) = Eo [ 00.)3(.dy)] (3.1)
Risikofunktion. Fiir eine nicht-randomisierte Entscheidung ist dies gleich
Rq(0) := R(0,d) := Eg[£(0, d(X))].

Die Menge R := {Rs : 0 € D} heif$t Risikomenge.



22 3 Entscheidungstheorie

Bemerkung 3.2 (Interpretation). In einem statistischen Modell steht X fiir die (zufillig
entstandenen) Daten. Bei Vorliegen des (unbekannten Parameters) 6 € P sind diese nach Py
verteilt. Fiir eine Entscheidungsfunktion ¢ ist nun é(x, A) die Wahrscheinlichkeit, sich fiir ein
a € A zu entscheiden, wenn X = z vorliegt. (Bei einer nicht-randomisierten Entscheidungs-
funktion d ist d(x) = a die Wahl der Entscheidung a im Entscheidungsraum X.) Bei einer
Entscheidung fiir ¢ hat man, falls 6 vorliegt, einen Verlust zu verzeichnen. Dieser wird mit
£(0,a) bezeichnet. Da die Daten als zufillig angesehen werden, kann man sich fragen, welchen
Verlust man denn (bei Vorliegen von € und fiir die Entscheidung §) erwartet. Dies ist gerade
die Risikofunktion Rs(6).

Bemerkung 3.3 (Punkt-Schitzproblem). 1. Aus der Vorlesung Stochastik bekannt
ist folgendes Problem:
Ein Versuch, der entweder einen Erfolg oder einen Misserfolg bringt, wird n-mal wie-
derholt, wobei S = k-mal ein Erfolg eintritt. Nun soll die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Erfolg (in einem der n Versuchen) geschétzt werden.
Dies erinnert an das statistische Modell aus Beispiel Bern. Wir setzen hier P = [0, 1],
Py wie in (Bern 0), S = X; + --- + X, und X = P. Eine offensichtlich Wahl fiir eine
nicht-randomisierte Entscheidungsfunktion ist d(z1,...,x,) = (z1+- -+ x,)/n = T. Als
Verlustfunktion kénnte etwa £(0,a) = (0 — a)? dienen, also £(6,d(x1, ..., ) = (0 — 7).
Die Risikofunktion berechnet sich dann zu

0(1 — 6)

n

R4(0) = Eg[(6 — X)?] = Vg[X] =

2. Allgemeiner ist ein Punkt-Schétzproblem ein statistisches Entscheidungsproblem
(X,{Pp : 6 € P}),N,¥) mit dem statistischen Raum (X,{Py : 6 € P}). Im Allge-
meinen wollen wir nicht # schitzen, sondern g(6) fiir eine Funktion g : P — X, wobei N
auch der Entscheidungsraum ist. (Wie hierbei die Entscheidungsfunktion § (oder d im
nicht-randomisierten Fall) aussieht, hingt vom jeweiligen Beispiel ab.) Verlustfunktio-
nen, die der Bemessung einer falschen Entscheidung dienen sollen, sind (im Falle eines
normierten Raumes N) etwa der

Laplace-Verlust 4(0,a) := |a — g(0)|,
GauB-Verlust £(0,a) := |a — g(0)|?,
0-1-Verlust 6(0, a) = 1|a*9(9)‘>5‘

Die Risikofunktion Rs(f) ist dann der (unter Py) erwartete Verlust unter der (etwa
nicht-randomisierten) Entscheidungsfunktion d, also beim Laplace-Verlust etwa

R5(0) = Eo[|d(X) — g(0)]]-

Man nennt Entscheidungsfunktionen bei solchen Schétzproblemen (Punkt-)Schitzer
und ((X,{Py: 0 € P}),N,g,¢) ein Schétzproblem.

Bemerkung 3.4 (Bereichs-Schétzproblem). 1. Aus der Vorlesung Stochastik bekannt
ist folgendes Problem:
Fiir eine Stichprobe z1, ..., x,, normalverteilter Daten (d.h. X1, ..., X,, sind unabhéngig
und identisch nach N(0,0?) verteilt) bei bekannter Varianz 2. Es wird ein von den
Daten abhéingiger Bereich gesucht, so dass # mit Wahrscheinlichkeit 1 — « (etwa fiir
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a = 5%) in diesem liegt. Es ist naheliegend, dass dieses Intervall symmetrisch um
Z:=(x1+ -+ x,)/n liegt.

Dies erinnert an das statistische Modell Norm mit bekannter Varianz o2, d.h. an das
statistische Modell (X, {Py = N(6,0?) : 8 € R}), so dass (Norm 0) gilt. Um das Intervall
aufzustellen, verwenden wir, dass X ~ N (u,0%/n), also (X — pu)/+/02/n ~ N(0,1). Sei
¢ das a-Quantil der Standardnormalverteilung?. Dann gilt

1—a="Pylgupn < (X —0)/v02/n < q1_a)
= Py(|X — 0] < q1_a/2\/0% /1)
=Py(X — Q1—a/2m << X+ (h—a/gm)

Der gesuchte Datenbereich ist also {y : T — q1_q/21/0%/n <Y < T+ q1_q/21/0%/n}.

2. Allgemeiner ist ein Bereichs-Schétzproblem ein statistisches Entscheidungsproblem
(X,{Pp : 0 € P}),R, ) mit dem statistischen Raum (X, {Py : § € P}). Wieder wollen
wir nicht 6 schitzen, sondern ¢(#) fiir eine Funktion g : P — T, wobei hier nun X = B(Y)
ist. (Ubrigens ist damit X kein metrischer Raum, und man muss die Messbarkeit der fol-
genden Abbildungen iiberpriifen.) Eine nicht-randomisierte Entscheidungsfunktion ist
hier wieder eine Funktion d : E — N. (Nun muss etwa fiir alle ¢ € T die Bedingung
{z:ged(z)} € B(E) gelten.) Als Verlustfunktion bietet sich die Wahl

1, 9(0) ¢ B,

00,B) := {O, o(6) € B

an. Das Risiko ist somit

R4(0) = Egl€(6, d(X))] = Pylg(6) ¢ d(X)].
Entscheidungsfunktionen in einer solchen Situation heilen auch Bereichs-Schdtzer.

Bemerkung 3.5 (Test-Problem). 1. Aus der Vorlesung Stochastik bekannt ist folgen-
des Problem (siehe einfacher t-Test):
Fiir eine Stichprobe z1, ..., x,, normalverteilter Daten (d.h. Xy, ..., X,, sind unabhéngig
und identisch nach (6 = (u,0%)) verteilt) bei unbekannter Varianz o2. Es soll getestet
werden, ob die (Null-)Hypothese p = pp aufgrund der Daten verworfen werden kann
oder nicht. Dabei soll die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese irrtiimlicherweise zu
verwerfen, hochstens ein vorgegebenes « sein.
Dies erinnert an das statistische Modell Norm, d.h. an das statistische Modell (X, {Pg =
N(@O): 0= (u,0%) € RxRy}), so dass (Norm 0) gilt. Um die Hypothese Hy : p1 = pig

gegen Hy : p # o zu testen, verwendet man, dass fiir s?(X) = ﬁ (X — X)? die
Statistik o
X _
T=tX)= =1 _
s2(X)/n

unter P, ;2 (fiir jedes 0? € Ry) nach t,,_j-verteilt ist.> Man stellt hier den kritischen
(oder Ablehnungs-)Bereich C' C R (der nur von « abhéngt) so auf, dass Hy gerade dann

“Bs ist also fiir Z ~ N(0,1) gerade P(Z < o) = a. Insbesondere ist auch go = —q1—q.
®Dies ist eine studentische t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Thr a-Quantil bezeichnen wir mit ¢,_1 4.
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abgelehnt wird, wenn #(X) € C ist. Es soll aulerdem P, ,2(t(X) € C) < « gelten. In
diesem Beispiel ergibt sich mit C' = (—00,t,_1 4/2) U (t,—1,1-a/2,00) gerade, dass

P(M0,02)(t(X) € C) = P(,uo,cﬂ)(t(X) < tn—l,a/Z) + IED(,LL(),CTQ)(t(AX) > tn—l,l—a/2) = Q,

was ja gefordert war.

. Allgemeiner ist ein Test-Problem ein statistisches Entscheidungsproblem ((X,{Py: 6 €

P1}),N, ) mit dem statistischen Raum (X, {Pg : # € P}) mit X = {Hy, H;}. Die (ran-
domisierte) Entscheidungsfunktion ¢ ist eindeutig durch eine Funktion ¢ : E — [0, 1]
mittels §(z, {H1}) := ¢(z) und §(z, {Hp}) := 1 — p(z) bestimmt. (Hier ist ¢(x) die
Wahrscheinlichkeit, sich bei Daten z fiir die Hypothese H; zu entscheiden.) Die Ent-
scheidungsfunktion § ist genau dann nicht-randomisiert, falls ¢ = 1¢ fiir ein geeignetes
C € B(E). Als Verlustfunktion bietet sich die Neyman-Pearson-Verlustfunktion an.
Hierbei ist fiir Py, P1 mit Py P; = P gerade

0, 6 € P richtige Entscheidung,
1, 0 €Py Fehler 1. Art: Entscheidung fiir Hy, aber Hy trifft zu.

00,Hy) = {

0, 6 € Py richtige Entscheidung,
1, 6 €P; Fehler 2. Art: Entscheidung fiir Hy, aber H; trifft zu.

0(0,Hy) = {

Die Hypothese H; besteht dabei gerade daraus, dass eine der Verteilungen aus P; (auf
die Daten) zutrifft, ¢« = 0, 1. Die Risikofunktion ist damit

Rs(0) = Eo[£(0, Ho)o (X, {Ho}) + £(0, H1)o(X, {H1})]

1 —Ep[e(X)], 6¢€ P,

= Loer Eoll — ¢(X)] + Lyem, Eqlio(X)] = {Eemxn o€ Po.

Wie wir sehen, wird das Risiko eindeutig durch die Giitefunktion

B : 0 = Eglp(X)]

bestimmt. Im Fall einer nicht-randomisierten Entscheidungsfunktion ¢ = 1¢ ist also

Ry(o) ~ [FoXEC), 0EP
T\ Pyx €0), b,

Bei diesem allgemeinen Vorgehen fllt auf, dass nirgends das Signifikanzniveau a aus obi-
gem Beispiel eingeht. Das liegt daran, dass wir zunéchst alle Entscheidungsfunktionen
zugelassen haben. Sinnvoller ist es jedoch, sich auf eine Klasse von Entscheidungsfunk-
tionen einzuschrinken, etwa auf solche 4, fiir die Rs(0) < « fiir § € Py gilt.

Man nennt Entscheidungsfunktionen 0 (oder ¢) bei solchen Testproblemen auch Tests.

Bemerkung 3.6 (Randomisierter Test). Wir geben noch das Beispiel eines randomisier-
ten Tests an. Sei hierzu (X, {Py : 0 € [0,1]}) das statistische Modell aus Beispiel 1.6 sowie
Hyp = {# < 0.5} und H; = {# > 0.5}. Fiir ein a € (0,1) wollen wir einen Test ¢ mit
Eglp(X)] < « fir § € Hy angeben, d.h. die Wahrscheinlichkeit, sich fiir die Alternative zu
entscheiden, soll bei Vorliegen von 6§ € Hy hichstens o betragen. Man sagt auch, der Fehler 1.



3.1 Einfithrung 25

Art soll hochstens a sein. Sei hierzu g 1_q €in 1 — a-Quantil einer B(n, 6)-Verteilung®. Dann
kénnten wir etwa,

L >0 > qos1-a

07 Tl— i < —a
QO(CE) _ { 21_1 T =~ 40.5,1—«

setzen. Fiir 8 € Hy gilt dann

n n
Eg[p(X)] = Py [le > QO.5,17a] < Pos [ZXz > qos,1-a| < a.
i=1 i=1

Schon wire es, wenn wir sogar ein ¢ > ¢ angeben konnen, fiir das ebenfalls Eg[)(X)] < «
fiir @ € Hy gilt. Dies konnen wir erreichen, indem wir

0, Yo i < go51—as
Po.5 [Z?:l wiSQ045,17Q} —(1-a)
xTr) = =
i ) p Po.5 [Z?:l mi:qo.s,lfa]
1, Yo% > qo5,1—a-

n
3 Zi:l T = q0.5,1—a>

Das bedeutet: falls Z?:l T; = q0.5,1—a, SO entscheiden wir uns mit Wahrscheinlichkeit p fiir
die Alternative, und mit 1 — p fiir die Nullhypothese. Die Entscheidung ist also zufillig oder
randomisiert. Dann ist fiir 6§ € Hy

Eg[¢(X)] < Eos[¥(X)] =1—Pos [Z X; < (I0.5,17a} + pPo.s [Z Xi = qo5,1-a
i1 i=1

=1-"Pos [ZXz < (Jo.5,1_a] + Pos [ZXz < %.5,1—4 —(l-a)=a
i=1 i=1

also ist der Fehler 1. Art ebenfalls hochstens a.

Es sollte klar sein, dass gute Entscheidungskriterien gerade solche sind, die eine kleine Risiko-
funktion aufweisen. Allerdings gibt es verschiedene Moglichkeiten dafiir, dass eine Entschei-
dungsfunktion klein ist. Mit diesen werden wir uns in Abschnitt 3.3 beschéftigen. Wir geben
nur noch ein Beispiel, in dem klar wird, dass naiv angegebene Entscheidungsfunktionen auch
schlecht sein kénnen.

Beispiel 3.7 (Schitzung des Lageparameters einer Uniformverteilung).

Sei U(6 —1/2,0 + 1/2) die Uniformverteilung auf (§ —1/2,0 4+ 1/2) und Py =U(6 — 1/2,0 +
1/2)" das n-fache Produkt, # € R. Wir wollen fiir das statistische Modell (X,{Py : 6 €
R}) den Lageparameter 6 schétzen. Hierzu geben wir zwei verschiedene, nicht-randomisierte
Entscheidungsfunktionen an. Wir withlen (mit g(6) := )7

di(X) =X, d2(X) = 5( X1y + X(n))

SWir erinnern daran, dass fiir eine Verteilung P mit Verteilungsfunktion F das a-Quantil durch jede Zahl
z mit F(z—) < a < F(z) gegeben ist.

"Fiir einen Vektor z = (x1,...,2n) € R™ ist x(;) das it-kleinste Element. Insbesondere ist also (1) das
kleinste und z(,) das gréfite Element. Die Zahlen z(y, ..., ©(,) heilen auch Ordnungsstatistiken.
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und verwenden den Gauf3-Verlust. Das Risiko berechnet sich fiir d; zu

Ry (6) = Bo[(X — 0)°] = Vo[X] = V[ Xa] = .

Fiir d2 bendtigen wir ein paar Voriiberlegungen. Um die gemeinsame Verteilung von X (1) und
X(n) zu berechnen, schreiben wir (fiir 6 = 1/2)

Pijo(Xay > 2, Xy <y) = (y —2)".

Also hat (X(1), X(,)) die gemeinsame Dichte (z,y) — n(n — 1)(y — )" 2. Daraus berechnen
wir

1
w1
Eipp[Xm] =1 -Eyp[l — X)) —1—/0 n(l—z)"dr = st
1 1 n
Ey o[ X (] = nlgy =
1/2[X ()] /0 nyy" T dy =
! n+1 TL2 n n2

VipplX@)] = Vipll = Xo)] —/0 nl = o) de = e = e T

n

(n+2)(n+1)%
n

1 Y n
C@Vl/g[X(l), X(n)] = /0' /0 n(n - 1)xy(y - x)n_dedy - (TL + 1)2

/yn( —2)" tdad SR
) y\y Y (n+1)2

n+1 - n 1 1

n+12 n+2 (m+1)2 m+1)2n+2)

<

wobei die Varianzen und Covarianz unabhéngig von 6 sind. Wir erhalten

Rq, (0) = Eo[(3(X ) + X(m)) — 0)°] = Vo[3(X(1y + X))
= 1(VIX1)] + V[X ()] + 2COV[X (1), X))
B 1< n 1 1

PN CEDCE (n+1)2(n+2)> T2+ 1)(n+2)

Wir sehen also, dass das Risiko von ds gerade fiir grofle n deutlich kleiner ist als das von d;.

3.2 Die Rolle suffizienter Statistiken

Suffiziente Statistiken enthalten alle wichtigen Informationen iiber die Daten. Deswegen ist
es sinnvoll, dass Entscheidungsfunktionen nur von solchen Statistiken abhingen.

Proposition 3.8. Sei ((X,{Py : 0 € P}),N,{) ein statistisches Entscheidungsproblem, §
eine (randomisierte) Entscheidungsfunktion (also ein Markov-Kern von E nach B(X)) und
Rs ihre Risikofunktion. Ist T = ¢(X) (fir t : E — E') eine suffiziente Statistik, so gibt es
einen Markov-Kern € von E' nach B(R), so dass € ot (mit € o t(z,A) := e(t(x),A)) eine
Entscheidungsfunktion ist mit Reot = Rs.
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Beweis. Fiir A € B(X) setzen wir
e(t, A) :=Eg[o(X, A)|T =t].

(Da T suffizient ist, hingt die rechte Seite nicht von 6 ab. Wir unterdriicken den Subskript 0
im Folgenden.) Deshalb gilt fiir integrierbare Funktionen h : X — R, dass

E[ / h(a)8(X, da)‘T:t} - / h(a)(t, da).

(Zunéchst tiberpriift man die Aussage mit Indikatorfunktionen, dann mit einfachen Funktio-
nen und anschliefend mit allgemeinen messbaren Funktionen h.) Nach Definition gilt dann

Reot(0) = Eg[ / E(G,a)e(t(X),da)] — K, [E[ / 0(0,a)5(X, da)‘T”
— B / (0, 0)5(X. da)| = Rs(6).

O]

Man beachte, dass auch bei nicht-randomisierten § der Markov-Kern ¢ (und damit € o t)
randomisiert sein kann.

Proposition 3.9. Sei (X, {Py : 0 € P}),N,{) ein statistisches Entscheidungsproblem. Sei
N C R™ konvex und £(0,.) fir alle 0 € P eine konvexe Verlustfunktion. Fir eine (randomi-
sierte) Entscheidungsfunktion ¢ definieren wir die nicht-randomisierte Entscheidungsfunktion

d(z) = /aé(az, da),

zumindest fir x € E, fiir die dieses Integral existiert. Fir solche x € E und alle 8 € P ist
dann

00, d(z)) < / 00, a)d(x, da).

Beweis. Zunéchst ist d(z) € X, da N konvex ist. Weiter gilt mit der Jensen’schen Ungleichung

09, d(x)) :z(e,/aa(x,da)) < /z(e,a)a(:c,da).
0

Man kann mit Hilfe suffizienter Statistiken Entscheidungsfunktionen besser machen. Vor allem
fiir Schéatzprobleme wird folgendes Resultat schéne Anwendungen haben.

Theorem 3.10 (Rao-Blackwell). Sei ((X,{Py : 6 € P}),N,{) ein statistisches Entschei-
dungsproblem. Sei X C R™ konvezr und £(0,.) fir alle @ € P eine konvexe Verlustfunktion,
T = t(X) eine suffiziente Statistik und d eine nicht-randomisierte Entscheidungsfunktion mit
Eg[|d(X)|] < oo fiir alle € P sowie R, ihre Risikofunktion. Fir

e(t) := Eo[d(X)|T = 1]
(wobei die rechte Seite unabhingig von 0 ist) gilt dann fir alle § € P
Reot(0) < Ry(0).
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Beweis. Wir setzen
e(t,A) :=Pd(X) € AT =1t),

also
[ h@)ett,da) = ElGaO)T = 1),

falls das Integral existiert. (Wieder zeigt man das, indem man zuerst einfache Funktionen
einsetzt und danach durch ein Approximationsargument messbare Funktionen.) Daraus folgt
insbesondere

/ ae(t,da) = E[d(X)|T = t] = e(t).

Dann gilt wegen Proposition 3.9

0(0,eot(x)) < /Z(@,a)e(t(az),da),
also
Reot(0) < R:(0) =Ky {/E(QG)E(Tv da)] = Eg[Eq[£(0,d(X))|T]] = Ra(0).

O

Beispiel 3.11 (Beispiel Unif). Sei (X,{Py : 0 € (0,1)}) wie in Beispiel 1.8, X = (0,1),
g(0) = 6 und ¢ der GauB-Verlust £(6,a) = (§—a)?. Wir betrachten den Schétzer d(x) = 27. Fiir
diesen ist immerhin Eg[d(X)] = . Wir wissen aus Beispiel 2.8, dass T' = t(X) = max;—1 . » X;
suffizient ist. Wir verwenden Theorem 3.10 und schreiben aus Symmetriegriinden

n— lt(X)) _ n+1t(X).

B [2X11(X)] = 2B [Xa (X)) = 2(-o(X) + "2

n

Nun lesen wir ab, dass der Schétzer

1
d(z):= nt max
n =1,..n

eine kleinere Risikofunktion hat.

3.3 Zulassige, Bayes, Minimax-Entscheidungsfunktionen

In diesem Abschnitt geht es um den Vergleich von Entscheidungsfunktionen mittels deren Ri-
sikofunktionen, sowie um bestimmte Optimalitdtskriterien. Wie werden hier speziell zuléssi-
ge, minimax und Bayes-Entscheidungsfunktionen betrachten. Oftmals macht es dabei kei-
nen Sinn, optimale Entscheidungskriterien unter allen moglichen Entscheidungsfunktionen
zu suchen, sondern nur aus einer Teilmenge. (Wir erinnern daran, dass wir die Menge aller
Entscheidungsfunktionen mit D bezeichnet hatten.) Wir illustrieren einige Ergebnisse dieses
Abschnitts in einer Grafik.
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7 hat vollen
Trager

In Lemma 3.14 zeigen wir etwa, dass zuléssige Entscheidungsfunktionen mit konstantem Ri-
siko minimax sind. Lemma 3.19 besagt, dass Bayes-Entscheidungsfunktionen (unter einer
Voraussetzung an die a-priori-Verteilung) zulissig sind. Die minimax-Eigenschaft von (allge-
meinen) Bayes-Entscheidungsfunktionen wird dann mit Theorem 3.20 geklért.

Beispiel 3.12. 1. Sei ((X,{Pg : 6 € R}),N,¢) mit Py = N(0,1), X = R und ¢ der GauB-

Verlust. Wir wollen also den Mittelwert einer Normalverteilung (bei bekannter Varianz)
schétzen, wenn wir nur einmal aus ihr ziehen. Die offensichtliche Wahl 1 (z,a) = = (d.h.
wir schétzen den Parameter 6 durch die Beobachtung z) fiihrt zur Risikofunktion

0 — Rs,(0) = Eg[(X — 0)%] = 1.

Hingegen fiihrt die Wahl d2(z,a) = b fiir ein festes b € R (d.h. wir schétzen den Pa-
rameter # immer durch dieselbe Zahl b, unabhingig von unserer Beobachtung) zur
Risikofunktion

0 Rs,(0) = Eg[(b—0)%] = (b—0)*.

Insbesondere sehen wir, dass weder Rs, < Rs, noch Rs, < Rs, gilt. Man kann also nicht
sagen, dass 0; besser wire als d5. Ein Ausweg hier ist es, sich nur auf erwartungstreue
Schétzer einzuschréinken, d.h. auf Entscheidungsfunktionen § mit Ey[[ §(X, da)] = 6,
und unter diesen die kleinste Risikofunktion zu suchen.

. Ganz ahnlich verhilt es sich bei einem Test. Verwenden wir hierzu die Situation aus

Bemerkung 3.5.2. Es ist verlockend, einfach C' = F zu wihlen (d.h. die Hypothese wird
immer verworfen), weil dadurch zumindest fiir § € Py die Risikofunktion verschwindet.
Allerdings wird durch diese Wahl die Risikofunktion fiir § € P; maximal. Wahlt man
andererseits C' = (), so ist die Situation genau andersherum. Deshalb fragt man hier eher
nach dem Minimum aller Risikofunktionen, die Rs5(0) < « fiir alle § € Py erfiillen. Das
bedeutet, dass man das Signifikanzniveau « festlegt und damit den maximalen Fehler
erster Art.

Definition 3.13 (Zulissige, Minimax-Entscheidungsfunktionen). Sei ((X,{Py : 0 €
P1}),N,0) ein statistisches Entscheidungsproblem, 0,0’ € D FEntscheidungsfunktionen und
Rs, Rgr ihre Risikofunktionen. Weiter sei Dy C D.

1.

Gilt fiir 6,8, dass Ry < Ry und Rs(0) < Rg (6) fiir mindestens ein 6 € P, so sagen
wir, 6 dominiert &’.

Wir sagen, die Entscheidungsfunktion § hat konstantes Risiko, falls 0 — Rs(0) konstant
18t.
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3. Gibt es fiir eine Entscheidungsfunktion § € Dy ein &' € Dy, das § dominiert, so heifit §
auch unzuléssig fir Dy, andersfalls zuldssig fiir Dy.

4. Die Entscheidungsfunktion § € Dy heifit minimax fiir Dy , falls

sup 5(0) = inf sup Ry (0).
9P 6'€Do gep

Fir D zulissige FEntscheidungsfunktionen heiflen auch zuldssig, fir D unzuldssige
auch unzuldssig, und fir D minimax-Entscheidungsfunktionen heiffen auch minimaz-
Entscheidungsfunktionen.

Lemma 3.14 (Zusammenhiinge zuliissige, minimax-Entscheidungsfunktionen). Sei
(X, {Py : 6 € P}),R,¥) ein statistisches Entscheidungsproblem, § € Dy C D eine Entschei-
dungsfunktion und Rs ihre Risikofunktion.

1. Ist § die einzige minimaz-Entscheidungsfunktion fiir Dg, so ist § zuldssig fiir Dy.
2. Ist 0 zuldssig fiir Dy mit konstantem Risiko, so ist 6 minimaz fiir Dy.

Beweis. 1. Angenommen, § ist nicht zuléissig fiir Dy. Dann gibt es ein §' € Dy mit (6 # §
und) Ry < Rs und ein § € P mit Ry (0) < Rs(#). Deshalb ist

inf sup R.(6) = sup R5(0) > sup Ry () > inf sup R.(6).
e€Do gep 6cP 6cP e€Do gcp

Damit ist ¢’ ebenfalls minimax fiir Dy im Widerspruch zur Voraussetzung.
2. Angenommen, es ist Rs(f) =: ¢ unabhéngig von 6 und ¢ ist nicht minimax fiir Dy. Dann
gibt es ¢’ € Dy mit

sup Rg (0) < sup R5(6) = c.
ocP 0P

Daraus folgt Rgr < Rs im Widerspruch zur Zuléssigkeit fiir Dy von §. O

Definition 3.15 (Bayes’sches Risiko). Sei ((X,{Py : 6 € P}),N, () ein statistisches Ent-
scheidungsproblem, § eine Entscheidungsfunktion und Rs ihre Risikofunktion. Sei weiter m ein
Wahrscheinlichkeitsmafs auf P und © ~ 7. Dann ist das Bayes-Risiko (beziiglich 7) gegeben
als

ro(m) 1= Ex[Ry(O)] = / Ry (0)(d6).

Fiir Do C D heifit 6 € Dy eine Dy-Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich w, falls

ro(m) < ry(m)

fiir alle & € Dy. Eine D-Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich m heifit auch Bayes-
Entscheidungsfunktion beziiglich .

Oftmals sind Bayes-Entscheidungsfunktionen gar nicht so schwer zu finden. Hierbei besonders
hilfreich ist das néchste Resultat.

Theorem 3.16 (Konstruktion von Bayes-Entscheidungsfunktionen). Sei ((X, {Py :
0 € P}),N,0) ein statistisches Entscheidungsproblem. Sei 7 eine a-priori- Verteilung, m, die
zugehorige a-posteriori- Verteilung und O, ~ m,.
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1. Sei § eine Entscheidungsfunktion, so dass fiir alle x

E[/ﬁ(@x,aw(;p,da) — inf )E[/ﬁ(@,a)m(da)]

meMi(R
Dann ist 6 eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich .
2. Sei d € Dy, eine nicht-randomisierte Entscheidungsfunktion, so dass fir alle x

E[((©, d(x)] = inf E[{(©, a))

Dann ist § eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziglich 7 fiir Dy,..

Beweis. Wir zeigen nur 1. da der Beweis fiir 2. analog funktioniert. Wir schreiben das Bayes-
Risiko fiir © ~ 7 als

rs(n) = E[R5(0)] = E[E[ / 0O, a)d(X, da)jxﬂ.

Da die Verteilung von © gegeben X gerade wx ist, die Erwartung sicher dann minimiert,
wenn

]E[/E(@,a)&(X, da)‘X - x] - E[/z(@x,a)a(x,da)}
minimal ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 3.17 (Bayes-Schitzer). Wir betrachten das Schdtzproblem (X, {Py : 0 €
P}H),N = R,g,¢) fir den Gaufs-Verlust ¢, ein regulires statistisches Modell {Py : 6 € P}
mit Py = pg - \ und P C R¥. Weiter sei m = p- \F € My(P) die a-priori- Verteilung und
die a-posteriori- Verteilung. (Nach Bemerkung 2.37 hat diese die Dichte

~ pe(z)p(9)
pe(6) = [ po(@)p(n)dn )

Dann ist der nicht-randomisierte Schitzer (falls das Integral existiert)
d(z) = /g(@)ﬂx(dﬂ).

ein Bayes-Schitzer.

Beweis. Nach Proposition 3.9 miissen wir nur zeigen, dass d ein Bayes-Schétzer beziiglich 7
fiir Dy, ist. Nach Theorem 3.16 ist ein Bayes-Schéitzer gegeben, wenn

E[l(©,,d(x))] = mainE[K(Gz, a)].
Nun ist
E[((O;,a)] = E[(9(O:) — a)?] > E[(9(O.) — E[9(6.)])%]

mit '=’ genau dann, wenn

Daraus folgt die Behauptung. O
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Beispiel 3.18 (Beispiel Norm mit 02 bekannt). Wir betrachten fiir (bekanntes) o2 > 0
wie in (Norm 1b) das Schitzproblem ((X, {Py = N'(6,02)" : 0 € R}),R =R, g = id, £) fiir den
GauB-Verlust £. Wir zeigen, dass fiir die a-priori-Verteilung 7, = N(0, b?) der Bayes-Schétzer
durch

nb?
nb? + o2
gegeben ist. (Diesen liest man am besten als Konvexkombintation aus dem a-priori-Schétzer
0 — gegeben durch die a-priori-Verteilung, die Erwartungswert 0 hat — und dem Mittelwert.)
Aus Beispiel 2.40 kénnen wir die a-posteriori-Verteilung ablesen. Diese ist gerade

db(.%') =

nb>  _  o%b?

nb? —i—an’ nb? —1—02)'

. ::N<

Nach Proposition 3.17 ist nun der Bayes-Schiitzer beziiglich 7w gegeben durch

nb?
/97@ (df) bQ—i—U

Lemma 3.19 (Zusammenhinge zulissige, Bayes-Entscheidungsfunktionen). Be-
trachte dieselbe Situation wie in Lemma 3.14. Weiter sei m € M1(P).

1. Sei 0 — Rg(0) fir alle 6 € Dy stetig und w habe vollen Triger. Ist § Bayes-
Entscheidungsfunktion beziiglich w fiir Dy, so ist § zuldssig beziiglich Dy.

2. Ist § die einzige Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich m und Dgy, so ist § zuldssig
beziiglich Dy.

Beweis. 1. Angenommen, ¢ ist nicht zulissig Dy. Dann gibt es ein ¢’ € Dy mit (6" # § und)
Rs < Rjs und ein 6 € P mit Ry (0) < Rs5(0). Wegen der Stetigkeit von Ry gibt es ein 7 > 0,
so dass fiir §’ € B,.(0) gerade Rg (0') < Rs(6) — r. Damit gilt
ro(m) = Ex[Ry(©),0 € B,(0)] + Ex[Rs(0),© ¢ B.(0)]
< E;[Rs(©)] —rP(© € B.(0)) < E;[Rs(O)] = rs(m)

im Widerspruch dazu, dass ¢ Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich 7 fiir Dy ist.
2. Sei ¢’ so, dass Ry < Rs. Dann gilt

ry(m) = B[Ry ()] < E[R;(O)] = rs(r) = inf r<(m).

Damit ist auch ¢’ eine Bayes-Entscheidungsfunktion fiir Dy. Diese ist aber nach Voraussetzung
eindeutig und damit ¢’ = §. Damit ist § zuléissig fiir Dy. O

Theorem 3.20 (Hodges-Lehmann). Sei ((X,{Pg : 6§ € P}),N,{) ein statistisches Ent-
scheidungsproblem, 9, 01,02, ... € Dy € D Entscheidungsfunktionen, Rs, Rs,, Rs,, ... ihre Risi-
kofunktionen und m, w1, ms, ... Wahrscheinlichkeitsmafe auf P sowie © ~ m,01 ~ 71, ...

1. Ist d, eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich m, fir Dy, n=1,2,... und

sup R;s(0) < limsup rs, (),

0P n—+00

dann ist & auch eine minimax-Entscheidungsfunktion fiir Dy.
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2. Ist § eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich w fiir Dy mit konstantem Risiko, so
ist 0 auch minimaz fir Dy.

Beweis. 1. Fiir 6 € Dy und k= 1,2, ... gilt

Sup R§(0) = Ex, [Rs5(Or)] = ro(m) = 75, ().

Daraus folgt

inf sup Ry (6) limsuprs, (m;) > sup Rs5(6) > inf sup Ry (6),
§'€Do gep k—oc0 6P 6'€Do gep
woraus insbesondere supycp Rs(0) = infsep, supgep Ry (0) folgt. Deshalb ist § eine minimax-
Entscheidungsfunktion fiir Dy.
2. ist ein Spezialfall von 1. Fiir 6 mit konstantem Risiko ist ndmlich supyep R5(0) = E-[R5(0)].
Damit ist § auch eine Bayes-Entscheidungsfunktion fiir D). O

Als Beispiel zeigen wir nun die Optimalitdt (im Sinne der Zuléssigkeit) des arithmetischen
Mittels zur Schéitzung des Erwartungswertes bei normalverteilten Daten.

Proposition 3.21 (Zulidssigkeit des arithmetischen Mittels). Sei (X, {Py : 6 €
R}), N, /) ein statistisches Entscheidungsproblem mit Py = N(0,0%)" fir ¢®> > 0, n € N,
sowie X = R und ¢ der Gauf-Verlust fiir die Funktion g(0) = 6. Dann ist die Entscheidungs-
funktion d(z) := T zuldssig und minimaz.

Beweis. Die Risikofunktion von d ist

o2

Ruf6) = Bal(X — 0] = T

Angenommen, d ist nicht zuldssig. Dann gibt es einen — nach Proposition 3.9 nicht-
randomisierte — Schétzer d’, der d dominiert. Es gilt also Ry < ¢ /n und es gibt ein # € R mit
Ry(0) < 0%/n. Wegen der Stetigkeit der Risikofunktion (in @ fiir alle Entscheidungsregeln)
gibt es also ein r > 0, so dass Ry(n) < o?/n —r fiir [n— 0| < r.

Sei nun 7, = N(0,b?) fiir b > 0. Einerseits ist damit ry () < 02/n. Andererseits ist nach
Beispiel 3.18 der Bayes-Schétzer beziiglich 7, gerade

nb?

do(@) = S 2™

mit Bayes-Risiko

ray () = / Eo(db(X) — 0)2)my(d6) = / Voldy(X)] + (Eoldy(X)] — 0)2my(d6)

B n?b* o? otb? B o2 n2b* + no?v?

(b2 4022 + (b2 + 022 n (nb? + o2)2

B o2 n?b* + 2nb%0? + o — nb?0? — ot B o? nb’o? 4 ot
;< (nb? + 02)? > _;< B (nb2—|—02)2)'

Da dp ein Bayes-Schétzer beziiglich 7y ist, gilt

2nb’o? 4 o4 2 2 1 O+r 2 /(on2
ey 2 S = ra(m) 2% —ra(m) > s [ ey
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Die linke Seite ist offenbar O(1/b%) fiir b — oo, die rechte jedoch O(1/b). Dies ist offenbar
ein Widerspruch und damit ist die Zuléssigkeit von d gezeigt. Nun ist d auch minimax nach
Lemma 3.14. O

Korollar 3.22 (Unbekannte Varianz). Betrachte dieselbe Situation wie in Propositi-
on 8.21, jedoch mit unbekannter Varianz o?, d.h. das statistische Modell (X,{Py : 6 =
(n,0%) € R x Ry}) und g(p, 0?) = p. Dann ist d(x) := T zuldssig und minimaz-Schitzer.

Beweis. Wie im Beweis von Proposition 3.21 ist nur die Zuléssigkeit von d zu zeigen. Ange-
nommen, d wire unzulissig. Dann gibt es einen (0BdA nicht-randomisierten) Schétzer d’ mit
Ry < Ry und ein 6 = (u,0%) mit Ry(0) < Ry(f). Da Ry und R4 nicht davon abhingen,
ob 02 bekannt oder unbekannt ist, wiirde d’ den Schiitzer nun bei bekannter Varianz o2 do-
minieren. Dies wiederspricht aber der Aussage von Proposition 3.21 und die Behauptung ist
gezeigt. O

Bemerkung 3.23 (Hoher-dimensionale Normalverteilungen). Interessanterweise lésst
sich Proposition 3.21 (und damit Korollar 3.22) nur bedingt auf hthere Dimensionen verallge-
meinern. Ist nédmlich in der gleichen Situation X = (X1, ..., X,,) mit X; = (X;1, ..., Xiz) € R”
nach Ey[X;;] = 0; und COV[X;;, X;] = d;1, so kann man zeigen, dass fiir die Verlustfunktion
0(0,a) = Zle(&- —a;)? = (0—a)" (0 —a) der Schiitzer d(x) = T fiir k > 3 nicht mehr zulissig
ist. Ein dominierender Schétzer ist durch den James-Stein-Schitzer

d(x):=(1- il )

Tz

gegeben. (Ubrigens ist d’ ebenfalls nicht zulissig und ist von

k—2\+
d" = (1 - > T
() oz)
dominiert. Aber auch d” ist nicht zuléssig.)
Nun zum Beweis der Unzuléssigkeit von d im Fall £ > 2. OBdA sei n = 1, also d(x) = z,
andersfalls dndert sich nur die Varianz von d(X). Wir berechnen die Risikofunktion von d

Ra(0)Eq[(6 — d(X))" (6 — d(X))] = £,

da (0 — X)"T(0 — X) ~ x3. Wir werden nun Ry (0) < k zeigen. Es ist niamlich

R0 =5 (-0~ C2) (- E220)

_ T
= B[~ 0)T(xX — )] - 20 - 2y [T I

] + (k= 2)°Ey [XiX}

—k—2(k - Q)iEQ[W] + (k- 2)2E9[Xix}.
=1
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Nun ist mit partieller Integration

ZEQ[ XTX ZF/ ar 0i)exp (= (z—0)" (v = 0)/2)dx

Zr/x ;ET;2x1 exp(—(m—@)T(x—Q)/Q)dx

_ f/% %exp (= (z—0)T(z—60)/2)dz

und damit

Ro(d) = k — (k—Q)Eg[ < k = Ry(d).

1

¥l
Wir wollen nun die entwickelte Theorie auf die Beispiele Bern und Unif anwenden.
Beispiel 3.24 (Beispiel Bern). Wir betrachten das Schétzproblem ((X,{Pp : 0 €
0,1}, X = (0,1),9g = id,¢) fir den GauB-Verlust ¢. Speziell werden wir zeigen, dass
d(xz) = (>_ xz;)/n eine zuléssige, aber keine minimax-Entscheidungsfunktion ist.
Wir wollen zunéchst die Zuldssigkeit von d zeigen. Offenbar minimiert d das Risiko genau
dann fiir £(0,a) = (6 — a)?, wenn d das Risiko fiir #(6,a) = (0 —a)?/(6(1 — #)) minimiert. Sei
nun 7 = U(0, 1) eine a-priori-Verteilung. Da dies genau die (1, 1)-Verteilung ist, sehen wir
aus Beispiel 2.38, dass m, = S(1+ > z;,n+1—>_ ;) die a-posteriori-Verteilung ist. Um den
Bayes-Schétzer zu bestimmen, ist hierfiir nach Theorem 3.16.2

F(TL + 2) ! 29> xi—1 n—1->"xz;

T+ S e)l(n+1- 3 ) /0 (6= a)%=7 (1 —6) @b

zu minimieren. Offenbar liegt dieses Minimum genau beim Erwartungswert der 3(>_ z;,n —
3 ;)-Verteilung, also bei® a = (3. ;) /n. Damit ist d Bayes-Schiitzer und nach Lemma 3.19
auch zuléssig.

Um zu zeigen, dass d nicht minimax ist sei dgp(x) = ‘i:r%ifz Fiir die a-priori-Verteilung
m = B(a,b) ist die a-posteriori-Verteilung S(a + > x;,b+n — Y x;) und der Bayes-Schétzer
ist gerade d, (x). Das Risiko dieses Schétzers ist

Ry, ,(0) = Eg[(das(X) — 0)%] = Vg[dap(X)] + (Egldap(X)] — 6)

E[l(Oz, a)] =

— 0 =0 (a0t b))
= M(GQ((G +b)2 —n) +0(n - 2a(a + b)) + a?).

Fiir a = b = y/n/2 ist dieser konstant (nf\//é%)g, und damit ist d_ /9 /m/o nach Theorem 3.20

minimax. Allerdings ist
nf(1 —0) 1 n/4
sup Ry(0) = sup Ry, ,(0)= sup ———F=— > ————
0€(0,1) bc01) oc01) 17 dn " (n+/n)?

und damit ist d nicht minimax.

8Wir verwenden, dass fiir B(p,q) der Erwartungswert durch p/(p + ¢) und die Varianz durch pq/((p + ¢ +
1)(p + q)?) gegeben ist.
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4 Testtheorie

In diesem Kapitel sei immer ((X, {Pg : 6 € ©}), N, ¢) ein statistisches Entscheidungsproblem
mit X = {Hy, H1} (d.h. die Entscheidung besteht immer zwischen der Null-Hypothese Hy und
der Alternativ-Hypothese H;). Wir erinnern an die Neyman-Pearson’schen Verlustfunktion

6(97}[1): 0, 96771,7
fo, 0 € Py

E(H,Ho)z 0, 96770,.
61, 96731

fiir Py, P; mit P = Py P;. Wir werden immer ¢y = ¢; = 1 betrachten. (Der allgemeinere
Fall ergibt sich dann meist ebenfalls.) Die Entscheidung a = H( bedeutet, dass man sich fiir
die Nullhypothese entscheidet (bzw. dass man sie nicht verwirft) und a = H; bedeutet, dass
man die Nullhypothese verwirft und sich fiir die Alternative entscheidet. Eine Entscheidungs-
funktion (bzw. der Test) § wir eindeutig durch die Funktion

o(x) = d(x,{H1})

definiert, d.h. durch die Wahrscheinlichkeit, sich fiir die Alternativ-Hypothese zu entschei-
den bei Vorliegen der Daten z. (Damit ist automatisch §(z, {Hp}) = 1 — ¢(z).) Das Ent-
scheidungsproblem (oder auch Test-Problem) heifit einfach, wenn sowohl Py als auch P;
ein-elementig sind. Andernfalls heifit es zusammengesetzt. Wir erinnern an die Giitefunktion
By : 0 — Eglp(X)]. Das Risiko von § (oder ¢) ist gegeben durch

Eoleo(X)] = B,(0), 0 € Po,

R,(0) :== Rs(6) = Eq {/E(Q,a)(S(X, da)] - {1 —Eplp(X)] =1—5,(0), 6¢ePi.

Weiter sei & die Menge aller moglichen Tests (gegeben entweder durch § oder ¢) und {6
Rs(0) : § € @} die Risikomenge, d.h. die Menge der Risikofunktionen aller Tests. Fiir einfache
Tests mit Py = {Po}, P1 = {P1} identifizieren wir

R = {(Eo[p(X)],1 = Ea[p(X)]) : ¢ € ®}. (R)

4.1 Bayes-Tests

Wie wir in Theorem 3.16 gesehen haben, ist es oftmals gar nicht schwierig, Bayes-
Entscheidungsfunktionen aufzustellen. Dies wollen wir nun fiir Tests durchfiihren, die ent-
sprechenden Entscheidungsfunktionen heiflen dann Bayes-Tests.

Proposition 4.1 (Bayes-Tests). Sei m ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf P. Dann ist p € @
genau dann ein Bayes-Test (d.h. eine Bayes-Entscheidungsfunktion fir das Test-Problem,)
beziiglich , wenn (fir die a-posteriori- Verteilung m;)

(Auf dem Bereich {x : m,(Po) = m(P1)} ist ¢ nicht eindeutig bestimmt.)
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Beweis. Wir berechnen das Bayes-Risiko fiir © ~ 7 fiir ©, ~ 7, und den Test ) € ® als

() = E[E[/e(@, @)5(X. da)|x] | = E[E[¢(@, By (X) + 6O, Ho)(1 ()| x]]

=E[E[lo,ep(X) + logep, (1 — ¢(X))|X]]
= E[rx(P1) + (mx(Po) — 7x (P1))(X)].

Die Funktion 1, die die rechte Seite minimiert, muss genau die angegebene Form haben.
Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 4.2 (Bayes-Tests fiir einfache Tests). Sei Py = {Py = po - A\},P1 = {P; =
p1 - A"} (d.h. wir betrachten einen einfachen Test fiir ein requldres statistisches Modell) und
m(Po) = kiﬂ (und damit (w(P1) = %_H) fiir ein k € [0,00]°. Dann ist @) genau dann ein
Bayes-Test beziiglich m, wenn @i gegeben ist als

e
or(x) == {0 polz) ,
> po(w)

(700('1") = 1p1(w)>0a
‘Poo(x) = 1po(ac)>0'
Beweis. Wir zeigen nur den Fall 0 < k£ < oo, die anderen beiden Fille zeigt man direkt. Es
gilt
po(x)k
m.({Ho}) = —————,
) = @k + @)

Aus Proposition 4.1 folgt, dass ¢, Bayes-Tests sind mit

__ n@)

n@

mz({Po}) < mz({P1}) genau dann, wenn o)

4.2 Likelihood-Quotienten-Tests

Die soeben konstruierten Bayes-Tests werden gerade durch die Quotienten der Dichten der
Alternative und der Nullhypothese bestimmt. Diese Dichten sind — bei gegebenen Daten —
auflerdem als Likelihood (des Parameters) bekannt. Deshalb nennt man diese Tests auch
Likelihood-Quotienten-Tests.

Definition 4.3 (Likelihood-Quotienten-Test). Sei Py = {Py = po - A"}, P1 = {P1 =
p1-A"}. Fir k € [0,00] heifst or aus Korollar 4.2 Likelihood-Quotienten-Test (oder LQ-Test)
mit kritischem Wert k. Genauer setzen wir

—

1(z

1, PUYL > k,

pogig
pr(e) = pry (@) = ¢ (@), ﬁgw; =k,
0,  J@m <k

Die Menge { : gég; =k} heift Randomisierungsbereich von ¢y

Wir setzen co/co = 1.
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Beispiel 4.4 (Beispiel Bern). Im Beispiel Bern seien 6,07 € (0,1) verschieden. Ein
Likelihood-Quotiententest ist von der Form

02" (1—0,)n X i

1, > k,
o) =4 Ty
0 91 I2(1—91)7L72‘1’.i < k
TgETi(1—bg)n T
also fiir ein geeignetes k'’
0,(1-00) \ 2% _ 4,
o(z) = L (90(1*91)> >k,
01(

0, (eo&i??i)zxi <K,

Bemerkung 4.5 (Grafische Darstellung der Risikomenge fiir einfache Tests). Die
Menge aller Tests ® ist konvex, da die Konvexkombination zweier [0, 1]-wertiger Funktionen
wieder eine solche Funktion ergibt. Demnach ist auch die in (R) definierte Risikomenge fiir
einfache Tests eine konvexe Teilmenge des Ri. Weiter ist sowohl ¢ = 0 als auch ¢ = 1 erlaubt,
so dass R sowohl die z- als auch die y-Achse beriihrt. Hieraus lassen sich die zuldssigen, Bayes-
Tests (also LQ-Tests) und minimax-Tests ablesen.

1 — Eq[p(X)] 1 —Eq[p(X)] 1 —Eq[p(X)]

<4/(1—q)

fiir ein 0 <yq <1
R T TN R.
Eole(X)] Eo[e(X)] Eo[p(X)]
Zulissige Tests Bayes-Tests Minimax-Test

Zulissige Tests ergeben sich fiir solche ¢, fiir die zwar R, € R, aber kein (z,y) < R, (in der
iiblichen Halbordnung in R%) in R ist.
Ein Bayes-Test ¢ beziiglich m = (¢,1 — ¢) minimiert gerade das Skalarprodukt

ro(m) = (4,1 = q)(Bo[p(X)], 1 — Ex[p(X)]) = oin (0,1 —q)(z,).
z,Y)ER

Schreibt man (z,y) = a(0,1)+b(1—¢, —q) (d.h. eine parallelverschobene Gerade mit Steigung
—q/(1 —q), soist (¢,1 — q)(z,y) = a(l — q). Dieses Minimum ergibt sich also gerade als die
am wenigsten verschobene Gerade mit Steigung —q/(1 — ¢), die R beriihrt.
Wir wissen aus Theorem 3.20, dass ein zulédssiger Test mit konstantem Risiko ein minimaz-
Test ist. Dies ist gerade fiir Eg[p(X)] = 1 — E1[¢(X)] gegeben, also fiir Schnittpunkte von R
mit {(z,z) : z > 0}.

Es gibt in diesem Bild die Moglichkeit, dass die Menge der Bayes-Tests grofler ist als die
der zuldssigen Tests, was wir nun veranschaulichen wollen.



4.2  Likelihood-Quotienten-Tests 39
1 - Eifp(X)] »

— zuléssige Tests
— Bayes-Tests

Hier bestehen die minimalen Geraden, die R beriihren, ebenfalls aus den horizontalen und
vertikalen Begrenzungen von R. Diese sind jedoch keine zuldssigen Tests, weil es Punkte
(z,y) € R gibt, die diese Tests dominieren.

Proposition 4.6 (Zulissige und minimax-LQ-Tests). Sei Py = {Pg = po - A"}, P1 =
{P1 = p1- A"} und @y, fir k € [0, 00] ein Likelihood-Quotienten-Test mit kritischem Parameter
k. Dann gilt:

1. Ist ¢ ein zuldssiger Test, so gibt es k € [0, 00] mit ¢ = .
2. Gilt Egpp(X)] > 0,E1[pr(X)] < 1, so ist i zuldssig.

3. Genau dann ist ¢ ein minimaz-Test, wenn es k € [0,00] gibt mit ¢ = @ und
Eolpr(X)] = E1[1 — @x(X)].

Beweis. 1. Wir verwenden die grafische Darstellung aus Bemerkung 4.5. Ist ¢ mit
(Eolp(X),1 — E1[(X)]) € R zuldssig (also Element des unteren Randes der Risikomen-
ge), so lesen wir ab, dass es eine minimale berithrende Gerade gibt, die R gerade in
(Eg[p(X),1 — E1[p(X)]) beriihrt. Damit ist ¢ ein Bayes-Test, also nach Korollar 4.2 auch
ein LQ-Test.

2. Wir miissen ausschlieBen, dass k = 0 oder k = co. Fiir k € (0, 00) ist ndmlich ¢}, Bayes-Test
zu einer a-priori-Verteilung mit vollem Tréager und damit nach Lemma 3.19 zuléssig. Offenbar
ist P;[pi(X) > 0] =1,4i=0,1. Ware k = 0, so gilt aber E;[po(X)] = P1(p1(X) > 0) =1 im
Widerspruch zur Voraussetzung und wére k = 00, so gilt Eg[peo(X)] = Po[po(X) > 0] = 1.
3. ’«<": Offenbar ist ¢ Bayes-Test mit konstantem Risiko. Deshalb folgt die Behauptung aus
Theorem 3.20.2.

'=": Wir zeigen zunichst, dass Eqg[p(X)] = 1 — E1[p(X)] gelten muss. Angenommen, es wire
Ai=1—-Ei[p(X)] — Eo[p(X)] > 0. Wir definieren dann die neue Entscheidungsfunktion

A
D(X) = H%QO(X) + 2 _ca.

14+ A
Nun gilt
Bolth(X)] = 15 Eole(X)] + 1 (1~ Exlip(X)] — Eof (X))
= (1~ Eifo(X)
=1 B ()] - o =1 Eaf(X)]
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Weiter gilt

max (o[(X)), 1~ Es[p(X))) = (1~ Eafp (X)) < 1~ Eafp(X))

= max (Eo[p(X)], 1 — E1[p(X)]).

Dies steht im Widerspruch dazu, dass ¢ minimax ist. Im Fall A < 0 fiithrt eine &hnliche
Konstruktion zum Ziel. Nun ist also (Eo[p(X)],1 — Eg[p(X)])) € RN{(z,z) : © € Ry}. Aus
der grafischen Darstellung aus Bemerkung 4.5 und der Konvexitét der Risikomenge R folgt,
dass ¢ ein Bayes-Test sein muss und damit ein LQ-Test. O

Auch fiir zusammengesetzte Hypothesen kann man Likelihood-Quotiententests definie-
ren. Dies wollen wir nun tun, auch wenn wir in diesem Fall nur Beispiele angeben und die
Optimalitdt der Tests nicht weiter untersuchen werden.

Definition 4.7 (Likelihood-Quotienten-Tests fiir zusammengesetzte Alternativen).
Sei (X, {Pyp =po- A" : 0 € Py}, N, L}) ein requlires statistisches Modell, P = Py & Py eine
Partition von P und Hy : 6 € Py, Hy : 0 € Py, sowie X = {Hp, Hi} und ¢ der Neyman-
Pearon-Verlust. Dann heifit ein Test oy mit

. SUPgep po(2)
1, Az) == e pe(@) < k,
(@) = prq(T) = y(x), Az) =k,
0, AMz) >k

Likelihood-Quotienten-Test mit kritischem Wert k.

Bemerkung 4.8 (Mogliche Werte fiir k). Anders als bei Likelihood-Quotienten-Tests
von einfachen Hypothesen ist die Definition bei zusammengesetzten Hypothesen so, dass
immer A < 1 ist. Es machen also nur £ € [0, 1] Sinn. Diese Werte legen natiirlich auch das
Signifikanzniveau fest.

Beispiel 4.9 (Test auf den Parameter einer Exponentialverteilung). Sei P = [0y, )
und Py = exp(0)". Es ist unter Py also X = (X7, ..., X;,) unabhéngig und X; ~ exp(f). Weiter
sei Py = {6p} und P; = (Ay, 00). Nun ist ¢ genau dann ein Likelihood-Quotienten-Test, falls

p() ==L 250

fiir ein ¢ > 0.
Denn: Zunéchst berechnen wir supgep pp(z). Wir schreiben hierfiir

log pg(x) = log(ene—e(m1+---+xn)) =nlogh —0(x1 + -+ )

und damit d% logpe(x) = § — (21 + -+ + xy,), also

lo

po(r) | logpg,(x) — logpijz(z) = nlogly — OonT + nlogT —n, = <1/,
Supgep Po(T) 0, z>1/0y.

Damit ist ein Likelihood-Quotienten-Test von der Form ¢(x) = liogz—gz<k lz>1/6,- Nun ist
T — logT — 6y fiir T > 1/6p monoton fallend, d.h. ¢ ist von der Form ¢(z) = 1zsp.



4.2 Likelihood-Quotienten-Tests 41

Bereits bekannte Tests, etwa der ¢t-Test, sind ebenfalls Likelihood-Quotienten-Tests.

Proposition 4.10 (Einfacher ¢-Test ist ein Likelihood-Quotienten-Test). Sei
(X, {Py = N(u,0?)" : 0§ = (u,0)> € Py := R x Ry}) das Normalverteilungsmodell,
Po = {Py: 0 = (ug,0?) € {po} xR}, P1 = P\ Py, R = {Hy, H1} und ¢ der Neyman-Pearson-
Verlust. Dann ist ¢ genau dann ein Likelihood-Quotienten-Test, wenn ¢(x) = Lit(z)|>c fiir ein
geetgnetes ¢ mit

tz) = —L_HO

Vs (@)/n

Beweis. Sei Py = pg - A™ mit

> iz (@i — 9)2)'

po(z) = (2102) ™2 exp ( - ==

Bekannt ist, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir § = (u,0?) immer durch (Z, (n —
1)s%(z)/n) gegeben ist. Bei gegebenen p ist der Maximum-Likelihood-Schiitzer von o2 durch
1

§%(x) == = 3" | (% — p)? gegeben. Um also pg zu maximieren, berechnen wir erst

(_ >ic1(@i —p) )

sup pg(x) = (27T.§2($‘))*n/2 exp 2§2(;,;)

o2€R
- (& )

i=1

—n/2
/ efn/Q

und damit

AMz) = (Z%I(Iz - Mo)2)n/2 _ (Z?—I(IZ _ 5)2 t (T M0)2>n/2

> (i —T)? > i (@i —T)?
n— 1\-n/2
= (1+[t(2)] ) :
(1+ @)=
Die Behauptung folgt nun daraus, dass « +— (1 4 (n — 1)z/n)~"/? monoton ist. O

Bemerkung 4.11 (Approximative Verteilung des Likelihood-Quotienten). Um das
Signifikanzniveau eines Tests ¢ zu bestimmen, bendtigt man supgep, Eg[p(X)]. Da bei
Likelihood-Quotienten-Tests ¢ = ¢}, , von den Parametern k und ~ abhéingt, heifit das, dass
man diese so bestimmen muss, dass

Eolpr(X)] = Po[AX) < K]+ Eg[y(X), A(X) = k] <o, 0 € Po.

Hierzu benétigt man also die Verteilung des Likelihood-Quotienten .
Sei P C RP und Py = {n}. Wir werden (mit Hilfe der noch zu zeigenden Aussagen aus
Abschnitt 5.4) nun zeigen, dass (unter gewissen Regularitdtsannahmen)
—2log A(X) =1 A(X) == Z ~ X2
Sei 6 der Maximum-Likelihood-Schéitzer fiir 6. Dann schreiben wir
n n D 9
; log pli(xx) = > (logpg(xk) + ; 79, L0 pa()(ns = )

k=1
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Nun verschwindet der zweite Term, da 6 die Maximalstelle von log pg ist, und damit ist fiir
X ~ P
n

ANX) = QZlogpé(Xk) — 2log py(Xk)

k=1

" 9 0
= — A N(m- _ 0. A2
- _Z Z 3791(%;] log ps(Xk)(ni — 0i)(n; — 0;) + o((n —0)°)

k=11,7=1

p
n—oo 0 A A
- nmzf [ae 90, log pn (X) | (0 = 1) 1y = 6,

da 6 konsistent ist (siehe Theorem 5.30). Nun ist nach Theorem 5.31 und Bemerkung 5.18 fiir

2

1(0) := —(Ee [ae?aej log pe(X )Dm:l .

-----

gerade (fiir die Einheitsmatrix Ey)

also

AX) =00 =m0 —n) == ZF + -+ Z) ~

4.3 Beste Tests

Optimale Tests minimieren die Risikofunktion. Allerdings ist es nicht sinnvoll, alle Tests
zuzulassen, sondern nur solche, deren Fehler erster Art kleiner als ein vorgegebenes « sind.
Diese Tests heiflen auch beste Tests.

Definition 4.12 (Niveau eines Tests). 1. Fir a € [0,1] ist
D, :={p e ®:Eylp(X)] < a fir alle € Py}
die Menge aller Tests zum Niveau «.

2. Ein Test ¢ heifit (gleichméBig) bester Tests zum Niveau « (oder (Uniformly) Most
Powerful Test oder UMP-Test), falls

Eg[p(X)] = 5;5 Eg[(X)], 0€P.

Das folgende Resultat erlaubt die Konstruktion bester Tests im Falle von einfachen Hypothe-
sen.

Theorem 4.13 (Neyman-Pearson-Lemma). Wir betrachten das regulire statistische Mo-
dell (X,{Pg=pg-\":0 € P}) mit P, ={P;},i=0,1 und P ="PyUP;. Sei a € (0,1).

1. Es gibt einen LQ-Test @y, mit vy € [0,1] konstant und Eo[o(X)] = a.

2. Ist ¢ ein LQ-Test mit Eg[p(X)] = a, so ist ¢ bester Test zum Niveau .
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3. Ist ¢ ein bester Test zum Niveau «, so ist ¢ ein LQ-Test. Es gilt dann entweder
Eolp(X)] = a oder E1[p(X)] = 1.

Beweis. 1. Wir setzen
k= inf{y : Po(p1(X)/po(X) > y) < a}

und haben damit k bereits bestimmt. Es gilt Po(p1(X)/po(X) > k) > a > Py(p1(X)/po(X) >
k). Fir die Wahl von v gibt es nun zwei Moglichkeiten. Ist Po(p1(X)/po(X) = k) = 0, so
setzen wir v = 0. Andernfalls setzen wir

_ a—Py(p1(X)/po(X) > k)
Po(p1(X)/po(X) = k)

Nun gilt nach Definition des LQ-Tests ;. y

Eo[@h,(X)] = Po(p1(X)/po(X) > k) +7Po(p1(X)/po(X) = k) = .

€ (0, 00).

2. Sei ¢ = o, fiir ein k € [0, 0o] sowie ¢ € ®,. Wir miissen zeigen, dass

Eq[pr(X)] = Ea[(X)]

und schreiben hierfiir
Eq o™ (X)] = E1[9(X)]
= /(90*(35) — () (p1(x) — kpo(x))A" (dz) + k/(w;’i(x) — ¥(z))po(z)\" (dz)

= [ Oyt ~ ¥ 1(2) — kpola) A" () + KEofii(X) — (X
> [ Lot (1~ 9@ 1 2) — () \"(d) > 0.

3. Sei ¢ bester Test zum Niveau o und ¢; der LQ-Test zum Niveau o aus 1. Nach
2. ist ¢; ebenfalls bester Test zum Niveau o und wir miissen zeigen, dass ¢ = ¢;. In
der Rechnung aus dem Beweis von 2. muss Gleichheit in beiden Abschitzungen gelten,
es gilt also Eo[p(X)] = Eolp;(X)] = a sowie (¢} — ¢)(p1 — kpo) M0, Daraus folgt
{z:pp(z) # p(x)} € {z:pi(x)/po(x) = k}, d.h. ¢ muss ein LQ-Test sein, der hochstens auf

dem Randomisierungsbereich nicht mit ¢ {ibereinstimmt. O

Ziel des restlichen Kapitels ist es, die Optimalitdt von Tests bei zusammengesetzten Hypo-
thesen zu zeigen. Dies ist vor allem dann moglich, wenn das statistische Modell stochastisch
geordnet ist.

Definition 4.14 (Monotone Dichtequotienten). Sei (P, <) total geordnet und (X, {Py =
po - A" 1 0 € P}) ein regulires statistisches Modell und T = t(X) fir t : R® — R. Dann
hat P einen monotonen Dichtequotienten in t, wenn fiir 60,0’ € P mit 6 < 6’ eine monotone

Abbildung pg g existiert mit
Dbor
— =pog ot
Po

((po + per) - A™-fast sicher).
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Beispiel 4.15 (Exponentialfamilie). Sei py(z) = h(z)exp (c() t(z) — d(9)), d.h.
(X, {Pg = pp - \}) ist eine ein-parametrige Exponentialfamilie. Dann ist
po () ’ T /
=exp ((c(0") — c(0)) " t(x) — (d(8") — d(6))),
20(2) p ((c(0) — c(9)) "t(z) — (d(¢') — d(0)))

also hat P genau dann einen monotonen Dichtequotienten in ¢, wenn P total geordnet ist und
¢ monoton ist.

Beispiel 4.16 (Beispiel Norm). Fiir das Modell aus Beispiel 2.23 mit bekanntem o2 > 0

1st
po(x) = exp ( - ;‘22) - exp (93} — ;(iz + log(27r02)>>,

52
o
es handelt sich also um eine 1-parametrige Exponentialfamilie mit
0
9 - 5 t =
(0) = =, (2) ==,
2 1 92
h(z) = exp ( . %) d(6) = —5(§ n 10g(27r<72)).

insbesondere ist ¢ monoton, und damit hat P einen monotonen Dichtequotienten.

Proposition 4.17 (Stochastische Monotonie). Sei (P, <) total geordnet und (X,{Py =
pg - A" : 0 € P}) ein regulires statistisches Modell und T = t(X) fir t : R — R. Sei
[ isoton (und so, dass Eg[f(t(X))] fiir alle @ € P existiert), und hat P einen monotonen
Dichtequotienten in t, dann ist 0 — Eg[f(t(X))] ebenfalls isoton.

Beweis. Wir schreiben fiir § < 6’
B LSOO~ Balf ()] = [ (F00) = F0)po (po ()" @)Xy
= [t (F00) = S0 ()0l
T (F(@) — F@)por@)pa(y) A" (M) X" (dy)

= / Liyyst() (f(E(y) — f(t(x)))(per (¥)po(x) — por(2)pa(y)) A" (dz) A" (dy)
>0,

da f ot isoton ist und ’;99’((3)) =poo (t(y)) > poe (t(x)) = ’;‘90’((;”)) auf {t(y) > t(z)}. O

Theorem 4.18 (Beste Tests bei einseitigen, zusammengesetzten Hypothesen). Sei
(P, <) total geordnet und (X,{Pyp = pg - A" : 0 € P}) ein regulires statistisches Modell,
T =t(X) firt:R"™ — R und habe P einen streng monotonen Dichtequotienten in t. Weiter
sei a € [0,1] und Oy € P so, dass Py ={0 <0y}, P1 = {0 > 0o}. Dann gilt:

1. Sei

1, t(z) >m,
P() = V() =97, @) =m,
0, t(z)<m

fir ein m € [0,00] und v € [0,1], so dass Eg,[¢)(X)] = o. Dann ist ¢ bester Test zum
Niweau o.
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2. Die Giitefunktion By : 6 — Eg[y)(X)] ist isoton und fiir 6 < 0y gilt

Eg[¢(X)] = inf{Eg[p(X)] : ¢ € ®, Eg,[p(X)] = a},
d.h. ¥ minimiert den Fehler erster Art.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von 1. Sei zunéchst 6; > 63. Wir betrachten den
einfachen Test mit P; = {6;},7 = 0,1 und zeigen, dass ¢ auch in diesem Fall ein LQ-Test ist.
Wegen des streng monotonen Dichtequotienten ist fiir & := pg, g, (m)

{t(l‘) > m} = {p90,91 (t(x)) > P6o,01 (m)} = {p91 (‘T)/p% (l‘) > k}v
{t@:) = m} = {p90,91 (t(x)) = Pby,0, (m)} - {p91 (x)/peo (l’) - k}v
{t(z) <m} = {poo.0, (t(x)) < pao.e.(m)} = {pe, (x)/pg, (x) < k}.

Damit ist ¢ also LQ-Test und Eg,[/(X)] = a nach Voraussetzung. Nach dem Neyman-
Pearson-Lemma, Theorem 4.13, ist also ¢ bester Test zum Niveau «, d.h. es gilt Eg, [¢(X)] =
SuP,ca, Ko, [0(X)]. Da dies aber fiir alle ; € Py gilt, folgt, dass 1 bester Test zum Niveau
a fiir Py = {60}, P1 = {6 > ) ist. Wegen ¢ = 1 >,y o t, der Monotonie von 1; >,y und da
P einen monotonen Dichtequotienten in ¢ hat, folgt aus Proposition 4.17, dass 6 — Eg[1)(X)]
monoton ist (d.h. die in 2. behauptete Isotonie der Giitefunktion ist gezeigt). Insbesondere gilt
fiir @ < 6y, dass Eg[t)(X)] < Eg,[¢(X)] = «, also ¢ € ®,. Nach Definition ist damit 1) bester
Test zum Niveau fiir Py = {0 < 0y}, P1 = {0 > 0y}. Es ist noch zu zeigen, dass 1) den Fehler
erster Art minimiert. Sei hierzu 6 < 6y. Genau wie in 1. zeigt man, dass 1 —1 ein LQ-Test zum
Niveau 1 — a ist fur Py = {00}, P1 = {0 < Op}. Insbesondere ist 1 — 1) bester Test zum Niveau
1—a,dh firl—¢pe ®_, (oder Eg,[1 — o(X)] <1—a)ist Eg[l — ¢] < Eg[l —],0 < by,
also auch Egy[¢)] < Eg[yp] fiir Eglp(X)] > a und damit die Behauptung. O

Korollar 4.19 (GauB-Test). Sei P = R, (X,{Py = N(0,0%)N) fir ein 0> > 0 wie
in (Norm 1b) und 6y € R mit Py = (—o0,6],P1 = (6o, 00). Weiter sei qo das a-Quantil
von N(0,1). Dann ist

z — 6y

Vo?/n

b(a) = 1(

> Qa)
bester Test zum Niveau o.

Beweis. Nach Beispiel 2.23 und Bemerkung 2.28 ist NV'(6, 02)" eine ein-parametrige Exponen-
tialfamilie mit ¢(z) = T. Deshalb hat diese Familie nach Proposition 4.17 einen monotonen
Dichtequotienten. Weiter ist Eg,[¢(X)] = P(Z > qo) = « fiir Z ~ N(0,1). Damit ist ¢ nach

Theorem bester Test zum Niveau a. O

Bemerkung 4.20 (Weitere beste Tests). Wir haben nun den einfachsten Fall eines be-
sten Tests behandelt. Ebenfalls beste Tests sind zweiseitige Gau3-Tests (hier geniigen relativ
einfache Abschitzungen), aber auch einfache t-Tests sowie y2-Tests. Bei den t-Tests ist o2
unbekannt, und deshalb ist P nicht mehr total geordnet. Deshalb benétigt man dort den
Begriff des bedingten Tests, um die Optimalitdt des Tests zu zeigen.
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5 Schatztheorie

Im Folgenden sei ((X, {Pg : 0 € P}),R, g,¢) mit einem statistischen Modell (X, {Py : 6 € P})
und g : P — X eine Abbildung auf den Entscheidungsraum R (typischerweise mit & C R*
fiir ein k). In diesem Kapitel betrachten wir nur nicht-randomisierte Entscheidungsfunktionen
oder Schéitzer d : E — N. Wir sagen hier, dass d ein Schétzer fiir g ist.

5.1 Grundlagen

Es gibt verschiedene Prinzipien, mit denen man zu Schétzern kommt. Wir stellen in diesem
Abschnitt das Substitutionsprinzip (und darauf aufbauend die Momentenmethode) und das
Maximum-Likelihood-Prinzip vor. Aber erst gibt es ein paar Grundbegriffe.

Definition 5.1 (Bias, Mean Squared Error). Sei d ein Schdtzer fir g und X C R. Dann
heifst
by(d) := Eg[d(X)] — g(0)

der Bias oder die Verzerrung von d. Im Fall bg(d) = 0 fiir alle 8 € P heifit d unverzerrt oder
erwartungstreu oder unbiased. Weiter heifst

Eq[(d(X) — g(6))?]
die mittlere quadratische Abweichung oder der Mean Squared Error.

Lemma 5.2 (Zerlegung des Risikos). Sei X C R, d ein Schdtzer fir g und ¢ der Gauf-
Verlust, d.h. £(0,a) = |a — g(0)|?>. Dann gilt fiir die Risikofunktion

Rq(0) = Vo[d(X)] + by(d)?.
Beweis. Wir schreiben
Rq(0) = Eg[(d(X) — (0))] = Eg[(d(X)?] — Eg[(d(X)]* + Eg[(d(X)]* — 29(0)Eg[d(X)] + g(6)°
= V[d(X)] + by(d)*.
O

Definition 5.3 (Plug-in-Schétzer, Maximum-Likelihood-Schitzer). Sei ((X,{Py: 6 €
P}),R,g,4) ein Schétzproblem.

1. Sei X = (Xq,..., Xy) ein Vektor unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen.
Dann heifit die (zufillige) Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 n
Px = — .
X = g 0x;
=1
empirische Verteilung von X.

2. Sei X = (Xi,...,Xn) ein Vektor identisch wverteilter Zufallsvariablen und g(0) =
Eg[f(X1)] fiir eine Funktion f, falls der Erwartungswert existiert. Dann heifit

9X) = Bxlfl = 5 > f(X)

Plug-in-Schdtzer fir g. Plug-In-Schditzer fir g(0) = Eg[X1] heiffen auch momenten-
basierte Schétzer.
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3. Sei (X,{Pg =pg- A" : 0 € P}) ein regulires statistisches Problem und X = P. Eristiert
eine messbare Abbildung 0 : E — X mit

Dz () = suppgl(x),
9(9;)( ) bep 9( )

so heifst 6 Maximum-Likelihood-Schétzer von g(0) = 0. Weiter heifst fiir festes x die
Funktion 6 — pg(x) Likelihood und 0 — log pg(x) Log-Likelihood.

Bemerkung 5.4 (Einfache Eigenschaften). 1. Sei X = (Xi,..., X,,) ein Vektor iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen. Dann ist jeder Plug-In-Schitzer g fiir g (mit g(f) :=
Eg[f(X1)]) unverzerrt.

Denn: Es gilt

Eo[§(X)] = - D" Eolf(X0)] = Bl (X:)] = g(0).
=1

2. Seid: E — Nein Schétzer fiir g : P — X und f : X — N. Ist d ein Maximum-Likelihood-

Schétzer fiir g, so ist do f ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir g o f. Ist d unverzerrt,
so ist jedoch der Schétzer d o f fiir g o f nicht unbedingt unverzerrt.
Denn: Der Wert, an dem eine Funktion ihr Maxmimum annimmt, veréndert sich nicht,
wenn man die Funktion mit einer weiteren Funktion verkniipft, was die erste Behaup-
tung zeigt. Fiir die zweite Behauptung sei etwa d ein Plug-In-Schétzer fiir g(0) = Eqo[X1],
sowie f : x + 22. Wire d o f unverzerrt, so miisste

Eold(X)?] = Eo[f(d(X))] = f(9(0)) = (9(6))* = (Ee[d(X)])?,
also Vy[d(X)] = 0, was im Allgemeinen sicher falsch ist.

Proposition 5.5 (Maximum-Likelihood-Schitzer in Exponentialfamilien). Sei
(X, {Pg = pg - A" : 0 € P}) eine k-parametrige Exponentialfamilie mit c,t,d, h fir ci,...,cx
injektiv, also

po(x) = h(z) - exp (c(0) "t(x) — d(0)).

Sei C' = {c(0) : 0 € P}°. Falls die Gleichung (in 6)

Eo[t:(X)] = ti(z), i=1,..k

-~

(in 0) eine Losung x — 5(:5) besitzt mit c(0(x)) € C, dann ist 0 der eindeutige Mazimum-
Likelihood-Schdtzer fiir 6.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir £ = 1. Sei oBdA ¢ = id. Den allgemeinen Fall
zeigt man mit Bemerkung 5.4.2. Wir berechnen

9 log pg(x) = t(z) — d'(9) a—Q log pg(x) = —d" ()

90, g Po = ) 0012 g Do = .
Daraus folgt mit Proposition 2.35, dass Eg[t(X)] = d'(0) und Vg[t(X)] = —d"(0)y0. Damit
ist gezeigt, dass die Log-Likelihood-Funktion wegen der negativen Ableitung strikt konkav ist
und 6 genau dann ein Maximum-Likelihood-Schétzer ist, wenn t(z) = E@(z) [t(X)] gilt. (Die
Eindeutigkeit folgt mit der Konkavitiit.) O
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Beispiel 5.6 (Beispiel Norm). Fiir das Beispiel aus Beispiel 2.23 erinnern wir an Bemer-
kung 2.28 und sehen, dass es sich um eine 2-parametrige Exponentialfamilie handelt mit
t1(z) = 30 @i tao(x) = D1, x2. Wir betrachten also etwa die Gleichung

E(u(x),(ﬂ(ac)) [tl(X)] = tl(x)a
die genau dann erfiillt ist, wenn
nu(z) = ti(x), also fir u(x) = .

Damit ist bereits X der maximum-Likelihood-Schiitzer fiir . Weiter betrachten wir die Glei-
chung

E(u(w).02(x)) [t2(X)] = ta(z)

die genau dann erfiillt ist, wenn

n(02(@) + 12(z)) = ta(x),  also fiir 0%(z) = %tg(ﬂs) B

Damit haben wir den maximum-Likelihood-Schitzer fiir o2 hergeleitet.

Beispiel 5.7 (Lineare Regression). Wir kehren zuriick zur linearen Regression aus Bei-
spiel 2.30. Wieder leiten wir Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter By, ..., Bm, 0>
her. Fiir t(y) " = (to(y), ..., tm(y)) schreiben wir

Es).02 [t = 22" B(y) =t(y) " = ay,

Esy).02) [tms1(Y)] = (27 8)* + 02(y) = timri(y) = D v =yy -
=1

Aus der ersten Gleichung lesen wir ab, dass

~

Bly) = (zx") ay

und aus der zweiten, dass

—

2(y)=yy' — (z" (xz") " ay)?

die Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter 3 und o2 sind.

5.2 UMVUE-Schatzer

Um es vorwegzunehmen: UMVUE steht fiir Uniformly Minimum Variance Unbiased Estima-
tor. Solche Schétzer minimieren also unter allen unverzerrten Schétzern die Varianz.

Definition 5.8 (UMVUE-Schitzer). Sei ((X,{Py : 0 € P}),N,g,¢) ein Schitzproblem.
FEin Schitzer d fir g heifit UMVUE oder Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator
fiir g, falls er unverzerrt ist und

V@[d(X)] = inf V@[@(X)}, 0 cP.

e unverzerrt
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Bemerkung 5.9 (Rao-Blackwell). Wir erinnern kurz an den Satz von Rao-Blackwell,
Theorem 3.10, fiir ein Schétzproblem ((X, {Pg : 0 € P}),N, g,¢) im Falle des Gau$-Verlustes.
Sei T' = t(X) suffizient und d ein nicht-randomisierter Schétzer fiir g mit Ey[|d(X)|] < oo fiir
alle # € P. Dann hat der Schétzer e ot fiir g mit

e(t) == Egld(X)|T =]
geringeres Risiko als d.

Theorem 5.10 (Lehmann-Scheffé). Sei ((X,{Py : 0 € P}),N,g,¢) ein Schitzproblem
mit Gauf-Verlust £, T = t(X) eine vollstindige, suffiziente Statistik und d ein unverzerr-
ter Schdtzer fiir g. Dann ist e ot mit

e(t) := Eold(X)|T = ¢]

ein UMVUE fir g. Ist auflerdem Vyle(t((X)))] < oo fiir alle @ € P, so ist eot der einzige
UMVUE fir g.

Beweis. Da d unverzerrt ist, folgt mit der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung, dass
auch e ot unverzerrt ist. Wir zeigen nun, dass e und damit e o ¢ unabhéngig von der Wahl
von d ist. Dann hat insbesondere e o ¢ minimale Varianz unter allen unverzerrten Schétzern,
ist also UMVUE. Seien also d1, ds unverzerrte Schétzer fiir g. Weiter seien e; o t fiir e;(t) =
Eg[d;(X)|T = t] zwei unverzerrte Schétzer. Insbesondere gilt

Egle1(T) — e2(T)] = Egldi (X) — da(X)] = g(6) — g(6) =0

fiir alle § € P. Da T vollsténdig ist folgt e1(T") Fots e2(T) fiir alle § € P, was zu zeigen war.
Fiir die Eindeutigkeit sei d’ ein weiterer UMVUE. Einerseits ist dann nach dem Satz von
Rao-Blackwell

Eg[(Eo[d'(X)|T] — 9(6))?] < Eq[(d'(X) — 9(0))?],

und da d’ ein UMVUE ist, gilt hier Gleichheit, also d'(X) = Ey[d'(X)|T]. Andererseits haben
wir oben gezeigt, dass e(T) = Ey[d (X)|T], da d' unverzerrt ist. Insgesamt gilt also d’' =
eot. t

Beispiel 5.11 (Beispiel Unif). Wir betrachten das Schétzproblem mit g(f) = 6 und Gaufl-
Verlust ¢. Hierzu verwendet wir die Statistik 7" = ¢(X) = maxj<;<, X;. Wir haben bereits in
Beispiel 2.8 und 2.17 gesehen, dass 1" vollstéindig und suffizient ist. Aus Beispiel 3.11 wissen
wir auflerdem, dass

n—+1
max X;
n  1<i<n

d(X):=

unverzerrt ist und dieser Schétzer eine kleinere Risikofunktion hat als 2Z. Auflerdem gilt
Eg[d(X)|T] = d(X), da d(X) eine Funktion von T ist. Nach dem Satz von Lehmann und
Scheffé ist also d ein UMVUE. Wegen Vy[d(X)] < oo fiir alle § € P ist dieser UMVUE auch
eineutig.

Die Argumentation des letzten Beispiels liasst sich verallgemeinern, was wir nun fiir Exponen-
tialfamilien tun wollen.
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Korollar 5.12 (UMVUE bei Exponentialfamilien). Sei (X,{Py =py- A" : 0 € P}) eine
k-parametrige Exponentialfamilie mit c,t,d, h, also

po(x) = h(z) - exp (¢(6) "t(x) — d(B)).

Weiter sei g(0) = Eg[f(t(X))]. Dann ist d(X) := f(t(X)) ein UMVUE fiir g. Ist aufSerdem
Vo[d(X)] < oo fiir alle 0 € P, so gibt es nur diesen einen UMVUE.

Beweis. Zunéchst wissen wir aus Proposition 2.29 und Theorem 2.32, dass T = ¢(X) =
(t1(X), ..., tx(X)) suffizient und vollsténdig ist. Weiter ist d unverzerrt und Eq[d(X)|T] =
d(X), da d(X) messbar beziiglich T ist. Nach dem Satz von Lehmann und Scheffé ist damit
d ein UMVUE fiir g. Die letzte Behauptung wurde schon in Theorem 5.10 bewiesen. O

Beispiel 5.13 (Beispiel Norm). Fiir das Beispiel Norm aus Beispiel 2.23 haben wir in
Beispiel 5.6 gesehen, dass es sich um eine 2-parametrige Exponentialfamilie handelt mit
ti(z) = 0 @, ta(z) = Y, 2. Wir betrachten nun g1(p,02) = p und go(p,0?) = o?
und schreiben

n

T Lp— (( x?>—2nfg+nf2):n_th(x)—mtl(x)Q,

n—1 n—1

-.
Il
—
-
N

also

und damit sind

eindeutige UMVUEs.

Beispiel 5.14 (Lineare Regression). Wir betrachten noch einmal die lineare Regression
aus Beispiel 2.30. Fiir t(y) " = (to(y), ..., tm(y)) schreiben wir fiir f(t(y)) = (zz ") t(y)

E (3,02 [f (V)] = E(g o2 [(z ) T H(Y)|E (g 02 [(wz ") " 2Y] = (wz") Faaf = B,

Damit ist (zz ") 'zy ein UMVUE fiir 8 (und ein Maximum-Likelihood-Schitzer nach Bei-
spiel 5.7).

5.3 Information und die Cramér-Rao-Schranke

Zwar haben wir bereits obere Schranken fiir das Risiko eines Schétzers ermittelt, jedoch
gibt es auch untere Schranken, insbesondere die in Theorem 5.22 vorgestellte Cramér-Rao-
Schranke. Fiir diese benttigen wir den Begriff der (Fisher-)Information. Diese beschreibt die
Kriimmung (im Sinne der zweiten Ableitung) der log-Likelihood in Bezug auf die Parameter.
Ist diese Zahl grof, bedeutet das eine hohe Kriimmung, und damit ist die log-Likelihood fiir
nahe Parameter deutlich kleiner. Anders ausgedriickt haben wir iiber die log-Likelihood viel
iiber den wahren Parameter gelernt, es gibt also viel “Information”. Um die zweite Ableitung
sinnvoll berechnen zu kénnen, bendtigen wir zunéichst ein paar Regularitdtsannahmen.
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Annahme 5.15 (Regularititsannahmen der Fisher-Information). Fiir ein regulires

statistisches Modell (X,{Pg : 0 € P}) auf R™ mit P C R™ und Py = pg- A" geben wir folgende

Regularititsannahmen an:

(A1) Es gibt ein N € B(R™), so dass fiir alle € P und i =1, ...,k die Ableitung Opg(x)/06;
fiir x ¢ N existiert.

(A2) Fiir jedes messbare ¢ gilt, falls der Erwartungswert eacistiert,

2
aTEG /¢ p9 d)\"(:c).

(A3) Die Menge
C:={z:pg(z) > 0}
ist unabhdngig von 6.

(A4) Es gilt (A2) und aufSerdem auch

82
8989 /d) 8989 d)\()

fiir jedes messbare ¢, fir das der Erwartungswert existiert.

Beispiel 5.16 (Beispiele Bern, Norm, Unif). Fiir Exponentialfamilien ist Annahme 5.15
nach Lemma 2.34 immer erfiillt, insbesondere also fiir Beispiele Bern und Norm. Fiir Bei-
spiel 1.8 ist jedoch sowohl (A1) als auch (A3) verletzt.

Definition 5.17 (Fisher-Information). Sei (X, {Py : 6 € P}) ein statistisches Modell, das
die Annahmen (A1)-(A3) erfillt. Dann heifit

0 0
1(0) := I(Py) : (C@V[ETG log py(X), - log po( X)) L

J L,J=150
Fisher-Informations-Matrix.

Bemerkung 5.18 (Berechnung der Fisher-Information unter (A4)). Gilt statt (A2)
sogar (A4), so kann man schreiben

? 1 *pg(X)  9pe(X) Ipe(X)
Ee[aeiaej log o (X) | = o LD@(X)?(pe( ) aefaej - gei ‘ aeej )]
ZO—Ee[aIO%IZ(X)alO%ZZ(X) — (1(0))s.

Dies liefert also eine alternative Berechnung der Fisher-Information.

Beispiel 5.19 (Exponentialfamilie). Im Falle einer Exponentialfamilie in kanonischer
Form ist

po(x) = h(z) exp(0 " t(z) — d(6))
und damit mit Proposition 2.35
od(0)

s Togpo(2) = ti(e) — 0 = 1) — Bol(X)]

Weiter ist
(1(6))i,; = COVylts(X),t;(X)].
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Beispiel 5.20 (Fisher-Information einer unabhingigen Stichprobe). Fiir ein statisti-
sches Modell (X,{Pp : # € P}) haben wir die Fisher-Information definiert. Nun betrachten
wir den Fall von Daten X1, ..., X,, bei denen die X; unter allen Py unabhéngig sind. Anders
gesagt betrachten wir das statistische Modell (X = (X1, ..., X,),{Py : 0 € P}), wobei P} das
n-fache Produktma# ist. Hier ist die Dichte gegeben durch x = (x1, ..., ) — po(z1) - - - po(Tn)
und damit gilt

0 10gp9(X)} ‘

. B
I(P}) = COV? [ S0 N

1 X
70, og pe(X),

= COVY [iﬂ a0, log po(Xi), ; 20, logpo(Xi)]jk
;C@)V@ [89]‘ og Po(Xi) 00, og Po )} ik
= nI(]P’g)

Proposition 5.21 (Mittlere Ableitung der log-Likelihood verschwindet). Es gelte
(A1)-(A3). Dann ist firi=1,...,m

Eg [aaei logpe(X)} =0.

Beweis. Wir schreiben

0 0 1 9
o 55 Yoz (X)) = [ pola) - oo ()N () = [ po(a) s pola)ax” ()
0
%EG[ ] =0,
wobei die Vertauschung von Integral und Ableitung nach (A3) erlaubt ist. O

Theorem 5.22 (Cramér-Rao-Schranke). Es gelte (A1)-(A3) sowie P C R und I(6) > 0
fir alle 0 € P. Sei T = t(X) firt: R™ — R eine Statistik und es existiere ¥(6) := Eg[T].
Dann gilt

Vo[T] >

Ist insbesondere Eg[T| = 6 (d.h. T ist ein erwartungstrever Schdtzer fir 6), so gilt

1
Vo[T] > m

Beweis. Wir schreiben mit Proposition 5.21 und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung
0 0
/ . 7 n —
W(6) = [ te) gpal@)X"(d) = B ta) 1 og pa(e)]
0
=By {(t(X) ~Eo[T]) 55 10gp9(X)}
< (VolT) - 1(9))'"%.

Daraus folgt die Behauptung. O
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Beispiel 5.23 (1-parametrige Exponentialfamilie). Wir betrachten den Fall aus Bei-
spiel 5.19 mit # € R und der suffizienten Statistik T = ¢(X). Wir wissen (etwa aus Bei-
spiel 5.19 und Proposition 2.35), dass Ey[t(X)] = d'(0) und I(0) = Vy[t(X)] = d”(#). Damit
gilt
d"(0)* _ (ggEet(X)])?
HOREEEN (O
und damit gilt Gleichheit in der Schranke von Theorem 5.22.

Andresherum ist im Beweis der Cramér-Rao-Schranke klar: Gleichheit gilt genau dann,
wenn Gleichheit in der Cauchy-Schwartz-Ungleichung gilt, also wenn #(X) — Ey[T] und
% log pp(X) linear abhiingig sind, also wenn fiir geeignete a und b

Vo[t(X)] = d"(0) =

o log () = a(0)r(z) +(0)

oder

0 0
logp(e) = t(z) | almdn+ [ bn)dn

0o 0o

Das bedeutet, dass py die Dichte einer Exponentialfamilie ist. Die Cramér-Rao-Schranke ist
damit (falls (A1)—(A3) gelten) genau fiir 1-parametrige Exponentialfamilien scharf.

Beispiel 5.24 (Beispiel Unif). Aus Beispiel 2.25 wissen wir, dass es sich nich um eine
Exponentialfamilie handelt. Auflerdem sind die Regularitdtsannahmen (A1) und (A3) nicht
erfiillt; siehe Beispiel 5.16. Deshalb ist nicht klar, ob die Cramér-Rao-Schranke in diesem Mo-
dell existiert. Um zu sehen, ob die Schranke doch funktioniert, verwenden wir Bemerkung 5.18,
so dass

2

— < Eallog (X)) = 1/6* (1)

Wir setzen t(X) = X, so dass Vy[t(X)] = 62/12. AuBerdem ist -LEy[X] = 1/2 und damit

1(0) =

2 2
Volt(X)) = 0 < O = U%XD

Also gilt die Cramér-Rao-Schranke hier nicht.

Bemerkung 5.25 (Unabhingige Stichprobe). Fiir das statistische Modell (X" =
(X1,...,.Xp),{Py : 0 € P}) der n-fachen unabhéngigen Versuchswiederholung, n = 1,2, ...
aus Beispiel 5.20 erhalten wir folgendes Resultat (falls (A1)—(A3) gelten):

Ist P C R und ist d” ein Schétzer fiir 8 im n-ten Modell, so gilt

(g Eald™ (X))

mn n >
Asymptotisch bedeutet das, falls /n(Eg[d*(X™) — g(f)] —= 0 und 4 (Bgld™(X™)] —
9(6) 22 0

lim inf nEe[(d™(X™) — g(6))?] = liminf nV,[(d"(X™)] 4+ n(Ee[d™(X™) — g(6)])*

e = i g G X ((0))°
=l Vol (0" (X)) = lian === = S
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5.4 Asymptotik von Maximum-Likelihood-Schéitzern

Das letzte Resultat behandelt schon die Asymptotik einer Folge von Schétzern. Dies wol-
len wir nun noch fiir Maximum-Likelihood-Schétzer ausbauen. Einfach gesagt konvergieren
Maximum-Likelihood-Schétzer (unter einigen Regularitéitsannahmen) fiir unabhéngige Stich-
proben gegen den wahren Parameter (Theorem 5.30). Noch genauer sind sie asymptotisch nor-
malverteilt und die Inverse der Fisher-Information gibt die Covarianzmatrix (Theorem 5.31).
Es folgen nun weitere Annahmen, insbesondere die der unabhingigen, identisch verteilten
Daten.

Bemerkung 5.26 (Weitere Annahmen). (A5) Es ist (X" = (X7, ..., X)}),{P} : 0 € P})
ein reguléres statistisches Modell, so dass X" ein unabhéngiger, identisch verteilter
Vektor ist mit

PR(X{L S ) =pg- A"
Insbesondere hat P™ die Dichte

[T o).
=1

(A6) Fiir alle x ist
82
n—

log py(x
In;On; ()

stetig und endlich und es gilt fiir alle § € P

2 2
o, Eg {log pn(X )] = Eg [ 377?8773'

n— log p,, (X)]|.

Bemerkung 5.27 (Maximum-Likelihood-Schitzer). Gilt (A1)-(A5), so ist der
Maximum-Likelihood-Schétzer d"™(z") fiir g, falls er im Inneren von P liegt, Losung der Glei-
chung

n

> 2 togpo(a?) (L)

O=d" (z™) -

Definition 5.28 (Konsistenz). Sei (X", {P} : 0 € P}),R,g,¢) ein Schitzproblem, und d"
ein Schitzer fir g, n =1,2,... Dann heifit die Folge d"* konsistent, falls

n—oo

Po(ld"(X™) = g(0)| =€) ——0

fiir alle € > 0 und alle € P. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn X', X2, ... auf
n—oo

demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind und d™(X"™) —— s g(0).

Bemerkung 5.29 (Konsistenz bei unabhingigen Daten). Unter Annahme (A5) ist
unter P der Vektor X" unabhéngig und identisch nach Py verteilt. Wir kénnen dann oBdA
annehmen, dass alle X™ auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Wir schreiben
dann auch X anstelle von X™ (und denken uns, dass d" ja nur von den ersten n Eintréigen
von X abhingt). Insbesondere kann dann die fast sichere Konvergenz d™(X) == ¢(f) unter

Py gelten.
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Theorem 5.30 (Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schétzern). Sei § € P und
d"(X) der Mazimum-Likelihood-Schdtzer fir 6 (basierend auf den ersten n Beobachtungen).

Sei po()
x

Z(M,z) := inf lo
(M, z) := inf gpn( 5

Angenommen, fiir jedes n # 6 gibt es ein e(n) > 0, so dass Eg[Z (B, X)] > 0. Weiter
existiere ein C kompakt mit 0 € C und Eg[Z(P \ C,X)] > 0. Dann ist

lim d"(X) =" 9.

n—oo

Beweis. Fiir beliebiges € > 0 miissen wir zeigen, dass

Py(limsup |[d"(X) — 0] > &) = 0.

n—00

(Die Aussage folgt dann mit einem Grenzwert € | 0.) Da C\ B(¢) kompakt ist und { B, (n) :
n € C\ B.(0)} eine offene Uberdeckung der kompakten Menge C \ B.(f) ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung Ay := Be(y,)(m); -y Am := Be(y,)(m). Mit Ag := P\ C ist P =
B.(0)UAqU---UA,, und Eg[Z(A;, X;)] =:¢; >0, j =0, ...,m. Nach dem starken Gesetz der
groflen Zahlen ist

1< _
- 3" 245, X) noooReh, o
=1

Dann gilt

Py(lim sup|d™(X) — 0] > ¢)

n—oo

< IP’(;( Es gibt 11,12, ... ¢ B:(0), so dass

— Z log py, ( Z log pe(X;) fiir unendlich viele n)

< i[@( inf L znjlog Zz g; < 0 unendlich oft)

und die Behauptung ist gezeigt. O

Theorem 5.31 (Asymptotische Normalitit des Maximum-Likelihood-Schitzers).
Es gelte (A1)-(A6) und es sei fiir jedes § € P°10

2 2

log Py (Xl)

_— —— o X ﬂ>O. *
om0, =t On;om g Pn( 1)‘] (+)

sup E9|: sup
gk In—6]<r
Weiter sei d™(X) konsistent und die Fisher-Information 1(0) sei fiir alle 8 € P nicht-singuldr.
Dann gilt fiir X ~ Pg°

VA (X) - 6) 222 (0, 171(0)).

OF{ir eine Menge A sei A° das Innere.
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Beweis. Sei
1 n
== logp(zs).
n <
i=1

Dann ist, wegen der stetigen Differenzierbarkeit,

n

VO (9) = (%en ) (%Z logpgxz)j.

Es gilt
Eg[VI%(0)] =0

wegen Proposition 5.21 sowie

62
nCOVy[VI%(0), VI%(0)] = 1(0) = (— Eo [89 00, log py (X )D ik’

Damit folgt aus dem mehrdimensionalen Zentralen Grenzwertsatz bereits, dass fiir X ~ Pg°
ViV (0) == N(0,1(6)). (%)
AuBerdem ist
Ve (d"(z)) = 0,

da die Funktion 6 — £2(0) bei d"(z) ein Maximum besitzt und mit einer Taylor-Entwicklung
von V02 (n) fur n = d"(x) um 6 gilt

0= VO (d"(2) = VEO) + Bu(d"(x) - )

fir

82
B,=(—2_—m ‘
(3%8% x() n=n:;j>jk
n—oo n—oo

fiir ein 7y, ; zwischen 6; und d" (z); fiir j = 1, ..., m. Dad"(X) ——, 0, gilt auch n;; — 0;.
Zusammen mit (xx) haben wir damit gezeigt, dass

Vi Ba(d"(X) - 6)
2

2
—vn ( ( 877?81% Ox () ‘nzn;j —Eo [817?81% log py(X) )77:77;1]-] >jk
2 82

0
o [8773‘877/% log2y(X) ’nn;j - M logpg(X)] )jk

— 1(0))(@"(X) - 0) 225 N (0, 1(0)).
Nun gilt fiir X ~ P§° wegen dem Gesetz der grofien Zahlen und Annahme (x)

0? 9?2
— —E
on;ony, X(n)‘n:n;j G[Onjank
2 82
E 1 X -1 X
o| .o 8Pl >\Wj 5995, o8Pl )

n—oo

PO7

log p,)(X) ‘ ) }
="

n—o0

» 0.
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n—oo

Damit folgt zunichst B, ——, —1(6), woraus /n(d"(X — 6)) = O(1) folgt und damit (aus
Slutskys Theorem)
—V/nl(0)(d"(X) — ) === N(0,1(9)).

Da die Matrix-Multiplikation mit I(6)~! eine stetige Abbildung ist, folgt damit das Ergebnis.
O



