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Teil 1
Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir das wichtigste Riistzeug im Umgang mit reellwertigen Funk-
tionen kennen lernen. Nach einer Einfithrung in Abschnitt 1 {iber Schreibweisen, Logik und
Mengenlehre, werden wir in Abschnitt 2 die reellen Zahlen konstruieren. Schliefflich folgt in
Abschnitten 3 und 4 der Umgang mit Folgen und Reihen.

1 Grundbegriffe

Aussagenlogik und Mengenlehre kommen {iiberall in der Mathematik vor. Oftmals bemerkt
man nicht einmal, dass man gerade Resultate aus diesen Gebieten verwendet. Dies ist Grund
genug, am Anfang dieser Vorlesung auf diese beiden Gebiete besonders einzugehen.

1.1 Awussagen und Mengen

Grundlegende Strukturen in der Mathematik sind Mengen und Funktionen. Wir werden hier
nur einiges Handwerkszeug an Notation einfiithren, jedoch nicht auf Feinheiten der modernen
Mengenlehre eingehen. Bemerkt sei jedoch, dass es keinesfalls eine einfache Aufgabe ist, genau
zu definieren was eine Menge ist.

Definition 1.1 (Aussage und Aussagevariablen). Eine Aussage (oder Aussageform) ist
ein sprachlicher Ausdruck A, welcher entweder wahr oder falsch ist. Die verwendete Sprache
kann dabei Umgangssprache, oder auch mathematische Formelsprache beinhalten. Fine Aus-
sage A kann Aussagevariable (oder auch einfach Variable) x,y, ... enthalten. In diesem Fall
héingt die Giiltigkeit von A (d.h. ob A wahr oder falsch ist) vom Wert der Aussagevariablen
ab. Wir schreiben dann A = A(x,y, ...).

Beispiel 1.2. Beispiele fiir Aussagen sind etwa.
e 2.3 =06 (wahr)
e Jede Zahl ist durch 7 teilbar (falsch)
o 3 teilt = (Giiltigkeit héingt vom Wert von z ab; ist z.B. wahr wenn x = 12)

Definition 1.3 (Aussageoperationen). Fiir Aussagen A, B definieren wir folgende weitere
Aussagen:

e —A: Negation von A. Sie ist genau dann wahr wenn A falsch ist. (In Worten: Nicht-A.)

e A A B: Konjunktion von A und B: Sie ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch
B wahr sind. (In Worten: A und B.)

e AV B: Disjunktion von A und B: Sie ist genau dann wahr, wenn A oder B (oder beide)
wahr sind. (In Worten: A oder B)

e A = B: Subjunktion von A und B. Sie ist genau dann wahr, wenn B aus A folgt,
d.h. wenn B immer dann wahr ist, wenn A wahr ist. (In Worten: Aus A folgt B. Man
beachte, dass hier meistens A und B von Variablen x,y, ... abhingen. A = B bedeutet
dann, dass B fiir alle Werte von x,y, ... gilt, falls dies fiir A der Fall ist.)
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e A <= B: Bisubjunktion von A und B. Dies ist gleichbedeutend mit (A = B) A\ (B =
A). (In Worten: A genau dann, wenn B. Manchmal auch kirzer: A gdw B oder A ist
dquivalent zu B.)

Bemerkung 1.4 (Klammerung). Seien A, B,C Aussagen. Die Negation —A gilt als ein-
stellige Aussageoperation, die Konjunktion, Subjunktion und Bisubjunktion als zweistellige.
Verkniipfungen dieser Operationen erfordern es oftmals, eine Reihenfolge festzulegen, die iibli-
cherweise durch Klammerung erfolgt. Etwa ist (A A B) V C nicht dasselbe wie A A (B V C).
Wir vereinbaren, dass einstellige Operationen immer zuerst ausgefiihrt werden, und erst an-
schlieBend zweistellige, auch wenn dies nicht durch eine Klammer gekennzeichnet wird. Das
bedeutet etwa, dass =A A B dasselbe ist wie (-A) A B.

Lemma 1.5' (deMorgan’sche Regeln fiir Aussagen). Seien A, B Aussagen. Dann gilt

-“(AAB) < (~AV-B)
-(AV B) <= (mAAN-B).

Beweis. Zunéchst zur ersten Aussage. Nach Definition ist A A B genau dann wahr, wenn
sowohl A als auch B wahr sind. Damit ist also =(A A B) genau dann wahr, wenn entweder
A oder B falsch ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn —=A V =B wahr ist. Bei der zweiten
Aussage gilt AV B genau dann, wenn entweder A oder B wahr sind. Damit ist =(A V B)
genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B falsch sind. Dies ist jedoch gleichbedeutend mit
—AA-B. 02

Die Rechenregeln des letzten Lemmas lassen sich ergéinzen. Es folgen einige Beispiele.
Beispiel 1.6. Seien A, B und C' Aussagen (die von Variablen Variablen z,y, ... abhéngen).
1. A < ——A ist immer wahr.
2. AV —A ist immer wahr. (Sie heifit auch die Regel vom ausgeschlossenem Dritten.)

3. AN —A ist immer falsch. (Damit ist =(A A =A) immer wahr, was nach Lemma 1.5
gleichbedeutend ist mit —A Vv A.)

4. (AN B) = A ist immer wahr.
5. A= (AV B) ist immer wahr.

6. Esgilt (AAB)AC <= AAN(BAC)und (AVB)VC <= AV (BVC(C). Man spricht
auch von der Assoziativitdt von A und V.

7. Esgilt (AANB)VC(C) <= (AVC)A(BVC)und (AVB)AC) <= ((ANC)V(BAC).
Man spricht hier von der Distributivitit von A und V.

'Mit Lemma bezeichnen wir einen Hilfssatz. Dieser wird im weiteren Verlauf gebraucht, stellt aber fiir
sich alleine noch keine allzu grofle Aussage dar. Weiter werden wir mit Proposition und Theorem wichtigere
Aussagen bezeichnen, und mit Korollar einfache Folgerungen aus schon Gezeigtem.

2Wir bezeichnen das Ende eines Beweises durchgehend mit .
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8. Esgilt (ANB) <= (BAA) und (AV B) <= (BV A). Man spricht von der
Kommutativitdt von A und V.

9. Es gilt (A= B) < (BV -A). Denn A = B bedeutet, dass es nicht sein kann, dass
B nicht gilt, A aber schon, also =(=B A A). Wendet man nun Lemma 1.5 an, erhélt
man die Behauptung.

10. Es gilt (A= B) A (B = C)) = (A = C). Man spricht von der Transitivitéit von =.
Dies lésst sich mit dem letzten Beispiel auch einfach beweisen, nédmlich so:

(A= B)A(B=C) <= (BV-A)A(CVB)

Lo (BAC)V(BA-B)V (~AAC)V (=ANA-B)
— OV (=AAC)V-A
— AV C

— A= C.

Wir fithren nun den Begriff der Menge ein. Allerdings wollen wir nicht sagen, was der — in der
Definition wichtige — Begriff der sinnvollen Aussage genau ist. Mit anderen Worten fiihren
wir hier nur einen naiven Mengenbegriff ein. Will man Mengen axiomatisch genau definieren,
fithrt das auf das Zermelo-Fraenkel’sche Axiomensystem, auf das wir hier nicht eingehen. In
der Praxis sind die allermeisten Aussagen sinnvoll, so dass wir keine Schwierigkeiten mit dem
naiven Mengenbegriff erwarten.

Definition 1.7 (Menge). Sei A = A(z) eine “sinnvolle” Aussage, die von einer Variablen
x abhingt. Dann bezeichnen wir mit>

M :={x : A(z) ist wahr}
die Menge aller x, fir die A(x) gilt. Noch kiirzer setzen wir
M :={z: A(z)}.

Wir schreiben x € M genau dann, wenn A(x) wahr ist. Es bedeutet x ¢ M dasselbe wie
—(x € M) oder auch, dass A(zx) falsch ist.

Beispiel 1.8. e Die Menge () := {z : x # x} ist die leere Menge.
e Die natiirlichen Zahlen N kann man nach Peano axiomatisch etwa so definieren:

— 1 ist eine natiirliche Zahl.

Jede natiirlich Zahl n hat genau einen Nachfolger, genannt n + 1.
— Die Eins hat keinen Vorgénger.

— Enthélt eine Menge M die Eins und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren
Nachfolger, so ist M bereits die Menge der natiirlichen Zahlen.

w__»

3Zur Notation: wir unterscheiden in der Mathematik das Gleichheitszeichen vom Zeichen “:=", das das
Symbol auf der “:”-Seite (das sogenannte Definiendum) durch das Objekt auf der anderen Seite (das Definiens)
definiert. Sind némlich z fiir die A(z) wahr ist bereits bekannt, definieren wir hiermit die Menge M aller dieser
Elemente.
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e Sei B(z): (x=0)V (z € N)V(—z € N). Dann ist
Z:={x:B(z)} ={0,£1,£2,...}
die Menge der ganzen Zahlen.

Definition 1.9 (Schnittmenge, Vereinigungsmenge, Komplement, Potenzmenge).
Seien M = {x : A(x)} und N = {x : B(x)} Mengen. Dann bezeichnet

MNN:={z:A(x) ANB(z)}
die Schnittmenge von M und N,
MUN :={z: A(x) vV B(z)}
die Vereinigungsmenge von M und N sowie
M= {2 ~A(2)}

das Komplement von M. Weiter ist M\ N := M NN€ die Differenzmenge von M und N. Die
Mengen M und N heifsen disjunkt, falls M NN = (. Wir schreiben M C N wenn A(z) =
B(z) sowie M = N wenn A(z) <= B(z) gilt. Weiter definieren wir die Potenzmenge von
M durch

oM .—{E:EC M}

Lemma 1.10 (Distributivgesetze und deMorgan’sche Regeln). Seien M, N,O Men-
gen. Dann gilt

Beweis. Alles folgt analog zu den entsprechenden Regeln iiber Aussagen. Die erste Zeile ent-
steht so aus Beispiel 1.6.8, die zweite und dritte aus Beispiel 1.6.6 und die letzten beiden aus
Lemma 1.5. O

1.2 Quantoren

In der mathematischen Schreibweise von Aussagen sind Quantoren besonders wichtig. Diese
legen fest, ob eine Aussage A(z,...) etwa fiir alle z oder nur fiir manche x gelten soll. Sie
werden uns im Laufe der Vorlesung sehr oft begegnen.

Definition 1.11 (Quantoren). Sei A(x,...) eine Aussage die von Variablen x, ... abhingt.
e Dann ist Vx A(z,...) die Aussage: Fiir alle moglichen x gilt A(x,...).
o Weiter ist 3z A(x,...) die Aussage: Es gibt ein x, so dass A(x,...) gilt

o Auferdem ist N x A(zx,...) die Aussage: Es gibt genau ein x, so dass A(x,...) gilt.
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Bemerkung 1.12. Typischerweise werden als Variablen z, ... nur Elemente einer Menge zu-
gelassen. Dann schreiben wir etwa Vo € M : A(x,...).

Beispiel 1.13. e Sei C(x): 3m € Z 3In € N: x = m/n. Dann ist
Q:={z:Cla)y={z=m/n:meZ,necN}
die Menge der rationalen Zahlen.
e Die Aussage Vx e Ndy € Z : x = y ist wahr.
e Die Aussage Ve € Q Iy € Q: y = 2?2 ist wahr.
e Die Aussage Vo € Q Jy € Q: y? =z ist falsch. (Zum Beweis siehe Proposition 1.36)

Beispiel 1.14 (Natiirliche Zahlen). Wir greifen noch einmal die Definition der natiirlichen
Zahlen aus Beispiel 1.8 auf. Mit Quantoren schreibt sich die Definition der natiirlichen Zahlen
so:

e 1 € N (Eins ist eine natiirliche Zahl.)

Vn € N3'm € N:n+1=m (Jede natiirlich Zahl hat einen Nachfolger.)

Vm,neN:m+1=n+1 <= m =n (Nachfolger sind eindeutig.)

e 2(In € N:n+1=1) (Die Eins hat keinen Vorgénger.)

VM : (M CN)A(leM)A(ne M =n+1€ M))= M =N (Enthélt eine Menge M
die Eins und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nachfolger, so ist M bereits die
Menge der natiirlichen Zahlen.)

Lemma 1.15 (Gesetze fiir Quantoren). Seien A(z,y,...) und B(x,y,...) Aussagen, die
von Variablen x,y, ... abhdngen. Dann gilt

x,Y,...) <= YyVzA(z,y,...),
z,Y,...) < JydzA(z,y,...),
x, .. )) — Jdz(-A(z,...)),
(EIxA z,...)) <= Vz(-A(z,...)).
Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar. Fiir die dritte stellen wir fest, dass
—(VxzA(z,...)) genau dann gilt, wenn A(z,...) nicht fiir alle z gilt, es also mindestens ein x

gibt, fiir das A(z, ...) falsch ist. Das bedeutet, dass Iz(—A(x,...)) gilt. Die letzte Aussage folgt
aus der vorletzten, wenn man dort anstelle von A(z,...) die Aussage ~A(z,...) einsetzt. [

Bemerkung 1.16. e Wir schreiben Vz, yA(z, vy, ...) anstelle von VaVyA(x, y, ...). Die erste
Zeile des Lemmas zeigt, dass hiermit keine Verwechslungen zu befiirchten sind.

e Man kann sicher noch weitere Regeln fiir das Rechnen mit Quantoren aufstellen. Es ist
jedoch etwas Vorsicht geboten. Etwa gilt

(VxA(z,...)) N (VxB(x,...)) < Vz(A(z,...) AN B(z,...)),
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jedoch nicht
(VzA(z,...)) vV (VzB(z,...)) <= Vz(A(z,...)V B(z,...)).
(In der unteren Zeile gilt nur =.) Weiter gilt
JaVyA(zx,y,...) = YydzA(z, y, ...),
jedoch sicher nicht die Umkehrung (d.h. Vy3zA(z,y, ...) = JaVyA(z,y,...)).

1.3 Relationen und Funktionen

Funktionen (oft auch mit dem #dquivalenten Begriff Abbildungen bezeichnet), wurden bereits
in der Schule diskutiert. Wir sammeln grundlegende Definitionen und Tatsachen. Wir fithren
Funktionen als Spezialfille von Relationen ein, mit denen wir beginnen werden.

Definition 1.17 (Mengenprodukt). Seien M, N Mengen. Dann ist
M x N :={(z,y):x € M undy € N}

das Produkt der Mengen M und N.
Fiir Mengen My, ..., M, ist

n
>< M; =M x---x M, = {($1,...,l’n) cx1 € My, ...,xy € Mn}
=1

das Produkt der Mengen My, ...,M,. Ist My = --- = M, = M, so schreiben wir auch M" :=
My x -+ x M,. Firn=1ist M' := M.

Definition 1.18 (Relation). Seien M, N # () Mengen. Jede Teilmenge R C M x N heifst
Relation (oder auch Korrespondenz). Wir bezeichnen mit D(R) :=={x € M : Jy € N (x,y) €
R} den Definitionsbereich von R und mit W(R) := {y € N : 3z € M (z,y) € R} den
Wertebereich von R. Ist (z,y) € R, so heiffit x ein Urbild von y und y ein Wert von .
Weiter schreiben wir oft xRy falls (x,y) € R. Fine Relation R C M x N heifit

e cindeutig, falls (x,y1), (x,y2) € R = y1 = ya. In diesem Fall schreibt man statt (x,y) €
R auch y = R(z),

e cindeutig umkehrbar, falls (z1,y), (x2,y) € R = x1 = x3.
Ist M = N, so heifit R

e reflexiv, falls Vz € M (z,x) € R,

e symmetrisch, falls (x,y) € R <— (y,z) € R,

e antisymmetrisch, falls (z,y),(y,2) € R=z =1y,

e tramnsitiv, falls (z,y),(y,2) € R= (x,2) € R.

Fiir eine Relation R C M x N definieren wir die inverse Relation R C N x M durch
R~ = {(y, ) : (x,y) € R}.

Fiir Relationen R C M x N und S C N x O definieren wir die Verkniipfung (oder
Komposition) So R C M x O durch

SoR:={(x,z) e M xO:3ye N (z,y) € R, (y,z) € S}.
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Lemma 1.19 (Rechenregeln fiir Relationen). Seien R, S,T Relationen. Dann gilt
D(R™)=W(R), W(R')=D(R),
(R_l)_l =R,
To(SoR)=(ToS)oR,
(SoR)y '=R1os™L
Beweis. Die ersten drei Behauptungen sind klar nach Definition. Fiir die vierte berechnen wir
(w,z) €To(SoR) «<— Jy (w,y) € SoR,(y,2) €T
< Ja,y (w,z) € R, (w,y) € S,(y,2) €T
<= Jz (w,z) € R,(z,2) €T oS
< (w,z) € (T'oS)oR.

Schlieflich folgt die letzte Behauptung aus

(z,x) € (SoR)™! (x,2) € SoR

=
< Ty (z,y) € R,(y,2) €S
— Jy(z,y) €S (y,2) e R!
— (z,z) e R"'o S

Beispiel 1.20. e Sei M = N = Q. Wir betrachten die Relation
< = {(z,y) : « kleiner oder gleich y}.

(Hier schreibt man meist x < y anstelle von (x,y) €<.) Diese Relation ist reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv. Allerdings ist sie weder eindeutig, noch eindeutig umkehrbar
noch symmetrisch.

e Sei M = N = Q. Die Relation

= ={(z,y):z =y}

ist ebenfalls reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, und aulerdem noch symmetrisch,
eindeutig und eindeutig umkehrbar.

e Sei E eine Menge und 2% die Potenzmenge von E. Die Relation
C:={(M,N): M C N}

auf 2% ist genau wie < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Allerdings bemerken
wir, dass fiir x,y € Q entweder x < y oder y < x immer gilt, es jedoch Mengen M, N
geben kann, so dass weder M C N noch N C M gilt.

e Sei M = N = Ny. Wir definieren
~:={(x,y) : |y — x| ist durch 3 teilbar}.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, allerdings weder eindeutig, ein-
deutig umkehrbar noch antisymmetrisch.
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Definition 1.21 (Funktion). Seien M, N Mengen. Fine Funktion (oder Abbildung) F' ist
eine eindeutige Relation F' C M x N mit D(F) = M. Sie heifst

e injektiv, falls sie eindeutig umkehrbar ist,
e surjektiv, falls W(F) = N,
e bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.
Fine Funktion a : N — M heifst auch (M -wertige) Folge.
Bemerkung 1.22 (Notation). e Sei F' C M x N eine Funktion. Wir schreiben hierfiir
auch
M — N
F:
x = F(z),
falls F' = {(z, F(z)) 1z € M}.

e Eine Folge a : N — M konnen wir auch schreiben als ag, ag, ... oder (a;)i=12,..., wobei
a; = a(i) ist. Wir z&hlen also einfach alle Funktionswerte der Funktion a der Reihe
nach auf.

e In Verallgemeinerung sei F': M — N, m — F,, eine Funktion. Diese schreiben wir auch
als F' = (Fy)men- Wir sprechen hier auch von der N-wertigen Familie (Fy,)menrs-

o Sei (An)menr eine 2V-wertige Familie, d.h. A, C N fiir alle m € M. Dann ist
Nmert Am :={n € N :¥Ym € M n € Ay} der Schnitt der (Ay)menrr und U,,cps Am =
{ne€N:3Ime Mnec A} die Vereinigung der (A, )menr-

Beispiel 1.23. e Fiir Mengen M, N und ¢ € N bezeichnen wir mit

M — N
c:

x =

die konstante Abbildung.
e Fiir eine Menge M bezeichnen wir mit

M —M
id {

T .

die Identitidtsabbildung.
e Fiir Mengen My, ..., My bezeichnen wir mit

M1 X -+ X Md — Mz
e
‘ (1, ..., Tq) — T

die Projektion auf die i-te Koordinate.

Definition 1.24 (Funktionenmenge). Seien M, N Mengen. Wir setzen
NM .= {F: M — N Funktion}

die Menge der Funktionen von M nach N.
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Bemerkung 1.25. e Sei M = {1,...,d} und N = Q. Dann wird jede Abbildung z : M —
N durch z; = z(1), ..., x4 := x(d) € Q definiert. Deshalb schreiben wir auch

Q%= NM = {(z1,.c0yq) : 1, ... xg € QF.

e Die Schreibweise N™ erinnert eventuell an die Schreibweise 2™ fiir die Potenzmenge
von M aus Definition 1.9. Dies ist kein Zufall. Wir konnen némlich 2M bijektiv auf
{0,1}M abbilden, indem wir

oM 10, 1}M

M —{0,1}
M N 1, zeM
x
0, z¢ M

setzen.

Lemma 1.26 (Charakterisierung von Injektivitit/Surjektivitit). Sei F' : M — N
eine Funktion.

e Die Funktion F ist genau dann injektiv, wenn es fir alle y € W(F') genau ein x € M
gibt mit F(x) = y. (Mit Quantoren: Vy € W(F)3lx € M : F(z) =y.)

o Die Funktion F ist genau dann surjektiv, wenn es fir alle y € N ein x € M gibt mit
F(z) =y. (Mit Quantoren: Vy € N3z € M : F(x) =y.)

Beweis. Sei F injektiv und y € W(F'). Nach Definition gilt dann F(z1) = y, F(z2) = y =
x1 = x9. Dies ist genau dann der Fall wenn es genau ein x € M gibt mit F(x) = y.

Sei F' surjektiv und y € N. Nach Definition ist also y € W(F') und damit gibt es ein
x € M mit F(z) =y. Die Umkehrung ist klar. O

Lemma 1.27 (Kompositionen von injektiven und surjektiven Funktionen). Die
Komposition von Funktionen, Injektionen, Surjektionen, Bijektionen ist wieder eine Funk-
tion, Injektion, Surjektion, Bijektion.

Jede injektive Funktion F : M — N definiert eine Funktion F~' : W(F) — M mit
FoF 1 =F 1o F =id. Ist F bijektiv, so ist F~1: N — M.

Beweis. Seien F': M — N und G : N — O Funktionen. Sind F' und G injektiv, so gibt es fiir
z € W(GoF) C W(G) wegen der Injektivitit von G genau ein y € W(F) C N mit G(y) = z.
Weiter gibt es wegen der Injektivitit von F' genau ein z mit F(z) = y. Insgesamt gibt es
also genau ein x mit (G o F)(z) = G(F(z)) = z. Sind F und G surjektiv, so gibt es fiir jedes
z € O einy € N mit G(y) = z und fiir jedes y € N ein x € M mit F(x) = y. Damit gibt es
also fiir jedes z € O ein x € M mit (G o F')(x) = G(F(x)) = z. Die Behauptung fiir bijektive
Funktionen ist damit auch klar.

Ist F injektiv, so definieren wir F~!(y) fiir y € W(F) durch F~1(y) = z falls z € M — das
wegen der Injektivitiit einzige * € M ist — mit F(x) = y. In diesem Fall gilt (F~!o F)(z) =
F~YF(z)) = F~Y(y) = o sowie (Fo F~1)(y) = F(F~')(y) = F(x) = y, woraus die restlichen
Behauptungen folgen. O
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1.4 Michtigkeit von Mengen

Mengen kann man nach der Anzahl ihrer Elemente unterscheiden. Generell ist eine Menge
entweder endlich oder unendlich grof. Letztere Mengen kann man entweder abzihlen oder
auch nicht.

Definition 1.28 (M#chtigkeit, Gleichmichtigkeit, Abzdhlbarkeit). Seien M, N Men-
gen. Wir bezeichnen mit |M| (oder auch mit #M ) die Anzahl der Elemente von M. Diese
nennen wir auch die Méchtigkeit von M. Die Menge M heifit endlich, falls |M| < oco. Die
Mengen M und N heiflen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion M — N gibt. Die Men-
ge M heifit machtiger als N, wenn M nicht gleichmdchtig ist wie N, aber ein My C M
gleichmdchtig ist wie N.

Gibt es eine Bijektion N — M, so heifst M abzéhlbar. Ist M entweder endlich oder
abzdhlbar, so heifst M hochstens abzahlbar. Ist M mnicht hochstens abzdhlbar, so heifst M
iiberabzéhlbar.

Beispiel 1.29. e Esist |[{1,2,3}| = [{2,3,5}| = 3.
e Die Menge der geraden Zahlen, M := {2,4,6,8, ...} ist abzdhlbar. Es gibt ndmlich die
Bijektion

N — M
n — 2n.

Diese ist eine Bijektion zwischen N und M. Man sieht, dass unendliche Mengen zu
echten Teilmengen gleichméchtig sein kénnen.

e Wir werden in Bemerkung 1.32 sehen, dass 2V, die Potenzmenge von N, iiberabzihlbar
ist. Noch weiter unten werden wir sehen, dass die Menge der reellen Zahlen, R, ebenfalls
iiberabzéhlbar ist.

Lemma 1.30. Sowohl Z als auch Q sind abzdihlbar.

Beweis. Die Abzahlbarkeit von Z ist schnell gezeigt. Wir definieren eine Abbildung

N —=Z
by : n/2, falls n gerade,
n —
—(n—1)/2, falls n ungerade.

und {iiberlegen uns, dass diese bijektiv ist. Alternativ sagen wir einfach, dass
0,1,—-1,2,—-2,3, -3, ... eine Abzéhlung von Z liefert.

Um die Abzihlbarkeit von Q zu zeigen, beweisen wir zuniichst die Abzihlbarkeit von N2.
Hierzu verwenden wir das Cantor’sche Diagonalverfahren an; siche Abbildung 1.1. Dies fiihrt
zu einer Abzihlung (1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(2,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,2), (4,1), ... von N2
Mit anderen Worten haben wir hiermit eine Bijektion by : N — N? definiert. Weiter definiert
bs : N2 = Z x N, (n1,n2) — (b1(n1), ba) eine Bijektion und s : Z x N — Q, (m, n) — m/n eine
Surjektion. Insgesamt ist also s o b3 o by : N — Q eine Surjektion. Durch 'Uberspringen’ von
bereits abgezihlten Werten aus QQ erhélt man die Abzéahlung

07 X)vlv_la%a D7 ﬂa%v_%a27”'

von QQ und die Abzahlbarkeit von Q ist gezeigt. O
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Abbildung 1.1: Das Cantor’sche Diagonalverfahren liefert eine Abzihlung von N2.

Wir betrachten nun noch die Michtigkeiten einer Menge M und ihrer Potenzmenge 2 (siehe
Beispiel 1.20).

Lemma 1.31. Sei M eine Menge. Dann ist 2 michtiger als M.

Beweis. Angenommen, es gibe eine Bijektion F : M — 2M . Wir definieren die Menge M’ :=
{z : 2z ¢ F(z)} € 2™. Da F bijektiv ist, muss es ein z € M geben mit F(x) = M’. Nun
gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder ist « € M’ oder x ¢ M’. Im ersten Fall folgt aus
x € M dass x ¢ F(x) = M', was einen Widerspruch liefert. Im zweiten Fall (z ¢ M') ist
also x ¢ F(x) und damit z € M’ nach Defintion von M’. Wieder ergibt sich ein Widerspruch.
Da die Annahme der Existenz der Bijektion F' auf jeden Fall auf einen Widerspruch fiihrt,
kann sie nicht stimmen. Also gibt es ein solches F' nicht. Weiter ist {{z} : 2 € M} C 2™ und
offenbar gibt es eine Bijektion dieser Menge mit M. Damit ist 2/ méchtiger als M. O

Bemerkung 1.32. Aus dem letzten Lemma folgt, dass 2V, die Potenzmenge der natiirlichen
Zahlen, iiberabzéahlbar ist.

1.5 Beweise

Beweise sind die Kernstiicke der Mathematik. Um sie zu beherrschen miissen ein paar Regeln
und Techniken gelernt werden. Insbesondere wollen wir in diesem Abschnitt drei verschiedene
Arten mathematischer Beweise kennen lernen: den direkten Beweis, den indirekten Beweis
und die vollstéandige Induktion. Wir beginnen mit dem — konzeptionell einfachsten — direkten
Beweis. Bei diesem schlieflen oder berechnen wir direkt mit Hilfe der zuvor definierten Begriffe.
Beispiele fiir direkte Beweise haben wir bereits in Lemma 1.5, Lemma 1.15, Lemma 1.19,
Lemma 1.26, Lemma 1.27 und Lemma 1.30 kennen gelernt. Nachdem wir Summen- und
Produktschreibweisen eingefiihrt haben, bringen wir noch ein Beispiel, in dem eine Formel
mittels direkter Berechnung bewiesen wird.

Oftmals werden fiir die in den Tutorien zu besprechenden Aufgaben Beweise gebraucht.
Wir weisen darauf hin, dass die Art und Weise, diese aufzuschreiben, typischerweise von
der Art und Weise, wie sie etwa in diesem Vorlesungsskript stehen, abweicht. Auf Lésungen
von Ubungsblittern wird typischerweise mehr mit Quantoren und Folgepfeilen gearbeitet,
wohingegen ein Skript aus ganzen Sétzen besteht. Um diesen Unterschied zu verdeutlichen,
bringen wir fiir ein paar Sitze zwei Beweise, ndmlich einen in der Skript- und einen in der
Ubungsblattversion (siche die Beweise der Propositionen 1.36, 1.37, 1.38 und 1.40).
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Definition 1.33 (Hé#ufige Schreibweisen). Sei x1,xs,... eine Folge von Zahlen. Dann
definieren wir

in =21+ -+ T,

Hl’i =T Tp

die Summe und das Produkt der ersten n dieser Zahlen. (Als Konvention setzen wir 2?21 T =
0 und H?:1 x; = 1.) Weiter setzen wir fir k,n € Ng :=NU{0} mit k <n

=1

sowie (Z) =0 fir k <0 oder k > n. (Man beachte, dass 0! :== 1 wegen der Konvention fiir
leere Produkte gilt.) Hier heif$st n! die Fakultit von n und die Zahlen (Z) heiffen Binomialko-
effizienten.

Proposition 1.34 (Rechenregel fiir Binomialkoeffizienten). Fir k,n € N, k < n gilt
n—1 L n—1\ (n
k—1 k \k/)

Bewets. Wir berechnen direkt

<n—1>+<n—1> (=D k41) (-1 (k)

k-1 k k—1)---1 ko1
_ (=1 (n—k+1)(k+n—k)
k!
~ne--(n—k+1)  (n
= ()

Wir kommen nun zum indirekten Beweis, der prinzipiell anders als der direkte funktioniert.
Formal verwenden wir (sieche Lemma 1.35), dass A = B #quivalent ist zu =B = —A. Um
also B aus A zu folgern, geniigt es, 7 A aus =B zu schlieflen. Als Beispiel erinnern wir an den
Beweis von Lemma 1.31. Hier war A: “M ist eine Menge” und “B: Es gibt keine Bijektion
F: M — 2M”  Anstatt direkt zu schlieBen, haben wir gezeigt dass aus “~B: Es gibt eine
Bijektion ' : M — 27 ein Widerspruch folgt. Insbesondere kann damit A nicht gelten.

Lemma 1.35 (Grundprinzip von indirekten Beweisen). Seien A, B Aussagen. Dann
gilt
(A= B) < (B = -A).
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Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass A = B #quivalent ist zu B V —A. (Denn: beide
Aussagen bedeuten, dass es nicht sein kann, dass zwar A, aber B nicht gilt.) Genauso ist
-B = —A dquivalent zu —=A V (-—B), was dasselbe ist wie =A V B. Damit sind beide Seiten
dquivalent zu B V —A, haben also insbesondere immer denselben Wahrheitswert. O

Wir bringen ein zweites Beispiel eines indirekten Beweises. Ohne weitere Erlduterung werden
wir dabei bekannte Teilbarkeitsregeln fiir natiirliche Zahlen verwenden.

Proposition 1.36 (V2 ¢ Q). Es gibt kein x € Q mit x> = 2.

Beweis in Skript- Version. Angenommen, es gibe z € Q mit 22 = 2. Dann ist x = m/n fiir
m,n € N. (Es ist auch m > 0, da mit 22 = 2 auch (—x)? = 2 gilt.) Durch Kiirzen kénnen
wir m und n so wihlen, dass beide teilerfremd sind. Es gilt also m? = 2n? fiir teilerfremde
m,n € N. Da 2 somit m? teilt, muss 2 auch m teilen. Es gibt also ein r € N mit m = 2r und
damit 472 = 2n? oder 2r% = n?. Genauso folgern wir, dass es ein s gibt mit n = 2s. Wir sehen,
dass 2 sowohl m als auch n teilt. Dies ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit von m und n.
Also muss die Annahme x € Q falsch gewesen sein. Es gibt also kein 2 € Q mit 2?2 =2. [

Beweis in Ubungsblatt- Version.

Angenommen, 3z € Q : 22 = 2.

= Im,n € N:m?/n? = 2; oBdA* m,n teilerfremd

= 3Im, n € N teilerfremd, m? = 2n?

= Jr,m,n € N:m = 2r,4r?> = 2n? und m, n teilerfremd, also auch 2r%2 =n
= dr,s,m,n € N: m = 2r,n = 2s und m,n teilerfremd 4

Also: Ar € Q: 2% =2. O

2

Eine dritte Beweisart ist die der vollstdndigen Induktion. Sie funktioniert héchstens dann,
wenn wir eine Aussage der Form Vn € N A(n) beweisen wollen. Wir erinnern an die Definition
der natiirlichen Zahlen nach Peano aus Beispiel 1.8.5. Wir haben gesehen, dass jede Menge
M CN, firdiel € M undn € M = n+1 € M gilt bereits die Menge der natiirlichen Zahlen
sein muss. Daraus lesen wir direkt das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion ab:

Sei A(n) eine Aussage und M := {n : A(n) ist wahr}. Gilt

1. Induktionsanfang: A(1),

2. Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1),
dann ist M =N, d.h. ¥n € N A(n) ist wahr.

Wir verwenden dieses Beweisprinzip um ein paar Rechenregeln fiir Summen und Produkte
kennen zu lernen. Hierbei werden wir wieder jeweils zwei Beweise angeben, einen wie er in

einem Vorlesungsskript erscheinen kénnte und einen zweiten, wie man ihn eventuell als Losung
eines Ubungsblattes verwenden wiirde.

Proposition 1.37. Firn € N gilt

iz‘:(n‘;l).

=1

4Diese vier Buchstaben bedeuten Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Sie besagen, dass wir keinen Fehler
machen, wenn wir eine Annahme treffen.
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Beweis in Skript- Version. Wir verwenden vollsténdige Induktion. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten 1 ergeben. Gilt die Behauptung fiir ein n — 1, so berechnen wir

ii:n+’§i:n+ (Z) _ 2n+n2(n—1) _ (n—|—21)n _ (n;—l)

so dass die Behauptung auch fiir n gilt. Damit folgt die Aussage. O

Beweis in Ubungsblatt- Version. Induktionsanfang: 1 =1 v/
Induktionsschluss n — 1 — n:

zn:z. Z:l Induktions- e :2n+n(n—1):(n+1)n: n+1 .
2 2 2 2

- - annahme
=1 =1

Proposition 1.38 (Geometrische Reihe). Fir x € R und n € N gilt, falls x # 1,
1 " n+1
Z z 1—2

Beweis in Skript-Version. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten 1 ergeben. Gilt die Behauptung fiir ein n — 1, so berechnen wir

n n
, , 1—a" at—a"tt 41 —2n 1 —gnt!
T n 1 n —_ j—
Zx—:c +Z:c —a:—i-l_x— 1= =T
so dass die Behauptung auch fiir n gilt. Damit folgt die Aussage. O

Beuweis in Ubungsblatt- Version. Induktionsanfang: 1 =1 v/
Induktionsschluss n — 1 — n:

n nol Induktlons L,  l—a" gt — gt 1 g0 1 — gntl
E zt =" + E " x” + = = .
i—0 i—0 annahme 11—z 1—=x l1—=x

O]

Proposition 1.39 (Bernoulli’sche Ungleichung). Fir z > -1,z # 0 und n € {2,3,...}
gilt
(14+2)" > 1+ nx.

Beweis in Skript- Version. Die Behauptung ist fiir n = 2 klar, schlieBlich ist (1 + 2)? = 1 +
27 + 22 > 1 + 2x. Gilt sie fiir ein n — 1, so folgt (wegen 1+ z > 0)

1+z2)"=0+2)"14+2)>10+n-Dz)(1+2)=14nz+ (n—1)z%>1+naz.
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Beweis in Ubungsblatt- Version. Induktionsanfang: (1 +x)? =142z +22 > 1+ 2z v
Induktionsschluss n — 1 — n:

Induktions-

(1+2)"=1+a2)" '(1+2) > (1+(n—1)a)(1+2)

annahme, z>—1

=1+4nz+(n—1)z*>1+na

Proposition 1.40 (Binomische Formel). Fiir x,y € R und n € N gilt

(x +y)" :f: (k) wryh

k=0

Beweis in Skript- Version. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten = 4 y ergeben. Gilt die Behauptung fiir ein n — 1, so berechnen
wir

— -1
(33 y)n—(ﬂf y)(x y)n b= fE y § (n >kn 1=k
n—1 i n—1
k+1, n—(k+1) k, n—k
( k )x Y ( k ) vy
0 k=0

T
E) LB Qe

k=0

|
_
o

n

Il
(]

>
s

(]

S

Hier haben wir im vierten Gleichheitszeichen eine Indexverschiebung vorgenommen und im
letzten Gleichheitszeichen Proposition 1.34 verwendet. Insgesamt folgt die Behauptung auch
fir n. O

Die Ubungsblatt-Version des Beweises sparen wir uns an dieser Stelle, da sie leicht aus den
vorigen Beispielen iibertragen werden kann.

Bemerkung 1.41 (Varianten der vollstindigen Induktion). Es gibt neben der oben
beschriebenen Variante der vollstdndigen Induktion auch noch weitere Varianten.

o Ist A(n) eine Aussage und M := {n : A(n) ist wahr }. Gilt
1. Induktionsanfang: A(1),..., A(k) fiir ein k = 1,2, ...,
2. Induktionsschluss: A(n) = A(n+1) fuirn =k, k+1, ...

Dann ist M = N.

Das bedeutet, dass die ersten k Aussagen A(1),..., A(k) einzeln bewiesen werden, und
anschliefend erst der Induktionsschluss ausgefithrt wird.

o Ist A(n) eine Aussage und M := {n: A(n) ist wahr }. Gilt
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1. Induktionsanfang: A(1),..., A(k) fir ein k = 1,2, ...,
2. Induktionsschluss: A(1),...,A(n) = A(n+1) fir n =k, k+1,...

Dann ist M = N.

Das bedeutet, dass beim Beweis von A(n + 1) im Induktionsschluss nicht nur auf die
Giiltigkeit von A(n) zuriick gegriffen wird, sondern z.B. auch auf A(n — 1).

Bemerkung 1.42 ( Wertigkeit der Beweisarten). Man mochte meinen, dass es sich bei
der Mathematik um eine wertfreie Wissenschaft handelt. Allerdings bemerken wir, dass in der
Mathematik manche Beweise hoher bewertet werden als andere. Generell gilt (falls moglich):
der direkte Beweis ist immer den anderen beiden Beweismethoden vorzuziehen. Wir geben
einen — auf Gauf} zuriickgehenden — alternativen Beweis fiir Proposition 1.37. Wir beweisen
die Formel direkt mittels

iiz(1+---+n)Z%((l—i----—i—n)—i—(n—i—---—i—l))
=1

n n n

:;<Z¢+Z(n—i+1)>Z;Z(””_”l):(n+21)n: <n;1>

i=1 1=1 i=1

Mittels eines Rechentricks (der im zweiten Gleichheitszeichen steckt) haben wir also nun auch
einen direkten Beweis gefunden.

Auch indirekte Beweise sollte man den direkten nicht vorziehen. Der Grund ist, dass
diese oftmals schwieriger zu durchdringen sind, und manchmal auch in einen direkten Beweis
iibergefiithrt werden kénnen. (Dies scheint allerdings in den Beweisen von Lemma 1.31 und
Proposition 1.36 nicht moglich.)

2 Die reellen Zahlen

Wir haben bereits die — aus der Schule bekannten — Mengen der natiirlichen, ganzen und
rationalen Zahlen

N:={1,2,3,..},
7= {0,£1,+2,..},
Q:={m/n:meZ,neN}

kennen gelernt. Wir setzen auflerdem

Z4 :=Nyp:={0,1,2,...},
Qt:={m/n:meZi,neN}

Weiter sind bereits die reellen Zahlen bekannt, die wir in Abschnitt 2.1 erstmal formal sau-
ber definieren wollen. Auflerdem beschéftigen wir uns in Abschnitt 2.3 mit der Dezimal-
Darstellung reeller Zahlen, um dann in 2.4 deren Uberabzihlbarkeit zu beweisen.
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2.1

Konstruktion der reellen Zahlen

Die Konstruktion der reellen Zahlen ist der erste groffe mathematische Meilenstein der Vor-
lesung. Zentral bei unserer Konstruktion ist der Begriff der Cauchy- und der Nullfolge. Wir
erinnern daran, dass Folgen rationaler Zahlen wie in Bemerkung 1.22 durch (xy,)n=12,.. ge-
geben sind.

Definition 2.1 (Cauchy-Folgen und Null-Folgen). Sei (x,,),=12,.. eine Folge rationaler
Zahlen.

Die Folge (zp)n=12,.. heifst Cauchy-Folge (oder Fundamentalfolge), falls es fiir jedes
e>0 (unde € Q) ein N € N gibt, so dass fir alle m,n > N gilt, dass

|y — x| < e.
In Quantorenschreibweise bedeutet dies
Ve >03IN e NVm,n > N : |z, — x| < e.
Wir definieren die Menge der Cauchy-Folgen durch
C :={(zn)n=12,.. Cauchy-Folge}.

Die Folge (zp)n=1,2,.. heifft Null-Folge falls es fir jedes e > 0 (und e € Q) ein N € N
gibt mit |x,| < € fir alle n > N. In Quantorenschreibweise bedeutet das

Ve >03dN e NVn > N : |z,| <e.
Wir definieren die Menge der Null-Folgen durch
N :={(@n)n=12,.. Null-Folge}.

(Es sollte klar sein, dass N C C, d.h. jede Nullfolge ist eine Cauchy-Folge, aber es gibt
jedoch Cauchy-Folgen, die keine Nullfolgen sind.)

Eine Cauchy-Folge heifit positiv, wenn es ein € > 0 und ein N € N gibt mit x,, > € fiir
alle n > N. Wir sagen auch: Fir fast alle n, (d.h. fir alle bis auf endlich viele n) gilt
Ty > €. Wir definieren die Menge der positiven Cauchy-Folgen durch

P = {(zn)n=1,2,.. positive Cauchy-Folge}.

Bemerkung 2.2 (Notation: Maximum, Minimum und Mengenschreibweise). 1.

Sei M C Q mit |M| < oo, d.h. M ist eine endliche Teilmenge von Q. Dann schreiben

wir
min M =z = (xe M)ANVye M : 2 <y,

max M =z = (xe M)AVye M :y <.

Weiter gilt min M = — max(—M ) und max M = —min(—M ), wobei —M = {—x :x €
M}. Fiir Zahlen x,y € Q schreiben wir

(2.1)

a A'b:= min{a, b}, aV b := max{a,b}.

Spéter werden wir diese Schreibweisen auch fiir reelle (also nicht notwendigerweise ra-
tionale) Zahlen benutzen.
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2. Seien (2 )n=12,..; (Yn)n=12,.. Folgen rationaler Zahlen. Dann schreiben wir (z,)n=12,.+
(Yn)n=1,2,... = (Tn + Yn)n=1,2,... und sagen auch, dass die Addition komponentenweise
definiert ist.

Seien L, M C Q. Dann schreiben wir
L+M:={x+y:zecLyecM}

und analog fiir alle anderen Rechenarten.

Etwas allgemeiner sei @ : K x K — K, (x,y) — x e y. Fiir L, M C K setzen wir dann
LeM:={zey:zcLycM}CK.
Als Beispiel bemerken wir, dass Q + Q = Q sowie Q4+ - Q = Q gilt.

Lemma 2.3 (Cauchy-Folgen sind beschrinkt). Jedes (z),)n=12,.. € C ist beschrinkt, d.h.
es gibt K € Q mit |x,| < K fiir alle n € N.

Beweis. Da (xy)n=1,. eine Cauchy-Folge ist, gibt es fiir ¢ = 1 ein NV € N mit |xy — x| <1
fir alle m,n > N. Wir setzen K := (max{|z1|,...,|xn-1|}) V (Jzn| + 1). Dann gilt ndmlich
firn=1,..,N — 1, dass z,, < max{x1,...,2n-1} < K und fiir n > N, dass

|zn| < |en| + |20 —2n| < |zy| +1 =K.

Insgesamt gilt also |z, | < K fir allen =1,2,... O

Wir kommen nun zur Definition der reellen Zahlen. Hierfiir benotigen wir den Begriff der
Aquivalenzrelation.

Definition 2.4 (Aquivalenzrelation und Aquivalenzklasse). Sei M eine Menge.

e Fine Aquivalenzrelation ~ auf M ist eine reflexive, symmetrische und transitive Rela-
tion.

o Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und x € M. Dann heifit T := {y : © ~ y} die
Aquivalenzklasse von x. Weiter bezeichnen wir mit

M/~={z:2€ M}
die Menge der Aquivalenzklassen.

Lemma 2.5 (Eigenschaften von Aquivalenzrelationen). Sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf M und x,y € M. Dann ist T =y genau dann, wenn x ~ y. Falls x ~ y nicht gilt, ist
TNy =10. Insbesondere sind die Elemente von M/~ paarweise disjunkt.

Beweis. Angenommen, x ~ y und z € Z. Dann ist mit z ~ z also auch y ~ z und z €
nach der Transitivitdt von ~. Daraus folgt £ C ¢ und analog auch § C Z, also z = g. Ist
andersherum T = 7, so ist per Definition z ~ y.

Falls x ~ y nicht gilt und es ein z € ¥ Ny geben wiirde, wire * ~ z und z ~ y. Dann
miisste also auch z ~ y gelten im Widerspruch zur Annahme. Also ist ZNg = (. O

Beispiel 2.6. Seien m,n € Ny. Wir setzen m ~ n, falls |m — n| durch 3 teilbar ist. Dann ist
~ eine Aquivalenzrelation auf Ny. Es gibt genau drei Aquivalenzklassen 0 =3 =6 = ...,1 =
4=7=..und2=5=8= ...
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Die reellen Zahlen werden als Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen definiert. Dies
sieht zunéchst ungewohnt aus, ist aber konsistent mit frither Gelerntem.

Definition 2.7 (Menge der reellen Zahlen). Seien (zy)n=12. ., (Yn)n=1,2,. € C. Wir
setzen (Tp)n=12,.. ~ (YUn)n=12,.. genau dann, wenn (Ty, — Yn)n=1,2,.. € N. Dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf C und wir definieren

R:=C/~={(zn)n=12,.: (Tn)n=12,.. € C}.

Lemma 2.8 (Eine alternative Beschreibung von R). 1. Sei z = (zp)n=12,. € R.
Dann ist x = (Tn)n=12,.. + N, wobei

(xn)n=1,2,... + N = {(xn)n:I,Q,A.. + (yn)n:1,2,... : (yn>n:1,2,... S N}
Insbesondere ist also

R = {(xn)n=12,. + N : (n)n=12,. € C}.

2. BEs git N+ N =N sowie N - N = N. Ist weiter (zy)n=1.2,.. eine beschrinkte Folge,
dann ist (xn)n=12,. N = {(@n 2n)n=12,.: (Zn)n=12.. € N} =N.

Beweis. 1. Sei (zn)n=12,.. € (Tn)n=12,.. Dann ist (2, — Tp)n=1,2,.. € N, also (zp)n=12.. =
(@n)n=12,. + (zn—Tn)n=12,. € (Tn)n=12,. +N.Ist andersherum (z,,)n=12,. € (Tn)n=12,. +
N, dann ist (2, — Zp)n=12,.. € N, also (zp)n=12... € (Tn)n=12,...-

2. Sind (zp)n=1.2,.., (Yn)n=1,2,.. € N, so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so dass |z,| <
€/2,|yn| < €/2 fur alle n > N. Also gilt |z, + yn| < |zn| + |yn| < €. Daraus folgt, dass
(@n, + Yn)n=1,2,.. ebenfalls in N ist. Die iibrigen Aussagen folgen analog. d

Es ist bekannt, dass R auch die rationalen Zahlen umfasst. Da durch unsere Definition R
nicht aus Zahlen, sondern aus (Aquivalenzklassen von) Cauchy-Folgen besteht, formulieren
wir nun, in welchem Sinn Q C R zu verstehen ist.

Lemma 2.9 (Q C R). Die Abbildung Q — R, = +— (z,z,...) (wobei (z,x,...) die Folge ist,
die konstant x ist) ist injektiv.

Beweis. Klar. O

Wir schreiben im Folgenden ofter 2 € R. Damit ist gemeint, dass = die Aquivalenzklasse
einer Cauchy-Folge (zy,)n=12,.. mit Werten in Q ist. Zunéchst zeigen wir die Korperstruktur®
von R.

Definition 2.10 (Addition und Multiplikation reeller Zahlen). Wir definieren auf R
die Operationen + und - mittels

(-rn)nzl,Q,... + (yn)nzl,Q,... = (xn + yn)nzl,Q,...; (22)

(xn)n:1,2,... : (yn)n:1,2,... = (xn : yn)nzl,Z,.A.-

5Aus der linearen Algebra ist bekannt: Ein Tripel (K, 4,-) ist ein Kérper, wenn (i) (K, +) eine kommuta-
tive Gruppe mit 0 € K als neutralem Element ist, (ii) (K \ {0},-) eine kommutative Gruppe mit neutralem
Element 1 € K und (iii) das Distributivgesetz = - (y + z) =z - y + x - z fiir alle z,y, z € K gilt.
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Weiter setzen wir

_(xn)n:1,2,... = <_$n)n:1,2,...7 (23)

— - -
(Tn)n=12.. = @m)n=12. ., falls (x)z=1,2,.. # 0, (2.4)

wobei my, ma, ... die Folge der Indizes ist, fir die x,, # 0 gilt.

Bemerkung 2.11 (Wohldefiniertheit). Betrachten wir die Definition (2.2). Es fillt auf,
dass das Definiendum (die linke Seite) durch eine Aquivalenzklasse definiert wird. Diese
Definition ist jedoch nur moglich, wenn das Definiens (das Objekt auf der rechten Sei-
te) nicht von der Wahl von der Aquivalenzklassen-Elemente (Tn)n=1,2,.. € (Tp)n=1,2,.. und
(Yn)n=12,... € (Yn)n=1,2,.. abhéngt. (Seien (zp)p=12,. und (z],)n=1,2, . Cauchy-Folgen in Q
mit (zp)n=12,. = (z))n=1,2,.. und (Yn)n=12,.. wie in (2.2). Dann konnte es ja sein, dass
(@n + Yn)n=12,.. # (&), + Yn)n=1,2,.... In diesem Fall hdtten wir (z,)n=1,2,.. + (Un)n=12,.. =
(@] )n=1,2,... + (Yn)n=1,2,... nicht gut definiert.)

Die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation von Elementen in R folgt jedoch aus
Lemma 2.8.2. Etwa schreiben wir fiir (z,)n=12,., (¥}, )n=1,2,.. Mit (Tn)n=12,.. = (T} )n=1.2,..

(xn + yn)nzl,Q,... = (l‘n + yn)nzl,Q,... +N
((33% + yn)n:1,2,._. + (2 — Jf%)n:m,“. + N

((x;z + Yn)n=12,. + N = (w), + yn)n:1,2,...~

Somit hiingt die rechte Seite von (2.2) nicht von der Wahl der Reprisentanten der Aquiva-
lenzklassen auf der linken Seite ab.

Proposition 2.12 (R ist ein Kérper). Die Addition und Multiplikation aus Definition 2.10
sind wohldefiniert. Auferdem ist das Tripel (R, +,-) mit den additiv und multiplikativ Inversen
aus (2.3) und (2.4) ein Korper.

Beweis. Die Wohldefiniertheit haben wir in der letzten Bemerkung eingesehen. Sei = =
(Zn)n=1,2,... Wir miissen noch zeigen, dass (xn)n:m’m_l flir x # 0 in der Tat eine Cauchy-
Folge ist. Zunéchst ist die Folge (my,)n=1,2,.. nach Lemma 2.3 wohldefiniert. Sei ¢ > 0. Da
x # 0, gibt es ein 6 > 0, so dass |z,| > 0 fiir fast alle n gilt. (Andernfalls wire ja (2 )n=12,. .
eine Nullfolge und damit = = 0.) Weiter wihlen wir N so gro8, dass |z, — x,,| < §%¢ fiir alle
n,m > N. Dann gilt fiir fast alle m,n

Ty — T 52%e
|x;1—x;nl\:7| n n’<—:€.
| 52
Nun iibertragen sich die Korper-Eigenschaften von Q. O

2.2 Ordnung und Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Wir kommen nun zu einer weiteren Eigenschaft der reellen Zahlen. Es ist ndmlich moglich,
diese anzuordnen.

Definition 2.13 (Totale Ordnung). Sei M eine Menge. Fine Ordnung < auf M ist eine
reflexive, antisymmetrische und transitive Relation. Gilt aufferdem entweder x < y odery < x
fiir alle x,y € M, so heifit < eine totale Ordnung.
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Beispiel 2.14. Wir haben in Beispiel 1.20 gesehen, dass das iibliche ’<’ eine totale Ordnung
auf Q definiert. Weiter haben wir bemerkt, dass fiir eine Menge M die Relation 'C’ auf 2M eine
Ordnung definiert. Diese ist jedoch nicht total; ist etwa M = {1,2} sowie A = {1}, B = {2}
so ist weder A C B noch B C A.

Bemerkung 2.15. Fiir eine Ordnung < auf einer Menge M schreiben wir natiirlich m > n
genau dann, wenn n < m.

Definition 2.16 (Totale Ordnung auf R). Sei z := (xy)n=12,.,Y = (Yn)n=1,2,.. € R. Wir
setzen x < y genau dann, wenn (Yn—=xn)n=12... € NUP und xz <y, falls (yn,—Tpn)n=12,.. € P.
Weziter setzen wir

Riy:={zeR:2>0}={z=(zp)n=12.. : (@n)n=1,2,. E NUP}

Lemma 2.17 (Eigenschaften der Ordnung auf R). Die Relation <’ auf R ist eine totale
Ordnung. Seien © := (Ty)n=12,. € R und y := (yn)n=1,2,.. € R.

1. Es gilt eine der Relationen
<0 oder —x <0.
Weiter ist x < 0 und —x < 0 genau dann, wenn x = 0.
2. Gilt x # 0, so ist x, # 0 fir fast alle n € N.
3. Aus 0 <z und 0 <y folgt 0 < xy und 0 < x +y.
4. Fiir jedes x € R gibt es ein n € N mit x < n.

Beweis. 1. Angenommen, x := (2, )n=1,2,.. ist keine Nullfolge, d.h.  # 0, und € > 0. Dann
ist |z,,| > ¢ fiir fast alle n. Da (2,)n=12,. eine Cauchy-Folge ist, ist entweder x,, > ¢ fiir
fast alle n oder z,, < —¢ fiir fast alle n. (Andernfalls wire x,, > ¢ fiir unendlich viele n und
Xy < —¢ fiir unendlich viele m. Andererseits gilt auch |z, — z,,,| < € fiir m,n gro} genug im
Widerspruch dazu.) Im ersten Fall gilt > ¢, im zweiten Fall x < —e. Ist (xy)p=1,2,. eine
Nullfolge, dann gilt sowohl —z < 0,z < 0 als auch = = 0.

2. Wie soeben gesehen, ist  # 0 genau dann, wenn fiir jedes € > 0 gilt, dass |z,| > ¢ fiir fast
alle n. Insbesondere ist dann x,, # 0 fiir fast alle n.

3. Diese Rechenregeln folgen bereits aus den entsprechenden Rechenregeln fiir rationale Zah-
len, da xy = (ZnYn)n=12,.. nd = +y = (T + Yn)n=1,2,....

4. Dies folgt bereits aus Lemma 2.3. O

Lemma 2.18 (Rechnen mit Ungleichungen).
1. Firz,z€ Rmitx < z gibt esy € Q mit x <y < 2.
2. Firz,ze R mit x,z >0 gibt esn € N mit zn > z.
3. Firz,y e Ry mit x > 1 gibt esn € N mit 2™ > y.

4. Firzx,y e Ry mit x <1 ¢ibt esn € N mit 2™ < y.

SWir schreiben = < y < z anstatt (x < y) A (y < 2).
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Beweis. 1. Sei € = z — x. Dann gibt es ein n € N mit n > e~!. Wie betrachten m := min{m’ :
m'/n > x} sowie y = m/n. Dann ist y > x nach Definition und auerdem y = m/n =
mT_l + % <r+t+e=z
2. Klar, weil es ein n € N gibt mit n > z/x.
3. Nach 2. gibt es ein n € N mit (z — 1)n > y. Wir schreiben mit Proposition 1.39
=01+ @-1)">1+@—-1)n>1+y>y.
4. Wegen 3. gibt es ein n € N mit (1/2)™ > 1/y. Daraus folgt aber auch 2" < y. O
Definition 2.19 (Intervall). Sei a,b € R mit a <b. Dann ist
[a,b] :={z:a <z <)}
das abgeschlossene Intervall von a bis b,
(a,b] . ={z:a <z <b}
das (bei a) halboffene Intervall von a bis b,
[a,b) :={z:a <z <Db}
das (bei b) halboffene Intervall von a bis b,
(a,b) :={x:a <z <b}

das offene Intervall von a bis b.

Weiter bezeichne co das Symbol unendlich sowie

[a,00) :=={x: 2z > a},

(a,00) :={x: x> a},

(—o0,b] :={x: x < b},

(—00,b) :={x: x < b}.
Lemma 2.20 (Intervallschachtelung). Seien [a1,b1] D [a2,b2] D [as,b3] O --- eine abstei-
gende Folge von Intervallen mit (by,—an)n=12,.. € N und” ¢, € [an,by],n = 1,2, .... Dann sind
(an)n=12,.,(bp)n=12.., (cn)n=12,... Cauchy-Folgen und es gilt (an)n=12,.. = (bn)n=1,2,. =

(Cn)n:1,2,...-

Bemerkung 2.21. Sei [a1,b1] D [ag,b2] D [as,b3] O --- eine Intervallschachtelung, d.h.
(b, — an)n=1,2,.. € N. Dann existiert nach obiger Proposition genau ein z € R mit a,, <z <
bm,m=1,2,....

Denn: Lemma 2.20 impliziert dass = := (an)n=1,2,.. die einzige reelle Zahl mit a,, < z <

b, m = 1,2, ... ist.

"Hier bedeutet ¢, € [an,bn],n = 1,2, ... genauer: Vn = 0,1,2, ... : ¢, € [an, bn].
Ein nachgestelltes “n = 0,1, 2,...” bedeutet also implizit, dass die vorangegangene Aussage fiir alle diese n gilt.
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Beweis von Lemma 2.20. Fiir die erste Behauptung geniigt es zu zeigen, dass (¢p)n=12.... eine
Cauchy-Folge ist. Sei hierzu € > 0 und N grofl genug, so dass b, — a, < € fiir n > N. Dann
gilt |em — en| < (b — am) V (b — an) < by — ap, < € fir m > n. Damit ist (¢,)0,12,... eine
Cauchy-Folge und b, — ¢, < b, — a,, < €. Damit ist auch (by)n=12,.. = (cn)n=1,2,.. gezeigt.

Analog folgt (an)n=1.2,.. = (cn)n=12,..- O

Proposition 2.22 (Vollstéindigkeit von R). Sei M C R eine nach oben beschrankte Teil-
menge von R (Dies ist nach Lemma 2.17.4 genau dann der Fall, wenn es ein N € N gibt
mit x < N fiir alle x € M.) Dann gibt es eine kleinste obere Schranke — genannt sup M oder
Supremum — von M mit sup M € R.

Bemerkung 2.23 (Supremum, Infimum, Maximum und Minimum). 1. Betrachten
wir die Menge M = (—o00,0). Diese ist nach oben beschrinkt, da etwa x < 1 fiir alle
x € M gilt. Weiter ist sup M = 0, da (i) = < 0 fiir alle x € M sowie (ii) (x < d fiir alle
xeM)= (d>0) gilt.

2. Analog zu sup M kann man auch das Infimum einer nach unten beschrinkten Menge
angeben. Ist M nach unten beschrénkt, so ist —M nach oben beschrinkt und wir setzen

inf M := —sup(—M).

3. Fiir M C R definieren wir, falls existent, min M und max M genau wie in (2.1). Fiir eine
nach oben beschriankte Menge M ist entscheidend, dass immer max M € M gelten muss.
Insbesondere existiert max(—oo, 0) nicht (denn es gibt kein x < 0 das Vy < 0:y <=z
erfiillt). Jedoch gibt es — siehe Proposition 2.22 — fiir nach oben beschréinkte Mengen
immer sup M € R, welches die kleinste obere Schranke von M darstellt. Analog verhilt
es sich mit min M und inf M fiir nach unten beschrankte Mengen M.

Beweis von Proposition 2.22. Sei a € QQ keine obere Schranke und b € Q eine obere Schranke
von M. (Um a zu finden, betrachte etwa ein € M und eine wachsende Cauchy-Folge in Q,
die gegen x wéchst. Dann wiahlt man a als das erste Element dieser Folge. Um b zu finden,
erinnern wir daran, dass es ein n € N gibt mit x < n fir alle x € M. Wir kénnen also
b := n wéhlen.) Wir verwenden nun das Prinzip der Intervallschachtelung. Definiere hierzu
[a1,b1] := [a,b] und m := (a+0b)/2. Ist m eine obere Schranke, so setzen wir [aa, b2] := [a1, m];
ist m keine obere Schranke, so setzen wir [ag, bs] := [m, b1]. Dies tun wir, damit die obere
Intervallgrenze immer eine obere Schranke ist, die untere jedoch nicht. Wir fahren immer
weiter fort und konstruieren so die Intervalle [aq,b1] 2 [ag2,b2] 2 [as,bs] 2 ---. Es gilt nach
Konstruktion b, — ap, = (bp—1 — an—1)/2,n = 1,2, ..., also auch b, —a, = (b —a)27", d.h.
(bn - an)n:l,Q,... € N

Wiéhlen wir ¢,, € [an,by],n =1,2,...,s0ist ¢ := (¢;)n=1,2,... nach Lemma 2.20 eine Cauchy-

Folge. (Man beachte, dass ebenfalls ¢ := (ap)n=12,.. = (bn)n=1,2,.. gilt.) Weiter behaupten
wir, dass c¢ kleinste obere Schranke von M ist. Hierzu miissen wir zeigen, dass (i) ¢ obere
Schranke ist und (ii) ¢ kleiner oder gleich allen weiteren oberen Schranken von M ist.

Fir (i) sei « € M. Wir wéhlen eine aufsteigende Cauchy-Folge (zy)p=12.. mit z =
(Tn)n=12,.. Dann ist (by, — =y )n=1,2,.. € N U P nach Definition 2.16, also z < ¢. Damit ist ¢
obere Schranke von M, da z € M beliebig war. Fiir (ii) sei d eine weitere obere Schranke von
M. Angenommen, es wire ¢ > d. Ohne Einschrinkung ist d € Q wegen Lemma 2.18.1. Nach
Konstruktion ist a, < d,n = 1,2, ... (andernfalls wiire d keine obere Schranke) und damit
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gilt ¢ = (ap)n=12,.. < d im Widerspruch zu ¢ > d. Also haben wir ¢ < d gezeigt, was in (ii)
behauptet war. O

2.3 Darstellung reeller Zahlen

Von frither ist bereits bekannt, dass reelle Zahlen in Dezimalschreibweise dargestellt werden
konnen, also z.B.

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307... (2.5)

Diese Art der Darstellung wollen wir nun fiir die im letzten Abschnitt definierten rellen Zahlen
angeben. Hierzu benotigen wir eine auch im folgenden wichtige Funktion.

Definition 2.24. Wir definieren die Abrundungsfunktion

R = Z
"l e max{n€Z:n<a}

Weiter sei |.] := [.] sowie

H:{]R{ Ny

r ~—min{n €Z:n >z}
Damit ist |z| = [x] = [z] fir x € Z und |z] = [x] = [z] — 1 fir x € R\ Z.
Proposition 2.25 (Dezimaldarstellung von x € [0,10)). Fir x € [0,10) definieren wir

ng := [x] sowie n; = [10°z] — 10[10° 1], i = 1,2,... Weiter sei (xn)n=0,1,,. gegeben
durch

Ty 1= Znim_i. (2.6)
=0

Dann ist (zp)n=12,.. eine Cauchy-Folge und es gilt x = (zp)p=12,.... Wir schreiben dann
nop.n1no2Nns3...
fiir die Dezimaldarstellung von x.

Beispiel 2.26 (Beispiel einer Dezimaldarstellung). Wir geben als Beispiel die Zahlen
ng, N1, na, ... der Dezimaldarstellung von 7. Zuné&chst ist

no = [r] = 3,
ny = [10m — 30] = 1,
ns = [1007 — 310)] = 4,

In diesem Sinne ist also (2.5) die Dezimalzahldarstellung von .
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Beweis von Proposition 2.25. Klar ist, dass y — [y] € [0,1) fiir alle y € Ry. Deshalb ist
[10%z] — 10[10""12] = [10(10°~! — [10°t2])] € {0, ...,9} und (zp)n—0,1.2,.. ist eine wachsende
Folge rationaler Zahlen. Weiter ist fiir m > n

m m
| T — x| = Z n;107° <9 Z 107°
i=n-+1 i=n+1

m—n 1

_ —n—+1 —1 —n+1

=910 210 <9107y
1=0

=10""

nach Proposition 1.38. Da es zu jedem ¢ > 0 nach Lemma 2.18.4 ein N gibt mit 107V < ¢
folgt, dass (xy)n=0,1,2,.. eine Cauchy-Folge ist.

Um zu zeigen dass = (zp)n=012,..., zeigen wir z, = 107" [10"x]). Diese Aussage ist fiir
n = 0 klar. Gilt sie fiir ein n, so folgern wir

Tni1 = Tnt1 — Tn + Ty = ((107F2] — 10[1072])10~ "D 1 107" [10"2])
_ 10—(n+1) [10n+1x]’

woraus die Aussage nach vollstdndiger Induktion fiir allen = 0, 1, 2, ... folgt. Damit ist auch x—
zp, = 107"(10"z — [10™z]) < 107", also (x —zp)n=012,... € N und somit z = (zy)n=012,.. O

Bemerkung 2.27 (Was ist 0.999---?7). 1. Seienng,ny, ... die Koeffizienten der Dezimal-
darstellung einer Zahl = € [0, 10). Es stellt sich die Frage, ob alle Moglichkeiten fiir diese
Koeflizienten vorkommen konnen. Sei also etwa ng = 0,n; = ng = ng = --- = 9. Ist
dann 0,999 - - - die durch Proposition 2.25 gewonnene Darstellung einer Zahl x € [0, 10)?

Nein! Um dies zu verstehen betrachten wir die Cauchy-Folge (z,)n=12,.. mit z, =
1 —107", was genau der Definition von x, in (2.6) fir no =0,n; =ng =ng=---=9
entspricht. Klar ist, dass (1 — ap)p=1,2,.. € N ist, woraus folgt, dass 1 = (zy)n=12,. .
Wiére nun 0.999 - - - die Dezimaldarstellung einer Zahl = € [0, 10), so haben wir gesehen
dass x = 1 gelten muss. Die Darstellung der 1 ist jedoch ng =1,y =ng =nz =--- =0.
Insbesondere gibt es kein = € [0,10) mit der Dezimalzahldarstellung 0.999 - - - .

2. Es stellt sich nach 1. die Frage, welche Folgen (z,,)n=012,... aus (2.6) mit ng,nq,... €
{0, ..., } nicht als Dezimalzahldarstellung eines = € [0, 10) auftreten kénnen. Hier {ibelegt
man sich, dass genau die Folgen

M = {(ni)i=0,1,2,.. : AN Vk > N :nj, =9}
nicht vorkommen konnen.

Bemerkung 2.28 (Erweiterungen). 1. Der Einfachheit halber haben wir in Propositi-
on 2.25 die Darstellung im Dezimalsystem nur fiir € [0,10) angegeben. Natiirlich ist
klar, dass es auch fiir beliebige « € R eine solche Darstellung gibt. Der Unterschied ist
nur, dass die Zahl vor dem Komma im Allgemeinen aus mehr als einer Stelle besteht.

2. Man kann jedes x € R auch zu jeder beliebigen anderen Basis (die nicht unbedingt
10 sein muss) darstellen. Hierzu muss man lediglich eine Basis a € {2,3,...} wéhlen
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und in Proposition 2.25 jedes Vorkommen von 10 durch a ersetzen (und eventuell die
Erweiterung auf alle reelle Zahlen aus 1. beachten). Wahlt man etwa a = 2, so ist die
Bindrdarstellung von m gegeben durch

7w = 11.001001000011111101101010100010001000010110100110000...

2.4 Uberarzihlbarkeit von R

Nach Definition ist klar, dass N abzéhlbar ist. Weiter wissen wir aus Lemma 1.30, dass Q
abzéhlbar ist und aus Lemma 1.31, dass 2V iiberabzihlbar ist. Wie steht es aber nun mit der
Menge der reellen Zahlen, R. Aus Lemma 2.18.1 wissen wir, dass zwischen zwei verschiedenen
reellen Zahlen eine rationale liegt. (Genauso liegt natiirlich zwischen zwei verschiedenen ra-
tionalen Zahlen eine reelle Zahl.) Dies legt nahe, dass die Menge der reellen Zahlen ebenfalls
abzéhlbar ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie wir nun zeigen werden. Weiter werden wir in
Proposition 2.30 zeigen, dass R und 2V gleichméchtig sind.

Proposition 2.29. Die Menge der reellen Zahlen R ist dberabzdhlbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen dass [0, 1] iiberabzihlbar ist. Angenommen, [0, 1] ist abzéhlbar.
Dann ist [0,1] = {z1,x2,...} fiir eine geeignete Folge (xy,)n=1,2,... Wir konstruieren nun ein
x € [0,1] mit x # x,,n = 1,2, ... Dies ist also im Widerspruch zu [0, 1] = {1, 9, ...}, woraus
wir folgern dass die Abzahlbarkeit von [0, 1] nicht stimmen kann.

Um z € [0,1] mit x # z,,n = 1,2,... zu konstruieren, definieren wir eine Intervall-
schachtelung. Hierzu sei Iy = [0,1/3] oder I1 = [2/3,1], so dass =1 ¢ I;. Rekursiv de-
finieren wir I,11 = [ant1,bnt1] C I = [an,by] mittels L,y1 = [an,2a,/3 + b,/3] oder

In+1 = [an/3 + 2b,/3,by], so dass 41 ¢ Int1. (In Worten: wir dritteln das Intervall I,
und wihlen entweder das erste oder das dritte Drittel als I, 11, je nachdem wann x, 11 ¢ Ip,+1
gilt.) Auf diese Art und Weise erreichen wir eine Intervallschachtelung Iy O Iy D I3---.
Nach Bemerkung 2.21 gibt es genau ein z € [0,1] mit € I,,n = 1,2,... Allerdings gilt
auch x,, ¢ I,, also auch z # x,,n = 1,2,.... Dies ist also der gewiinschte Widerspruch zur
Abzahlbarkeit von [0, 1]. O

Proposition 2.30 (Zu R gleichmichtige Mengen).
1. Die Mengen R, (0,1), [0,1), (0,1] und [0,1] sind gleichmdchtig.
2. Die Mengen R und 2N sind gleichmdchtig.

Bemerkung 2.31 (Ein falscher Beweis von 2.). Folgende Uberlegung stellt fast einen
Beweis von 2. dar:

Beweisansatz von 2. Nach 1. geniigt es zu zeigen, dass [0, 1) und 2" gleichmzichtig sind. Hierzu
betrachten wir fiir z € (0,1) die Bindrdarstellung, also z, = > i n;(z)27¢ fiir n;(z) =
[2¢x] — 2[2¢71x]. Weiter definieren wir die Abbildung

h:{[O,l) — 9N,
x — {i:ni(x) =1},

Diese ist sicher injektiv (da zwei verschiedene Zahlen auch unterschiedliche Bindrdarstellungen
haben) und surjektiv (da jede mogliche Bindrdarstellung auch vorkommt). Damit sind [0, 1)
und 2" gleichmichtig. d
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Leider stimmt es aber nicht, dass jede mogliche Zahlenfolge (n;)i=1,2,.. in {0,1} auch die
Binédrdarstellung einer Zahl x € [0, 1) liefert. In Bemerkung 2.27.2 haben wir ndmlich festge-
stellt, dass genau die Folgen in der Menge

M = {(ni)i:LQ,m AN VE > N : ne = 1} (27)
nicht vorkommen koénnen.

Beweis von Proposition 2.30. 1. Wir beginnen mit der Gleichméchtigkeit von R und (0,1).
Hierzu definieren wir die Abbildung®

R —(0,1)
fr {5&’, z <0,
T

1—%6_‘”, x> 0.

Diese ist offenbar eine Bijektion, und damit sind R und (0, 1) gleichméchtig.
Um die Gleichméchtigkeit von (0,1) und [0, 1) zu zeigen, definieren wir

(0,1) —10,1),
0, T = %,
g:
x 2= =97 fiireinn=1,2, ...,
x, sonst.

Wir stellen fest, dass g eine Bijektion ist, was die Behauptung zeigt. Die Gleichméchtigkeit
von [0, 1) und (0, 1] ist klar, da x — 1—z eine Bijektion zwischen den beiden Mengen darstellt.
Die Gleichméchtigkeit von (0, 1] und [0, 1] zeigt man, indem man ¢ mittels g(1) = 1 zu einer
Funktion (0, 1] — [0, 1] erweitert.

2. Wir verwenden die Beweisidee aus Bemerkung 2.31. Insbesondere haben wir dort bereits
gesehen, dass es eine Bijektion h : [0,1) — 2N\ M mit M aus (2.7) gibt. Wichtig ist es zu
bemerken dass die Menge M abzéhlbar ist. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, ist die
Menge der Primzahlen {2, 3,5, ...} abzihlbar. Es gibt also eine Bijektion {2,3,5...} — M. Mit
Hilfe dieser Bijektion erhalten wir nun auch eine Bijektion [0,1) U {2,3,...} — 2. Es bleibt
also zu zeigen, dass es eine Bijektion [0,1) U{2,3,...} — [0,1) gibt. Diese ldsst sich aber (mit
Hilfe desselben Tricks wie in der Definition von g) durch

0,1)U{2,3,5,..} —[0,1),

]%, falls x = p € {2,3,5, ...},
T = p Ut falls x = p~J fiir ein p € {2,3,5,..} und j = 1,2, ...,
x, sonst.

definieren. (Wir bemerken, dass wir in dieser Definition deswegen auf die Menge der Prim-
zahlen zuriickgreifen, weil x = p~7 nur fiir hochstens eine Primzahl p fiir ein j gilt.)
O

8Wir setzen hier die Kenntnis der Exponentialfunktion voraus. Wir werden die genaue Definition spiter
nachliefern.



34 3 Folgen reeller Zahlen

Bemerkung 2.32 (Kontinuumshypothese). Wir haben nun gelernt, dass (0, 1) und (da-~
mit auch alle Intervalle) dieselbe Méchtigkeit wie R besitzen. Man kann sich fragen, was denn
die kleinsten, iiberabzéhlbaren Mengen sind. Insbesondere ist momentan noch nicht klar,
ob es iiberabzihlbare Mengen gibt, die weniger méchtig wie R oder 2V sind. Georg Cantor
formulierte die folgende Kontinuumshypothese:

CH: Es gibt keine iiberabzdhlbare Menge, deren Méchtigkeit kleiner als die der
reellen Zahlen ist.

Erstaunlicherweise handelt es sich bei dieser Hypothese (im Rahmen der heute verwendeten
Mengenlehre) um eine unentscheidbare Aussage. Man hat namlich zeigen kénnen, dass die
Hypothese CH weder bewiesen noch widerlegt werden kann.

3 Folgen reeller Zahlen

Folgen rationaler Zahlen sind uns im letzten Kapitel oft begegnet. Wir erweitern unsere Un-
tersuchungen auf Folgen reeller Zahlen. Dabei richten wir unser Augenmerk vor allem auf
die Konvergenz von Folgen. Zentral ist hierbei der Begriff des Grenzwertes, den wir in Ab-
schnitt 3.1 beleuchten werden. Anschlieflend werden wir in Abschnitt 3.2 wichtige Rechenre-
geln fiir Grenzwerte kennen lernen und uns mit Konvergenz von Teilfolgen in Abschnitt 3.3
beschiftigen. Die uneigentliche Konvergenz, d.h. die Konvergenz gegen +oo, ist abschliefend
das Thema von Abschnitt 3.4.

3.1 Konvergenz von Folgen

Wir haben die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen kennen gelernt. In
diesem Sinn ist jede reelle Zahl der Grenzwert einer Cauchy-Folge in Q. Dies verallgemeinern
wir nun auf Folgen reeller Zahlen.

Definition 3.1 (Konvergenz, Limes). Sei (z,)n=12,.. eine Folge reeller Zahlen. Sie heift
konvergent, wenn es eine Zahl x € R gibt, so dass gilt: Fir alle € > 0 gilt |z, — x| < ¢ fir
fast alle n. Anders ausgedriickt gilt

JreRVe>03INeNVn>N: |z, —z| <e.

In diesem Fall heifit x der Grenzwert oder Limes der Folge (y)n=12,... Wir schreiben dann

. n—oo
lim z, =z oder Tp —— X
n—o0

Eine gegen 0 konvergente Folge heifit auch Nullfolge. Ist die Folge nicht konvergent, so heifst
sie divergent.

Lemma 3.2 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (z,,)n=12,. eine Folge reeller Zahlen und
n—oo . n—oo .
z,y € R, so dass x, —— x sowie x, ——— y. Dann ist x = y.

Bemerkung 3.3 (Interpretation). Das Lemma bedeutet, dass der Begriff des Grenzwertes
wohldefiniert ist. (Wére ndamlich lim,, o0 ,, = = sowie lim,, o0 x,, = y mit z # y, dann wire
unklar, welche reelle Zahl man mit lim,,_,, x,, genau bezeichnet.)
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Beweis. Angenommen, es wire x # y. Wir setzen ¢ = |y — z|/2 > 0. Dann gibt es nach
Definition der Konvergenz ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt, dass |z, — x| < € sowie
|z, — y| < e. Daraus folgt 2¢ = |y — x| = |y — zp + p — 2| < |2y, — y| + |25, — 2| < 2¢ und
damit ein Widerspruch. ]

Bemerkung 3.4 (Notation, sup,inf). In Proposition 2.22 haben wir bereits fiir eine nach
oben beschrankte Menge A C R die Schreibweise sup A fiir die kleinste obere Schranke von A
kennen gelernt. Dies erweitern wir auf nach oben unbeschrinkte Mengen, indem wir sup A =
oo setzen, falls A nicht nach oben beschrinkt ist. Weiter ist inf A = —oo, falls A nicht
nach unten beschrinkt ist. Manchmal benétigt man noch sup® = —oo und inf() = oo. Ist
A ={f(m):m € I} fiir eine Menge I und eine Funktion f, so schreiben wir manchmal auch
sup,,cr f(m) :=sup A und inf,,er f(m) := inf A. (Insbesondere ist fiir eine Folge (zy)n=12,...
reeller Zahlen sup,,cy 2, = sup{z1, z2,...}.)

Proposition 3.5 (Konvergenz monotoner Folgen). Jede beschrinkte monotone Folge
(Zn)n=1,2,.. konvergiert. Ist (xy)n=12,.. wachsend, so konvergiert sie gegen sup,cy Zn, ist sie
fallend, dann gegen inf,cn ., .

Beweis. Es gentigt die Behauptung fiir wachsendes (zy,)n=12... zu zeigen. Der Fall fallender
(n)n=1,2,.. folgt daraus durch Ubergang zu der Folge (—xn)n=1,2,.. Sei also (zp)n=12,.. wach-
send und = = sup,,cy &, sowie € > 0. Da « die kleinste obere Schranke von {z1, 2, ...} ist,
gibt es ein N € N mit |z — zy| < €. Wegen der Monotonie von (z,)p=12,... gilt damit auch
|z — x| < e fiir alle n > N. O

Theorem 3.6 (Wichtige Grenzwerte).
1. Ist s > 0, so ist lim,_ oo n™° = 0.

Ist x > 0, so gilt lim,,_ zl/n =1,

Es gilt limy,_yoo n!/" = 1.

Fiir |z| < 1 ist limy, 00 2™ = 0.

Svo o

Sei k€ N und |z| > 1, so gilt lim,_, Z—: =0.

Beweis. 1. Sei € > 0. Dann gilt fir n > N := [e= /], dass 0 < n™° < N~ < e.

2. Sei x,, := z%/™ — 1. Dann gilt mit Proposition 1.39, dass = = (14 zp)" > 1+ nzy > nay,
also auch z,, < z/n. Fiir € > 0 und n > N := z /e folgt daraus, dass z'/" — 1 =z, < e.

3. Sei z,, ;= n'/™ —1 > 0. Mit Proposition 1.40 gilt

n=(1+z,)">1+ (Z)xi
alson —1 > n(n — 1)22/2, dh. 2, < \/2/n. Fiire > 0 und n > N := 2/£2 gilt damit
nt/m -1 =z, <e.
4. ist klar nach Lemma 2.18.4.
5. OBdA ist x > 1. Sei z := z — 1 > 0. Die Binomische Formel, Proposition 1.40, ergibt fiir
n > 2k

nk+1 szrl

n n nn—1)---(n—k)
(1+2) ><k+1>zk+1: : (k)+1)(! S g
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und damit
nk o 2M (1) 1
v T L
Sei € > 0. Dann gilt fiir n > N := max{2¥T1(k 4 1)!/(e2¥+1), 2k}, dass |[nF/2"| < e. O

3.2 Rechenregeln

Oftmals geht es in der Mathematik um das Vertauschen von Operationen. In diesem Abschnitt
beschéftigt uns beispielsweise die Vertauschung von Grenzwertbildung und den Grundrechen-
arten.

Proposition 3.7 (Grundrechenarten von Grenzwerten). Seien (,,)n=12,.. und (Yn)n=12
reellwertige, konvergente Folgen mit lim, o T, = z,lim,, oo yp = y. Dann gilt:

1. limy, o0 |20 | = |2,

2. limy oo Tn +Yn = + 4,

3. limy oo T Y = - Y,

4. imy, o0 Tp /yn = x/y, falls y # 0. In diesem Fall ist y, # 0 fiir fast alle n.

Beweis. 1. Dies folgt sofort aus ||z,| — |z|| < |z, — x|
2. Fiir € > 0 gibt es ein N € N, so dass |z, —z| < &/2 und |y, — y| < £/2 fir n > N. Damit
gilt

[0+ yn — (2 +y)| < |2n — [+ [yn —y| <e.
3. Wie im Beweis von Lemma 2.3 ist (zp)n=12,. beschrinkt, also etwa |z,| < c fiir alle
n=1,2,... Sei ¢ > 0 und N so groB, dass |z, — x| < £/(2|y|) und |y, — y| < £/(2¢) fiir alle
n > N. Dann gilt

|Tnyn — 2yl = |20 (Yn — y) + y(xn — 2)| < clyn —yl + Y| - |20 — 2] <e.

4. Wir zeigen zunéchst, dass 1/y, Amaahy | /y. Aus 3. folgt dann die Behauptung. Hierzu gehen
wir wie im Beweis von Proposition 2.12 vor. Zunichst wihlen wir § > 0 und N’ € N, so dass
yn > O fiir alle n > N'. Weiter sei N € N so, dass |y, — y| < §%¢ fiir n > N gilt. Damit gilt
firn > NV N’

1 1‘_ lyn —y| 6%

Yn Y lynyl 0%

Beispiel 3.8. Sei ag, ..., ag, bg, ..., by € R und by # 0. Dann ist

lim apn® +ap "+ ag
n—oo bpnk + bp_1nkF—1 4 .- 4+ by b

Denn: Nach Theorem 3.6.1 ist apn®=F, bynt=* B0 0 fiir k < £. Mit Proposition 3.7.2 folgt,
dass ap +ap_in" 4 - +agnF LREN a. Wegen Proposition 3.7.4 folgt daraus

lim aknk —+ akflnkfl 4+ 4+ ao — lim ay + akflnil I Qonik B %

goee
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Proposition 3.9 (Ordnung von Grenzwerten). Seien (p)n=12...., (Yn)n=12.., (Zn)n=12,...
reellwertige, konvergente Folgen mit limy, oo T, = ,limy, 00 Y = ¥, limy, o0 2, = 2.

1. Gilt x,, < yy fiir fast alle n, so gilt © < y.
2. Liegen fast alle x,, in einem Intervall [a,b], so ist x € [a,b).
3. Gilt xp, < yn < 2z fiir fast alle n und x = z, so ist auch r =y = z.

Beweis. 1. Fiir e > 0 gibt esein N € N, so dass ¢ — e < x,, < yp, < y + € fiir n > N. Hieraus
folgt x — y < 2¢. Da € > 0 beliebig war, folgt x —y < 0.

2. Setzt man y, = b,n = 1,2, ..., dann folgt x < b. Analog folgert man x > a, woraus die
Behauptung folgt.
3. Nach 1. ist y < z und y > «. Daraus folgt die Behauptung. O

3.3 Haufungspunkte von Folgen

Geht man von Folgen zu Teilfolgen iiber, so kénnen sich viele mogliche Grenzwerte ergeben.
Diese nennt man dann Haufungspunkte der Folge, die nun definiert werden.

Definition 3.10 (Teilfolge, Haufungspunkt). Sei (z,,),=1,2,.. eine Folge reeller Zahlen.

1. Ist (kp)n=1.2,.. eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so heifst (zk, )n=1.2,.. eine Teil-
folge von (xn)n=12....-

2. Ein xz € R heifit Hiufungspunkt von (z,)n=12...., falls es eine Teilfolge (xf, )n=1,2,.. gibt
mat limy, o0 Tk, = .

Beispiel 3.11. 1. Sei x, = (—=1)", d.h. z; = —1,29 = 1,23 = —1,24 = 1,.... Dann hat
(Tn)n=1,2,.. genau die Hiufungspunkte 1 und -1. SchlieBlich ist lim, o 22, = 1 und

limy, o0 T2nt1 = —1.
2. Die Folge (zy)n=1,2,.. mit z,, = n hat keinen Hidufungspunkt.

Lemma 3.12 (Charakterisierung von Haufungspunkten). Sei (x,,)n=1,2, .. eine Folge
reeller Zahlen und x € R. Dann sind dquivalent:

1. Esist x ein Haufungspunkt von (Tn)n=12,...
2. Fir jedes € > 0 gilt |x,, — x| < € fiir unendlich viele n.

Beweis. 1.=2.: Sei (2, )n=1,2,... eine gegen x konvergente Teilfolge und £ > 0. Nach Definition
der Konvergenz gilt dann |zy, — x| < e fiir fast alle (und damit fiir unendlich viele) n. Da
(@k, )n=1,2,... eine Teilfolge ist, heifit dies insbesondere, dass 2. gilt.
2.=1.: Sei (g5)n=1.2,.. eine fallende Nullfolge’. Wir definieren
ki :=min{l: |x) — x| < &1}
und rekursiv
knt1 :=min{l > ky, : |z, — x| < ep}.

Sei nun € > 0. Da (g,)n=1,2,... eine Nullfolge ist, gibt es nun ein N € N mit ¢, < ¢ fiir alle
n > N. Daraus folgt fiir solche n, dass |zy, — x| < &, < €. Daraus folgt, dass lim;,_,oc T, =
und die Behauptung ist gezeigt. O

9Hierfiir schreibt man oft auch e, 0.
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Theorem 3.13 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen
(n)n=1,2,.. besitzt einen Hiufungspunkt. Fir den grofiten (kleinsten) Haufungspunkt * (x,)
und e > 0 gilt, dass x, < x*+¢& (xy, > x. —¢) fiir fast alle n. Wir setzen den Limes superior
und Limes inferior

limsup z,, := z*, liminf z,, 1= z,.
n—00 n—o0
Es gilt
limsup z,, = inf sup x,,, liminf z,, = sup inf z,,. (3.1)
n—oo keEN >k n—00 keNn>k

Beweis. Wir zeigen, dass es einen grofiten Haufungspunkt der Folge (z,)p=12,... gibt. Hierfiir
benutzen wir das Prinzip der Intervallschachtelung aus Lemma 2.20. Sei hierzu a1, b1, so dass
Zn € [a1,b1],n = 1,2,... (Ein solches Intervall gibt es wegen der Beschrinktheit der Folge
(n)n=1,2,...) Rekursiv definieren wir nun Intervalle [a1,b1] D [a2, ba] D [as, b3]... Sei zunéchst
my = (a1 + b1)/2. Gilt z, < m; fiir fast alle n, so setzen wir [ag, bs] := [a1, m1]. (In diesem
Fall findet sich namlich offensichtlich keine Teilfolge, deren Grenzwert grofler als m; ist.)
Andernfalls ist z,, < m;j fiir unendlich viele n (womit es eine Teilfolge geben kann, deren
Grenzwert grofler als m; ist) und wir setzen [ag, ba] := [my, b1]. Rekursiv liefert das eine Folge
von Intervallen [a1,b1] D [ag, b2] 2 [as, b3]..., so dass fiir alle k gilt, dass

(i) xp < by fir fast alle n,
(ii) xp > ay fir unendlich viele n.

Insbesondere gilt also ), € [ay, bg] fiir unendlich viele n, es gibt also eine Teilfolge (xg, )n=12,...,
fiir die sowohl (i) als auch (ii) fiir alle n = 1,2, ... gilt. Nach dem Prinzip der Intervallschachte-
lung gibt es genau eine Zahl z* € R, die in allen Intervallen liegt, also z* € [ax, bi], k = 1,2, ...

Sei nun € > 0. Dann ist (—oo, by] C (—o0,x* + ¢) fiir fast alle k. Da x,, < by, fiir fast alle
n, gilt auch

Ty < ¥ 4+ ¢ fiir fast alle n. (3.2)

Damit ist insbesondere x* der grofite Haufungspunkt. Andernfalls gibe es ndmlich ein ** >
z* und eine Teilfolge (zy, )p=12,... mit lim,_,o ¢, = «**. Damit miisste mit ¢ = (z** — 2*)/2
auch xy, > z* + ¢ fiir unendlich viele n gelten im Widerspruch zu (3.2).

Es bleibt noch, (3.1) zu zeigen. Klar ist, dass (sup,~ ®n)k=1,2,.. eine monoton nicht-
wachsende Folge ist. Nun gibt es zwei Fille: (i) es gibt unendlich viele k mit xy, sup,,~;, =, und
T} > SUp,,~ ), Ty oder (i) k > sup,-; Tn ist fiir alle & > K konstant fiir ein geeignetes K, d.h.
fiir jedes k gibt es ein £ > k mit xy > . Im Fall (i) gibt es eine Teilfolge (sup,,~;, Tn)r=12,...
mit sup,,~;, Tn = T, k = 1,2,.... Damit ist (z;, )k=1,2,.. eine konvergente Teilfolge und
infren sup,~; n ein Haufungspunkt der Folge (xy,)n=12, ... AuBerdem ist klar, dass x, <
SUps>n 1 und damit fiir jedes € > 0 gilt, dass x,, < inf,ensupys,, Tk +¢ fiir fast alle n. Genau
wie oben ist damit infren sup,,~, xn, der grofite Héufungspunk% von (Zp)n=1,2,. womit (3.1)
gezeigt ist. Fir (ii) ist inf, ey supgs,, £x = Supgs i . Definieren wir rekursiv iy = K, g1 =
min{i > iy : x; > x4, }, so ist klar, dass supk>Kgck der groBte Haufungspunkt von (zy,)n=12,...
ist, womit (3.1) gezeigt ist. -

Die Aussagen iiber die kleinsten Haufungspunkte folgen, wenn wir zur Folge (—zy,)n=1,2,...
iibergehen. O
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Korollar 3.14. Sei (xy)n=1,2,.. eine Folge reeller Zahlen und x € R. Dann sind dquivalent:
1. Es gilt limy, ooz, = .
2. Es gilt liminf,,_,o 2, = limsup,,_, ., zn = .
3. Die Folge (zp)n=12,.. ist beschrinkt und hat genau x als Hdaufungspunkt.

Beweis. 1.=2.: Fiir ¢ > 0 gibt es ein N € N, so dass |z, — x| < € fiir n > N. Damit gibt es
ein kK € N mit inf,,~r z, > x — ¢, also auch liminf,, oo, > & — €. Da € > 0 beliebig war,
muss also lim inf,,_, z,, > x gelten. Analog folgt limsup,,_,. z, < x. Also gilt

z <liminf z,, <limsupz, < x,
n—00 n—0o0

woraus 2. folgt.

2.=3.: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist der kleinste Hiufungspunkt der Folge
identisch mit dem gréfiten Haufungspunkt. Deswegen kann es nur einen Hiufungspunkt geben.
3.=1.: Sei € > 0. Wenn es genau einen Héufungspunkt gibt, folgt nach Lemma 3.12, dass es
nur ein z € R gibt, so dass |z, — 2| < € fiir unendlich viele n € N. Dies bedeutet aber wegen
der Beschrinktheit der Folge, dass |z, — x| < ¢ fiir fast alle n € N. Da ¢ > 0 beliebig war,
folgt 1. O

Proposition 3.15 (Jede Cauchy-Folge in R konvergiert). Sei (z,,)n=12,.. eine Folge
reeller Zahlen. Dann sind dquivalent:

1. Die Folge (zp)n=12,... ist Cauchy, d.h.

Ve >03IN e NVn,m > N : |z, — x| < €.

2. Fs gibt ein x € R mit lim, o xp, = .

Beweis. 1.=2.: Wir haben bereits in Lemma 2.3 gesehen, dass (z,)n=1,2,.. beschrankt ist.
Nach Theorem 3.13 gibt es also eine konvergente Teilfolge, d.h. ein x € R und (xkn)nzl,g’,_,
so dass zp, 27, 2. Sei nun € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N
gilt, dass |z, — x| < €/2 (da k, > n) und |zg, — x| < £/2. Daraus folgt nun |z, — z| =
\2n — 2, + xp, — x| < |@0 — 28, | + |2H, — 2| < /24 /2 = £ und wir haben z, =
gezeigt.

2.=1.:Fire > 0gibt esein N € N, so dass |z, —z| < £/2 fiir alle n > N gilt. Daraus folgt
nun fiir m,n > N, dass |2, — Tm| = |tn—2+2— 20| < |28 —2|+|2m —2| <e/24e/2=¢e. O

Bemerkung 3.16 (Landau-Symbole). Seien (z,)n=12,.. und (yn)n=1,2,.. Folgen reeller
Zahlen. Wir schreiben

Tn
Yn

T = 0(yn), falls limsup In _ 0,
n—oo  Yn

Zn, = O(yn), falls limsup

n—o0

< 00,

Tn
Yn

Tn

Ty, = Qyn), falls 0 < lim inf
Yn

n—o0

< limsup < 00.

n—oo

Beispielsweise ist n = o(n?), n = Q(2n), sowie n* = o(2™) fiir > 1 nach Theorem 3.6.5.
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3.4 Uneigentliche Konvergenz
Wir haben bereits in Definition 2.19 das Symbol co kennen gelernt. Wir setzen nun
R:=RU{—00,00}

und erinnern daran, dass x < oo und x > —oo fiir jedes x € R gilt. Wir untersuchen nun
Konvergenz in R, die auch uneigentliche Konvergenz heifit, weil co und —oo als Grenzwerte
zugelassen sind.

Definition 3.17 (In R konvergente Folgen). Eine R-wertige Folge (xp)n=1.2
(in R) gegen oo, wenn

konvergiert

goee

VK >0dN eNVn>N:z, > K.

In diesem Fall schreiben wir limy, o0 2, = 00. Die Folge (Tn)n=12... konvergiert (in R) gegen
—00, wenn (—Zn)n=1,2,.. (in R) gegen oo konvergiert.

Beispiel 3.18.
1. Die Folge (2")p=1,2,.. konvergiert fiir > 1 nach Lemma 2.18.3 gegen oo.
2. Ist (2n)n=1,,. eine Nullfolge positiver Zahlen zi,x2,..., so konvergiert (1/z,)n=12,. .
gegen oo.
Denn: Sei K > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass 0 < z,, < 1/K fiir n > N gilt. Dann
gilt aber auch 1/x,, > K.

Bemerkung 3.19 (Rechenregeln fiir Konvergenz in R). Nicht alle Sitze fiir Konvergenz
gegen = € R iibertragen sich auf Konvergenz in R gegen oo (bzw. —oc). Grundlegend ist
immer, dass die Rechenregeln fiir reelle Zahlen (+,-) nicht auf ganz R iibertragen werden
konnen. Es gilt

00+ 00 =00, 00-00= 00, 1/o0o =0

(und analoge Aussagen fiir negative Zahlen in R), jedoch lassen sich

oco—o0, —, 0-00
00

nicht so definieren, dass die in Proposition 3.7 aufgestellten Rechenregeln weiterhin gelten. 2.

gilt ndmlich nur, falls {z,y} # {—00,00}. Etwa ist lim,_,~ 2n = 00, lim,,_,oc —n = —00, und
lim,, o0 2n —n = o0, aber lim,, oo n—2n = —oo. Gilt bei 3. dass x = 0 und lim,,_,, ¥y, = o0,
so kann lim,_, @, - Y, je nach genauer Form der Folgen (xy,)n=1,2,.. und (yn)n=1,2,.. Werte

1.2

x € [0, 0o] annehmen. Etwa ist lim,, oo n ™1 -n? = 00, lim, s0on ™' -cn = ¢, limy, 500 n ™2

-n=0.

Bemerkung 3.20 (Hiufungspunkte in R). Bisher kénnen nur Werte in R Hiufungspunkte
von Folgen sein. Wir sagen aber nun auch, dass co ein Haufungspunkt einer reellwertigen Folge
(SL‘n)n:LQ’m iSt, falls

VK > 0:x, > K fiir unendlich viele n

(und analog fiir —o0.)
Wir kénnen in R den Limes superior und Limes inferior genau wie in Theorem 3.13 mittels

lim inf x,, := sup inf x,, lim sup x,, := inf sup x,
=00 keNn>k n—00 keN >k

definieren. In diesem Fall iibertrigt sich Korollar 3.14 wiefolgt:
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Korollar 3.21. Sei (xy)n=1,2,.. eine Folge reeller Zahlen und x € R. Dann sind dquivalent:
1. Es gibt ein x € R mit limy,_o0 T = T.
2. Es gilt liminf,,_,o 2, = limsup,,_,., zn = .
3. Die Folge (zp)n=12,.. hat genau x als Haufungspunkt.

Beweis. Ubung. 0

4 Reihen

Als Reihe bezeichnet man eine (unendliche) Summe reeller Zahlen, die wir in Abschnitt 4.1
einfithren. Diese sind grundlegend fiir viele Inhalte der Analysis, etwa die Integralrechnung.
Wir besprechen hier vor allem die Konvergenz von Reihen (Abschnitt 4.2). Hier gibt es wesent-
lich mehr Kriterien als bei den Folgen, die herangezogen werden kénnen, um die Konvergenz
zu Reihen zu zeigen. Viele hiervon basieren auf der absoluten Konvergenz (Abschnitt 4.3).

4.1 Grundlegendes

Definition 4.1 (Reihe). Sei (z),)n=12,.. eine Folge reeller Zahlen. Dann nennen wir (Sp)n=12,...

mat
n
Sp = E T
k=1

die Folge der Partialsummen der Folge (,)n=12,.. oder auch (unendliche) Reihe. Manchmal
bezeichnet man mit Y ;- | xp auch die Folge (Sp)n=12,.. Die x1,z2,... heiffen Glieder der
Reihe > ;2 | xy. Ist die Folge der Partialsummen konvergent, so schreiben wir

o

g rE = lim s,.
n—oo

k=1

(Man beachte, dass also Y -, xi sowohl die Reihe als auch deren Grenzwert bezeichnet.)

Konvergiert die Folge der Partialsummen uneigentlich gegen oo oder —oo, so schreiben
wir Y po Tk = 00 bzw. Y g0z = —oo. Fir i € N definieren wir analog > ;o x fir die
Folge der Partialsummen (3"} _, Tk)n=i it1,..

Proposition 4.2 (Geometrische Reihe). Sei x € (—1,1). Dann gilt
[ee]
, 1
sz - 1 ’
=0 -

Beweis. Mit Proposition 1.38 und Proposition 3.7 ist

N

>~ n . T 1

E z" = lim " = lim = .
N—oo N—o0 1—=x 1—=z

n=0 n=0
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Proposition 4.3 (Divergenz der harmonischen Reihe). Es gilt

>

n=1

= OQ.

S

Beweis. Sei N € N. Wir schreiben

N

Zl—1+1+(1+1)+(1+ +1>+ +( SRR S +i)
n o 2 \3 4 5 8 oN-1 © oN-1 41 2N

1 1 1 1 N
>14+ =42 44— 4.2V —q 4
Z1+5 42 744204 oV =1t

Hieraus folgt leicht die behauptete Divergenz. O

Lemma 4.4. Es gilt
oo

1
!
n=1 n(n T )

Beweis. Wir schreiben

i 1 i L Y1
nzln( +1) Naoonzln(n—l—l) Nooo4—n n+1
.11 1 1 1 1
B R IR A S
1

4.2 Konvergenzkriterien

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz einer Reihe aufstellen. Hierbei
werden uns die schon bewiesenen Aussagen iiber Folgen helfen. Ein oft verwendetes Kriterium
ist das Leibniz-Kriterium (Theorem 4.10) fiir alterniernede Reihen.

Lemma 4.5 (Cauchy-Kriterium). Sei (xy,)n=1,2,.. eine Folge reeller Zahlen. Dann konver-
giert 2 | ©,, genau dann, wenn es fir allee > 0 ein N € N gibt, so dass fir allem >n > N
gilt, dass

[Sn — Sm| = |Tmt1 + - - zp] < e.

Beweis. Klar nach Proposition 3.15. O

Das Cauchy-Kriterium liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
von Reihen. Nun méchten wir auf eine weitere notwendige (aber nicht hinerichende; siehe
Proposition 4.3) Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe hinweisen.

Lemma 4.6 (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz). Sei (2,,),=1,,.. eine Folge re-

eller Zahlen, so dass Y > | x, konvergiert. Dann gilt xy, 720 0.
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. . N— .. . . o
Beweis. Sei sy := ZN T, also sy =% s fiir ein s € R. Wir verwenden Proposition 3.7

n=1
mittels
li = i —sy-1=8—s5=0.
Ngnoo N Ngnoo SN N-1 s
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Lemma 4.7. Sei (z,)n=1,2,.. eine Ry -wertige Folge. Dann konvergiert Y > | x,, genau dann,
wenn die Folge der Partialsummen, (Zgzl Tn)N=1,2,.. beschrinkt ist, also wenn ZZOZI Ty <
00.

Beweis. Klar nach Proposition 3.5. ]

Proposition 4.8. Sei s > 0. Dann gilt

ii =00, fallss<1,
o | <oo,  falls s> 1.

Beweis. Sei zundchst s < 1. Dann ist 1/n® > 1/n, also ij:l 1/n® > Zf:[:l 1/n 20 .

Damit ist die Divergenz im Fall s < 1 gezeigt. Fiir s > 1 sei N € N. Wir schreiben

2N 1
1 1 1 1 1
we it (mrg) (Ere )

n=1

1 1 1
+ ((2N—1)s + (2N-1 4 1)s Tt (2N — 1)3)
1

28
N—-1

=1+ 2—(5—1) + (2—(5—1))2 4t (2—(5—1))N—1 — Z 2—(5—1)
n=0

N—oo 1
1 —92-(s=1n

nach Proposition 4.2. Insbesondere ist die linke Seite endlich, woraus die Konvergenz folgt. [

Bemerkung 4.9 (¢-Funktion). Sie Abbildung
(8 i 1
. n=1 ne

heifit auch Riemann’sche (-Funktion. Nach der letzten Proposition nimmt sie genau im Bereich
s € (1,00) endliche Werte an. Euler fand als erstes den numerischen Wert

1 72
@)=Y ="
; n2 6

Weitere Werte fiir gerade s wurden ebenfalls berechnet. Fiir ungerade s sind jedoch die ge-
nauen numberischen Werte der ¢-Funktion unbekannt.
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Wir kommen nun noch zu einem Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen. Dies sind
Reihen, deren Glieder abwechselndes Vorzeichen haben.

Theorem 4.10 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen). Sei (xn)n:()’l,m eine

monotone fallende Nullfolge und sy = S0 (=1)"x,,. Dann, gilt:

n=0

1. (sN)N=1,2,.. konvergiert.

N .
2. Ist sy —=5 s, dann gilt |s —sn| < xnt1-

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass syi2 — sy = (—=1)V(zn42 — 2n41). Fiir N ungerade
folgt daraus syi2 € [sn, Sn+1], fiir N gerade ist hingegen syi2 € [sn+1,sn]. Also gilt fiir
alle NV
SN+2 € [SN NSN+1,SN V 3N+1]-

Damit ist Ay = [Sy A SN+1,SN V sn+1], N = 1,2, ... eine Intervallschachtelung mit sy V
SN+1 — SN ASN+1 = xn+1 4 0. Also gibt es genau ein s mit s € Ay, N = 1,2, ..., woraus 1.
folgt. Weiter liegt nach Konstruktion s zwischen sy und sy, woraus 2. folgt, da |s — sy| <
|sN+1 — SN| = TN+1- O

4.3 Absolute Konvergenz von Reihen

Wir lernen nun einige Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen kennen, insbesondere das
Quotientenkriterium (Theorem 4.15) und das Wurzelkriterium (Theorem 4.17). Diese liefern
sogar die absolute Konvergenz von Reihen, die wir zunéchst definieren wollen.

Definition 4.11 (Abolute Konvergenz). Sei (z,,)n=12,.. eine Folge und sy := 27]:[:1 Ty
Dann heifit die Reihe (sn)n=1,2,.. absolut konvergent, wenn > | |z,| konvergiert.

Alle der nun folgenden Kriterien fiir absolute Konvergenz basieren auf folgender wichtigen
Aussage.

Theorem 4.12 (Majorantenkriterium). Seien (z,)n=12.. und (yn)n=12,.. Folgen und
Y1,Y2, ... > 0. Auflerdem existiere ein N, so dass |x,| < yn fir n > N gilt. Dann gilt:

1. Konvergiert Y " | yn, so konvergiert y_° | x, absolut und es gilt

00 00
n=N n=N

2. Diwvergiert Y o2 | p, so divergiert auch Y > | Yn.
Beweis. Es geniigt 1. zu zeigen. Sei ¢ > 0. Da 7, y,, konvergiert, gibt es mit dem Cauchy-
Kriterium fiir Reihen (Lemma 4.5) ein N’ > N, so dass an;m yn < € fir m’ > m > N’ gilt.

Daraus folgt auch ‘an;m :L‘n) < e. Mit anderen Worten erfiillt auch ) >° , z,, das Cauchy-
Konvergenzkriterium. Auflerdem gilt

00 M M ')
‘ E Tn| = lim E Tn| < lim g Yn = E Un
M —o0 M—o0
n=N n=N n=N n=N
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Beispiel 4.13. 1. Fiir 0 < x < 1 konvergiert die Reihe
o0
>t
n=1

Es gilt namlich n? > n fiir alle n und damit 2" < 2. AuBerdem haben wir in Propo-
sition 4.2 die Konvergenz von ) 7, z™ gezeigt.

2. Es gilt

oo

§:¢*EI*

> 1 =
denn n(n+1) > 5= und > 0% | 5= = oo nach Proposition 4.3.

o0,

Korollar 4.14. Eine absolut konvergente Reihe > >0 | xy, ist auch konvergent.

n=1

Beweis. Wir wenden das Majorantenkriterium mit y,, := |z, | an. Da die Reihe absolut kon-
vergiert, folgt aus Theorem 22.26.1 direkt dass auch > > | x,, konvergiert. O

Theorem 4.15 (Quotientenkriterium). Sei Y 7 | x,, eine Reihe und x,, # 0 fir fast alle

n. Auflerdem existiere
Tn+1

Tn

q := lim
n—oo
Dann gilt:
1. Ist g < 1, so konvergiert die Reihe absolut.
2. Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. 1. Sei § so, dass ¢ < ¢ < 1. Dann gilt |z,41/x,| < ¢ fiir fast alle n. Also gibt es ein
N, so dass fiir n > N

@l < dleal < @ lena] < - < Vayl.
Mit

[eS) )
D lanlg N =Jan] Y " < oo
n=N n=0

und dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung.
2. Sei ¢ so, dass 1 < ¢ < q. Wegen lim,, ’xn+1/xn| > G gilt |zpp1| > G|z, fiir fast alle n.
Insbesondere ist (z,,)n=12,.. keine Nullfolge und die Behauptung folgt aus Lemma 4.6. O

Beispiel 4.16. 1. Sei 0 < z < 1. Betrachten wir nochmals die Reihe Y 2, z™ fiir 0 <
r < 1. Bsgilt 0 < 2"t /2" = z < 1, also folgt mit dem Quotienenkriterium wieder die
Konvergenz der geometrischen Reihe.

2. Ein weiteres Beispiel liefert die Reihe > ° | na™ (wieder fir 0 < z < 1). Diese konver-
giert nach dem Quotientenkriterium, weil ndmlich

(n+1z"t n+1l o0
x x

nx" n
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3. Bekanntermafien konvergieren die Summen ), 1/n° fiir s > 1. Allerdings gilt

1

(n+1)° _ <n+1>5 n—00
ns - n

womit das Quotientenkriterium nicht anwendbar ist, um diese Konvergenz zu beweisen.

Theorem 4.17 (Wurzelkriterium). Sei ) 7 | z,, eine Reihe. Auflerdem sei

q == limsup |z, |*/™.
n—oo

Dann gilt:
1. Ist g < 1, so konvergiert die Reihe absolut.

2. Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. 1. Sei § so, dass ¢ < § < 1. Dann gilt |z,|'/" < §, also |z,| < ", fiir fast alle n. Mit

Yo N @™ < oo fiir alle N und dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung.
2. Sei g so, dass 1 < ¢ < q. Wegen limsup,,_, ., |:cn‘ > G gilt |z,| > ¢" fiir unendlich viele n.
Insbesondere ist (z,,)p=12,.. keine Nullfolge und die Behauptung folgt aus Lemma 4.6. O

Beispiel 4.18. 1. Sei |z| < 1. Betrachtet man die Reihe ">, ™, so stellt man fest, dass
|z"|'/" = |z| < 1 gilt. Insbesondere zeigt das Wurzelkriterium, dass die Reihe konver-

giert. Ebenfalls liefert eine Anwendung von Theorem 3.6.3, dass ) -~ , na" konvergiert.

2. Sei s > 1. Wir wissen bereits, dass Y oo, =& konvergiert. Jedoch ist (1/n%)Y/n =
ns/m 2% 1 wie in Theorem 3.6. Also ist hier die Anwendung des Wurzelkriteriums

nicht moglich.

3. Es gibt Reihen, deren Konvergenz man mit Hilfe des Wurzelkriteriums, nicht jedoch mit
Hilfe des Quotientenkriteriums nachweisen kann. Ubung.

o0

ne1 Tn eine Reihe und x,, # 0

Theorem 4.19 (Konvergenzkriterium von Raabe). Sei )
fiir fast alle n.

1. Fulls ein d > 1 existiert, so dass

‘M‘<1,g
Tn

fir fast alle n gilt, so ist die Reihe absolut konvergent.
2. Falls
Tn n
fir fast alle n gilt, so ist die Reihe divergent.

Beweis. 1. OBdA ist x,, > 0 und nzp41 < (n—1)x, — (d — 1)z, fir alle n = 1,2, ... Insbeson-
dere ist (n@p41)n=0,12,.. eine fallende, nach unten durch 0 beschrankte Folge, die also nach
Theorem 3.13 gegen ein y > 0 konvergiert. Weiter kénnen wir schreiben

N N

: L. :

i, 2 on = G i 2 e = (0= D)o = Jim Nower =
n= n—=
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woraus die absolute Konvergenz von » ° | z,, mit dem Majorantenkriterium folgt.

2. OBdA ist z,, > 0 und nzp11 > (n—1)x, fiir allen = 1,2, ... Also ist die Folge (nzp+1)n=0,1,...
wachsend, also gibt es ein y > 0 mit z,4+1 > y/n. Nun folgt mit dem Majorantenkriterium
und der Divergenz der harmonischen Reihe die Behauptung. O

Beispiel 4.20. 1. Wir haben bereits gesehen, dass die Reihe > °° # zwar konvergiert,

n=1
jedoch weder das Quotienten- noch das Wurzelkriterium diese Konvergenz zeigen. Wir

schreiben nun

Yos? 1L a2
1/n? (n+1)*  1+2/n+1/n*> 7~ 142/n £ " = n  n?

Da 4/n? < 1/2n fiir fast alle n gilt, gilt fiir dieselben n auch 1/(17:21)2 <1-3/(2n).
Damit kénnen wir das Konvergenzkriterium von Raabe verwenden, um die Konvergenz

der Reihe zu zeigen.

2. Genauso konnen wir mit Hilfe des Konvergenzkriteriums von Raabe die Divergenz von

S0 | L zeigen. Es ist némlich

4.4 Unbedingte Konvergenz

Oftmals kann man Reihen umordnen. Das bedeutet, dass man die einzelnen Summanden
in anderer Reihenfolge durchlduft. Zwar ist man von endlichen Summen gewohnt, dass eine
Anderung der Summationsreihenfolge nichts am Ergebnis der Summe #ndert, jedoch iibertriigt
sich diese Eigenschaft nicht notwendigerweise auf unendliche Summen. Wir fithren nun die
Menge der Reihen ein, bei denen Umordnung nichts am Grenzwert der Reihe dndert.

Definition 4.21 (Unbedingte Konvergenz). Die Reihe > | x, konvergiert unbedingt,
wenn es ein x € R gibt, so dass fiir jede Bijektion o : N — N gilt dass > o ; To(n) = T.

Beispiel 4.22. Betrachten wir die Reihe s = >.°° | (—1)"*!/n und schreiben s, als die n-te

Partialsumme. Diese Reihe konvergiert nach Thg(;rlem 4.10. Allerdings konvergiert sie nicht
unbedingt.
Denn: Ordnet man die Reihe um in
PRI S S S S S S SR S
2 4 3 5 6 2n—1 4n—2 4n ’

d.h. in ¢t folgen einem positiven Glied zwei negative, und bezeichne mit t, die n-te Partial-
summe, so gilt

1
tsn = 552n-

Es gilt ndmlich

1 1 1_1( 1 1>
m—1 4n—2 4n 2\2n—1 2n/°

Da s, — s nach Voraussetzung gilt, folgt damit ¢, oo, %s. Damit konvergiert die Reihe

nicht unbedingt, da wir eine Umordnung gefunden haben, die gegen einen anderen Grenzwert
konvergiert.
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Proposition 4.23 (Umordnungssatz). Sei > | x, eine Reihe.
1. Die Rethe konvergiert genau dann unbedingt, wenn sie absolut konvergiert.

2. Ist die Reihe konvergent, aber nicht absolut konvergent, sowie x € R, so gibt es eine
Bijektion 0 : N — N mit 3¢ | 25(,) = .

Beweis. 2. Klar ist, dass fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen'® Yoo at =

>ooe @, = oo gelten muss. Wire némlich nur eine der beiden Reihen unendlich, so zeigt man
leicht, dass die Reihe nicht konvergieren kann. Wiren hingegen beide Reihen konvergent,
so wire Y o0 |z, = Yoo at + >0 x, < oo, woraus die absolute Konvergenz folgen
wiirde. Sei nun x € R und k£, ks, ... eine Abzihlung (in aufsteigender Reihenfolge) der Menge
{n :x, >0} und ¢, s, ... eine der Mengen {n : z,, < 0}. Dann definieren wir eine Bijektion

o : N — N wiefolgt:

ki, fallsx >0,
o(l) :=
ly, falls z < 0.

(n+1) inf{km : km # 0(1),...,0(n)}, falls Y0 2500 <z,
a(n =
inf{ly, : b # 0(1),...;0(n)}, falls Y70 250m) > 2.

Mit anderen Worten werwenden wir etwa fiir x > 0 solange positive Folgenglieder von
(Tn)n=12,.., bis Y0 _| To(m) > x. AnschlieBend ziehen wir wieder so lange Folgenglieder
ab bis > To(m) < @ usw. Klar ist, dass o eine Bijektion ist, da beide Reihen Yool T,
und Y 7, zy, divergieren. Dadurch ist némlich gewéhrleistet, dass es geniigt, endlich viele
positive (negative) Folgenglieder aufzusummieren, bevor das nichste negative (positive) Fol-
genglied in der Umordnung der Reihe verwendet wird. Weiter ist wegen Lemma 4.6 die Folge
(n)n=1,2,.. eine Nullfolge. Sei also € > 0, so gibt es ein N mit |z, | < ¢ fiir n > N. Sei nun
N’ grof§ genug fiir {o(1),...,0(N’)} D {1,..., N}. Dann ist nach Konstruktion

N/
‘x - Z ma(m)‘ <sup{|lr — zn| :n & {o(1),....,0(N")} <sup{|lz —x,| :n ¢ {1,...N} <¢,
m=1

da nach "Uberspringen’ von x von oben (von unten) als niichstes positive (negative) Folgen-
glieder addiert werden. Hieraus folgt die Konvergenz z = 7, Lo (n)-

1. Sei zunéchst Y 2, x, absolut konvergent und = = > 2 | x,. Weiter sei 0 : N — N eine
Bijektion und & > 0. Zunéichst withlen wir N groB genug, so dass > .- v |zn| < €/3 sowie
|z — SN 2n| < /3 und N’ groff genug, so dass {o(1),...,0(N')} 2 {1,..., N}. Dann gilt

oo N N’ N 0
\x—Zmn) S)w—zxn +’Z%<n>—zxn + 2 lwal

n=1 n=N-+1
o0
<e/34+2 > | <e
n=N-+1

Daraus folgt die unbedingte Konvergenz. Andersherum koénnen wir voraussetzen, dass
> o2, @y konvergiert. Wir zeigen, dass die Reihe nicht unbedingt konvergiert, wenn die Reihe
nicht absolut konvergiert. Dies folgt jedoch direkt aus 2. O

1OWir verwenden die Schreibweise z* := z VvV 0 und 2~ := —(z A 0). Man beachte, dass =z~ > 0.
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Bemerkung 4.24 (Notation: Summation iiber Mengen). Bisher haben wir die Sum-
menschreibweise Y 7 | z,, verwendet. Im Falle der unbedingten Konvergenz wissen wir au-
Berdem, dass es fiir den Grenzwert dieser Reihe keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge die
Folgenglieder der Folge (zy,)n—12,.. aufsummiert werden. Um dies zu verdeutlichen, werden
wir nun auch )z, schreiben. Allgemeiner sei / C N und £y, ko, ... eine Abzéhlung von I.

Dann schreiben wir
E Ty = E a:kn,
nel

wenn die Summationsreihenfolge keine Rolle spielt, die Reihe Y 07 |z also unbedingt kon-
vergent ist.

Theorem 4.25 (Grofler Umordnungssatz). Sei) -, x, eine unbedingt konvergente (also
nach Proposition 4.23 eine absolut konvergente) Reihe, sowie Iy, I3, ... C N paarweise disjunkt
mit Upey Ir = N. Dann konvergiert sowohl jedes sp = Y Tn, kK = 1,2,..., als auch

nely
> pey sk absolut und es gilt

an = Z Z Tn. (4.1)

k=1nely

Beweis. Da )77 |zn| < oo nach Voraussetzung, gilt auch >° . |zn| < oo (nach dem Ma-
jorantenkriterium) und damit die Existenz jedes s, k = 1,2,... Weiter wihlen wir I} =
L\ {Ny,N1 +1..},I, =I5\ {Na, No + 1, ...}, ... endlich, so dass Znelk\lllc |z,| < £27F. Dann
gilt

Z\Sk\ BIDIEAED SIDIERED S

k=1 nely k=1 nel] nelp\I,

o0
Z]mnl+€z2_ Z\xn\+€<oo.
n=1

Hieraus folgt die absolute Konvergenz von > ;2 si. Es bleibt noch, (4.1) zu zeigen. Sei e > 0
und N so grof, dass Y7 v |zn| < . Weiter finden wir ein K, so dass UK, I, o {1,..,N}
und Y7 . |sk| < e. Dann ist auch

00 oo K 00
\an— Sk\ < !an S Yt Y Y X e Y s
n=1 k=1nel}, n=N+1 k=1nel\I} k=K+1
SZ;L.O:N+1 ‘z”l‘ wegen Ui(:l [];2{17"'7]\[}
oo
<2%+e) 27Fte=4e
k=1
Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 4.26 (Doppelreihensatz). Sei (z;; ) en2 eine Familie reeller Zahlen und ent-
weder -2, (Z;’il |xlj|> < o0 oder 37 ( =1 \xﬂ) < 00. Dann ist fiir jede Abzihlung
x

o: N — N2 . N N N
;x"(n) :Z (Do) =2 ()

-1 j=1 j=1 =1
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Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem grofien Umordnungssatz, wenn man ihn auf die
Folge (To(n))n=12,.. und I}, := {n : o(n) = (i, k) fiir ein i} anwendet. O

Beispiel 4.27. Es gilt
o oo
PDIETE
n=2 k=2

Denn: Wir schreiben

i 11 i 1 1 1 1
nk  n? nk n21-1  pn-1)
k=2 k=0 n

Also gilt Y0, >°2%, & < 0o und daraus folgt

I T I

— = — =

n=2 k=2 n n=2 n(n 1)

nach Lemma 4.4.

Definition 4.28 (Cauchy-Produkt). Seien (xy)n=01,.. und (Yn)n=0,1,.. Folgen reeller Zah-

len und
n
dn = E TiYn—i, n=0,1,...-
i=0

Dann heift o7y dp das Cauchy-Produkt der Reihen > )" xn und > 07 o Yn.

Proposition 4.29 (Absolute Konvergenz von Cauchy-Produkten). Seien (z,)n=0.1,...,
(Yn)n=0,1,.., (dn)n=0,,.. wie in Definition 4.28. Sind Y ;> xn und Y o7 yn absolut konver-
gent, so ist auch Y > d, absolut konvergent und es gilt

S = (L) (m)

Beweis. Die Aussage ist klar, wenn man den Doppelreihensatz auf die Familie (z;y;)i j=0,12,...
anwendet. 0

Beispiel 4.30. 1. Fiir |z] < 1 gilt

> 1
> (n+1)z" =T

n=0

Denn: Betrachten wir die Familie (z'27); j—01,2.... Dann ist

n.—Za;Z"l—Za: (n+1)x

Da (dn)n=0,1,2,.. nach Beispiel 4.16.2 summierbar ist, folgt

nz;)n-i-l Zdn—z ij—ﬁ

=0 7=0
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2. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihe Y > | d, ist wichtig. Sei etwa

Ty = Yp = (—1)"\/7%1. Dann gilt wegen 2,/zy < x + y fiir z,y > 0, dass

n
|dn’ = ‘ Zmiyn—z’
=0

n
:Z ! > (n+1) 2>
S VitlWnt+l—i n+2- "

2
Damit divergiert > 7 dy, jedoch existiert (Z;ﬁo(—l)" nl +1) nach dem Leibnizkri-
terium, Theorem 4.10.
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Teil 11
Stetigkeit, Ableitungen und Integrale

Nachdem wir die grundlegende Hilfsmittel der Folgen und Reihen eingefithrt haben, studieren
wir Eigenschaften von Funktionen. Es ist hierzu hilfreich, an Funktionen f : R — R zu denken.
Zentral werden die Begriffe der Stetigkeit (Abschnitt 5), Differenzierbarkeit (Abschnitt 7) und
Integrierbarkeit (Abschnitt 8) von Funktionen sein.

5 Stetigkeit in metrischen Riumen

Um Stetigkeit von Funktionen in allgemeinerem Rahmen untersuchen zu kénnen, fithren wir
zunéichst den Begriff des metrischen Raumes in Abschnitt 5.1 ein. In solchen Rdumen ist ein
Abstandsbegriff definiert, der auch Metrik genannt wird.

5.1 Metrische Riume

Definition 5.1 (Metrischer Raum). Sei E eine nicht-leere Menge. Fine Funktion r :
E x E — Ry heifst Metrik auf E, falls folgendes gilt:

1. Definitheit: Fiir alle x,y € E gilt r(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y.

2. Symmetrie: Fir alle z,y € E gilt r(z,y) = r(y, x).

3. Dreiecksungleichung: Es ist r(x,z) < r(x,y) + r(y, z) fir alle z,y,z € E.
Das Paar (E,r) heifit metrischer Raum.

Beispiel 5.2. 1. Auf R definieren wir r : (z,y) — |z — y|. Dann ist r eine Metrik, denn es
gilt [v — 2| = |z —y+y—2|<|w—yl+]y— 2l

2. Auf R? definieren wir r mittels

d

Teul (%, y) :=r(z,y) := (Z(l‘z - yi)2)~

=1

Die Definitheit und Symmetrie von r sieht man sofort. Fiir die Dreiecksungleichung
seien z,y, 2 € RY. Wir schreiben

d d
r(z,z)? = Z|$z — il = Z\ﬂﬂz — i Ty — 2l |z — 2
i=1 i=1

d

d
< w =il -l =zl >y — 2l - | — )
i=1

1=1

d d d d
<o D (@ —i)? Z(wi —z)2 4| D (i — 2)? Z(wi - 2z)?

7

Il
—
o
Il
—
-
Il
—
-
Il
—

= (r(x,y) + T(yv z)): 7“(21?, Z)
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f(x) f(x)

f(x0)+€
f(Xo) [-mmmmm !

f(x0)—¢€

f(xo)+e
f(x0)

f(x0)-€

Xo Xo
Xg=d Xg+d X Xg=d Xg+d X

Abbildung 5.1: (A) Die hier abgebildete Funktion f ist stetig in . Schlielich liegen alle
Funktionswerte von « € (xo—9,x0+9) in (f(zo) —¢, f(zo)+¢). (B) Die Funktion ist unstetig
in xg.

wobei wir im vorletzten < die aus der linearen Algebra bekannte Cauchy-Schwartz’sche
Ungleichung verwendet habe. Dividieren wir durch r(z, z), ist die Dreiecksungleichung
gezeigt. Die in 1. und 2. eingefiihrte Metrik heifit auch euklidische Metrik.

3. Auf einer beliebigen Menge E definieren wir die Abbildung r : E x E — R mittels

(2.1) 0, fallsx =y,
r(xz,y) = .
Y 1, sonst.

Diese Abbildung ist eine Metrik, denn die Definitheit und Symmetrie sind offensichtlich,
und fiir die Dreiecksungleichung gilt im Fall = # z, dass r(z,2) = 1 < r(z,y) + r(y, 2),
da entweder z # y oder y # z. Die Metrik r heifit auch diskrete Metrik.

Definition 5.3 (Konvergenz in metrischen Réumen). Sei (E,r) ein metrischer Raum,
z € E und (xp)n=12,. eine E-wertige Folge. Dann schreiben wir lim,_,o x,, = x oder auch

x, 22 x, falls limy, 00 7(2p, x) = 0.

Beispiel 5.4. Wir verwenden wie iiblich die euklidische Metrik auf R. Hier gilt also z, nzee,

x genau dann, wenn r, —x 7% 0, was konsistent mit frither gelerntem ist. Durch Anderung
der Metrik bekommen wir einen anderen Konvergenzbegriff. Ist ndmlich!! r(z,y) = 1,2, wie
in Beispiel 5.2.3, so ist r(zy, x) 2700 genau dann, wenn x, = x fiir fast alle n gilt.

Definition 5.5 (Stetigkeit). Seien (E,r) und (E',r") metrische Riume. Dann heifit eine
Funktion f : E — E’ stetig in g € E, falls es fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass
' (f(xo), f(y)) < e fiir alle y € E mit r(xg,y) < 0. In Quantorenschreibweise:

1, fallsx #y

"'Hier setzen wir lozy =
0, sonst.
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Ve > 030 > 0Vy mit r(xo,y) <6 :7'(f(x0), fy)) < e.
Eine Funktion f : E — E’ heifst stetig, wenn f in allen v € E stetig ist.

Beispiel 5.6. 1. Die Darstellung einer stetigen und einer unstetigen Funktion findet man
in Abbildung 5.1.

2. Die Funktion f : z + 22 ist auf ganz R stetig.
Denn: Sei z € R sowie 0 < e < 1 und ¢ :=¢/(2|z| + 1). Dann gilt fiir y mit |z —y| <46

5
20z| +1

2% —y?| = |z —y| - |z +y| < (2lz[ +0) <e.

Damit ist die Stetigkeit in z gezeigt. Da x beliebig war, folgt die Stetigkeit in ganz R.

3. Seien (E,r) und (E’,7’) metrische Rdume. Eine Funktion f : E — E’ heifit (global)
Lipschitz-stetig, wenn es ein L € R, gibt, so dass

r'(f(x), f(y) < L-r(z,y).

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.
Denn: Sei z € E und € > 0 sowie § := /L A 1. Dann gilt fiir y € F mit r(z,y) < ¢

'(f(z), f(y)) < Lr(z,y) < L-d <e.

4. Die Funktion
R —{0,1}

f: 1, fallsxzeQ
T
0, fallszeR\Q

ist fiir kein = € R stetig.
Beweis siehe Ubung.

5.2 Aquivalente Formulierungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, moglichst viele zur Stetigkeit einer Funktion f im Punkt z
dquivalente Formulierungen zu finden. Hierzu werden wir einige aus dem Gebiet der Topologie
stammende Begriffe einfiihren.

Definition 5.7 (Umgebung, offene Menge). Sei (E,r) ein metrischer Raum und x € E.
1. Dann bezeichnen wir fir e > 0 mit
Be(z) ={y € E:r(z,y) <e}
den (offenen) Ball um x mit Radius €.

2. Weiter heifit U C E (mit x € U) eine Umgebung von =, wenn es ein € > 0 gibt mit
B.(x) CU.
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3. Fine Menge O C E heif§t offen, wenn O fiir alle x € O eine Umgebung ist. Fine Menge
A C E heifst abgeschlossen, falls A¢ offen ist.

Beispiel 5.8. 1. Betrachten wir den metrischen Raum (R, [.|). Dann ist B.(xz) = (x —
e,z +¢). Aulerdem sind alle offenen Intervalle (a, b) offen(e Mengen).
Denn: fiir z € (a,b) und ¢ := (z —a) A (b—x) gilt (x —e,z+¢) C (a,b). Damit ist (a,b)
offen.

2. Sei (E,r) ein metrischer Raum, = € F und € > 0. Dann ist B.(z) eine Umgebung von
2 und offen.
Denn: Die Behauptung, dass B.(z) eine Umgebung von x ist, ist klar. Ist y € B.(x))
und ¢ ;= e —r(x,y) > 0. Ist z € Bs(y), so folgt r(x, z) < r(x,y)+7r(y,z) < r(z,y)+e—
r(z,y) < €, also Bs(y) C B:(z). Damit ist B.(x) eine Umgebung von y. Da y beliebig
war, folgt die Behauptung.

3. Die Menge Q C R ist weder offen noch abgeschlossen.
Denn: Wire Q offen und x € Q, so miisste (z — e,z + &) C Q fiir ein € > 0 gelten.
Allerdings haben wir in Proposition 2.30 gesehen, dass Intervalle {iberabzihlbar sind,
Q jedoch nach Lemma 1.30 abzdhlbar.

Lemma 5.9. 1. Seil eine beliebige Menge und (O;);cs eine Familie offener Mengen. Dann
ist auch | J;c; O; offen. Ist I endlich, so ist auch [\;c; O; offen.

2. Ist (Aj)ier eine Familie abgeschlossener Mengen, so ist auch (\;c; A; abgeschlossen. Ist
I endlich, so ist auch | J;c; A; abgeschlossen.

Bemerkung 5.10. In der Situation obigen Lemmas sagt man auch: Beliebige Vereinigungen
und endliche Schnittmengen offener Mengen sind offen, und beliebige Schnitte und endliche
Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis von Lemma 5.9. Es geniigt, 1. zu zeigen. 2. folgt dann einfach mittels Komplement-
bildung. Sei x € |J;c; O;. Dann ist also x € O; fiir ein 4 € I. Also gibt es eine Umgebung U
von z mit U C O; und damit U C |J;c; O;. Damit ist | J;c; U; offen. Sei x € [;c; O; =: O mit
endlichem I. Dann gibt es eine Familie (0;);c; mit Bs,(z) € O;. Sei nun § := min;es 6; > 0.
Dann gilt Bs(xz) C B, (z) fir alle i € I, also auch Bs(x) C O. Damit ist O offen. O

Um uns an die neu erlernten Begriffe zu gew6hnen, folgen nun einfache Eigenschaften.
Lemma 5.11. Sei (E,r) ein metrischer Raum und U C E.

1. Sei x € U. Ist U eine Umgebung von x und U’ O U, dann ist auch U' eine Umgebung
von x.

2. Istx € E und sind Uy, ..., U, Umgebungen von z, dann ist auch (\;_, Uy, eine Umgebung
von .

3. Sei (xp)n=12,. eine E-wertige Folge und x € E. Dann ist z RN genau dann,
wenn jede Umgebung U von x fast alle Folgenglieder von (xy)n=12,.. enthdlt.

4. Ist U mit x € U keine Umgebung von x und § > 0. Dann gibt es ein y ¢ U mit
r(z,y) < 9.
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5. U ist genau dann abgeschlossen wenn gilt: Ist (zp)n=12.. eine U-wertige Folge mit
n—oo . . .
Ty —— x fir einx € E, dann ist x € U.

Beweis. 1. Da B.(x) C U fiir ein € > 0, ist auch B.(z) C U’ und damit ist U’ eine Umgebung
von .

2. Seien €1, ...,e, > 050, dass B;, () C Uy, k =1, ...,n. Dann gilt fiir € := min{ey,...,ep} > 0,
dass © € B:(z) C Be,(z) C Uy, also auch = € B.(x) € (p_; Uk.

3. Sei zunichst z, —% z und U eine Umgebung von x. Dann gibt es ein € > 0, so dass
x € B:(z) CU. Aulerdem gilt r(x,, z) < ¢ fiir fast alle n, also z,, € B.(z) fiir fast alle n, und
damit auch x,, € U fiir fast alle n. Sei andersherum ¢ > 0. Dann sind fast alle Folgenglieder
von (zp)n=12,.. in B.(x) (da dieser Ball eine Umgebung von z ist), also gibt es ein N, so dass
r(zn,z) < € fiir n > N. Das bedeutet aber, dass r(zy, z) 2220, also 2, ~—

4. Angenommen fiir alle y ¢ U wére r(z,y) > 4, also U¢ C (Bs(x))¢. Dann wire auch
Bs(z) € U und damit wire U eine Umgebung von z.

5. Sei zunéichst U abgeschlossen, U also offen. Sei € E und (z,)n=12,.. eine U-wertige
Folge mit z, 7 . Angenommen, x € U¢. Da U¢ eine Umgebung von z ist, muss damit
U¢ fast alle Folgenglieder von (x,)n=12,.. enthalten. Dies widerspricht jedoch, dass x,, € U
fir allen =1,2,...

Andersherum fithren wir ebenfalls einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an, U sei nicht
abgeschlossen, U also nicht offen. Damit gibt es ein z € U¢, so dass U¢ keine Umgebung von
x ist. Sei &, | 0 eine Nullfolge. Nach 4. gibt es z,, € (U°)¢ = U, so dass r(z,,z) < &,. Damit
ist (n)n=12,.. eine U-wertige Folge mit xy, 27 » € E, aber ¢ U. O

Nun kénnen wir eine Reihe von dquivalanten Formulierungen fiir Stetigkeit aufstellen.

Proposition 5.12 (Aquivalente Formulierungen der Stetigkeit). Seien (E,r) und
(E',r") metrische Riume, f: E — E' und x € E. Aquivalent sind:

1. f ist in x stetig.

2. Fir jedes ¢ > 0 gibt es eine Umgebung U von x, so dass r'(f(x), f(y)) < € fir alle
y e U gilt.

3. Fir jede Folge (xp)n=1,2,.. mit z, D70 o gilt f(xy) n=eo, f(x).
4. Fiir jede Umgebung U’ von f(x) ist f~5(U') eine Umgebung von x.

Beweis. 1.=2. Nach Voraussetzung gibt es fiir € > 0 ein 6 > 0, so dass 7' (f(x), f(y)) < € gilt,
falls r(z,y) < d. Insbesondere kénnen wir U = Bg(z) wihlen.

2.=1. Da U eine Umgebung von z ist, kénnen wir ein § > 0 wihlen mit Bs(z) C U. Damit
gilt fiir y € Bs(x), dass r'(f(x), f(y)) < e gilt, falls y € Bs(x), d.h. falls r(z,y) < 0.

1.=3. Sei (2, )n=1,2,.. eine Folge mit x,, 272 2 und ¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein
0 > 0,sodass r(f(x), f(y)) < e fiir alle y mit r'(z,y) < §. Sei N so groB, dass r(z,,z) < J fiir

n—oo

alle n > N. Dann gilt also auch r'(f(z,), f(x)) < e fiir alle n > N und damit f(z,) ——
7).

3.=4. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt eine Umgebung U’ von
f(z), so dass f~1(U’) keine Umgebung von z ist. Dann ist auch f~!(B.(f(z))) keine Um-
gebung von f(z) fiir ein geeignetes ¢ > 0 mit B.(f(x)) € U’. Sei §, | 0 eine fallende
Nullfolge. Da f~1(B.(f(z))) keine Umgebung von z ist, aber z € f~'(B.(f(x))), gibt es
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nach Lemma 5.11.4 ein 2, mit z, ——» x, aber @, ¢ f~*(B:(f(x))), n = 1,2, ... Damit gilt
f(zn) ¢ f(f~YB(f(2)))) = B(f(z)). Insbesondere gilt 7/'(f(zy), f(x)) > ¢ fiir alle n, also
kann f(z,) == f(x) nicht gelten.

4.=1. Sei & > 0. Nach Voraussetzung ist f~(B.(f(x))) eine Umgebung von x. Damit gibt es
ein 0 > 0, so dass Bs(x) C f~1(B-(f(z))). Daraus folgt f(Bs(x)) C B-(f(z)). Das bedeutet,
dass fiir y mit r(z,y) < d gilt, dass r'(f(x), f(y)) < &. Dies war zu zeigen. O

Korollar 5.13. Seien (E,r), (E',r") metrische Riume und f : E — E’. Dann sind dquivalent:
1. f st stetig fir alle x € E.
2. f~HO") ist fiir alle offenen Mengen O' C E' offen.
3. f~Y(A") ist fiir alle abgeschlossenen Mengen A’ C E' abgeschlossen.

Beweis. 1.=2.: Sei zuniichst f stetig und O' C E’ offen. Nun gibt es zwei Moglichkeiten.
(i) Angenommen es gibt kein z € F mit f(z) € O’. Dann ist f~1(O’) = ), insbesondere ist
f~HO') offen. (ii) Angenommen f~1(O’) # . Dann ist fiir jedes * € f~1(0O’) die Menge
O’ (da sie offen ist) eine Umgebung von f(z) und damit ist nach Lemma 5.11.4 die Menge
f~1(O") eine Umgebung von x. Da x beliebig war, ist also f~!(0’) Umgebung aller ihrer
Elemente, und damit offen.

2.=1.: Andersherum sei € E und ¢ > 0. Dann ist B.(f(z)) offen, damit also f~(B.(f(z)))
nach Voraussetzung ebenfalls offen. Da z € f~1(B.(f(z))), gibt es also ein § > 0, so dass
Bs(z) € f~1(B:(f(2))), also f(Bs(x)) € Be(f(x)). Damit gilt 7'(f(z), f(y)) < e fir alle y
mit r(z,y) < 0. Damit ist f in x stetig nach Definition. Da x beliebig war, folgt die Stetigkeit
von f.

2.3.: Die Menge A’ ist genau dann abgeschlossen, wenn O’ := (A’)¢ offen ist. Gilt 2.,
so ist f7H((ANC) = (f~H(A"))¢ offen und damit ist f~!(A’) abgeschlossen. Gilt 3. so ist
F7H(O"¢) = (f71(0"))¢ abgeschlossen und damit ist f~1(0’) offen. O

5.3 Rechenregeln fiir stetige Funktionen

Proposition 5.14. Seien f,g : E — I fir einen metrischen Raum(E,r), I CR und x € E.
Sind f und g stetig in x, so sind auch —f, |f|, f+g, fg, f ANg und fV g in xy stetig. Ist
g(z) # 0, so ist auch f/g in x stetig.

Beweis. Wir benutzen Propositionen 5.12 und 3.7. Sei (zy,)n=12,.. eine E-wertige Folge mit
Tn ~=2% 2. Dann ist f(z,) —= f(x) und g(z,) —= g(z) nach Voraussetzung. Damit gilt
auch | — f(zn) — (—f(x))] =23 0, also —f () —— — f(z). Nach Proposition 3.7 gilt auch
|f ()] == [f(@)], f(@n) + g(wn) == f(x)+g(x), f(n) - g(xs) == f(x)-g(x) und im
Fall g(z) # 0 auch f(2,)/9(w0) 22 f(2)/g(x). Zuletat ist |f(za) V glea) — /() V glx)| <

[f(@n) = f(@)] + lg(wn) = g(z)] == 0. O

Definition 5.15 (Polynome und rationale Funktionen). 1. Funktionen p : R — R
der Form p(z) =Y 1, apx® heifen Polynome. Ist a, # 0, so sagen wir, das Polynom
ist vom Grad n.

2. Sind p und q zwei Polynome. Dann heifit p/q eine rationale Funktion.
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Korollar 5.16 (Stetigkeit von Polynomen und rationalen Funktionen). Jedes Poly-
nom p: R — R ist stetig. Jede rationale Funktion f = p/q, wobei p und q Polynome sind, ist
fir x € R\ {x: q(x) = 0} stetig.

Beweis. Da ein Polynom aus der Hintereinanderausfiihrung von Produktbildung und Addition
aus der Identitdtsabbildung entsteht, ist die erste Behauptung wegen Proposition 5.14 klar.
Die zweite folgt aus derselben Proposition. O

Proposition 5.17 (Kompositionen stetiger Abbildungen sind stetig).
Seien (E,r), (E',r"), (E",r") metrische Riume, f : E — E',g: E' — E" und z € E. Sind f
stetig in x und g stetig in f(x), so ist go f: E — E" stetig in x.

Beweis. Sei U” eine Umgebung von g(f(z)). Dann ist wegen der Stetigkeit von g die Men-
ge g 1(U") eine Umgebung von f(z). Damit ist wegen der Stetigkeit von f die Menge
fHg " (U") = (go f)~1(U") eine Umgebung von z. Damit folgt die Behauptung aus Pro-
position 5.12. ]

Korollar 5.18. Die Abbildungen x — z*/* sind stetig auf [0,00), k, £ =1,2, ...

Beweis. Wir zeigen zuniichst die Stetigkeit von 2 — /¢, Hierfiir benstigen wir, dass v’ —az¢ >
(y — x)* fiir y > x > 0 gilt. Wir schreiben

1 ¢

y -2t =y Ny —2) 2@ -2 > (y—2) ¢

“ly—2)=(y—a)

Daraus folgt auch y'/¢ — 2/¢ < (y — 33)1/5, wenn man 2 durch z/¢ und y durch y'/¢ ersetzt.
Sei nun & > 0 und § := £’. Ist nun z,y > 0 mit |y — x| < J, so folgt |y*/* — z1/¢| < |y —z|'/¢ <
e. Daraus folgt die Stetigkeit von z — z'/¢. Nun folgt die Stetigkeit von z +— z¥/¢ aus

Proposition 5.17, sowie der Stetigkeit von z — zF und von z — 21/¢. O

5.4 Der Zwischenwertsatz

Theorem 5.19 (Der Zwischenwertsatz). Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Abbil-
dung sowie f(a) <y < f(b) oder f(b) <y < f(a). Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Beweis. OBdA sei f(a) < f(b). Wir konstruieren x mittels einer Intervallschachtelung. Wir

beginnen mit dem Intervall [ag,by] := [a,b]. Setze x1 := (ag + bp)/2. Ist f(z1) < y, so
setze [a1,b1] = [z1,bo], andernfalls [a1,b;1] = [ao,x1]. Setze nun x2 := (a1 + b1)/2 und
[ag, b2] = [x2,b1] falls f(z2) < y, andernfalls [a1,b1] = [ag,x2] usw. So erreichen wir, dass

der Funktionswert am linken Intervallrand immer zu klein, der am rechten Intervallrand zu
grof} ist. Klar ist, dass es ein einziges x gibt, das in allen Intervallen liegt. Da f stetig ist, gilt

y < lim f(b,) = f(x) = lim f(a,) <y

n—oo n—o0

wegen der Stetigkeit von f und da a, 272 2 und by, 2=2°% 2. Daraus folgt die Behauptung.
O

Korollar 5.20 (Nullstellensatz). Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Abbildung sowie
f(a) <0< f(b). Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) = 0.

Beweis. Klar nach Theorem 5.19. O
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Korollar 5.21. Seia > 0 und n € N. Dann gibt es genau ein x > 0 mit 2" = a.

Beweis. Wegen der Monotonie von z +— '™ ist klar, dass es hochstens ein  mit ™ = a geben
kann. Betrachtet man die Funktion f : z — 2™ — a auf [0,a + 1], so stellt man fest, dass dies
eine stetige Funktion mit f(0) <O und f(a+1)=(a+1)" —a > 1+ an —a > 1 gilt. Damit
folgt die Aussage aus Theorem 5.19. 0

5.5 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 5.22 ((Folgen-)Kompaktheit). Sei (E,r) ein metrischer Raum. Eine Men-
ge K C E heifst (folgen-)kompakt, wenn jede K-wertige Folge (xyn)n=12,. eine Teilfolge
(X, )n=1,2,.. hat die gegen ein x € K konvergiert.

goan

Lemma 5.23. Sei (E,r) ein metrischer Raum und K C E kompakt. Dann ist K abgeschlos-
sen.

Beweis. Klar nach Lemma 5.11.5. O]

Theorem 5.24 (Satz von Heine-Borel). Fir K C R? (versehen mit der euklidischen
Metrik) sind dquivalent:

1. K ist kompakt.
2. K ist abgeschlossen und beschrdnkt.

3. K hat die Heine-Borel Uberdeckungseigenschaft, das heifit: fir jede (unendliche) Uber-
deckung von K, also (A;);er mit (unendlicher) Indexmenge I und K C |J;c; A; gibt es
eine endliche Menge J C I mit K C UjeJ Aj.

Beweis. 1.=2. Angenommen, K ist nicht beschrénkt. Dann gibt es eine Folge (z,)p=12,... mit
r(2n,0) =2 co. Dies gilt auch fiir jede Teilfolge. Insbesondere ist K nicht kompakt.

2.=1. Sei (zp)n=12,.. eine K-wertige Folge. Da K beschrinkt ist, gibt es eine konvergente
Teilfolge nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, Theorem 3.13. Da K abgeschlossen ist, ist
der Grenzwert nach Lemma 5.11.5 ebenfalls in K. Daraus folgt die Kompaktheit von K.
2.=3. Angenommen, K hat nicht die Heine-Borel’sche Uberdeckungseigenschaft, ist aber
abgeschlossen und beschriankt. Dann gibt es eine Familie (A;);c; mit K C (J;c; Ai, zu der es
keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Da K beschrankt ist, gibt es ein Intervall [ag, bg] mit K C
[ag, bp]. Durch Halbieren des Intervalls erhélt man zwei neue Intervalle. Nun besitzt entweder
K N ao, (a0 + bo)/2] oder K N [(ap + bo)/2,bo] keine endliche Teiliiberdeckung. (Ansonsten
lielen sich diese Teiliiberdeckungen ja zu einer endlichen Teiliiberdeckung von K bereinigen.)
Durch weiteres Halbieren erhalten wir eine absteigende Folge von Intervallen [ay,by,] (mit
bp, — ay, | 0) mit der Eigenschaft

K N [ap, by] kann nicht durch endlich viele der A; iiberdeckt werden. (5.1)

Der durch diese Intervallschachtelung eindeutig definierte Punkt » € K, cylan,b,] (man
erinnere sich dass K abgeschlossen ist, woraus = € K folgt) wird sicher von einem der A;
iiberdeckt. Da A; offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(x) C A;. Nun gilt also fiir N grof§ genug
mit by —ay < ¢, dass K Nfay,by] € KN B.(z) C KN A;. Insbesondere gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung von K N [ay, by| im Widerspruch zu (5.1).
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3.=2. Zunichst stellen wir fest, dass K beschrénkt ist. SchlieBlich ist K C |J,,cn(—7,7), also
gibt es nach der Uberdeckungseigenschaft ein N mit K C (—N, N). Wir miissen also zeigen,
dass K abgeschlossen ist. Angenommen, K wire nicht abgeschlossen. Dann gibt es eine Folge
(Zn)n=12.. in A mit 2, “— x ¢ A. Wir setzen nun A, := Bjy—_z|/2(y) als den offenen Ball
um y mit Radius |y — z|/2. Dann ist offenbar |J, ¢ Ay eine offene Uberdeckung von K mit
z ¢ Uyer Ay (denn schlieBlich liegt = ja gerade auBerhalb des Balles A, nach Konstruktion).
Da K die Heine-Borel’sche Uberdeckungseigenschaft hat, gibt es yi,...,y, € K mit K C
U’;Zl Byy, —¢|/2(yj). Sei nun € := minj—1 __, |y; — x|/2. Dann ist B(z) N U;;l By, —e2(yj) =
Uj=1 Be(®) N Byy, —a)/2(y;) = 0. Allerdings ist z,, € B=(z) N Uy Bjy;—a|/2(y;) fiir fast alle n,
da z, =% z und z, € K C U?zl B\yj—x|/2(yj)- Dies ist ein Widerspruch. O

Theorem 5.25. Seien (E,r),(E’,r") metrische Riume und f : E — E’ stetig. Ist K C E
kompakt, dann ist auch f(K) = {f(x):xz € K} kompakt.

Beweis. Sei (yn)n=1,2,.. eine f(K)-wertige Folge. Dann gibt es eine K-wertige Folge (z5,)n=12,...
mit f(z,) = yn. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xf, )n=12,. und ein z € K mit
Tk, 220 4. Also gilt wegen der Stetigkeit von f auch

FK) > fz) = lim f(zg,) = lm y,.
Damit folgt die Aussage, da (yn)n=1,2,.. beliebig war. O

Korollar 5.26. Sei (E,r) ein metrischer Raum und f : E — R eine stetige Funktion. Ist
K C E kompakt, so gibt es x € K mit f(x) = supycf f(y). Das bedeutet, dass f sein
Supremum auf K annimmt. Analoges gilt fir das Infimum.

Beweis. Nach Theorem 5.25 ist f(K) kompakt, also nach Theorem 5.24 abgeschlossen und
beschriankt. Also gibt es wegen der Beschrianktheit nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
m := sup f(K). Sei nun (x,)n=12,  eine K-wertige Folge mit f(z,) ——— m. Also gibt es
wegen Lemma 5.11.5 und der Abgeschlossenheit von f(K) ein y € f(K) mit m = f(K). Also
gibt es z € K mit f(z) =m. O

Definition 5.27 (Gleichmiilige Stetigkeit). Seien (E,r) und (E',r") metrische Rdiume.
Dann heifit eine Funktion f : E — E’ gleichméBig stetig, falls es fiir jedes € > 0 ein § > 0
gibt, so dass r'(f(z), f(y)) < € fiir alle x,y € E mit r(x,y) < . In Quantorenschreibweise:

Ve > 036 > 0Va,y mit r(z,y) <§:7(f(z), fly)) <e.

Proposition 5.28 (Stetige Funktionen auf Kompakta sind gleichmiig stetig). Sei-
en (E,r) und (E',r") metrische Riume, K C E kompakt und f : K — E' stetig. Dann ist f
sogar gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0 und Paare
(T, x)) mit r(x,,2)) < 1/n und 7'(f(z,), f(z),)) > . Da K kompakt ist, gibt es eine
Teilfolge (p, )n=12.. und z € K mit z,, ——— x. Da r(z,,z),) < 1/n, folgt damit auch
r(zh, z) < (2, 2n) 4+ r(en, z) 2= 0. Insgesamt kénnen wir also wegen der Stetigkeit von
f schreiben

e <7 (f(n), f(ah)) = 0/ (f(=), f(x)) = 0.

Dies ist ein Widerspruch, also muss f gleichméfig stetig sein. O
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Beispiel 5.29. 1. Die Funktion = — 1/x ist auf [¢,00) gleichméBig stetig fiir jedes ¢ > 0.
Denn: Sei € > 0. Dann wahlen wir § > 0 so, dass

1 1
z_IH_75<5, also 6 < et(t+ ).

Sei also § := et?. Dann gilt fiir t < 2 < 2/ mit 2’ — z < 6, dass

1 a:’—a:<
- = = — ==c.
x! xz’ 12

8=

Daraus folgt die gleichméBige Stetigkeit auf [t, o).

2. Andererseits gilt: Die Funktion z — 1/ ist auf (0, 00) nicht gleichméfig stetig.

Denn: Es gilt fir 0 <z < 2/ mit 2’ — 2 =§

1 1 -z o
r 2 oz x(z+6)
Nun ist die Funktion = — ﬁ auf (0,00) unbeschrénkt. Das bedeutet, dass es fiir

jedes & > 0 und jedes K > 0 ein z € (0,00) gibt, so dass f(z) — f(x + ) > K gilt.
Insbesondere ist f nicht gleichméBig stetig auf (0, 00).

5.6 Stetige Fortsetzung von Funktionen

In diesem Abschnitt seien (E,r),(E’,r’) metrische Rdume. Nun beschéftigen wir uns mit
folgender Fragestellung: Seien (E,r), (E’,r') metrische Riume, D C E und f : D — E’ stetig
sowie zg € D¢. Unter welchen Bedingungen gibt es eine stetige Funktion g : D U {z¢} — F,
so dass f(z) = g(x) fir x € D? Wir sagen dann auch, dass g eine stetige Fortsetzung von f
ist. Wir beginnen mit der Definition eines Hdufungspunktes einer Menge.

Definition 5.30 (H&ufungspunkt, isolierter Punkt). Sei (E,r) ein metrischer Raum
und D C E. Dann heifit x € E ein Haufungspunkt von D, wenn |B.(x) N D| = oo fiir
jedes € > 0 gilt. Weiter heifit x € E isolierter Punkt von D, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit
0 < |B:(x) N D| < co. Wir schreiben

D :={x € E: x Hiufungspunkt oder x isolierter Punkt}

und bezeichnen mit D den Abschluss von D.

Beispiel 5.31. 1. Es ist 0 ein Haufungspunkt von (0,00). Auflerdem hat (0,00) keine
isolierten Punkte.

2. Die Menge Z C R besteht nur aus isolierten Punkten.

3. Sei (xp)n=1,2,.. die reellwertige Folge mit x9, = 1,22,41 = 1/n. Dann sind 0 und
1 Haufungswerte der Folge (xy,)n=1.2,., jedoch ist nur 0 Haufungspunkt der Menge
D :={xz,:n e N}
Denn: Es gilt B.(1) N D = {1} falls ¢ klein genug ist, aber g, ———s 1.
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4. Sei E =R und D = {1/n : n € N}. Dann besteht D nur aus isolierten Punkten und 0
ist der einzige Haufungspunkt von D.

Denn Fiir n € N ist %—%ﬂ = m < m und - —1 < % Also ist By /,2(1/n)N
D ={1/n}.

Lemma 5.32. Sei (E,r) ein metrischer Raum und D C E.

1. Es ist x € E genau dann ein Hdufungspunkt von D, wenn es eine D-wertige Folge
(Tn)n=1,2,.. Mit Tp # Ty, m#n,m,n=1,2,... gibt mit x, 170 g

2. Seix € E, e >0 und|B:(x)ND| < co. Dann gibt es ein § > 0 mit |Bs(x)ND| € {0,1}.
Insbesondere ist x € D fiir jeden isolierten Punkt von D.

3. Die Menge D ist abgeschlossen und es gilt

D= ﬂ D

D'DD
D’ abgeschlossen

Beweis. 1. Sei z ein Haufungspunkt von D. Dann gibt es nach Definition fiir jedes n ein
Ty € D mit z, € Bl/n(x). OBdA ist dabei x, # w1,...,2n_1. Damit gilt auch x, nzee,
x. Andersherum nehmen wir an, dass es eine D-wertige Folge (xy,)n—1,2, . unterschiedlicher
Punkte gibt mit z,, 27 . Fiir £ > 0 ist damit @, € B.(z) nach Lemma 5.11.3 fiir fast alle
n. Dies impliziert auch |B:(z) N D| = oc.

2. Ist z € D und |B:(z) N D| < co. Dann gibt es ein n € N und 1, ..., 2, € D mit B.(x)ND =
{z,21,...,2n}. Nun geniigt es, 0 := min{r(x,z1),...,7(z,2,)}/2 zu setzen. Im Fall x € D¢
setzt man ¢ := min{r(z,y) : y € D}/2 > 0. Dann ist |Bs(z) N D| = 0.

3. Zunichst zeigen wir die Abgeschlossenheit von D. Angenommen, D ist nicht abgeschlossen.
Dann ist D nicht offen. Also gibt es ein x € 56, so dass D° keine Umgebung von z ist. Da
D C D, kann z kein isolierter Punkt von D sein, darf also auch kein Haufungspunkt von D
sein. Hierzu werden wir einen Widerspruch konstruieren: Es gibt ndmlich nach Lemma 5.11.4
cine D-wertige Folge (,)n=1.2.., 50 dass r(zn,2) < 1/n und damit z,, ——— z gilt. Da x,, €
D, gibt es fiir jedes n auch y,, € D mit r(z,, y,) < 1/n. Damit folgt auch r(z,y,) < r(x, z,)+
r(Zn, Yn) 70 0. Also gilt y, 7% ¢, insbesondere ist z nach 1. ein Héufungspunkt von D
im Widerspruch zur Annahme.

Nun kommen wir zur angegebenen Formel fiir D. Nach eben gezeigtem ist "2’ klar, da die
rechte Seite nach Lemma 5.9.2 eine abgeschlossene Menge ist. Um 'C’ zu zeigen sei nun z € D.
Dann ist 0 < |B:(x) N D| < oo fiir jedes € > 0. Angenommen, es gébe ein abgeschlossenes
D' D D, sodass x ¢ D', also x € (D')°. Da (D’)¢ offen ist, muss es ein ¢ > 0 geben mit
B.(z) C (D), also B.(x) N D' = ). Dann wire aber auch B.(z) "D C B.(z) N D’ = () im
Widerspruch zu z € D. ]
Beispiel 5.33. 1. Sei E =R und D = (a,b) mit a,b € R. Dann ist (a,b) = [a,b].

Denn: Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von

(a,b).

2. Esist Q =R.
Denn: Fiir jedes z € R gibt es eine Q-wertige Folge (zy,)p=12,... mit z, D700 4
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Definition 5.34 (Stetige Fortsetzung). Seien (E,r),(E’,r") metrische Riume, D C E
und f : D — E' stetig sowie xog € D°. Gibt es eine stetige Funktion g : D U {xo} — E’, so
dass f(x) = g(x) fir x € D, so sagen wir, dass g eine stetige Fortsetzung von f auf DU{zo}
ist. Wir schreiben auch g|p = f, wobei g|p : D — E' die Finschrinkung von g auf D ist.

Proposition 5.35 (Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzung). Seien (E,r), (E’,r") me-
trische Riume, D C E und f : D — E’ stetig sowie xg € D°.

1. Ist x¢ kein Hiufungspunkt von D, so ist jede Funktion g : DU {xo} — E' mit g(z) =
f(x), © € D eine stetige Fortsetzung von f.

2. Ist xg ein Haufungspunkt von D, so gibt es hdichstens eine stetige Fortsetzung von f auf
Du {xo}

Beweis. 1. Zu zeigen ist nur, dass jede Funktion g : D U {xo} — E’' mit g(x) = f(x),z € D
stetig in zg ist. Nach Lemma 5.32.2 gibt es ein 6 > 0 mit Bs(zo) N D = 0. Ist nun (zy)n=12,...
eine D U{x}-wertige Folge mit z, LREN xo. Dann ist x,, = x¢ fiir fast alle n und damit auch
g(zy) = g(zp) fiir fast alle n. Insbesondere ist g in zy stetig.

2. Nach Lemma 5.32.1 gibt es eine D-wertige Folge (z5)n=12,.. mit z, oo, Tg. Seien
9,9 : DU{xo} — E' zwei stetige Fortsetzungen von f auf D U {x¢}. Dann gilt

_ . _ . _ . / 7
g(wo) = lim g(zy) = lim f(z,) = lim g¢'(z,) = ¢'(20)-
O

Bisher haben wir Grenzwerte der Form x,, 279 2 innerhalb von metrischen Réumen be-
trachtet. Grundlegend war hier immer, dass (xy)n=1,2,.. eine Folge war. Nun erweitern wir
diesen Begriff, insdem wir sogar Grenzwerte von Funktionen betrachten. Dies werden wir
jedoch in Lemma 5.37 wieder auf den Konvergenzbegriff von Folgen zuriickfiihren.

Definition 5.36 (Grenzwert einer Funktion). Seien (E,r),(E’,r") metrische Rdume,
D C E und zg ein Haufungspunkt von D. Ist die Funktion

o {f(x), falls z € D\ {zo}, 52)

Y, falls x = xg

stetig in xg, so sagen wir, dass f in g den Grenzwert y hat und schreiben

lim f(z) =y oder auch f(x) —=

T—rx0

Ist xg € D und ist f stetig in xg, so gilt also f(x) =, f(xo).

Lemma 5.37 (Aquivalente Formulierungen fiir Grenzwerte von Funktionen). Seien
(E,r),(E',r") metrische Riaume, D C E und x¢ ein Hiufungspunkt von D. Ist f : D — E'
und y € E', so sind dquivalent:

1. f(=) Lo, Y

2. Flir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass r(f(x),y) < e fir alle x € D mit x # xy und
r(z,xo) < 0.
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3. Fir jede D \ {xo}-wertige Folge (xp)n=12,.. mit x, D% o st f(zy) n=oo, Yy
Beweis. 1.=2.: Sei F' wie in (5.2). Da F' nach Voraussetzung in ¢ stetig ist, und r(f(z),y) =
r(F(x), F(z9) nach Definition gilt, folgt die Behauptung.
2.=3. und 3.=1.: Klar nach Proposition 5.12. ]

Proposition 5.38 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen).
Seien (E,r),(E',r"), (E",r") metrische Riume, f,g : E — E' h : E' — E". Weiter sei

20 € E und f(z) =% a, g(z) 2% b

1. Ist E' C R, so gilt

f() % falls b # 0.

Gibt es ein e > 0, so dass f(x) < g(x) fir alle x # xo,x € Bs(xg), so gilt a < b.
2. Ist h stetig in a, so gilt h(f(z)) —=2 h(a).

Beweis. 1. Alle Aussagen folgen aus Lemma 5.37.3 unter Anwendung der entsprechenden
Aussage tiber Folgen, Proposition 3.7, Proposition 3.9. 2. folgt aus Proposition 5.17. O

Wiéhrend Grenzwerte der Form lim,_,, f(«) nach Lemma 5.37 dquivalent sind zu lim,,_, o f(2)
fir alle Folgen (z,,)n=1,2,.. mit lim,_o , = xo, konnen wir die Auswahl dieser Folgen auch
einschrénken. Dies fithrt nun zum Begriff des einseitigen Grenzwertes. Anschlieffend betrach-
ten wir noch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen, wie wir dies im Rahmen der Konver-
genz von Folgen schon in Abschnitt 3.4 getan haben.

Definition 5.39 (Einseitige Grenzwerte). Sei (E',1") ein metrischer Raum, D C R und
f:D—FE.

1. Ist xo ein Hiufungspunkt von D™ := D N (=00, xq), und gilt'? f|p—(x) —2 y, so
sagen wir, dass f in xqg den linksseitigen Grenzwert y hat und schreiben dafiir

f(zo—) = lim f(z) = y.

xtxo

2. Ist zo ein Héiufungspunkt von Dt := D N (x9,00), und gilt f]p+(z) —=2 y, so sagen
wir, dass f in xg den rechtsseitigen Grenzwert y hat und schreiben dafiir

f(zo+) = lim f(z) = y.

xlxo
12Gei f: E — E' und D C E. Dann ist
D —F
flp
z = f(z)

die Einschrankung von f auf D.
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Beispiel 5.40. Wir betrachten die Funktion f : z +— [z] aus Definition 2.24. Es ist f fiir alle
x € R\ Z stetig. AuBlerdem gilt fiir zy € Z

lim f(z) =2 —1, lim f(z) = x.

ztxo zlxg
Definition 5.41 (Grenzwerte im Unendlichen). 1. Sei (E',r') ein metrischer Raum,
D C R nicht nach oben beschrinkt und f : D — E'. Gilt f(xy,) 2%y fiir jede Folge

(a:n)nzl,gv__ mit x, —— 00, so sagen wir, dass [ in oo den Grenzwert y besitzt und

schreiben lim, o f(x) = y oder f(x) =35 y. Analog definieren wir den Grenzwert fiir
T — —00.

2. Sei (E,r) ein metrischer Raum, D C E, xq ein Hdiufungspunkt von D und f : D —
D' CR. Gilt f(z,) 27%% 5o fir jede D-wertige Folge (zp)n=1,2,.. mit T, n7oo, zg, S0
sagen wir, dass f in xo den Grenzwert oo besitzt und schreiben lim,_,, f(x) = co oder
f(x) 700 . Analog definieren wir den Grenzwert fiir t — —oo.

Lemma 5.42 (Reduktionslemma). Sei (E',7") ein metrischer Raum, D C R nicht nach
oben beschrinkt und f : D — E'. Weiter definieren wir g : D := {1/x : x € D} — E' mittels
g(x) = f(1/z). Dann sind dquivalent:

1. f besitzt in oo den Grenzwert y.
2. Es gilt g(0+) = y.
Analoges gilt fiir Grenzwerte bei —oo.

Beweis. Ist (xy)n=12,. eine D-wertige Folge mit zy, 2720 50, so ist (1/xn)n=1,2,.. eine D+-
wertige Folge mit 1/x, 7200, Deswegen folgt die Behauptung aus Lemma 5.37. O

Bemerkung 5.43. Die Rechenregeln aus Proposition 5.38 gelten fiir einseitige Grenzwerte
und Grenzwerte im Unendlichen, falls sie existieren, entsprechend.

6 Die Exponentialfunktion und von ihr abgeleitete Funktionen

Wir kommen nun dazu, einige spezielle Funktionen einzufiihren. Vor allem wird die Euler’sche
Zahl e und die Exponentialfunktion eine wichtige Rolle spielen. Von ihr werden wir in Ab-
schnitt 6.2 die Logarithmus-Funktion ableiten. Anschlieend erweitern wir die Definition der
Exponentialfunktion in Abschnitt 6.3 auf andere Basen, ebenso erweitern wir die Potenzfunk-
tion in Abschnitt 6.4 auf reellwertige Potenzen. Abschlieflend leiten in Abschnitt 6.5 wir die
Winkelfunktionen cos, sin, tan und ihre Umkehrfunktionen her.

6.1 Die Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt suchen wir Funktionen f, die die Gleichung

flx+y) = f(z) fy) (6.1)

erfiillen. Dies kann man in etwa so verstehen: Angenommen, der Bestand einer Population
vermehrt sich in einer Zeit x um einen Faktor f(x). Betrachten wir nun den Bestand zur Zeit
x + y. Einerseits ist dieser um einen Faktor f(x + y) grofler ist als zur Zeit 0. Andererseits
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vermehrt sich zwischen Zeit = und x + y die Population um einen Faktor f(y). Insgesamt ist
also der Vermehrungsfaktor zwischen Zeiten 0 und x + y auch gleich f(z) - f(y).

Wir werden sehen, dass die Gleichung (6.1) unendlich viele Losungen hat. Zunéchst un-
tersuchen wir folgende Eigenschaften fiir eine Funktion f: R — R:

1) flz+y) = f=@) fy),
(2)  gmi® L

z—0 T

C.

Lemma 6.1 (Folgerungen aus (1) und (2.)). Sei f : R — R eine Funktion, die (1) und
(2¢) erfillt. Dann gilt f(0) =1,

flz) = (f(%))n und Xy = n(f(%) - 1) 7% e
Auflerdem ist

f(z) = lim (1+%”)”.

n—o0

Beweis. Es muss f(0) = 1 gelten, da andernfalls der Grenzwert in (2.) nicht existieren wiirde.

Weiter gilt mit (1)
x x T\\"
0= 1(2+42) = ()
n n n
AuBerdem gilt mit h,, := x/n und wegen (2.) mit Hilfe von Lemma 5.37

(1 (2) ) <ol =t

Die letzte Behauptung ist klar wegen 1+ x,, = f(z/n). O

Lemma 6.2 (Fundamentallemma). Sei x € R und (z,)n=12,... eine reellwertige Folge mit
Ty 222 2. Dann gilt
x .k
- znyr _ gt
() =

n
Bemerkung 6.3. Die Existenz des Grenzwertes lim,, (1 + %") auf der linken Seite ist
nicht a priori klar. Jedoch folgt mit dem Quotientenkriterium sofort die Existenz von Y7, %If
n
Wir werden im Beweis zeigen, dass (1 + %”) beliebig nahe an diesem Grenzwert liegt, woraus
auch die Existenz des linken Grenzwertes folgt.

Beweis von Lemma 6.2. Wir beginnen mit einer Nebenrechnung. Es ist fiir 0 < k < n

R | (R BN (B

Auflerdem sieht man leicht
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1

Abbildung 6.1: Die Funktion = — exp(x).

Zu € > 0 wahlen wir K so grof3, dass
[e.e]
Z e+ D" + <e/3, und |z, <|z|+1
k=K

fiir n > K. Nun wéhlen wir n > K grof genug, so dass

K-1 k k

n\z, «
k=0
Dann gilt mit Proposition 1.40

K e
() - m%ﬂZ()n—+ > ()5 2 <o

k=K

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Definition 6.4 (Exponentialfunktion). Die Abbildung

ok
) T\ x
exp.:c»—>nh_>rgo<1+ﬁ) _Zﬁ
k=0
heiffit Exponentialfunktion. Weiter heifit e := exp(1) Euler’sche Zahl.

Bemerkung 6.5. Nach obiger Definition ist also
. I\ =1
o= tim (14 0) =305

Der numerische Werte er Euler’schen Zahl ist etwa e ~ 2.71828... Die Funktion z — exp(z)
ist in Abbildung 6.1 dargestellt.



68 6 Die Exponentialfunktion und von ihr abgeleitete Funktionen

Lemma 6.6 (Grundlegende Eigenschaften). 1. Die Funktion x — exp(cx) ist die ein-
zige Funktion, die (1) und (2.) erfillt. Sie ist stetig, positiv und monoton. Sie ist streng
monoton fiir ¢ # 0 (und zwar wachsend fiir ¢ > 0 und fallend fir ¢ < 0) und es gilt

exp(—x) = 1/ exp(x).

2. Fiir x € Q gilt exp(x) = e*. Weiter ist exp die einzige stetige Fortsetzung von x — e*
von Q nach R.

3. Fir jedes y € Ry gibt es x € R mit y = exp(z).
4. Es gilt lim,;_, o exp(z) = 00, limy_,_ o exp(z) = 0.

5. Es gilt limg oo exi’,(f) = 00 sowie lim,_,o 2" exp(—z) = 0.

Beweis. 1. Fiir (1) schreiben wir

= (z+y)k > F k 1
T

k=0 k=0 [=0
X & Nk —I)k iy [ AL

=3y I o S S P — (e )
1=0 k=l 1=0 k=0

Daraus folgt (1) fiir alle c. Fiir (2.) gilt, falls |z] < 1

HE G ) = [ S

k=0 ’ k=1

woraus (2.) folgt. Angenommen, es gibt eine weitere Funktion f, die (1) und (2.) erfiillt. Dann
muss nach Lemma 6.1 und Lemma 6.2 (142 /n)* =% exp(z) gelten. Fiir die Stetigkeit folgt
aus (2.) zunéichst exp(cz) 229 1. Damit gilt exp(c(z + h)) = exp(cx) exp(ch) 120, exp(cx).
Die Positividt folgt aus exp(z) = (exp(x/2))?, die Monotonie aus exp(x + h)/exp(z) =
exp(h) > 1+ h > 1. Weiter ist exp(0) = 1 und damit 1 = exp(z — z) = exp(z) exp(—x).

2. Fiir x € N ist exp(z) = e” klar nach Lemma 6.1. Damit folgt fir z = ™ € Q und
e™ = exp(m) = (exp(m/n))", also e* = exp(x). Da R die Menge der Haufungspunkte von Q
ist, folgt die Behauptung nun aus Proposition 5.35.

3. Sei zunéchst y > 1. Klar ist, dass exp(y) > 1 +y > y. Da exp(0) = 1, folgt mit dem
Zwischenwertsatz, Theorem 5.19, dass es ein x € [0,y] gibt mit exp(z) = y. Fiir y < 1 folgt
die Behauptung daraus, dass es ein x gibt mit exp(z) = 1/y, also exp(—z) = y nach 1.

4. ist klar wegen 3. und der Monotonie.

5. Es gilt exp(z) > 2" /(n+1)!, also eng‘r) > Gy Daraus folgt bereits die erste Behaup-

1 _ exp(m) T—00
znexp(—x) —  am® 0. m

tung. Fiir die zweite Behauptung schreiben wir

Bemerkung 6.7 (Exponentialschreibweise). Wegen Lemma 6.6.2 gilt exp(x) = e® fiir
x € Q. (Fiir andere Exponenten war bisher der Ausdruck e® nédmlich gar nicht definiert.) Wir
werden im Folgenden die Schreibweise e” := exp(x) auch fiir z € R\ Q verwenden. Schliellich
ist die Exponentialfunktion die einzige stetige Fortsetzung auf R, die diese Beziehung erfiillt.
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log(x)

Abbildung 6.2: Die Funktion z — log(x).

Lemma 6.8. Die Zahl e ist irrational.

Beweis. Zunéchst zeigen wir fiir |z| <1

n :L'k ’x‘nJrl
R, (z) = ‘exp(aj) - ﬁ‘ < 2(n — (6.2)
k=0
Hierzu schreiben wir
o0
i Ed |z|?
R < = — (1 )
n(x)—k;m k! (n+1)! +n—|—2+(n—|—2)(n+3)+
_ |x‘n+l (1+ 1 N 1 N ) _y |x|n+1
~ (n+1)! 2 22 C T(n+ D)

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis. Angenommen, e wére rational, d.h. es gibt m,n €
N mit e = m/n. Dann ist nle € N also auch

n

n!Ry,(1) = n!<e - Z %) € N.

k=0

Allerdings folgt aus (6.2) fiir n > 1

0 <nlR,(1) <

n—+1

im Widerspruch dazu. O

6.2 Der natiirliche Logarithmus

Nach Lemma 6.6.3 ist die Funktion exp : R — R4 umkehrbar. Diese Umkehrfunktion heifit
natiirlicher Logarithmus. Siehe Abbildung 6.2 fiir eine llustration.

Definition 6.9 (Natiirlicher Logarithmus). Die Abbildung log : Ry — R, fir die
log(exp(z)) = exp(log(z)) = = gilt, heifft natiirlicher Logarithmus.

Lemma 6.10 (Grundlegende Eigenschaften). 1. Die Funktion log : Ry — R ist ste-
tig und streng monoton wachsend.

2. Fiir v,y € Ry gilt log(zy) = logz + logy, log(x~1) = —logz und log(z¥) = ylog .
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O<a<l a>1

Abbildung 6.3: Die Exponentialfunktionen x — a® wachsen fiir @ > 1 und fallen fiir

0<a<l.
3. Es gilt
1
lim M = 1.
z—0 xT
4. Es gilt lim,_, o log(z) = oo, lim,_,¢log(x) = —oc.

5. Firn €N gilt limg_ o0 l‘ﬁ% =0.
Beweis. 1. und 4. folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion.
2. Die erste Behauptung folgt aus exp(log(z) + log(y)) = exp(log(x)) - exp(log(y)) = zy =
exp(log(zy)), die zweite aus exp(—log(z)) = 1/(exp(log(z))) = 1/z = exp(log(x~1)). Die
letzte Behauptung zeigen wir im Fall y € Q mit y = m/n mit m,n € N. Der allgemeine Fall
folgt dann durch die Stetigkeit. Es gilt

nlog(z™™) = log((z"™/™)") = log(z™) = mlog(x).

3. Sei (zp)n=12,... eine Nullfolge und y,, := log(1+z,). Da exp(log(1)) = 1 und exp(0) = 1, ist
log(1) = 0 und damit ist (yn)n=1,2,.. wegen der Stetigkeit von log eine Nullfolge. Auflerdem
gilt
IOg(l —+ wn) - Yn n—00
Ty Coeyn — 1

nach (2.) fir x = 1.

5. Setzt man y = z/", ist die Aussage dquivalent zu % AN

0. Dies folgt mit z := log(y)

aus ﬁ(z) Z7%% 0 und Lemma 6.6.5. O

6.3 Allgemeine Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Exponentialfunktion = +— e* (fir z € R) kennen gelernt. Dies
erweitern wir nun auf beliebige positive Basen ungleich e. Siehe etwa Abbildung 6.3.
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Definition 6.11. Sei a > 0. Dann definieren wir die Exponentialfunktion x — a* =
exp(zlog a) zur Basis a.

Lemma 6.12 (Grundlegende Eigenschaften). Seien a,b > 0.

1. Die Funktion x — a® ist stetig. Sie erfiillt (1) und (2144(4)) aus Abschnitt 6.1. Im Falle
a > 1 ist sie streng monoton wachsend, im Falle a < 1 streng monoton fallend. Es gilt
(a®)¥ = a™ und a*b* = (ab)”.

2. Fiir x,y € R gilt a®Y = a®a¥.

3. FEs gilt
oat -1
lim = loga.
z—0 T
Beweis. Alle Eigenschaften folgen direkt aus Lemma 6.6. O

6.4 Allgemeine Potenzfunktionen

Wir kommen nun zu Funktionen = +— z®. Bisher wurden diese nur fiir a € Q definiert, was
wir hier auf a € R erweitern wollen. Siehe auch Abbildung 6.4.

Definition 6.13. Sei a € R. Dann definieren wir die Potenzfunktion x — x® := exp(alog x)
fir z > 0.

Lemma 6.14 (Grundlegende Eigenschaften). Seia € R.

1. Die Funktion x +— x® ist stetig. Im Fualle a > 0 ist sie streng monoton wachsend, im
Falle a < 0 streng monoton fallend.

2. Es gelten folgende Grenzwerte fir a > 0:
log ()

lim % = oo, lim z* = 0, lim =0, lim 2% log(z) = 0.
T—00 z—0 r—o00 @ z—0
Fiir a <0 gilt:
lim z* =0, lim 2% = oo,
T—00 z—0
Beweis. Alle Behauptungen folgen direkt aus Eigenschaften der Exponentialfunktion. O

6.5 Trigonometrische Funktionen

Aus der linearen Algebra sind die komplexen Zahlen C und deren Rechenregeln'® bekannt.
Wir erweitern die Definition der Exponentialfunktion

X - xk
=) o (6.3)
k=0

auf x € C. Alle Rechenregeln der Exponentialfunktion iibertragen sich auf komplexe Zahlen.
Diese Erweiterung ist hilfreich bei der Definition von Cosinus und Sinus in folgendem Sinne.

13Insbesondere ist 4 die imagindre Einheit, wir schreiben z = = + iy (mit z,y € R) und Z ist die komplex
Konjugierte von z € C.
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a>1

Abbildung 6.4: Die Funktionen z — x® wachsen fiir a > 0 und fallen fiir a < 0.

Definition 6.15 (Cosinus und Sinus). Fir z € R definieren wir

cos(z) = 3(e™ +e7),  sin(@) = L(eT — 7).
Bemerkung 6.16. Aus (6.3) folgt e¥ = €. Daraus berechnen wir fiir x € R sofort |e/*|? =
ee~ = 0 = 1. Schreibt man e = a + ib fiir a,b € R, so folgt aus der Definition sofort

a = cos(x) und b = sin(z), also
' = cos(x) + i sin(x)
sowie
e |* = cos(z)? + sin(z)? = 1.
Weiter ist aus der Definition ersichtlich, dass cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z) gilt.
Lemma 6.17 (Additionstheoreme). Es gilt
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),
sin(z + y) = sin(zx) cos(y) + cos(x) sin(y).
Beweis. Wir schreiben
4(cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)) = (™ + e ) (e + W) + (e — e ™) (e — W)
=2(e"e + e e W) = 4cos(z + v),
4(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)) = —i((e® — e @) (e + e~ W) + (e + ) (e — e~ W))
= —2i(e"e — e e W) = 4sin(z + ).

Proposition 6.18 (Reihendarstellung von Cosinus und Sinus). Es gilt

o0 $2k}
cos(z) := kzo(—l)k R

o0 2k+1

sin(e) = ) (-1 2k 2k + 1)l



6.5 Trigonometrische Funktionen 73

Beweis. Wir setzen einfach die Definition ein, und verwenden den Umordnungssatz fiir Reihen

(i) + (—iz)t & (1 (—1)F) (i) ()"
ooy = 32 G i) S5 (1 Uy $ i)
k=0 k=0 K morade
> (ix)%* - g
=22y 2
=0 k=0
. 2. (ix)k — (—ix)* 2 (1= (=1)F)(iz)k = ix)*
225111(3:)22( ) k:!( :Z( (k:') (i) =2 Z (kl)
k=0 k=0 k ulrf;?ade
o ()P & g2k +l
“ L e 2

Lemma 6.19 (Abschétzungen fiir cos und sin). Fir xz € (0,2] gilt

2 2 4
T x x
1— — l— —+—
5 < cos(z) < 5 —1-24,
23
T- & <sin(z) < x
Insbesondere ist
lim $2) _
z—0 xT

Auflerdem ist x — cos(x) im Bereich (0,2] streng monoton fallend.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass es sich bei den Reihendarstellungen aus Propositi-
on 6.18 fiir € (0,2] um alternierende Reihen handelt, auf die man Theorem 4.10 anwenden
kann. Aus der dort verfiigharen Fehlerabschitzung erhélt man sofort die Behauptung.

Um die Monotonie von x +— cos(z) zu zeigen, folgt zunéchst, dass = — sin(x) auf (0, 2]
positiv ist. Seinun 0 < z < y < 2. Wir wenden Lemma 6.17 auf die Paare ((z+vy)/2, (y—z)/2)
und ((z +y)/2, (x — y)/2) an und subtrahieren die Ergebnisse, um

cos(y) — cos(z) = cos((z +1)/2) cos((y — 2)/2) — sin((z +)/2) sin((y — 2)/2)
— cos((z +y)/2) cos((z — y)/2) + sin((z + y)/2) sin((z — y)/2)
= —2sin((x +y)/2)sin((y — x)/2) <0
zu erhalten. Daraus folgt die Monotonie. ]

Korollar 6.20 (Nullstelle von cos). Die Funktion x + cos(x) hat im Bereich z € (0,2]
genau eine Nullstelle.

Beweis. Klar ist, dass x +— cos(z) stetig ist. Da x +— cos(z) auf (0, 2] streng monoton fillt,
gibt es hochstens eine Nullstelle. Die Existenz einer Nullstelle folgt aus dem Nullstellensatz,
Korollar 5.20, und den Abschétzungen aus Lemma 6.19. O

Definition 6.21. Wir bezeichnen die nach Korollar 6.20 eindeutige Nullstelle von x +— cos(z)
im Bereich (0,2] mit 7/2.
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cos(x) sin(x) m
N

Abbildung 6.5: Die Funktionen z — cos(x) und z + sin(x) haben eine Periode von 2.

Bemerkung 6.22. Wegen der Positivitit von x + sin(x) auf (0, 2] und cos(x)? + sin(z)? =
1 folgt sofort sin(m/2) = 1. AuBerdem erkennen wir nun die Formel e/™/? = cos(n/2) +
isin(m/2) = i. Durch Potenzieren erhalten wir hierdurch ™ =2 = —1 und %™ = cos(27) +

isin(2m) = 1, also cos(27) = 1,sin(27) = 0. Hier eine kleine Wertetabelle:

v O[5~ [F[om
cos(z) || 110 ]-1] 0|1
sin(z) O 1[0 ]-1] 0

Eine Illustration der Funktionen cos und sin findet man in Abbildung 6.5.

Korollar 6.23. Es gelten die Beziehungen

cos(z + m/2) = —sin(x), cos(z + m) = — cos(x), cos(z + 27) = cos(z),
sin(z + m/2) = cos(z), sin(x + m) = —sin(z), sin(x 4 2m) = sin(x).

Die jeweils letzte Beziehung besagt, dass cos und sin eine Periode von 27w haben.

Beweis. Aus Lemma 6.17 und den Werten aus der letzten Bemerkung folgert man sofort alle
Behauptungen. O

Bemerkung 6.24 (Arcus-Cosinus und Arcus-Sinus). Die Funktionen
COoS [Ovﬂ-] - [_171] sin [_71—/2771-/2] - [_171]
x — cos(x) x — sin(x)

sind streng monoton und stetig. Mit dem Zwischenwertsatz folgert man, dass diese Funktionen
bijektiv sind. Deswegen kénnen wir ihre Umkehrfunktionen

arccos : {[_17 1] = 1[0,7] arcsin : {[_1’ 1] = [-m/2,7/2]
x — arccos(z) x — arcsin(z)

definieren. Eine Illustration dieser Funktionen findet sich in Abbildung 6.6.
Aus cos und sin lisst sich der Tangens ableiten; siehe auch Abbildung 6.7.
Definition 6.25 (Tangens und Arcus-Tangens). Fir x ¢ w/2 + {kn : k € Z} definieren

wir
sin(z)

tan(z) := cos(z)’
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IRRARRR preeeeeereeoeees YR

arccos(x) i arcsin(x)

1

Abbildung 6.6: Die Funktionen x — arccos(x) und x — arcsin(z) sind die Umkehrfunk-
tionen von cos und sin um Bereich um den Nullpunkt.

Abbildung 6.7: Die Funktionen x +— tan(z) und x — arctan(z) werden aus cos und sin
abgeleitet.

Die Funktion
tom - (—m/2,7/2) —R
x — tan(x)

ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion

R — (-
arctan : (=/2,7/2)
x > arctan(x)

heifst Arcus-Tangens.

7 Differenzierbarkeit

Nachdem wir nun Stetigkeit von Funktionen kennen gelernt haben, wenden wir uns nun einer
starkeren Eigenschaft, der Differenzierbarkeit, zu. Nachdem wir in Abschnitt 7.1 grundlegen-
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/" Gerade mit Steigung
f(y)—f(x0)

(Y‘Xo)

X;o y

Abbildung 7.1: Die Ableitung einer Funktion f kann man mittels des Differenzenquotien-
ten W definieren; siehe Definition 7.1. Dieser entspricht der Steigung einer Gerade
durch die Punkte (zg, f(zo)) und (y, f(y)).

de Figenschaften behandeln, beschéftigen wir uns mit Ableitungen der Umkehrfunktion in
Abschnitt 7.2. In Anwendungen besonders wichtig sind der Mittelwertsatz — siche Abschnitt
16.4 — und die Regeln von I’Hospital — siehe Abschnitt 7.4. Zum Abschluss behandeln wir ein
paar Sonderfille in Abschnitt 7.5.

7.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Ableitung einer Funktion an einem Punkt zy gibt die Steigung der Funktion im Punkt
xo an. Eine lustration der Definition der Ableitung findet sich in Abbildung 7.1.

Definition 7.1. Seien I C R ein Intervall und f : I — R. Dann heifit f in xg € I differen-

zierbar, wenn
L @)~ (o)

T—T0 T — X

existiert. Dieser Grenzwert heifit (erste) Ableitung von f in xg und wird auch mit %(wo) oder
f'(xo) oder Df(xqg) bezeichnet. Die Funktion f heifst differenzierbar (im Intervall I), wenn
f fir alle xo € I differenzierbar ist. Iterativ definieren wir f()(xq) := D' f(zo) := f'(x0)
und die n-te Ableitung von f in xo, D™ f(xq) oder f)(xq) mittels D" f(xzo) := f)(z0) :=
% (=1 (zq). Wir setzen

CO(I) :=C(I) := Cr(I) := {f : I — R stetig},

C™(I) := CR(I) := {f : I — R n-mal differenzierbar, f™ e c°(I)}
und

C®(I):=Cxr(I) :={f: I — R beliebig oft differenzierbar}.

Proposition 7.2 (Aquivalente Formulierungen). Seien I C R ein Intervall, zog € I und
f: I — R. Dann sind dquivalent:

1. f ist in zo differenzierbar und f'(xg) = v,
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h) —
9 }Li%f(ﬂfoJr 11 flwo) _

3. Es gibt eine in zg stetige Funktion ¢ mit f(z) — f(zo) = (x — zo)p(x) und p(z¢) = y.
4. Es gibt eine lineare Funktion'* L : R — R, so dass

L f(@o+h) = f(z0) = L(h)

h—0 h =0

und es ist L(h) = yh.

Bewets. 1. <= 2.: Das ist klar, wenn man x = g + h schreibt.
1. = 3.: Wir definieren
f(z) = f(xo)

Tr — X

p(z) =

fiir © # x9. Nach 1. wissen wir, dass ¢ stetig in xg fortsetzbar ist.
3. = 4.: Wir definieren L(h) := yh. Damit gilt

f(xo+h) = flzo) = L(h) _ hp(zo+h) —yh

4. = 2.: Da L(h) = yh, gilt

i (%0 + 1) — f(ao) g = lim f(@o 4+ h) — f(zo) — L(R) —0,
h—0 h h—0 h
woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 7.3 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit). Seien I C R ein Intervall, xo € 1
und f: I — R. Ist f in zq differenzierbar, so ist f in xq stetig.

Beweis. Wir verwenden Proposition 7.2.3. Hieraus folgt ndmlich
f(@) = f(xo) = (z = zo)p(x) =% 0
und damit die Stetigkeit von f in zo. O

Proposition 7.4 (Einfache Ableitungen). Es gilt

1. d—:c” =nz"tn=1,2,
x
d

2. d—e“ =ce”,c e R,
x

1
3. —log(z) = e

Wie in der linearen Algebra gilt also L(az + by) = aL(z) + bL(y).
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Beweis. 1. Es gilt

(l,_i_h)n_xn - Y kpn—k—1 ny—1 = "\ kyn—k—1 h—0 n—1
RSl S x"h —z"h T = Z x"h —nx .

h k k

k=0 k=0

2. Es gilt
eclath) _ gex _ oo eh—1 ho0
h N h

nach Lemma 6.6.
3. Es gilt

log(z +h) —log(z) _ 1log(l+h/x) noo 1

h oz h/x x

nach Lemma 6.10. O

Die Rechenregeln 2.—4. aus folgender Proposition heiflen Produktregel, Quotientenregel und
Kettenregel.

Proposition 7.5 (Rechenregeln). Seien f,g: I — R in z € I differenzierbar. Dann gilt
1. (f+9)(z) = f'(z)+ 4 (z).
2. (fg9)(z) = f'(z)g(z) + f(2)g'(z).

3. Ist g(z) # 0, so ist d%% — f/(m)g(zzzgf)(m)g/(z)'

4. Ist g differenzierbar in f(x), so gilt %g(f(x)) =g (f(x)f (x).
Beweis. 1. Dies folgt direkt aus

flath)+gl@th) - flz)—g(x) flzth) - f) glath) g
h h h

2. Da g stetig ist, gilt

fle+h)g(z+h) - flx)gx)  (fle+h) - f@)g(z+h)+ f(x)(g(z+h) —g(x))

h h
h—0
== f(@)g(x) + f(a)g ().
3. Wieder gilt wegen der Stetigkeit von g, da g in einer Umgebung von x unglech 0 ist,
flx+h)  f(=z)

(x+h) ~ g@) _ 1 f(z+h) = f(z) glx +h) - g(z)
= h = g(x + h)g(x) ( h 9(x) - h f(x))
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4. Nach Proposition 7.2.3 gibt es ¢, 1, die beide stetig in z sind, mit
fl@+h)—f(z)=he(x+h),  g(f(z)+h)—g(f(z)) =hd(f(z)+h)
sowie f'(x) = p(x), ¢'(f(x) = ¥(f(x)). Deswegen gilt
g(f(xz+h)) =g(f(z) + he(z + h)) = g(f(z)) + hp(z + R)Y(f(x) + he(z + h)),
also

M@= _ oot myis(£(a) + miple + 1) 2% g/ (F@) ().

Beispiel 7.6. 1. Man berechnet leicht mit Hilfe der Produktregel fiir n = 1,2, ...
d

n_ —x —x,.n—1
— X € =€ X n—=x).
T ( )
2. Fiir a € R gilt %xa = ar® 1.
Denn: Wir berechnen
ixa — iealogw — eaIngialogZE — ealog;rg — ama—l.
dx dx dx

3. Ein Beispiel fiir die Quotientenregel sehen wir gleich in der néichsten Proposition bei
der Ableitung von x — tan(x).

Proposition 7.7 (Ableitung der Winkelfunktionen). Es gilt

d 1
. cos(z) = —sin(z), . sin(x) = cos(x), . tan(z) = o2 (@)’
Beweis. Wir schreiben
@ cos(x) = li(em +e7®) = L — 7)) = _ L( _ 7)) = _gin(x)
dx T 2y 2 2 - ’
% sin(x) = %%(em —e ) = L(e" 4+ e7"") = cos(z),
: 2 202 1
itan(x) _ d sin(z) _ cos (x) + sin”(x) _ .
dx dx cos(x) cos?(x) cos?(x)

7.2 Ableitung der Umkehrfunktion

Angenommen, wir wissen dass f’ die Ableitung einer umkehrbaren Funktion f ist. Was wir
in dieser Situation iiber die Ableitung f~! aussagen konnen, formulieren wir nun.

Proposition 7.8 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : I — R eine streng monotone
Funktion, die in xo € I differenzierbar ist, sowie g die Umkehrfunktion von f. Seiyo := f(xo),
also g(yo) = xo. Dann ist g in yo differenzierbar und es gilt, falls f'(xg) # 0
,( ) 1 1
g\Yo) = = .
f'(@o)  f'(9(yo))
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Beweis. Da f in zq differenzierbar ist, gibt es nach Proposition 7.2.3 eine Funktion ¢ mit
f(x) = f(zo) = (x — z0)p(x) und p(z¢) = f'(x¢). Damit gilt

v— 0= (900) ~ 9G)(ol)), o) —9luw) = (v~ o) S

Wieder wegen Proposition 7.2.3 hat g also die Ableitung
1 1 1 1

e(g(yo))  w(xo)  f'(zo)  f(9(w0))
0

Bemerkung 7.9 (Ableitung des Logarithmus). Wir haben bereits gezeigt, dass % log(z) =
1/zx. Dies kann man auch mit Hilfe von Proposition 7.8 zeigen: Es ist log die Umkehrfunktion

von exp. Damit ist
d log(z) 1 1
—log(z) = ———— = —.
dz 0® exp(log(z)) =«
Proposition 7.10 (Ableitung der Arkus-Funktionen). FEs gilt

4 arccos(z) = 1
V1 —2?

dx B
— arcsin(z) = ——

1
dz V1—22
1

e arctan(z) = T2

Beweis. Wir schreiben

1 1
— arccos(x) = — =
dx () == sin(arccos(z)) /1 — (cos(arccos(z))?)
1

=i
— arcsin(x) = ! = !
dx cos(arcsin(z)) /1 — (sin(arcsin(x))2)

1
CV1— 22
1 1

o arctan(z) = cos*(arctan(x)) 1+ tan®(arctan(z)) 1+ 22

7.3 Der Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Extremwerten, einem bereits aus der Schule
wohlbekanntem Konzept.

Definition 7.11 (Lokales Maximum/Minimum). Sei (E,r) ein metrischer Raum und
f:E — R. Gibt es firz € E eine >0 mit f(y) < f(z) (fly) > f(z)) firy € B:(x),
so heifit x ein lokales Maximum (lokales Minimum) von f. Gilt die Ungleichung sogar fiir
alle y € E, si heifft x globales Maximum (globales Minimum). Die Menge der Maxima oder
Minima heifst auch die Menge der Extrema.
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Lemma 7.12 (Ableitungen und Extrema). Sei f : [a,b] — R eine stetige und auf (a,b)
differenzierbare Funktion. Ist xo € (a,b) ein Maximum oder Minimum von f, so ist f'(x¢) = 0.

Beweis. Wir beweisen das Lemma in dem Fall, wenn x ein Maximum ist. In diesem Fall gilt
(f(x) — f(zo))/(x —z0) <O fiilr x > zp und (f(x) — f(z0))/(z — xo) > 0 fiir x < zy. Daraus
folgt

i F@ = @) e = fa)
xlxo T — X0 xTxo T — X0
also insgesamt f’(zo) = 0. O

Proposition 7.13 (Der Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf
(a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls kénnen wir Korollar 5.26 ver-
wenden, denn f ist eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall. Da f nicht konstant
ist, ist entweder das Minimum oder das Maximum von f in (a,b). Damit folgt die Behauptung
aus Lemma 7.12. O

Theorem 7.14 (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a,b)
differenzierbar ist. Dann gibt es ein x € (a,b) mit

b—a

Beweis. Wir wenden Proposition 7.13 auf die Funktion h(z) := f(x) — W(:p — a) an.

Fiir diese gilt h(a) = h(b) = f(a) und A/(z) = f'(z) — %{J;(a). Damit folgt die Behauptung
direkt aus Proposition 7.13. ]

Korollar 7.15 (Monotoniekriterien). Ist f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt

f'>0in (a,b) = f wichst in (a,b) streng monoton,
' >0in (a,b) & f wichst in (a,b) monoton,

' <0in (a,b) = f fillt in (a,b) streng monoton,
' <0in (a,b) < f fillt in (a,b) monoton,

Beweis. Die Aussagen "< folgen schon aus der Definition des Differenzenquotienten. Die
Aussagen 7= folgen aus Theorem 7.14 und f(2”) — f(2') = (2" — 2’) f'(x) fiir ein geeignetes
z e (o, 2"). O

xT
Beispiel 7.16. Die Funktion f : x — (1 + %) ist streng monoton wachsend.

Denn: Wir zeigen, dass die Funktion x — log f(x) streng monoton wichst. Hierzu berechnen
wir

1) =log(1 4 1/2) — ——

d
rrlos(1+ 1/2) =log(L+1/2) +o(— — v+ 1

dzx
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Um zu zeigen, dass diese Funktion positiv ist, betrachten wir'®

g(l’) e diylog f(y)|y:1/1’ =
log(1 +z) — 175 Es gilt g(0) = 0 und ¢'(z) = —L > 0. Daraus folgt g(z) > 0, also

1
I+z =~ (1+x)2
auch % log f(x) > 0 und damit die Behauptung.

Korollar 7.17 (Hinreichende Kriterien fiir Extrema). Sei f : (a,b) — R differenzierbar
und f'(xo) =0 fiir zg € (a,b).

1. Ist f'(x) <0 fir x € (a,x0) und f'(x) >0 fir x € (zo,b), dann hat f in xo ein lokales
Minimum.

2. Ist f'(x) >0 fiir x € (a,z9) und f'(x) <0 fir z € (x9,b), dann hat f in xo ein lokales
Mazimum.

Beweis. Klar wegen Korollar 7.15. O

Korollar 7.18 (Kriterium fiir konstante Funktionen). Sei f : (a,b) — R eine differen-
zierbare Funktion mit f' = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Klar wegen Korollar 7.15. O

Wir kommen nun zu einer Verbindung von Differenzierbarbeit und Lipschitz-Stetigkeit; siehe
Beispiel 5.6.3.

Proposition 7.19 (Schrankensatz). Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion mit
beschrinkter Ableitung, d.h. |f'(x)| < L fiir ein L € Ry. Dann ist f Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L, d.h.

|f(z2) = flz1)| S L+ |z — a4
fiir x1,z9 € (a,b).
Beweis. Sei a < x1 < x9 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein = € (x1,x2) mit
|f(@2) = fa)| = |f'(@)] - [w2 — 1] < L+ |wp — 2],

O]

5 Abundzu muss man bei Ableitungen auf die Notation aufpassen. Hier ein Beispiel: Betrachten wir die
Funktion f : 2 — x?. Was bedeutet dann der Ausdruck

d
—f(1/x)?
/)
Ist g: x+— 1/x und h: f o g, so bedeutet dies ndmlich entweder
’ 2 / 2
== d h =——.
Flo@) =2 oder  W(x)=-

Um zu verdeutlichen was gemeint ist, schreiben wir manchmal

d '
%f(x) oy f'(zo)
und sagen zu - - - |q—z, auch ausgewertet bei x = xo. Nun ist
' _d _1 ey = 4 __2
f(g(z)) = . (y) P h(x) = dyf o g(y) e
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7.4 Die Regeln von ’Hospital

Wir kommen nun zu Grenzwerte der Form lim, ., f(z)/g(x), falls f(z), g(x) === 0 oder

f (), g(x) === oo,

Proposition 7.20 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetige
Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind, mit ¢'(x) # 0 fir x € (a,b). Dann ist g(b) >
g(a) und es gibt es ein x € (a,b) mit

f'(@) _ f(0) - fla)

g'(x)  gb)—gla)

Beweis. Nach dem Satz von Rolle gilt zunéchst g(b) # g(a). (Anderfalls giibe es ein = € (a,b)
mit ¢'(z) = 0.) Wir definieren nun

o O =@
(@) = f(x) =y (0(@) — 9(@)
Dann gilt h(a) = h(b) = f(a) und
/ _ /J:_f(b)_f(a)/x
W) = f(@) = = (@)
Nach dem Satz von Rolle folgt die Behauptung. O

Proposition 7.21 (Die I’Hospitalsche Regel). Seien f,g : (a,b) — R differenzierbare

Funktionen mit ¢'(x) # 0 fir x € (a,b). Gilt (i) f(x) 20 oder (i) f(x) oha, oo, und
existiert limg |, f'(x) /¢ (x), so gilt

lim /(@) = lim f'()

wla g(x)  wla g'(z)

Entsprechendes gilt fiir x 10, und alle Aussagen gelten auch fiir a = —oo und b = .

Beweis. Im Fall (i) konnen wir f und g auf [a,b) stetig mittels f(a) = g(b) = 0 fortsetzen.
Nach Proposition 7.20 gibt es fiir jedes x € (a,b) ein 2’ € (a, z) mit

flz) _ fl@)—fla) _ f'(z)

g(x)  g(x)—gla)  g'(@)

AuBerdem geht mit 2 — a auch ' — a, woraus die Aussage folgt. Im Fall (ii) sei zunéchst

g ,/Eg 279 A e R. Sei e > 0. Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt, dass
@) 1) <.
9(x) —g(y)

fiir alle z,y € (a,a + §) fiir ein geignetes 0 > 0. Sei y € (a,a + J) fest. Nun ist
fla)—fy) . f@)1-f)/f=) . flz)

@) —gly) e g@) 1= g)/g(@) e g(@)

Also gilt

. @)~ fw)
9(x) 9(x) —g(y)
Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

lim

zla

<e.

Al =lim
zla

f(z) ‘
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z—0

Beispiel 7.22. 1. Es gilt sin(z)/z — 1.
Da cos(x)/1 2290, folgt die Aussage nach Proposition 7.21.

2. Es gilt log(z)/z =222 0.
Da I/Tm 220, 0, folgt die Aussage nach Proposition 7.21.

7.5 Sonderfille

Wir kommen nun zu zwei pathologischen Fillen. Zum einen ist dies eine differenzierbare Funk-
tion mit unstetiger Ableitung, zum anderen eine iiberall stetige, aber nirgends differenzierbare
Funktion.

Beispiel 7.23 (Eine Funktion mit unstetiger Ableitung). Die Funktion f : z —
x2sin(1/x) (mit f(0) = 0) ist iiberall (insbesondere in 0) differenzierbar, die Ableitung ist
aber in 0 unstetig.

Denn: Wir berechnen fiir x # 0

%mQ sin(1/x) = —2° cos(l/x)% + 2z sin(1/z) = 2z sin(1/x) — cos(1/x).

Damit kann die Ableitung nicht stetig nach 0 fortgesetzt werden. Fiir x = 0 ist

)W’ S("’f)—y:pﬂo.

Damit ist klar, dass f’ in 0 unstetig ist.
Beispiel 7.24 (Eine iiberall stetige aber nirgends differenzierbare Funktion). Wir
definieren g; mittels
x — [z], [x] gerade,
g1(z) =

[] +1 —x, [z] ungerade,

sowie gi () := 27%g1(2¥2); siehe auch Abbildung 7.2. Wir behaupten, dass die Funktion

@)= gula)
k=1

gleichmifig stetig, aber nirgends differenzierbar ist.

Zuniichst zur Stetigkeit von f. Klar ist, dass f, := > ,_; gr(2) fiir jedes n gleichméBig stetig
ist. Sei also € > 0, n so groB, dass 2~ ("1 < ¢/2 und § > 0 so klein, dass | f,,(y) — fn(z)| < £/2
fir |y — | < 6. Nun gilt

F0) = @) < 1) = @] +| Y al) + @) <e2+2 Y 27 <
k=n+1 k=n+1

Daraus folgt die gleichméflige Stetigkeit von f.
Wir zeigen nun, dass f in 0 nicht differenzierbar ist; ein analoges Argument liefert dann, dass
f nirgends differenzierbar ist. Sei y, =2 27" 2, = —2-27". Dann ist

Yn, falls m < n,
gm(Yn) = § - _n men
27Mg(2-2m ") =0, fallsm >n.
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,,,,,, o2 f(x)

Abbildung 7.2: Die Abbildungen g sind stiickweise differenzierbar und die Abbildung f
ist nirgends differenzierbar.

und analog fiir z,. Daraus folgt

Fyn) = fy) _ Yty

=n—1,
Un -0 Yn
n—1
flan) = f(y) _ 2= lznl _ —(n—1).
Zn — 0 Yn

Insbesondere existiert die Ableitung in 0 nicht.

8 Integrale

Wir kommen nun zum Integralbegriff,

b
/ f(x)dz. (8.1)
a
Hier wird das Zeichen f als Grenzwert einer Summe zu verstehen sein.

8.1 Konvergenz von Funktionen

Wir werden bei der Definition des Integrals (8.1) iiber die Funktion f auf stiickweise konstante
Funktionen zuriickgreifen miissen, d.h. auf eine Folge von Funktionen, die die Funktion f
approximieren. Deshalb beschiftigen wir uns zunéchst allgemein mit der Konvergenz von
Funktionen.

Definition 8.1 (Norm). Sei E ein R-Vektorraum. Eine Norm ist eine Abbildung ||.|| : E —

1. Positivitit: Es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.
2. Halblinearitit: Fir alle A € R gilt || \x|| = |A| - ||z]|.

3. Dreiecksungleichung: Es gilt ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-
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Das Paar (E,||.||) heifit auch normierter Raum.

Beispiel 8.2. 1. Sei E = R% Dann ist eine Norm ||.||2 mittels

ol := (ix?)m

=1

definiert. Sie heifit auch euklidische Norm. Die Dreiecksungleichung folgt genau wie in
Beispiel 5.2.2.

2. Sei E eine Menge. Auf dem Raum R¥ (also dem Raum der Funktionen f : E — R)
definieren wir die Supremumsnorm ||.||s mittels

[ flloc == sup [ f(x)].
zel

3. Jeder normierte Raum (E,||.||) ist ebenfalls ein metrischer Raum (FE,r), wenn man
r(z,y) := ||z — y|| setzt. Andersherum ist aber nicht jeder metrische Raum normiert.
(Insbesondere miissen metrische Rdume nicht unbedingt Vektorrdume sein.)

Definition 8.3 (Punktweise und gleichmiflige Konvergenz). 1. Seien f, f1, fa,... :

n—oo

E — E' Funktionen. Gilt f,(x) —— f(z) fir alle x € E, so sagen wir, die Folge
(fn)n=12,.. konvergiert punktweise gegen f und wir schreiben f, TH—OO>pktw f-

2. Seien f, f1, f2,... : E — R Funktionen. Gilt

1 fn = flloo =0

so sagen wir, die Folge (fn)n=12,. konvergiert gleichméBig gegen f und wir schreiben
n—oo

fn —>glm f

3. Seien f, fi1, f2, ... : E.— R Funktionen. Fir eine kompakte Menge K seien f|x, filk, f2|x, ---
die Einschrinkungen der Funktionen auf K. Konvergiert (fn|k)n=12,.. fir alle kompak-
ten Mengen K C E gleichmdfSig gegen f|x so sagen wir, die Folge (fy)n=1,2,.. konver-
giert gleichméfig auf Kompakta gegen f und wir schreiben f, 7L_>—Oo>glmK f-

Lemma 8.4 (glm = glmK = pktw). Seien f, f1, f2,... : E — R Funktionen. Konvergiert
die Folge (fn)n=12,.. gleichmdfig gegen f, so konvergiert sie auch gleichmdfig auf Kompakta.
Konvergiert sie gleichmdifig auf Kompakta, so auch punktweise.

n—0o0

Beweis. Gilt f, ——gm f gleichméBig gegen f und ist K C E kompakt,so gilt
1fn = flloo :=sup | fu(x) — f(2)] = sup | fn(z) = f(2)| = [[fulx — flK|loo:
zel zeK

woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite folgt, da jede Menge {z} mit x € F kompakt
ist. O
Beispiel 8.5. Fiir eine Menge A C E definieren wir die Indikatorfunktion

E —{0,1}

Ta: 1, z€A,
T
0, z€ E\ A
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L. Sei f, : [0,1] — [0,1] gegeben durch f(z) = 2" und f := 1. Dann konvergiert
(fn)n=1,2,.. punktweise gegen f, aber nicht gleichmé8ig (auf Kompakta).
Denn: Ist 0 < x < 1 und € > 0, so gibt es ein N € N mit 2" < ¢ fiir n > N nach
Lemma 2.18. Daraus und mit f,(1) = 1 = f(1) folgt bereits die punktweise Konvergenz.
Allerdings gilt fiir jedes n

fn = fll = sup |fulz) = f(2)| = sup |fu(z)| =1,
0<z<1

0<z<1

und da [0, 1] kompakt ist, konvergiert ( fy,)n=1,2, .. nicht gleichméBig auf Kompakta gegen
f.

Lemma 8.6 (Gleichmifliger Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig). Seien
fifisfo,. t E — R und fy stetig, n = 1,2,.... Konvergiert (fn)n=12,.. gleichmdfig auf
Kompakta gegen f, so ist auch f stetig.

Beweis. Da f genau dann stetig ist, wenn jede der Funktionen f|x fiir K C E kompakt stetig
ist, geniigt es, den Fall ||fn — f|loo —— 0 zu betrachten.
Sei g € F und € > 0. Weiter sei N so groB, dass ||fy — f||lcc < €/3 und ¢ > 0 klein genug,

so dass |fn(zo) — fn(x)| < /3 fiir r(xg,z) < §. Damit gilt fiir solche =

[f(x) = flzo)| < |f(2) = [N (@) + [fn(2) = Fn(zo)| + [fn(z0) — f(zo)| <e.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Zur Definition von Integralen benttigen wir folgende Aussage iiber Treppenfunktionen.
Definition 8.7 (Zerlegung und Treppenfunktion). Sei I = [a,b].

1. Eine Zerlegung von I ist eine Menge Z := {xq,...,xn} mita <z < -+ < x, < b. Wir
bezeichnen xq, ..., T, als Stiitzstellen von Z, setzen Ax; := x; — x;_1 und definieren die
Feinheit der Zerlequng durch

A(Z) == max Auw;.

i=1,...,n

2. Sei Z = {xog,...,xn} eine Zerlequng von I. Fine Funktion f : I — R, die auf (z;—1, ;)
konstant ist, i = 1,...,n, heifst Treppenfunktion.

Proposition 8.8 (Approximation stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen).
Sei I = [a,b] ein Intervall und f : I — R stetig. Dann gibt es eine Folge (op)n=12,.. von
Treppenfunktionen mit || f — @n|oo ——s 0.

Beweis. Nach Proposition 5.28 ist f auf I gleichméfBig stetig. Sei nun ¢ > 0. Wir miissen
eine Treppenfunktion ¢ finden, fiir die ||f — ¢||oo < € gilt. Hierzu wéhlen wir § > 0, so dass
|f(z) = f(y)] < e fir |z —y| < 26. Wir wihlen a = z¢ < -+ < 2, = b mit |z; — x;—1] < 0
sowie y; = f(zi), i =1,...,n und ¢(x) = y; fir z € (z;—1, ;] und ¢(xp) = y1. Dann gilt fir
x € (561;1,.7}@']

[f (@) —o(@)| = |f(z) = flzi)] <e,
da |z — x;| < 20. Daraus folgt schon ||f — ¢||c < €, also die Behauptung. O
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Wir erweitern nun noch Proposition 8.8 auf stiickweise stetige Funktionen.

Definition 8.9 (Stiickweise stetige Funktionen). Sei I = [a,b] und f : [a,b] — R. Gibt
es disjunkte Intervalle Iy, ..., I, mit I = Jp_, I = I und sind die Abbildungen f|r, stetig,
k=1,...,n, so heifit f stiickweise stetig.

Korollar 8.10 (Proposition 8.8 fiir stiickweise stetige Funktionen). Die Aussage von
Proposition 8.8 gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen f.

Beweis. Stiickweise stetiges f ldsst sich nach Proposition 8.8 stiickweise gleichméflig durch
Treppenfunktionen approximieren. Diese stiickweise Approximation lésst sich nun leicht zu
einer gleichméfigen Approximation auf I zusammen setzen. O

8.2 Definition und grundlegende Eigenschaften

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass alle stiickweise stetigen Funktionen (Riemann-
)integrierbar sind (Theorem 8.21). Hierzu sind folgende Schritten zentral:

1. Stiickweise stetige Funktionen lassen sich gleichméfig durch Treppenfunktionen appro-
ximieren (siehe das eben gezeigte Korollar 8.10).

2. Integration von Treppenfunktionen (Korollar 8.17).

3. Gleichméfige Konvergenz von Funktionen liefert die Konvergenz der Integrale (Theo-
rem 8.19).

Anschaulich betrachtet soll ff f(z)dx fiir eine Funktion f : I — R der Flicheninhalt von
{(z,y) : 0 <y < f(x)} darstellen. (Hier bezeichnet das Symbol | das Riemann-Integral.)
Diesen Flicheninhalt miissen wir jedoch zunéchst geeignet approximieren.

Definition 8.11 (Riemann’sche Summe und Integral). Sei f : [ = [a,b] — R be-
schrinkt.

1. Sei Z = {xq,...,xn} eine Zerlegung von I und &; € [x;—1,x;], i = 1,...,n. Dann heifst

mit £ = (&1,...,&)
sze(f) =) f&)A;
=1

Riemann’sche Summe von f zur Zerlegung Z mait Stiitzstellen §.

2. Die Funktion f heiffit Riemann-integrierbar, wenn es ein s € R gibt, so dass gilt: Fir
jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass |sz¢(f) — s| < € fir jede Zerlegung Z von I mit
A(Z) < & und beliebigen Stiitzstellen & € [x;_1,x;]. Dann heifit s das Integral von f
tber I und schreiben auch ,

s:= / f(x)dx
a

A(Z)—0
— S

oder
sz¢(f)

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen f : I — R bezeichnen wir mit R(I).
(Dies ist per Definition eine Teilmenge der Menge der beschrdankten Funktionen f : I —
R.)
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Lemma 8.12 (Integrierbare Funktionen sind ein Vektorraum). Sei I = [a,b]. Die
Menge R(I) ist ein Vektorraum und f: cf e f; f(z)dz ist ein lineares Funktional, d.h. es
gilt fir \,p € R, f,g € R(I)

/ab Af (@) + pg(x)de = )\/abf(a:)dx + ,U//abg(gj)dx‘

Beweis. Klar ist, dass f + sz¢(f) (fiir eine feste Zerlegung Z und §) linear ist. Deshalb
schreiben wir -

b
| @)+ ngla)de = Jim szeO ) = Jim Nsze(r) + nszela)

= )\/abf(x)da: + ,u/abg(x)da:.
0

Beispiel 8.13. 1. Seic € R und f = ¢ konstant. Dann ist ff f(z)dz = c(b— a).
Denn: Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] und £ eine beliebige Wahl von Stiitzstel-
len. Dann gilt

n

sze(f) = Z f(&) Az = CZ%’ —zi1 = c(ry — x0) = c(b—a).

i=1 =1

2. Sei f = 1g die Indikatorfunktion von Q und I = [a, b]. Dann ist f nicht iiber I Riemann-
integrierbar.
Denn: Sei Z = {xo, ..., z, } eine beliebige Zerlegung von I. Dann gibt es &; € [x;—1, z;]NQ
sowie ¢; € [xi—1,z;] N (R\ Q). Also gilt

n

szelf) =Y f(&)Az =b—a,
=1

szc(f) = f(G)Az; =0,

i=1
da f(&) =1 aber f(¢;) = 0 ist. Insbesondere existiert das Riemann-Integral nicht.

Lemma 8.14 (Monotonie des Integrals). Sei I = [a,b] und f,g € R(I) mit f < g. Dann
gilt f: f(x)dx < f:g(x)dx. Insbesondere gilt: ist | f| € R(I), so gilt | ff f(x)dx| < f: |f(x)|dx.

Beweis. Fiir jede Zerlegung Z = {xo, ..., z,,} und Stiitzstellen £ gilt

~—

sze(f) = Z J&)(w; — 1) < Zg(&)(ﬂfi —wi—1) = sz¢(9
=1 i—1

Nun folgt die Behauptung, indem man auf beiden Seite A(Z) — 0 betrachtet. O

Lemma 8.15. Sei I = [a,b] und f,g : I — R, f € R(I), sowie f(z) = g(x) fir z ¢
{y1, -,y }- Dann ist g € R(I) und fff(x)dx = f:g(:v)d:r.
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Beweis. Sei Z = {xg,...,x,} eine Zerlegung von I, sowie &; € [x;—1,z;] und A; := x; — x;_1.

Wir schreiben
8 7 5 / flx dx

SZ§ /f dm‘<‘z (&) — FE))A
= > (9&) — FENA + [szels /f | 200,

1:35:§=y;

woraus alle Behauptungen folgen. O

Lemma 8.16. Sei I = [a,b] und a = ag < -+ < a, = b eine Zerlegung von I. Fir I} =
lakg—1,ar] sei f|r, € R(Ig). Dann ist f in R(I) und es gilt

b
/ﬁ<m—2 fln (&
a k=1"%-1

Beweis. Zunéchst beweisen wir, dass f1;, € R(I) und

ag b
/ mmm:/ﬂmmmm (3.2)

Sei hierzu Z eine Zerlegung von I und 7' := ZU{xy_1,x)} die Zerlegung von I, die zusétzlich
die Punkte z;_; und zj, beinhaltet sowie Z|;, := Z' N I}, die Zerlegung von I, die genau aus
den Punkten in Z’ besteht, die in I enthalten sind. Dann gilt

|s26(f11,) = sz, e(fln)| < |sze(f1n) = sze(flr)] + [s26(f1) = 52, ¢(fln))|
< 2| flleA(2) 227

woraus (8.2) folgt. Es bleibt nun noch zu bemerken, dass f und ) ,_; f17, bis auf endlich
viele Stellen (némlich x1, ..., x,—1) iibereinstimmen und das Integral nach Lemma 8.12 linear
ist. Nun folgt die Aussage aus Lemma 8.15. O

0,

Korollar 8.17 (Integration von Treppenfunktionen). Sei I = [a,b] und f: I — R eine
Treppenfunktion, die auf Intervallen Iy, := (ag—_1,ax) den wert ¢, annimmt, k = 1,...,n. Dann

gilt
b n
/ f(x)dx = ch(ak —ap-1)-
a k=1

Beweis. Da f|;, bis auf hochstens die beiden Randpunkte mit ¢g|;, tibereinstimmt, und wir
das Integral konstanter Funktionen bereits in Beispiel 8.13 berechnet haben, folgt die Aussage
aus Lemma 8.15 und 8.16. 0

Lemma 8.18. Sei I = [a,b] und f € R(I). Dann gilt

}/abf(f”)dff) < || £]loo(b — a).
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Beweis. Sei Z = {x1,...,x,} eine Zerlegung von I und & Stiitzstellen. Dann gilt

52600 = | 3 r&An] < D1l = 1 lloc(b ~ a). (8.3)
k=1 k=1
Mit A(Z) — 0 folgt die Aussage. O

Theorem 8.19 (Gleichmiflige Konvergenz und Integration). Sei [ = [a,b],f: ] - R
und (fn)n=12,.. eine R(I)-wertige Folge von Funktionen. Falls f, n_)—oo>glm f,soist f e R(I)
und es gilt

/a (@) / " fa)de.

Beweis. Zunéchst ist f wegen || f|loo < |If — filloo + [|f&||loo < 00 beschriankt. Nun gilt
b b
[ e~ [ twdal < 1 fill - - a)

Insbesondere ist wegen der gleichméafligen Konvergenz die Folge ( f: fn(l‘)dl‘> eine

=1,4,...

Cauchy-Folge. Wir setzen s := lim, o0 f; fn(x)dz. Fiir eine Zerlegung Z von I und Stiitz-
stellen £ schreiben wir

|s26(f) = s| < |szelf — fu)| + ‘Sz,g(fk) - /ab fk(x)dﬂﬁ‘ + ’ /ab fr(x)dx — 8‘

<If=fglloo(b—a) ~
wegen (8.3) A(Z)—0 0 k—o0 0

Da die linke Seite unabhéngig von k ist, gilt also

{ A(Z)—0

‘SZ@(f) — S 0.

Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O

Bemerkung 8.20. Wir haben in Lemma 8.4 gesehen, dass gleichméflig konvergente Fol-
gen von Funktionen auch punktweise konvergieren. Man kann sich also fragen, ob man in
Theorem 8.19 die gleichméflige Stetigkeit durch die schwichere Bedingung der punktweisen
Stetigkeit ersetzen kann. Mit anderen Worten:

Gilt f; fola)de =25 ff f(z)dx schon dann, falls (fy,)n=12,. eine R(I)-wertige Folge ist und

n—00
fn —>pkt'w f?

Wir geben zwei Antworten:

1. Ist (fn)n=1,2,. eine R(I)-wertige Folge und f, TH—OO>pktw f, so gilt nicht notwendiger-
weise f € R(I).
Denn: Sei (xy)n=1,2,.. eine Abzdhlung von Q N [0,1] und @, := {z1,...,z,}. Dann ist
1g, € R(I) nach Lemma 8.15 mit fol 19, (x)dz = 0. AuBerdem gilt 1¢, TH—oo>pktw
Lgno,1]> aber 1gn,1) € R(I) nach Beispiel 8.13.2.
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2. Ist (fn)n=1,2,.. eine R(I)-wertige Folge und f, H—Oo>pktw f mit € R(I), so gilt nicht
notwendigerweise f; ful@)de 2222 f; f(z)da.
Denn: Sei I = [0,1] und f, = n - 1(g,1/n). Dann gilt f, H—oo>pktw 0 =: f, aber

/01 Fo(@)dz = /Ol/n nde =140 = /01 f(@)da.

Theorem 8.21. Sei I = [a,b] und f : I — R stickweise stetig, siehe Definition 8.9. Dann
ist f € R(1I).

Beweis. Der Beweis ist dank unserer Vorarbeit einfach: nach Proposition 8.8 ist f gleichmé&fig
durch Treppenfunktionen ¢,, approximierbar. Also folgt die Aussage aus Theorem 8.19. [

Bemerkung 8.22 (Unter- und Obersummen). Es gibt eine alternative Moglichkeit, das
Riemann- Integral zu konstruieren, ndmlich iiber Ober- und Untersummen. Sei I = [a, b] und
f I — R beschrénkt. Fiir eine Zerlegung Z = {xq, ...,x,} von I, I := [xp_1, k] setzen wir

n

52(f) =Y sup f(z)(xi — wi-1),

i=1 xely

n

sy(f) = Z;g}fk f@) (@i = zi1).
=1

Nun definieren wir das Ober- und Unterintegral durch

/*’b f(z)dz .= inf{Sz(f) : Z Zerlegung von [a,b]},

b
/ f(z)dz :=sup{s,(f) : Z Zerlegung von [a, b]}.

(Da f beschrénkt ist, sind die Mengen auf der rechten Seite nach unten bzw. oben beschrinkte
Mengen reeller Zahlen, womit das Infimum bzw. Supremum existiert.)

/a " flay < / Zf@)da:-

Es ist f € R(I) genau dann, wenn Gleichheit des Ober- und Unterintegrals gilt. In diesem
Fall ist f: f(x)dx gerade dem Wert des Ober- oder Unterintegrals.

Nun folgt: Es gilt immer

Denn: Um die Ungleichung zu zeigen seien Z, Z’ zwei Zerlegungen von [a,b] und ZU Z'. Dann
gilt

s7(f) < szu2(f) <370z (f) <32:(f).
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Hieraus folgt auch supy, s, (f) < infz Sz(f). Ist nun f € R(I) und € > 0. Dann gibt es eine
Zerlegung Z so dass

b b *,b
/ flx)de —e <infsze =s,(f) < / f(z)dz < / f(@)dx <57(f) =supsze(f)
a 3 *,0 a 13

b
< / f(z)dz + €.
a
Mit € — 0 folgt die Behauptung.

Gilt andersherum die Gleichheit von Ober- und Unterintegral, so gibt es fiir ¢ > 0 eine
Zerlegung Z mit

*,0 b
szelf)—e <5z —e< [ fa)do= [ fl)dn <spelf)+e
und die Behauptung folgt mit ¢ — 0.

8.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In diesem Kapitel lernen wir Stammfunktionen kennen, mit denen wir Integrale berechnen
konnen. Insbesondere geht es um die Funktion

- / :f(y)dy

fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f.

Bemerkung 8.23 (Notation). Sei I = [a,b] und f € R(I). Fiir zg,z € [a,b] mit xg < z ist
dann fli,) .0 € R(I) und f|z, 21 € R([7o,z]). AuBerdem gilt (dhnlich wie in Lemma 8.16)

x T b
/ Fly)dy = / Fliao) (W) dy = / (FLg.a)) (0)dly

/m f)dy = / " Hw)dy.

Definition 8.24 (Stammfunktion). Sei I = (a,b) und f : I — R. Eine Funktion F :
(a,b) — R heifit Stammfunktion von f, wenn F' = f gilt.

Ist g > x, so schreiben wir

Bemerkung 8.25 (Aufleitung). Ist F' eine Stammfunktion von f, also F’ = f, so sagt man
auch, dass F' die Aufleitung von f ist. (Im Englischen ist dies dhnlich: Ableitung heifit hier
derivative, und Aufleitung heiit anti-derivative).

Lemma 8.26. Sei I = (a,b), f: I — R und F,G Stammfunktionen von f. Dann ist F — G
konstant.

Beweis. Es gilt F' — G’ = f — f = 0. Mit Korollar 7.18 folgt die Behauptung. O

Nun kommen wir bereits zum Hauptsatz.
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Theorem 8.27 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I = [a,b]
und f: I — R stetig. Dann ist fiir jedes xog € I die Funktion

JI =R
e = [ fy)dy
eine Stammfunktion von f.

Bemerkung 8.28. In der Situation des Theorems schreiben wir auch

[ t@ds = Fla)
und sagen, dass [ f(z)dz ein unbestimmtes Integral ist, d.h. ein Integral mit unbestimmten
Grenzen.

Beweis. Wir miissen F’ = f zeigen. Wir schreiben, weil R(I) ein Vektorraum ist, fiir h > 0,

F(z+h)— F(z)
h

@)= [ s s

)

1 z+h
<[ sw 1@ f@ldy = sw |fG) - 1) Mo

r<z<z+h r<z<z+h

wegen der Stetigkeit von f. Analog folgt derselbe Grenzwert fiir h 1 0, woraus dann die
Behauptung folgt. O

Korollar 8.29 (Berechnung von Integralen). Sei I = [a,b] und f € C(I), sowie F' eine
Stammfunktion von f. Dann gilt

b
[ #@do = P®) - Pla) = P

Beweis. Nach Theorem 8.27 ist die Abbildung G : = — fax f(y)dy eine Stammfunktion von
f. AuBlerdem gilt G(a) = 0, also gilt nach Lemma 8.26 F(b) — G(b) = F(a) oder auch
G(b) = F(b) — F(a), also die Behauptung. O

Theorem 8.30 (Partielle Integration). Sei I = [a,b] und f,g € C1(I). Dann gilt

b b
/ f(@)g(x)de = f(x)g(z)|5=0 —/ f()g (z)da.

Beweis. Es gilt nach der Produktregel (fg) = f'g + fg¢’. Mit anderen Worten ist nach Ko-
rollar 8.29

b
F0)90) - f@gla) = [ F@)g(e) + 1@)g (@
woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel 8.31. 1. Es gilt
log xdx = —x 4+ xlog x.

Denn:

1
/log(x)dx:/1-10g(a:)dm:xlog:1:—/:v-xd:ﬁz:ﬁlogm—x.
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2. Es gilt
1
/ V1—22dx = 3 (;1: 1—a2+ arcsin(x)).
Denn:
o0 2
\/1—x2d95—/ V1—a22dr == 1—:52—1—/
/ 2v/1 — 22
1—a?
=zvV1—22+ / - dx
Vi—22 V1 -— 22
1— 2
=2z 1— 22 + arcsin(z) — = T
— z2
3. Es gilt
/COSQ(Qj)dl' = 1 (z + §sin(22)).
Denn:

/0082(x)dx = sin(z) cos(z) + /sin2(:p)daz = Lsin(2z) + / 1 — cos®(x)dx
= 1sin(27) +z — /cosQ(x)dx.

Theorem 8.32 (Substitutionsregel). Sei [ = [a,b] und J = [, ], f € C(I) und p : I — J
mit ¢ € CY(I). Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist F o ¢ eine Stammfunktion von

(fop) ¢ und es gilt
[ s = [ s
T = .
w(a)

Beweis. Zuerst ist (F o @) = (f o ¢) - ¢/, woraus sich die erste Behauptung ergibt. Nach
Korollar 8.29 sind nun beide Seiten der zu zeigenden Gleichung gerade F(¢(b))—F(¢(a)). O

Beispiel 8.33. 1. Es gilt

b oglxr
2 [ g = ((tog(0))? — (tog(a)?)

xT

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit ¢(z) = log(z) und f(x) = z. Dann gilt ndmlich

log() w(b) log(b)
/ / f ) p(a) f( ) /log(a)
— L((log(b))? — (log(a))?).

2. Es gilt
b
2/ x - exp(x?)dz = exp(b?) — exp(a?).

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit p(x) = 22 und f(z) = exp(x). Dann gilt
nédmlich

/ab 2z - exp(z°)dr = /ab flp(x)) - ¢ (x)de = /(;:j) f(z)dz = /alj exp(z)dz

= exp(b?) — exp(a?).
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3. Sei I = [a,b] und g € C}(I). Dann gilt

b "
[ o = 10go(8) ~ os(at).

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit ¢(x) = ¢g(z) und f(z) = 1/x. Dann gilt ndmlich

/ f / Jle(@)) - ¢ @)dw = L Z:)f(w)dfv: /gj(:))idx
= log(g(5)) — log(g(a)).

Bemerkung 8.34 (Anwendung von Theorem 8.32). Um Theorem 8.32 anwenden zu
kt')nnen ist die dz-Schreibweise niitzlich. Betrachten wir hierzu Beispiel 8.33.2. Wir setzen
y = x? und damit dy = 2z oder auch dx = dy/(2x). Schreibt man formal

2

b b2 b2
/ 2z exp(2?)dx = / 22 exp(y) 5 dy — / exp(y)dy = b —ea”
a a a2

2
so erhidlt man genau das richtige Resultat.
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer mit Theorem 7.14 verwandten Aussage,

Proposition 8.35 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei I = [a,b] und f,p € C(I)
mit ¢ > 0. Dann gibt es ein z € I mit

b b
/ F(@)p(x)dz = £(2) / o(x)da. (8.4)

Beweis. Zunéchst ist nach Lemma 8.14

int /(s >/ da:</ F (@) p(@)dz < sup f(y )/abcp(l‘)dw-

yel

Die auf (infyer f(y),supyes f(y)) definierte Abbildung m +— mf x)dx ist stetlg, also
gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein m € (infyer f(y), supyes f(y )) mit mf x)dr =

f f(z)p(x)dr. Da f stetig ist, nimmt f jeden Wert in (inf,es f(y),sup,e; f(y)) an, also gibt
es ein z e I fiir das (8.4) gilt. O

8.4 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur Integrale iiber kompakte Mengen I = [a, b] betrachtet. Dies werden wir
nun erweitern.

Definition 8.36 (Uneigentliches Integral). Sei —oco < a < b < oo. Ist I = [a,b) und
f:I =R, so definieren wir im Falle der Konvergenz

b _ 8
/a f(:v)dleﬁl%/a f(x)dx

(Eine analoge Definition verwenden wir im Falle I = (a,b] und auch fir I = (a,b).) Wir
nennen dieses Integral auch uneigentliches Integral. Ewistiert f; |f(x)|dx, so sagen wir, dass
f absolut iber I integrierbar ist.
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Beispiel 8.37. 1. Es gilt fiir ¢ > 0

o
1
/ e “dxr = —.
0 C
Denn: Wir schreiben

B 1 _ 1 1
/0 e “dr = —Ee_”li;g = g(l —e ) L

c
2. Es gilt
o0
1
/ sdx T
0 1 +x 2
Denn:
A 1 x=p3 B—oo T
/ —5dx = arctanz, _; = arctan f —— .
0 1 + xXr 2
3. Es gilt

00 1 .
/ Sy — 4 T fiir s > 1,
1 00, sonst.

Denn: Wir berechnen fiir s # 1
B
/ z %dx = 71 x_s+1|z:ﬁ = 71 (:n_ﬁ‘*'1 — 1)
1 1-—s z=1 1—s ’
woraus die Behauptung mit § — oo folgt. Fiir s = 1 ist

B—o0

8
/ o~ de = log(x)[;=) = log(8) =+ oc.

1
1 1 f
— ir s <1
/ i ’
0 00, sonst.

Denn: Wir berechnen fiir s # 1

4. Es gilt

1
1 -
/ x %dr = 1 S:L‘_S'H =l — 1% (1—z ot —1),
«

woraus die Behauptung mit o — 0 folgt. Fiir s = 1 ist
! 0
/ a da = log(x)[*Z) = —log(a) 2= .
«

Beispiel 8.38. Wir zeigen noch, dass die Funktion f : z — sin(@) iiher [0,00) zwar inte-

grierbar, aber nicht absolut integrierbar ist. Um die Integrierbarkeit zu zeigen, schreiben wir
mittels partieller Integration

/6 sin(@) ,_ cos(a)* / Yeos(e) o
1 1

x T a=1 2
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Das letzte Integral konvergiert, weil

[ [ [ e 5

Da f auf [0, 00) stetig ist folgt ihre Integrierbarkeit.
Nun zeigen wir, dass f nicht absolut integrierbar ist. Hierzu bemerken wir, dass

(k+1)m (k+1)m 9
/ / sin(x)dx =
km

(k+ 1)
/Ooo

9 Verschiedenes

sin(z)

dx >
o2

x kE+1)m

Deswegen gilt

sin(x) ’daz _ i /(kH)fr

T

In diesem Abschnitt sammeln wir noch ein paar Anwendungen von bisher Gelerntem. Insbe-
sondere mag es als Wiederholung einiger Techniken dienen.

9.1 Die Gamma- und Beta-Funktion

Die Gamma- und Beta-Funktion tauchen an vielen Stellen in der Mathematik auf. Beispiels-
weise werden wir in Lemma 9.2 sehen, dass I'(n 4+ 1) = n! fir n = 1,2, ....

Definition 9.1 (Gamma- und Beta-Funktion). Wir definieren die Gamma-Funktion I :
(0,00) = R mittels

F(:c):/ t*le~tat,
0

sowie die Beta-Funktion B : (0,00)% — R mittels
1
B(z,y) = / "1 —t)vLdt.
0

Wir zeigen nun ein paar Aussagen iiber die Gamma- und Beta-Funktion.

Lemma 9.2 (Eigenschaften der Gamma- und Beta-Funktion). 1. Firxz >0 ist
I(x+1) =al'(z).

2. Firz,y >0 gilt

3. Es gilt
r(1) =1, I(1/2) = /7.
Aus 1. und 3. folgt insbesondere I'(n 4+ 1) = nl.
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Beweis. Mittels partieller Integration folgt 1. aus
o oo
Lz+1) = / tYetdt = —tTe | + / zt* teldt = 2T (x).
0 0

Fiir 2. berechnen wir'® mit Hilfe der Substitutionsregel aus Theorem 8.32

oo (o9}
:/ / Py lem (5 gsdt
0 0
r=t+s <[ z—1 y—1_—r
= s H(r — s)Y" e "dsdr
0 0
u=s/r o ! z—1_ -1, y—1 -1 _—r
= ru” TV T (1 — w)Y e dudr
0 0

1
=T(x+y)- / w11 — w)? L.
0

und die Aussage folgt. Fiir 3. gilt erst einmal durch einfache Integration

r(1):/ e tdt = 1.
0

Fiir die zweite Aussage verwenden wir 2. und schreiben

= arcsin(s)|}, =7

) _ _ [ d e P ds

und das Lemma ist bewiesen.

Nun berechnen wir noch das Gauss’sche Integral.

Proposition 9.3 (Gauss’sches Integral). Es gilt

1 o
/ e 2% dx = V2m.

—00

Beweis. Wir verwenden wieder den Transformationssatz mit y = sx*, d.h. dy =z =

und schreiben

o < ] o0 1
/ e 2 dy = 2/ e 2% dy = \@/ e Yy 2dy = V2I'(1/2) = V2r.
0 0

—00

99

O]

16Tn dieser Rechnung kommt ein Doppelintegral vor. Rechenregeln fiir solche Mehrfachintegrale werden wir

eigentlich erst in Analysis III kennen lernen. In dieser Rechnung benétigen wir jedoch nur, dass

/abf(x)dx-/ dyf/ /f dx dyf//f y)dxdy

fiir geeignete Funktionen f und g gilt.
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9.2 Die Laplace-Methode

Angenommen, man will abschétzen, wie grof3 in etwa ff gn(z)dz fiir groBe n ist, dann liefert
die Laplace-Methode in manchen Féllen ein sinnvolles Werkzeug, ndmlich genau dann, wenn
gn(z) = €@ gilt und f ein eindeutiges Maximum auf [a, b] hat. Dies hat némlich zur Folge,
dass g, (z) um dieses Maximum herum viel groBer ist als an anderen Stellen.

Theorem 9.4 (Laplace-Methode). Sei I = [a,b], f € C*(I) mit f(xo) = max,er f(z) fiir
genau ein xg mit f"(xg) <0 (d.h. f hat in x¢ das einzige Mazimum auf I ). Dann gilt

b
/ @) g
lim a =1. (9.1)

" ) |2
_nf//(xo)

Bemerkung 9.5 (Interpretation). Obwohl obiges Theorem als Grenzwertresultat formu-

liert ist, besteht die Anwendung darin, f; e (@) dy fiir grofle n approximativ zu berechnen.
Angenommen, f(z) = —22 und [a,b] = [-1,1]. Dann besagt Theorem 9.4, dass

1
2 T
e ™"dr ~ 4/ —
1 n

gilt.
Bewess. Zunéchst ist

f(@) = f(zo) + 51" (y)(x — z0)? (9-2)

fiir ein y zwischen zg und .
Um dies zu beweisen schreiben wir mittels partieller Integration

[ w2 = w2, + [ 1= 1@ - S

0

Nach Proposition 8.35 gibt es nun ein y zwischen zg und x mit

T

F(@) — (o) = f"(v) / (2 — 2)dz = 11" (2)(x — 20)".

o

und damit ist (9.2) gezeigt.
Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes § > 0 (mit (zg — 6,20 + J) C (a,b))

b +6
/ @) g P / T i@ g
a zo—0

Hierzu sei ¢ > 0 und ¢’ > 0 so klein, dass f(x) + ¢ < infyc(zy—s zg+s) f(y) fiir © ¢ (zo —
0, g + 0). Damit gilt némlich

x0—0 b 20—6 b
0+ [ s @da [t gt et @)y
f:;()j_gé enf(x)dl, B f;ﬂooirg en mny(zofé’,:cOJré/) f(y)dx

1 zo—9 b .

<1 / . / @ =0 e (o5 a7 FOD) g
20 a zo+0
b—a

— n—oo
ne 0

S oy ¢
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Sei nun £ > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f” ein § > 0 so dass f(z) < f(zo) +
$(f"(z0) — €)(z — 23) fiir  mit |z — zo| < §. Daraus folgt

b zo+9 zo+d o,
/ @) g "R g o) / " i @) gy < / T B o)) 202 g

0—0 0—9
5/ =n(f" (zo)+e) 1
ey enf(xo) 1 / €_§y2dy
V(" (x0) + €) J-sy/=a(F7wo)r2)

n?}joo enf(mo) 27T
—n(f"(xo) +¢€)

wobei das letzte ~ aus Proposition 9.3 folgt. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt damit <’ in (9.1).
Ersetzt man in der letzten Rechnung ’—&” und ’<’ durch '4+¢’ und ’>’, folgt auch ">’ insgesamt
also '=". O

Proposition 9.6 (Stirling’s Formel). Es gilt

n!
lim —————==1
n—oo (n/e)"\/2mn
Beweis. Zunichst betrachten wir f : x — log(x) —x. Diese Funktion erfiillt die Voraussetzung
von Theorem 9.4 und es gilt

1 1
/ — - _1 17 -
Flay=1-1,  flo)=-
Damit hat f genau ein Maximum, ndmlich bei z = 1 mit f(1) = —1. Nun verwenden wir die

Laplace-Methode und schreiben

o zi=z/n 0 o0
n! :/ e Txdx T = n”“/ e ™M "dz = n”“/ e Uzlog(2)) g,
0 0 0

2
T n" ey f Rl (n/e)"V2mn.
n

9.3 Die Partialbruchzerlegung

Rationale Funktionen kamen in der Vorlesung schon héufig vor. Die Partialbruchzerlegung
stellt eine vereinheitlichte Darstellung solcher Funktionen das, die vor allem fiir die Integration
von rationalen Funktionen sehr niitzlich ist.

Definition 9.7 (Rationale Funktion). Seien p,q : C — C normierte Polynome, d.h. von
der Gestalt

p(z) = Zaizi, q(z) = Z bz (9.3)
i=0 i=0

mit Koeffizienten a;,b; € C,i = 1,...,m,j = 1,...,n und am,b, # 0, also ist m der Grad
von p und n der Grad von q. (Gilt a,, = 1, so heifst p normiertes Polynom.) Dann heifst
die Funktion z — q(z)/p(z) (gebrochen) rationale Funktion. Ist n < m, so heif$t q/p echt
(gebrochen) rationale Funktion.
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Bemerkung 9.8 (Hauptsatz der Algebra). Nach dem Hauptsatz der Algebra ist der
Korper C algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes normierte Polynom p wie in (9.3) hat die
Darstellung

k

p(z) = [](z - 2)7, (9.4)

i=1

mit ) ¢; =mund z; # 2;,4,j = 1, ..., k. Man sagt auch, das Polynom zerfallt in Linearfakto-
ren. In dieser Darstellung sind zy, ..., z;, genau die Nullstellen von p und ¢; ist die Vielfachheit
der Nullstelle z;. (Dies ist die groite Zahl ¢, fiir die z — p(x)/(z — 2;)¢ in z; stetig ist.)
Angenommen, die Koeffizienten in (9.3) sind alle reell. Gilt dann p(z) = 0, so gilt auch
p(2) = p(z) = 0 = 0. Insbesondere kann man daraus folgern, dass in der Darstellung 9.4
jede Nullstelle z = x + iy von p der Vielfachheit ¢ eine Nullstelle Z = = — iy von p dersel-
ben Vielfachheit nach sich zieht. Multipliziert man die entsprechenden Terme, so erhilt man
(z—2)(2—%) = (2 — i —iyi) (2 — xi +iyi) = (z—x;)? + 32, also ein Polynom zweiten Grades.
Daraus sieht man sofort:
Ist p ein normiertes Polynom mit reellwertigen Koeffizienten, so gibt es ¢;, f; € N und
zi,dj,e; € R mit

l

k
p(z) =[]z = 2)% [[(Z* + djz + ;). (9.5)
j=1

=1

Bemerkung 9.9 (Rationale und echt rationale Funktionen). Sei p/q eine rationale
Funktion. Durch Polynomdivision mit Rest kann man diese Funktion als p/q = r + p'/q
schreiben, wobei p’/q echt rational ist.

Theorem 9.10 (Partialbruchzerlegung im Komplexen). Seip ein Polynom der Form 9./
(mit komplexen Koeffizienten) und q/p eine echt rationale Funktion. Dann gibt es a;j € C,i =
1,...k;j=1,...,¢; so dass

Beweis. Der Beweis lduft nach Induktion iiber m = ¢y +- - - + ¢, dem Grad von p. Fiir m =1
ist nichts zu zeigen, weil nach Voraussetzung n < m, also n = 0 oder n = 1 gilt. Angenommen,
die Behauptung gilt nun schon fiir alle p mit Grad hochstens m. Ist nun p ein Polynom vom
Grad m, so ist p(z) = (z — 2z1)p/(2) fiir ein Polynom p; mit p’(z1) # 0. Dann gilt fiir alle
aeC

q(z) o q(2) — ap/(2)

p(z) (=202 p(2)
Ist nun « := q(21)/p'(21), so ist der Zihler ein Polynom das in z; eine Nullstelle besitzt, also
gilt ¢(z) — ap'(z) = (2 — z1)r(2) fiir ein Polynom z. Nun gilt also

ax)_ o Gmap() o ()

p(z)  (z—z)  (z—z2)p(2)  (z—z)* (z—z)27p(2)

Der letzte Term ist nun eine rationale Funktion, dessen Nenner ein Polynom vom Grad m — 1
ist, auf die man also die Induktionsvoraussetzung anwenden kann. O
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Korollar 9.11 (Partialbruchzerlegung im Reellen). Sei p ein Polynom der Form 9.5
mit reellen Koeffizienten und q/p eine echt rationale Funktion. Dann gibt es o;; € R,i =
Skig=1,.c, Bij,vi; €eRi=1,...,;j =1, ...,fz- so dass

q(z Bijz + vij
T ZZ (z — z) ZX:Z zzidiz—l-jei)j'

i=1 j=1
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Theorem 9.10 und Bemerkung 9.8. 0
Wir haben nun gezeigt, dass sich rationale Funktionen immer als Summe von zwei verschie-
denen Typen von Funktionen, némlich solchen der Bauart = +— % und x — fzi
z—e)J (22+dz+e)7

darstellen lassen. Um rationale Funktionen integrieren zu kénnen, bendtigt man also nur noch
Stammfunktionen solcher Funktionen. Diese sind nun zusammen gefasst.

Proposition 9.12 (Integration rationaler Funktionen). Es gilt

[

Lo 1
/(z—e)j Z__j—l‘z—e)j—l’
/ L dz = 2 -arctanﬂ
224cz+e Ve — 2 de — c?’
1 2z+c
/(22—|—cz—|—e)jdzz (J—1)de—c?)(22+cz+e)i™!

2(2j — 3) / 1 s
( -

(j—1)(4e — ¢?) 224 cz+e)il
/Wzﬁlog(ZQ—i-cz—i—e)-i- (7—66>/(1~d27

dz =log|z — e,
e

224+cz+e 2 2 224 cz+e)d
J S - 5 S p——
(22 4+ cz+e)l 27— 1)(22+cz+e)i~t 7T (224 cz+e)
Beweis. Alle Behauptungen zeigt man am besten durch Ableiten der rechten Seiten. O

9.4 Unendliche Produkte und der Wert von ((2)

In Bemerkung 4.9 haben wir bereits bemerkt, dass

2 6
=n 6
Hier wollen wir dies nun beweisen. Entscheidend ist hierbei eine verbliiffende Darstellung
der sinus-Funktion, siehe Lemma 9.17. Hierbei tritt eine unendliches Produkt auf. Dies ist
dhnlich wie eine unendliche Reihe. Wir klédren zunéchst, was die Konvergenz von unendlichen
Produkten bedeutet.

Definition 9.13 (Konvergenz unendlicher Produkte). Sei (xy,)n=1,2,.. eine Folge reeller
Zahlen. Gilt

mit x # 0, so sagen wir, dass [ [~ ; =, konvergiert.
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Bemerkung 9.14. Sei [[77, x,, ein konvergentes unendliches Produkt. Dann ist klar, dass
n— o0

Ty — 1.
Konvergenzkriterien unendlicher Produkte lassen sich oft auf Konvergenzkriterien fiir unend-
liche Summen iibersetzen. Etwa gilt folgendes Resultat.

Theorem 9.15 (Konvergenz unendlicher Produkte). Sei (z,),=12,. ein Folge nicht-
neagtiver reeller Zahlen. Dann sind dquivalent:

1. Y>> | @y konvergiert,
2. T2, (1 + zy,) konvergiert,
3. TI2 (1 — zy) konvergiert.

Beweis. Klar ist, dass in jedem der drei Fille z,, | 0 gelten muss. Weiter ist (wegen der
Stetigkeit von log) klar, dass 2. genau dann gilt, wenn log [[°7 (14 ) = > o log(1 + z,)
existiert (und analog fiir 3.).

1.=2.: Das folgt aus log(1 + z) < x.

2.=3.: Da ﬁﬁiﬁfﬁ)n "% 1 nach Lemma 6.10.3, gilt |log(1 — z,,)| < 2log(1 4 z,) fiir fast

alle n. Damit folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium, Theorem 22.26.
3.=1.: Das folgt aus = < |log(1 — z)|. O

Das néchste Resultat wird in der Vorlesung Analysis IIT wesentlich erweitert werden.

Proposition 9.16 (Majorisierte Konvergenz). Sei (yn)n=12...., (2n)n=1,2,.. reellwertige

Folgen und (pk)nk=12,.. eine unendliche Matriz reeller Zahlen mit koo, Yn, Sowie
|Tpse| < 2zn (und damit |yn| < zn) und Y07 | 2, < 0o. Dann gilt

li =
i S o= 3
= n=1
o0 o
li =
Jim (14 znk) H(1+yn),
n=1 n=1

wobei alle Limiten existieren.

Beweis. 1. Klar ist nach Theorem 22.26, dass > - | yn, existiert. Sei e > 0 und N gro genug,
sodass Y o2 zn < €. Weiter sei K gro88 genug, so dass |z, —yn| <27 " firk=1,...,K,n =
1,...,N. Dann gilt fir £ > K

0 [e9)
’ Z Tnk — Z Un
n=1 n=1

N N 00 [e's)
< D@k = D va| + X el + Y Iy
n=1 n=1 n=N n=N

N %)
<D 242z, < 3
n=1 n=N

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

2. Sei zundchst N gro genug, so dass z, < 1/2 fiir n > N. Dann gilt |log(1l + z,%)| < 2z,
wegen Tnr < z, < 1/2 fiir n > N. Nun folgt die Behauptung, wenn man 1. auf (log(1 +
Tyk))nk=N,N+1,... anwendet. O
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Lemma 9.17 (Produktdarstellung des sinus). Es gilt
. o 2
sin(mz) H (1 B %)
T n
n=1
Beweis. Wir setzen
1 T\ T 1 . )
o= (1472 (1Y) = e
Weiter ist p,(x) = 0 genau dann, wenn fiir ein j € Z
(M)” _ = 2mi)
n — miT
sin(z)  le® —e™™  1e* -1
cos(x) i€ feiw e ]

ist dies genau dann der Fall, wenn

tan(x) =

e2imi/n _ q n g

ComieXTi/n 41 n

Sei nun n gerade. Dann ist p, ein Polynom vom Grad n — 1 und, da tan auf (—w/2,7/2)
bijektiv ist, hat p, genau die Nullstellen

n jl . -n n
T, =—tan*—,j = +1,..,% —1.
I n J 2 2

Damit schreiben wir fiir gerade n, da der Koeffizient von z in p,, gerade  ist,

n n
n_4q 5—1
2 2,2

2
z z 2o
pn(x) = T2 1_[1 (1 — ﬁtanj—ﬂ) <1 + ﬁtanjl) = U <1 — 7n2tan2 jﬂ)
j= s n ™ n j=1
Da tan(z) > = im Bereich (0, 7/2) monoton ist, gilt fiir festes j = 1,2, ...
2
n— tan? Jm > 42
2 n
sowie ) ) ‘
ita ]71' n—yoo 712 sin2 Jm™ o jQ,
w2 n T n
folgt aus Proposition 9.16, dass
%_1 22n 00
sin(re) = g, pe(@) = T, 11 (1- m )= H (1- )
j: :
und damit die Behauptung. O

Proposition 9.18 (Der Wert von ((2)). Es gilt

1 2
PR S
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Beweis. Wir zeigen nun

1 /sin(mwz) o0 T2
2 T 6

sowie

i (Sin(mc) B 1) a0, i i
2 T n2

woraus die Behauptung aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt. Der erste Grenzwert ist
einfach, es gilt ndmlich

i(sin(m:) B 1) _ i(_l)kﬁ%ﬂ(k—l) a0 T
2\ 7z B P (2k+ 1)! 6
Aus Lemma 9.17 folgtfiir x — 0
1 /sin(mz) =1 o 250 = 1
2T ) =X o) =3
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Teil 111
Approximation von Funktionen

Gegeben sei eine Funktion f : I — R. Wir sagen, dass die Folge (fy)n=12,.. die Funktion

f approximiert, falls f, e, f. Die Konvergenzart die wir betrachten wollen ist die lokal

gleichméBige (was dasselbe ist wie die gleichméfige Konvergenz auf Kompakta; siche Lem-

ma 10.2). Wir Werien in diesem Teil fiir die auf einer Menge K C I gleichméflige Konvergenz
n—oo

kurz || fn, — f||x —— 0 schreiben.

10 Lokal gleichmiflige Konvergenz von Funktionen

In Definition 8.3 haben wir bereits von der gleichméBigen Konvergenz auf Kompakta gehort.
Wir werden die hier eingefiihrte lokal gleichméflige Konvergenz als dazu dquivalent zeigen. Ziel
des Abschnittes ist es einzusehen, durch welche Funktionsklassen (etwa Polynome) beliebige
stetige Funktionen approximiert werden konnen. Beispielsweise haben wir ja bereits gesehen,
dass die Exponentialfunktion z +— exp(x) (zumindest im Bereich |z| < 1) durch Polynome
approximierbar ist, und zwar gleichm#fig auf Kompakta. Es gilt ndmlich nach (6.2), dass

n—oo

0.

sup H Z i exp(m)‘
k=0

lz|<1

Wir werden in Abschnitt 10.2 durch den Satz von Weierstrass sehen, dass eine solche Kon-
vergenz auf Kompakta fiir jede stetige Funktion durch Polynome erreicht werden kann. Eine
Verallgemeinerung stellt der Satz von Stone in Abschnitt 10.3 dar, in dem die Menge der
Polynome durch eine punktetrennende Algebra ersetzt wird.

10.1 Grundlegendes

In Definition 8.3 haben wir bereits von der gleichméfiigen Konvergenz auf Kompakta gehort.
Die lokal gleichméfige Konvergenz der néchsten Definition sieht zunéchst etwas anders aus. Es
stellt sich jedoch heraus, dass eine Funktionenfolge genau dann lokal gleichméfig konvergiert
wenn sie gleichméfBig auf Kompakta konvergiert.

Definition 10.1 (Lokal gleichméflige Konvergenz). Sei (E,r) ein metrischer Raum und
fof1s fos . : E—R. Gibt es fiir jedes x € E eine Umgebung U, so dass || fn — f|lu, —— 0,
so konvergiert (fn)n=12,.. lokal gleichméBig gegen f.

Lemma 10.2 (Lokal gleichméBlige und gleichmiiflige Konvergenz auf Kompakta).
Sei I C R ein Intervall und f, f1, fo,... : I = R. Dann sind dquivalent:

1. (fn)n=1,2,.. konvergiert lokal gleichmdfsig gegen f.

n—oo
2. fn —glmK f

Beweis. 1.=2.: Sei ¢ > 0 und K C I kompakt. Fiir x € K sei U, eine Umgebung von x

n—oo

mit ||fn, — fllv, —— 0 und 0, > 0, so dass A, := Bj,(x) C U,. Damit ist auch ||f, —
flIBs, (2) 2% 0 und K C Uzex Az Wegen der Heine-Borel’schen Uberdeckungseigenschaft
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(siehe Theorem 5.24) gibt es 1, ..., z, € K mit K C (J_ | Az, Setzt man ¢ := min;—; __p 0z, >
0, so folgt, dass
n—oo
sup [fn(z) — f(2)| < sup sup |fu(y) — f(y)] — 0.
rzeK 1=1,..,ny€Ay,;
Das ist aber gerade die gleichméfige Konvergenz auf Kompakta.
2.=1.: Sei x € I. Dann ist der abgeschlossene Ball B.(z) kompakt und eine Umgebung

von x. Wegen der gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta folgt also die lokal gleichméBige
Konvergenz. O

Ziel ist es, eine Funktion f (die beliebig, jedoch stetig sein kann) durch einfachere Funktionen
zu approximieren. Eine Mindestvoraussetzung an die Menge der Funktionen, die wir zur
Approximation heranziehen, ist, dass sie eine Algebra bilden.

Definition 10.3 (Funktionenalgebra). Sei (E,r) ein metrischer Raum und M C C(E)
eine Teilmenge der stetigen Funktionen.

1. Dann heifft M Algebra (von Funktionen), wenn gilt: (i) f,g € M = f+g € M, (i)
feMANeR= A eM, (i) f,g e M= fge M. (Mit anderen Worten ist M ein
Vektorraum mit der zusdtzlichen Eigenschaft (iii).)

2. Eine Algebra M C C(FE) heifit punktetrennend, wenn es fir alle x,y € E ein f € M
gibt mit f(x) # f(y).

Beispiel 10.4 (Polynome und trigonometrische Funktionen). Es gibt fiir unsere wei-
tere Anwendungen zwei wichtige Beispiele fiir punktetrennende Algebren.

1. Sei .
M :={z— Zak:):k,n € N,ag, ...,a, € R}
k=0
die Menge der Polynome. Dies ist eine Algebra, da das Produkt zweier Polynome offen-
bar wieder ein Polynom ist. Weiter ist M punktetrennend.

2. Sei

n
M :={z— Zak cos(kx) + by sin(kz),n € N, ag, ..., an, by, ..., by, € R}
k=0
die Menge der Linearkombinationen von trigonometrischen Funktionen. Dies ist eben-
falls eine Algebra, wie man durch Anwendung von Lemma 6.17 sieht. Auflerdem ist M
punktetrennend im Raum der 27-periodischen Funktionen. (Man beachte, dass M nicht
punktetrennend auf dem Raum C(R) ist, da fiir jede trigonometrische Funktion Periode
27 besitzt.)

Ziel des spiiter zu zeigenden Satzes von Stone (Theorem 10.12) ist es, beliebige stetige Funk-
tionen durch Funktionen in einer Algebra zu approximieren. Hierzu ist es praktisch, den
Abschluss der Algebra zu definieren.

Definition 10.5 (Abschluss von M C C(E)). Sei M C C(E). Dann setzen wir
M :={f €C(E): es gibt p1,pa,... € M mit p, H—Oo>glmK f}

und bezeichnen dies mit dem Abschluss von M (unter der gleichméBigen Konvergenz auf
Kompakta).
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Lemma 10.6 (Abschluss einer Algebra ist eine Algebra). Sei M C C(FE) eine Algebra.
Dann gilt:

1. M ist eine Algebra.

2. M= M.

Beweis. 1. Es ist nur zu zeigen, dass f,g € M = fg € M. Sei K C E kompakt, 0 < ¢ < 1

und p,q € M so, dass ||f — pllx < ¢/llgllk, g — allx < e/(|[f|lx +1). Dann gilt |[p|[x <
| fllx +¢ <||fllx + 1 und somit

I1fg —pallx = I(f —p)g +p(g—Dllx <|If —pllx - llgllx + Ifllx +1) - llg — D)k
< 2.

Hieraus folgt die Behauptung.

2. Klar ist, dass M C M. Sei f € M und sei ¢ > 0. Dann gibt es g € M mit ||f — g|| < e.
AuBerdem gibt es p € M mit ||g — p|| < e. Daraus folgt ||f — p|| < ||f —g|| + |lg — pl| < 2¢
und die Behauptung folgt. O

10.2 Der Satz von Welerstrass

Wir beschéftigen uns nun mit der Approximation von stetigen Funktionen durch Polynome.
Dass dies gleichméfliig auf Kompakta immer moglich ist, ist der Inhalt des Satzes von Wei-
erstrass. Die verwendeten Polynome basieren auf den Bernstein-Polynomen, die wir zunéchst
einfithren.

Definition 10.7 (Bernstein-Polynom). Fir k < n heifst

T (T) == (Z) aF(1 — z)"k

Bernstein-Polynom.

Nach der binomischen Formel ist >"}'_ rx.n(x) = 1. Wir benstigen im Beweis des Satzes von
Weierstrass eine weitere Aussage iiber Bernstein-Polynome, die wir nun formulieren.

Lemma 10.8. Es gilt

n

Z(k —n2)?rp(2) = nz(l — 2).

k=0

Beweis. Wir schreiben
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Daraus folgt

(k — nz)?rgn(z) (k(k —1) — (2nz — 1)k + n®2®) 1y, (2)
0 k=0
2 2.2

=n(n —1)2? — (2nz — V)nz + nz? = —na® + nz = na(1 — ).

NE
I

e
Il

O]

Theorem 10.9 (Satz von Weierstrass). Sei f € C(R). Fliir jede kompakte Menge K und
e > 0 gibt es ein Polynom p mit ||f —p||x < e.

Bemerkung 10.10 (Alternative Formulierungen). Folgende Aussagen sind offenbar dqui-
valent zur obigen Formulierung:

1. Sei f € C(R). Dann gibt es Polynome py, pa, ... mit p, 7h\—Oo>glm;< f.
2. Sei M C C(R) die Menge der Polynome. Dann gilt M = C(R).

Beweis von Theorem 10.9. Es geniigt die Behauptung fiir K = [0, 1] und ||f||x = 1 zu zeigen.
Wir betrachten das auf den Bernstein Polynomen zusammengesetzte Polynom

S ICOUNED SIS
k=0 k=0

Sei € > 0. Da f auf K gleichméBig stetig ist, gibt es § > 0, so dass |f(z) — f(y)| < e fiir
|x — y| < d. Es gilt wegen der binomischen Formel

n

pu(a) = f(x) =Y (f(k/n) = f(2))rin().

k=0

Wir setzen L := {k : |x — k/n| < 0}. Dann ist mit Lemma 10.8

pu(@) = f(@)] < D 1f(k/n) = f@)|rial@) + Y |f(k/n) = f@)lria(z)

keLy keLg
< lekn )+ 2011k D ren(@)
keLe
z—k/n\2
<e+2 Z <5/> Tk ()
keLe

n

2
<ed —= Y (k—nz)ry,(z)

n252
k=0
n 2x(1 —z) et 1
=e+——*><¢ .
né? = 2n.62
Ist also n > 5= 52, so gilt

pn(z) — f(2)] < 2e,

woraus die Behauptung folgt. O
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10.3 Der Satz von Stone

Der Satz von Stone verallgemeinert den Satz von Weierstrass, indem er an Stelle von Poly-
nomen eine beliebige punktetrennende Algebra M setzt. Im Beweis des Satzes werden wir
verwenden, dass sich die Funktionen fV g und f A g fiir f,g € M durch Funktionen in M
approximieren lassen. Der Beweis hierfiir verwendet den Satz von Weierstrass.

Lemma 10.11 (Betragsfunktion, Maximum, Minimum in M). Sei M C C(E) eine
Algebra. Dann gilt f,g € M = |f|,fVg,fAge Mg.

Beweis. Sei K C E kompakt. Nach Theorem 5.25 ist also auch f(K) kompakt. Offenbar
ist © — |x| eine stetige Funktion. Nach dem Satz von Weierstrass gibt es also fiir ¢ > 0 ein
Polynom p mit sup,c () [p(z) —|2||f(x) < €. Da M eine Algebra ist, ist mit f auch fop € M.
Also gilt

sup || f(2)| = p(f(2))] < sup |p(z) — [z|| <e.

reK € f(K)
Damit ist |f| € M. Weiter gilt fVg+ fAg = f+ g und fvg—fng=1f—yl also
fvg=({+g+|f—gl)/2und fAg=(f+g—|f—gl)/2. Da M nach Lemma 10.6 eine
Algebra ist, folgt fV g, fAge M. O

Theorem 10.12 (Satz von Stone). Sei M C C(R) eine punktetrennende Algebra mit

1 € M und f € C(R). Fir jede kompakte Menge K und ¢ > 0 gibt es ein p € M mit
If = pllx <e.

Beweis. Sei y,z € K. Da M Punkte trennt gibt es ein g € M mit g(y) # g(z). Wir setzen
9(x) — 9(y)
L(x) = + (f(2) — —
Da 1 € M ist also auch f, . € M mit f,.(y) = f(y), fy,2(2) = f(z). Wir setzen

Ay, ={xeK: f.(z) < f(z)+e}.
Dann ist A, . als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen und y, z €
Ay -, also auch |J,cx Ay = K. Da K C R kompakt ist gibt es nach Theorem 5.24 Punkte
21, .. 2n € K mit (JI 1 Ay ., = K. Wir setzen jetzt

fy = min f, .
1=1,....,n

Dann gilt offenbar f, € M nach Lemma 10.11, f,(y) = f(y) und f, < f + ¢ wegen der
Uberdeckungseigenschaft. Nun setzen wir

By :={z € K: fy(x) > f(z) —¢€}.
Wieder ist By, als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen und
Uye x By = K wegen y € B,. Da K kompakt ist, gibt es wegen der Uberdeckungseigen-
schaft wieder y1, ..., Y, mit |J;~, By, = K. Wir setzen jetzt
g:= max DB,.
i=1,....m
Dann ist wegen Lemma 10.11 g € M = M und f—¢e < g < f+e. Mit anderen Worten
haben wir ein g € M gefunden mit ||f — g||x < . Nun geniigt es noch h € M zu wéhlen mit
lg = hl| <&, dann gilt |[f — A[| <|[f — gl +[lg — hl| < 2e. 0
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11 Normale Konvergenz

Wiéhrend es im letzten Abschnitt um Konvergenz von Funktionenfolgen ging, betrachten wir
nun Reihen von Funktionen. Als Anwendung wird es im néchsten Abschnitt vor allem um
Potenzreihen, also Grenzwerte von Polynomen, gehen. Wir studieren also das Konvergenz-
verhalten von Y > f,, fiir Funktionen f,. Dies spielen wir zunéchst zuriick auf Reihen von
reellen Zahlen. Hierzu sei an die Definition der Supremumsnorm ||.||; aus Beispiel 8.2 erinnert,
und die anschlieflende gleichméflige Konvergenz.

11.1 Grundlegendes

Definition 11.1 (Normale Konvergenz). Sei I ein Intervall und fo, f1,... : I — R Funk-

tionen. Konvergiert Y o2 o || full1, so sagen wir, dass y .~ fn normal konvergiert. Ist f die

ﬁ
Grenzfunktion, so schreiben wir hierfir auchy .- fn 2 ormal |-

Lemma 11.2 (Normale und gleichméiflige Konvergenz, Stetigkeit). Sei I ein Intervall
und fo, fi,...: I = R, so dass die Reihe f =" fn normal konvergiert.

N—>oo

1. Es gilt Z ne0 fn ——gim [-
2. Sind fo, f1, ... stetig in xo € I, so ist f in xg ebenfalls stetig.

Beweis. 1. Es gilt nach der Dreiecksungleichung

Hf—fjfn < fj 1allr 22
n=0

n=N+
2. Sei ¢ > 0. Zuniichst wihlen wir N grof8 genug, so dass Y2y || fullr < €. Weiter sei 6 > 0
klein genug, so dass | fn () — fu(zo)| < &/N fiir |z — 29| < 6 und n =0, ..., N. Dann gilt

|f(z) xo\<2\fn — fale)l+ Y fal@)] + | falao)] < 3e.

n=N-+1

Daraus folgt die Behauptung. O

11.2 Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit

Besonders wichtig in der Mathematik sind Vertauschungssétze, von denen wir bereits einige
kennen gelernt haben. Nun geht es um die Vertauschbarkeit der Grenzwertbildung sowie von
Differenzier- und Integrierbarkeit unter normaler Konvergenz. Zunéchst jedoch benttigen wir
einen Satz, wann Grenzwertbildung und Ableitung vertauschen.

Proposition 11.3 (Differenzierbarkeit von Grenzwerten). Sei I ein Intervall und fi, fa, ... :

n—o0 n—o0

I — R stetig differenzierbare Funktionen. Gilt fr, ——pitw [ und fl, —— gimi g fiir Funk-
tionen f,g: I — R, so ist f stetig differenzierbar und f' = g.

Beweis. Nach Lemma 8.6 ist g stetig. Aulerdem gilt fiir a €

o) = fula)+ [ pitopas



11.3 Beispiele 113

Fiir n — oo folgt daraus mit Theorem 8.19

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt hiermit f/ = g. O

Korollar 11.4 (Differenzierbarkeit und normale Konvergenz). Sei I ein Intervall und
fo, f1,... : I = R differenzierbar. Gilt

n—00

1. ZZOZO fn —>pk'tw f}
n—00

2. 220:0 fr,z ?normal 95

so ist f stetig differenzierbar und ' = g.

Beweis. Wir verwenden Proposition 11.3. Die Reihe 77 f,, erfiillt némlich die Vorausset-
zungen dieser Proposition, weil ) > f; nach Lemma 11.2.1 gleichméfig konvergiert. O

Proposition 11.5 (Integrierbarkeit und normale Konvergenz). Sei I ein Intervall
und fi, fa,... € R(I), also Riemann-integrierbar. Ist f = > fn normal konvergent, so ist
fe€R(I) und es gilt fir a,be I

b o b
/a f(x)dx:;) / fo()dz.

Beweis. Wir verwenden die gleichméflige Konvergenz nyzo fn M—Oo>glm f und Theorem 8.19.

Daraus folgt ndamlich
9 b N b ) N
1;)/(1 fn(@)dx = ]\}gnoor;/a frn(x)dz = ]\}gnoo/a T;an(x)dx
b o0 b
= 'S twyte = [ s
@ n=0 a

11.3 Beispiele

Wir beenden den Abschnitt {iber normal konvergente Reihen mit zwei Beispielen.

Beispiel 11.6. Die Reihe > 7 | m fir z € [a,b] C R\ N konvergiert normal.
Denn: Sei N so, dass [a,b] € (N — 1, N). Dann gilt

> 1 > 1 =1
_ZN: Hn(x_n)HS 2 AR g S
n=N+1 n=N+1 n=1

Also konvergiert auch Y 7, Hﬁ }, woraus die normale Konvergenz folgt.
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Beispiel 11.7 (Potenzreihen). Potenzreihen gehoéren zu den wichtigsten Reihen in der
Analysis und sind Thema des néchsten Abschnittes. Sie sind von der Form

oo
p(x) == Z anz"”
n=0

fiir Koeffizienten a,, € R. Konvergiert p fiir [z| < r absolut fiir ein r € [0, 00|, dann ist p auf
B, (0) normal konvergent. Schliefllich ist dann

[o.¢] (o)
D ana"loo =3 lan] - " < o0.
n=0 n=0

12 Potenzreihen

Wir betrachten nun Potenzreihen”
D
p(z) = Zanx" (12.1)
n=0

fiir Koeffizienten a,, € R, n = 0,1,... Wir haben bereits einige Konvergenzreihen kennen
gelernt, etwa

< 1 o r2n ] > p2ntl
exp(e) =3t eoste) = G sine) = S Gy

Auflerdem ist auch die geometrische Reihe
1 N,
T
n=0

fiir |z| < 1 eine konvergente Potenzreihe.

12.1 Konvergenz von Potenzreihen

Potenzreihen besitzen einfach nachzupriifende Konvergenzkriterien, mit denen wir uns nun
beschéftigen.

Lemma 12.1 (Absolute Konvergenz von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) und = € R so, dass p(z) konvergiert. Dann konvergiert p(y) absolut fiir jedes
y € R mit |y| < |z|.

Beweis. Da p(z) konvergiert, gibt es ein ¢ € R mit |a,z"| < ¢ fiir alle n. Dann ist |a,y"| =
lana™| - |(y/x)"] < eq™ fiir ¢ == y/x < 1. Also besitzt die Reihe p(y) die Majorante > 7 cq"
und ist damit absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium. O

17 Analog bezeichnet man auch
oo
Z an(x — )"
n=0

fiir ein o € R als Potenzreihe. Eine solche Reihe ldsst sich jedoch schnell in eine der Form (12.1) mittels
y 1= x — xo lberfithren.
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Proposition 12.2 (Konvergenzradius). Sei p eine Potenzreihe der Form (12.1) und
R := R(p) :=sup{|z| : p(z) konvergiert}.

Dann ist p(x) fir alle x mit |z| < R absolut konvergent, und fir alle x mit |x| > R divergent.
Die Grifie R heifit auch Konvergenzradius von p.

Beweis. Sei zundchst y € R mit |y| < R. Dann gibt es z mit |y| < |z| < R, so dass p(x)
konvergiert. Damit konvergiert p(y) absolut nach Lemma 12.1. Sei weiter y € R mit |y| > R.
Angenommen, p(y) wire konvergent. Dann wire p(z) fiir |R| < |z| < |y| absolut konvergent
im Widerspruch zur Definition des Konvergenzradius. O

Proposition 12.3 (Berechnung des Konvergenzradius). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) und R ihr Konvergenzradius. Dann gilt die Formel von Cauchy-Hadamard

R~ = limsup |an\1/”,
n—oo
und die Formel von Euler
_ . An+1
R~'= lim |2F ,
n—oo | Qp

falls der (zumindest uneigentliche) Grenzwert existiert. Wir setzen hierbei generell 1/0 := oo
und 1/00 := 0.

Beweis. Zunichst setzen wir £ := 1/limsup,, . |an|'/™. Fiir z € R mit |z| < £ ist

1/n

L/ = g| - limsup |ap Y = |z|¢! < 1.
n—oo

lim sup |a,x
n—oo
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert also p(x) absolut. Analog folgt die Divergenz im Falle
|z| > 2.
Fir das zweite Kriterium zur Berechnung des Konvergenzradius setzen wir ¢ :=

1/limy, 00 az“ , wobel wir annehmen, dass der Grenzwert existiert. Dann gilt fiir x € R
mit |z| < ¢
Apy1z" a
lim L\ = |z| - lim ”“‘ = |z] -t < 1,
n—oo apx™ n—o00 | Qp,
und die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium. O

Beispiel 12.4 (Konvergenzradius bekannter Reihen). 1. Betrachten wir die Potenz-

reihe exp(z) =Y 7, % Thr Konvergenzradius ist R = oo, es gilt ndmlich

1/(n+1)! 1 oo,
I/n!  n+1 '

Nach dem zweiten Kriterium in Proposition 12.3 folgt R = oo.

2. Der Konvergenzradius von ) >° 2" ist R = 1. Es gilt némlich

limsup 1V/™ = 1.

n—o0
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Beispiel 12.5 (Konvergenz auf dem Konvergenzradius). Im allgemeinen kann man
keine Aussage iiber die Konvergenz der Potenzreihe p mit Potenzradius R und z = R oder

z = — R machen. Betrachte hierzu etwa die Potenzreihen
p(ZC) ::an7 q(SU) ::Z;’ T(SC) :Zﬁ
n=0 n=1 n=1
Dann ist nach dem Wurzelkriterium und wegen
limsup 1" = 1 limsupL =1 limsupi =1
n—o00 ’ n—00 nl/n ’ n—00 n2/n

der Konvergenzradius aller drei Potenzreihen gleich 1. Auflerdem divergiert p(1) und p(—1)
und ¢(1). Allerdings konvergieren ¢(—1) (nach dem Leibniz-Kriterium), sowie (1) und r(—1)
(nach dem Majorantenkriterium mit der Majorante > oo ; n™2).

Lemma 12.6 (Restabschitzung). Die Potenzreihe p der Form (12.1) habe Konvergenzra-
dius R > 0. Dann gibt es zu jedem 0 <r < R undn € N ein ¢, > 0 mit

o
> wat] < e fal”
k=n

fir |x| <.

Beweis. Setze c, ==Y 7o apr®™™ < oo. Dann gilt

oo o
‘ Z akack‘ = |z|" - ’ Z apzh "
k=n k=n

<cp - |z™

O]

Lemma 12.7 (Nullstellen von Potenzreihen). Sei p # 0 eine Potenzreihe p der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0 und N := {x : p(x) = 0}. Dann gib es ein € > 0
mit N'N B:(0) C {0}.

Beweis. Sei 0 < r < R und N minimal mit ay # 0. Angenommen, es gibt eine Nullfolge
(Tk)k=1,2,.. mit 7z € B,/(0) und p(z)) = 0. Nach Lemma 12.6 gibt es ein ¢ mit |p(x) —
anaN| < eV F fiir |z| < r. Insbesondere gilt also |p(zy) — anzl | < eV, also |ay| <
clzy|. Da (x))k=12,.. eine Nullfolge ist, folgt ay = 0 im Widerspruch zur Annahme. d

Korollar 12.8 (Gleichheit von Potenzreihen). Seien p,q Potenzreihen mit Konvergenz-
radien R(p), R(q) > 0, so dass

pla) = ana",  qlz) = bua".
n=0 n=0

Gilt p(z) = q(x) in einem Bereich B,(0) mit 0 < r < R(p) A R(q), so gilt an = b,,n =0,1, ...

Beweis. Man wende Lemma 12.7 auf die Potenzreihe p — ¢ an. O



12.2 Differentiation und Integrierbarkeit von Potenzreihen 117

12.2 Differentiation und Integrierbarkeit von Potenzreihen

Ableitungen und Integration von Polynomen ist einfach: aufgrund der Linearitéit gilt

d N N d N N
M(Z:lanx") = Z %anx", /z_:lana:” = Z_:l/anx".

n=1

Bei Potenzreihen ist dieses gliedweise differenzieren bzw. integrieren nicht sofort klar, weil
es sich bei den Summen ja um unendliche handelt. Wir sehen jedoch in Proposition 12.11
feststellen, dass auch fiir Potenzreihen gliedweises Differenzieren das richtige Ergebnis lie-
fert. Hierzu miissen wir allerdings zunéchst feststellen, dass konvergente Potenzreihen stetige
Funktionen darstellen.

Lemma 12.9 (Normale Konvergenz von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p normal (und damit nach Lemma 11.2
auch gleichmdfig) konvergent in jedem Ball B,(0) mit 0 < r < R, d.h. Yo7 |an|-r" konver-
giert.

Beweis. Die Aussage ist klar, da wir in Proposition 12.2 bereits gezeigt haben dass Potenz-
reihen innerhalb ihres Konvergenzradius absolut konvergieren. O

Korollar 12.10 (Stetigkeit von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der Form (12.1)
mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p auf dem offenen Ball Br(0) stetig.

Beweis. Sei x € Br(0). Dann ist auch x € B,.(0) fiir ein 0 < r < R. Deshalb konvergiert p auf
B, (0) nach Lemma 12.9 normal, also nach Lemma 11.2 auch gleichméfig. Da der gleichméfBige
Grenzwert stetiger Funktionen nach Lemma 8.6 stetig ist, folgt die Aussage. O

Proposition 12.11 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p im Punkt x fir |z| < R differenzierbar
mit

[e.o]

pa)=> (n+1an;iz". (12.2)

n=0

Beweis. Wir verwenden Proposition 11.3. Fiir den Konvergenzradius R von p gilt R~ =
limsup,, ... |an|'/". Entscheidend ist es zu bemerken, dass dann auch

limsup(n + 1)"|an 1) = limsup(n + )™ - limsup |ap41 |/ = R7!
n—o00 n—o00 n—00

nach Theorem 3.6, der Konvergenzradius der rechten Seite von (12.2) also ebenfalls R ist. []

12.3 Beispiele

Beispiel 12.12 (Die Logarithmus-Reihe). Wir verwenden die Eigenschaften der Diffe-
renzierbarkeit und Integrierbarkeit von Potenzreihen, um nun die Potenzreihe der Funkti-
on = — log(l + x) herauszufinden. Die Berechnung basiert auf der geometrischen Reihe
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Yomlga" = % Dies ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = 1. Deshalb gilt fiir
|z| < 1 nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

log(l—l—x)z/ —log(l—i-y)dy— ; 1+y / y)"dy
:Z/ riy=-3 G Z

Bemerkung 12.13 (Vorbemerkung zur Binomialreihe). Im nichsten Beispiel behan-
deln wir die Binomialreihe. Hierzu bendtigen wir eine Definition und eine Aussage, die wir
hier beweisen wollen. Zunéchst verallgemeinern wir die Definition des Binomialkoeffizienten
und setzen fiir r € R und n € Ny

(r) =1 (r=n+1) (12,9

n n!

Fiir r, s € R gilt dann

nz:) <;> (m - n) - <T:;S>' (12.4)

Denn: Wir zeigen die Aussage erst fiir r € R, s € Ny. Fiir s = 0 ist die Aussage klar. Gilt sie
fiir ein s, so folgt aus Proposition 1.34 (das ganz einfach auf r € R erweitert werden kann),

(5 C B0 () )
£06)

Damit ist die Aussage fiir s € Ny gezeigt. Um sie auf s € R zu erweitern, stellt man fest, dass
beide Seiten der Gleichung (12.4) ein Polynom in s vom Grad m darstellen, die auf unendlich
vielen Punkten s € Ny iibereinstimmen. Da ein Polynom ungleich 0 vom Grad m hochstens
m Nullstellen hat, muss die Differenz der beiden Seiten gleich 0 sein.

Beispiel 12.14 (Die Binomialreihe). Wir werden nun zeigen, dass fiir z € (—1,1)

(1+2)" = i (;) ", (12.5)

n=0

Diese Formel erweitert die in Proposition 1.40 formulierte binomische Formel.

Wir bezeichnen mit ,(z) die rechte Seite von (12.5). Der Konvergenzradius R von f3, berech-
nen wir mittels

r—nN| n—sx

1

(nj-l) ‘ _

(") Cn+1
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als R = 1. Weiter verwenden wir (12.4) und die absolute Konvergenz von Potenzreihen fiir
r,s € R fiir

somer- SO £ (-5 0

) z (5 S0 NE . S (1)

wobei wir Proposition (4.23) benutzt haben. Auflerdem gilt mit Proposition (9.16)

Br(@) =1 _ar(r=ntl) , () (A=) (=) —7)
Bs I Gy (EL B CEDEL R

€T =
| — 1)
ot r-n! ot (n—1)!
r—0

—1

=0 i (_jj)n = log(1 + z).

n=1

Die Funktion z + 3,() erfiillt also (1) und (2,4(144)) aus Abschnitt 6.1. Mit anderen Worten
ist nach Lemma 6.6 3,(x) = exp(rlog(l +z)) = (1 + z)".

12.4 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Sei f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Wir suchen ein Polynom T, f, dessen erste
n Ableitungen in einem Punkt zp mit denen von f {ibereinstimmen. Die Hoffnung hierbei ist,
dass T, f die Funktion f approximiert. Dies fiihrt zu den Taylor-Polynomen.

Lemma 12.15 (Taylor-Polynom). Sei I = [a,b] und f : I — R eine n-mal in einem Punkt
xo € I stetig differenzierbare Funktion. Dann ist

)
(T )as0) = (TP (@) = 3 T gt
k=0

mit fO := f und f*%) der k-ten Ableitung von f das einzige Polynom vom Grad n, dessen
ersten n Ableitungen in xg mit demen von f ibereinstimmt. Wir nennen es Taylor-Polynom
von Grad n im Entwicklungspunkt xq. Ist xo = 0, so heifit T, f auch Maclaurin-Reihe.

Beweis. OBdA ist xg = 0. Zunéchst gilt fir 0 < j <n

) A ()
T £0) — £
(Tnf)P(z0) =) = e [ (o),

k=j
also stimmen die ersten n Ableitungen von f und T,,f in xg iiberein. Es bleibt also noch die
Eindeutigkeit des Polynoms zu zeigen. Hierfiir sei p(z) = ag + a1(x — zg) + - - - + an(x — xo)"
ein Polynom vom Grad n. Dann ist p\¥)(z9) = jla;. Ist also pU)(zg) = fU)(x), so muss

() . . . .
a; = ! ]](, 0) , woraus die Eindeutigkeit folgt. O
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Taf(x;1)

Tf(x;2) f(x)

Abbildung 12.1: Eine Funktion f und ihre Taylor-Approximationen 7 f und 75 f in den
Entwicklungspunkten 2 und 1.

Bemerkung 12.16. Sei f mindestens n-mal in xg differenzierbar. Ziel eines Taylor Polynoms
T, f ist es, die Funktion f (zumindest in der N&he von xg) méglichst gut zu approximieren.
Um einzusehen, dass dies Sinn macht, betrachten wir das Taylor-Polynome (71 f)(z;x0) =
f(xo) + f(x0)(x — 20). Mit anderen Worten stelle (siche Abbildung 12.1) das Polynom T; f
eine Tangente an f im Punkt xg dar. Weiter ist T f eine Parabel, die sich im Punkt xg an f
anschmiegt. Fiir hohere n sollte sich damit T;, f immer néher an f anndhern.

Um festzustellen, ob T, f = f fiir grofle n gilt, betrachten wir nun die Abweichung f — T, f,
die auch Restglied genannt wird.

Theorem 12.17 (Restgliedformeln). Sei I ein Intervall und f : I — R eine n + 1-mal
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die Integraldarstellung des Restgliedes

1 xX
Rusa(wi0) i= o (0) = £(0) = Tof (i) = o [ (o ="/ Dw)dy.
' Jao
Weiter gibt es ein & zwischen g und x mit

FIE)

R :0) = {omr (= o)™,

(z —=o

Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes.

Beweis. Die erste Formel fiir R, beweisen wir durch vollstdndige Induktion. Fiir n = 0 ist
die Formel klar, da

(@)~ (T &) = F(&) = f(ao) = | " P )y

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Gilt die Formel fiir ein n, gilt
also

@) = (T wsan) = [ (o= 5D )y

0
so folgt mittels partieller Integration

F@) — (Tuf)(as0) = (=)™ O )

mo N /x 1 (l‘ _ y)n+1f(n+2) (y)dy)

nl\n+1 T ,n+1
1 n n n n
= e @ a0+ pes | =)t )y,
! -
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Dies ist aber gerade die Behauptung fiir n 4 1.
Um die zweite Formel zu zeigen, verwenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung,
Proposition 8.35. Es hat ndmlich (z—y)" im Bereich zwischen x( und x konstantes Vorzeichen,
und damit gibt es ein £ zwischen zg und x mit

T

| @0 @y = 10 [y = o 1O )

woraus die zweite Restgliedformel folgt. O

Korollar 12.18 (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum). Sei I ein Intervall,
f e ctO(I) und zg € I so, dass fV(zo) = - = f™(z0) = 0 und fFV)(29) # 0. Dann
qgilt:

o Ist n ungerade und ist f"V)(xq) > 0, so hat f in xq ein lokales Minimum.
e [st n ungerade und ist f("+1)(x0) < 0, so hat f in zo ein lokales Maximum.

e Ist n gerade, so hat f in xg kein lokales Extremum.

Beweis. Offensichtlich ist (T, f)(x;z0) = f(xo), also f(z) = f(a) + Rp+1(x;x0). Wir verklei-
nern I so, dass f("t1) > 0 (bzw. f(*t1) < 0) auf ganz I gilt. Nun gilt nach der Lagrange-Form
von Ryy1, dass f(z) — f(zo) = fOHD(€)(x — 20)"! auf I. Im ersten Fall hat damit f ein
Minimum, im zweiten Fall ein Maximum in zg. Im dritten Fall ist — etwa falls f+1)(zq) > 0
— gerade f(x) — f(xg) <0 fiir x < 29 und f(z) — f(xg) > 0 fiir x > xo. Daraus folgt auch die
dritte Aussage. O

Bemerkung 12.19 (Ein falsches Resultat). Folgendes Resultat iiber Taylor-Polynome
wére wiinschenswert, ist aber leider falsch, wie das néchste Beispiel zeigt:

(Falsche) Proposition Sei f € C°°(I) (d.h. unendlich oft auf I differenzierbar).
Dann gilt fiir alle xg € I, dass T), f(.; o) M—Oo>glmK I

Diese Proposition gilt auch dann nicht, wenn man die Konvergenz zur punktweisen Konver-
genz abschwécht.

Beispiel 12.20 (Taylor-Reihen miissen nicht konvergieren). Wir betrachten die Funk-

tion
FIPIR exp(—1/z), x>0,
0, x < 0.
Dann gilt in x¢p = 0, dass f(”) =0,n=1,2,... Um dies einzusehen, zeigt man, dass f(") (z) =
pn(1/z) - exp(—1/x) fiir x > 0 fiir ein Polynom 2n-ten Grades p,. Fiir n = 0 ist diese
Behauptung klar. Gilt sie fiir ein n, so gilt

FO (@) = — (P (1/2) 5+ pal) 5 ) exp(~1/2).

Mit ppi1(z) = pl(2) - 2% + pu(x) - 22 folgt die Behauptung.

Aus fO) () = p,(1/x) - exp(—1/z) folgt, dass £ (z) 20 0 und damit ist die Taylor-
Reihe im Entwicklungspunkt 0 gerade 0. Insbesondere konvergiert also die Taylor-Reihe T), f
nicht gegen f.
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13 Approximation periodischer Funktionen

Wie wir in Beispiel 10.4 gesehen haben, ist die Menge der Linearkombinationen von trigono-
metrischen Funktionen punktetrennend im Raum der stetigen, 2m-periodischen Funktionen.
Ahnlich wie bei Potenzreihen kann man also solche Funktionen durch Reihen trigonometri-
schen Funktionen approximieren. Dies ist Ziel dieses Abschnitts.

13.1 Grundlegendes

Da wir uns mit periodischen Funktionen beschéiftigen werden, definieren wir zunéchst weitere
wichtige Funktionenklassen.

Definition 13.1 (Periodische Funktionen). Sei f : R — R. Gilt f(x +T) = f(x) fir alle
x € R, so sagen wir, dass die Funktion f die Periode T hat. Wir erinnern an die Menge R(I)
der Riemann-integrierbaren Funktionen und definieren weiter die Funktionenrdume

P :=P(—m,n]) :={f:R —R: f hat Periode 27},
Cp(R) :=C(R) NP,
Rp :=Ry([—7,7]) := R([—m,7]) NP.

Da wir durch trigonometrische Polynome approximieren wollen, setzen wir

n
M= {x — Zak cos(kx) + by sin(kz),n € N, ag, ..., an, by, ..., by € R}.
k=0
Mit dem Satz von Stone und Beispiel 10.4 kénnen wir sofort eine wichtige Eigenschaft schlie-

Ben.

Theorem 13.2 (Approximationssatz fiir trigonometrische Polynome). Sei f € C,
und € > 0. Dann gibt es ein p € M mit ||f — p|| < e.

Beweis. Nach Beispiel 10.4 ist M eine punktetrennende Algebra in C,. Damit folgt die Aus-
sage aus dem Satz von Stone, Theorem 10.12. O

Wir erinnern an die wichtige Formel ¢ = cos(z) + i sin(z). Mit ihrer Hilfe kann man Funk-
tionen f € M umschreiben, was im Folgenden sehr niitzlich ist.
Lemma 13.3 (Umrechnung trigonometrischen Funktionen in Exponentiale). Se:

n

fiz— Z ay cos(kx) + by sin(kx) = Z cpett®
k=0 k=—n

mitn €N, ag, ..., an, by, ..., bn, Co, ..., ¢ € C. Dann gilt
ap = Co, ap = Cp + Cc—g, b = i(ck — c—k),
1 : 1 :
co = a, cr = 5(ar — iby), c—k = g (ax + iby).

Insbesondere ist

n

M= { Z e neN,e_p,....cn€C e =7¢, k=0, ,n}
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Beweis. Wir schreiben einfach, weil cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist,

Z e’ = Z cx(cos(kx) + isin(kz)) = Z(ck + c_) cos(kx) + i(ck, — c—y) sin(kx).
k=—n k=—n k=0
(13.1)
Hieraus folgen bereits alle Aussagen. O

Wir werden im Folgenden tiberwiegend mit der Darstellung von Funktionen f € M aus (13.1)
arbeiten. Wir benotigen hierfiir zwei Schreibweisen, die wir gesondert einfithren wollen.

Bemerkung 13.4 (Notation). 1. Sei f: R — C. Dann definieren wir
b b b
/ f(z)dx ::/ Ref(:v)dx—l—i/ Imf(x)dx (13.2)

2. Seien (ck)kez eine (zweifach unendliche) C-wertige Folge. Dann definieren wir,

[e.e] n

Z Cp = nh_)rlgo Z Cl.

k=—o00 k=—n

Es muss fiir die Existenz der Reihe Zzozfoo also nur die letzte Summe konvergieren,

aber nicht notwendigerweise Y ;_, ¢, und > ) c_g.

13.2 Gleichmiflige Approximation stetiger Funktionen

Ziel dieses Abschnittes ist es, periodische Funktionen durch trigonometrische Polynome zu
approximieren. Die trigonometrischen Funktionen haben eine Orthogonalitétseigenschaft, die
wir mittels des komplexen Integrals formulieren. Dies werden wir im néchsten Abschnitt fiir
unstetige, periodische Funktionen erweitern.

Lemma 13.5 (Orthogonalitiit von trigonometrischen Polynomen). Es gilt'®

1

2 )
— P e g = iy
27T 0

Beweis. Fiir k = ¢ ist die Behauptung klar, da der Integrand 1 ist. Wir berechnen direkt
mittels der komplexen Integrale fiir k # £

2r 1 )
i(k—0)x _ i(k—0)2m 1) =
/0 e xdz k=0 (e ) 0,

weil 2™ = 1. O

Geht man von einer Darstellung wie in (13.3) aus, kann man sich fragen, wie man denn die
Koeffizienten ¢i mittels der Funktion f berechnen kann.

8Das Kronecker-Symbol §,, definieren wir durch

1 =
5zy = ) x y’
0, sonst.
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Korollar 13.6 (Eindeutigkeit von Koeffizienten). Sei f € C, mit
0 .
Z crete, (13.3)
k=—oc0
wobei die rechte Seite gleichmdflig konvergiert. Dann gilt

1

—ikx
L7 fwye s

Cr =

fir alle k € Z.

Beweis. Wir schreiben wegen der gleichméfligen Konvergenz

> > 1 2w ) ) 1 2 ) & ]
ck = g ceOke = g Co— e thegile gy — — e the g credx
2 0 27 0
{=—00 {=—00 f=—o0
1 27 "
—IRT
= o [ r@eta

Das letzte Korollar fithrt uns direkt zur Definition von Fourier-Polynomen und der Fourier-
Reihe einer periodischen Funktion. Wir erinnern uns, dass die Idee von Taylor-Polynomen die
Gleichheit der ersten n Ableitungen einer zu approximierenden Funktion f in einem Punkt
xg mit dem Taylor-Polynom 7, f war. Bei Fourier-Reihen ist die grundlegende Idee das letzte
Korollar. Selbst ohne die gleichmiiflige Konvergenz der rechten Seite in (13.3) zu fordern, kann
man durch die rechte Seite eine Folge von Funktionen definieren, die wir Fourier-Polynom
nennen.

Definition 13.7 (Fourier-Polynom). Sei f € R,, also eine periodische, Riemann-
integrierbare Funktion. Dann definieren wir fiir n € No das n-te Fourier-Polynom Sy, f mittels

n

(Snf)(@):= > Flk)e™

k=—n

1 2

o f(x)e *2dy,

flk) =

Dabei heifst f(k) der k-te Fourier-Koeffizient und Soo f heifst Fourier-Reihe von f.

Bemerkung 13.8 (Alternative Schreibweise). Kombiniert man die letzten beiden Glei-
chungen, so erhélt man

(Snf)(z 27T Z /%f ekt (13.4)
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Proposition 13.9 (Parseval’sches Theorem). Seien f,g € R, so dass fir x € R

[e.e] o0
fla)= > ae™,  gl@)= Y dpe™
k=—oc0 k=—0o0
mit ¢, dy, € C, k € Z und beide Reihen gleichmdfsig konvergieren. Dann gilt
1 2w S .
5 | f@@dr= 3 ady,
k=—oc0
insbesondere also
1 2w ) > )
[ r@rde= Y e
0 k=—00
Beweis. Wir schreiben
1 2 1 0 o . 27 " ” o .
_ IRT ,—1LT _
o o f(m)g(x)d:n—% Z Z ckdg/o e e dy = Z cd.
k=—o00f=—00 k=—00

O]

~

Korollar 13.10 (Identitétssatz). Seien f,g € C, mit f(k) = g(k),k € Z. Dann ist f = g.

Beweis. Wir betrachten die Funktion h := f — ¢g. Dann gilt offenbar /ﬁ(k) =0,k € Z. Insbe-
sondere gilt also

~ 1

h(k) = o /027r h(z)e~*edg = 0. (13.5)

Sei nun (pp)n=12,... eine M-wertige Folge (die nach Theorem 13.2 existiert) mit py, H—oo>glm h.
Nun gilt

2m 2
/0 |h(z)|> = lim h(z)p,,(z)dx =0

n—oo 0
wegen (13.5). Daraus folgt aber h = 0. O

Korollar 13.11 (Darstellungssatz). Sei f € Cp,, so dass S,f gleichmdfig konvergiert.
Dann gilt S, f H—Oo>glm f.

Beweis. Nach Voraussetzung, d.h. wegen der gleichméfiigen Konvergenz, definiert g := Soo f =
lim,, o0 Spf eine stetige Funktion. Fiir diese gilt

-~ 1 °n ikx — - —ilx 1 — - o ikx —ilx
g(k):%/o e Z_z_:oof(f)e dx:%e_z_:oof(f)/o eFTe Ty

= > FOb = F(k).

l=—00

Insbesondere sind f und ¢ Funktionen mit denselben Fourier-Koeffizienten. Nach Korol-
lar 13.10 folgt die Behauptung. O
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f(x)
Sif(x)
SA(X)

-t Tt

Abbildung 13.1: Die f : x — |z| aus Beispiel 13.12 und zwei Aprpximationen von ihr.
Aus (13.6) folgt S, f == i f.

Beispiel 13.12 (Berechnung von ((2)). Wie berechnen nun erneut (siehe Theorem 9.18)
den numerischen Wert von {(2) = 72, # Hierzu betrachten wir die 27-periodische Funkti-

on f:R — Rmit f(x) = |z] im Bereich [—, 7]; sieche auch Abbildung 13.1. Thre Fourier-Reihe
ist gegeben durch die Fourier-Koeffizienten

~ 1 (7 1 ["
f(0)=— |a:|dx:/ xdxzz,
0 2

2 J_, T
. 1 T o 1 T
f(k)=— |z|( cos(kx) — isin(kz))de = / x cos(kx)dx
2 J_, ™ Jo
1/ sin(kz) /7r sin(kx) 1 —-2 k ungerade,
S m_ W) Y = cos(ka)|m = 4 Fm
T ($ E0 k x) k2w cos(kz)lg 0, k gerade,

wobei wir partielle Integration verwendet haben. Damit gilt

T 4

Soof(z) = 5 ;(cos@) +

cos(3z)  cos(5z) +) (13.6)

32 52
Diese Reihe konvergiert wegen majorisierter Konvergenz absolut und gleichméfig auf [0, 27].

Aus Korollar 13.11 folgt deswegen S f(x) = f(x). Ausgewertet an der Stelle z = 7 sehen
wir

772_1+1+1+ _ 1
8§ = 32 52 _H(%H)?'

Nun berechnen wir wegen der unbedingten Konvergenz der Reihe

1 1 — 1 11 7
;/@_Z(%)ﬁz(%ﬂ)?_zlzz.#*8'

=1
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Auflésen ergibt

[e.9]

1
S E-T

k=1

13.3 Punktweise Approximation unstetiger Funktionen

Solange die Funktion f € P Riemann-integrierbar ist, ldsst sich ihre Fourier-Reihe S f
bestimmen. Insbesondere kann man sich fragen, inwiefern S f die Funktion f approximiert,
wenn f nicht stetig ist. Hierzu betrachten wir zunéichst ein Beispiel.

Beispiel 13.13. Gegeben sei die 2m-periodische Funktion ¢ : R — R mit g(z) = 1 fiir z €
[0,7) und g(z) = —1 fiir x € [—7,0). Da g(x) = f'(z) fiir jedes x ¢ 77 fiir f aus Beispiel 13.12,
liegt folgende Vermutung nahe, die man durch gliedweises Differenzieren aus (13.6) abliest:
Vermutung: Fiir z ¢ 77 gilt

g(z) = %(sin(m) n sing}w) n sin(55x) L )

Insbesondere gilt Soog = g an allen Stetigkeitsstellen von g und fiir x € 7Z ist
Secg(km) = 0= 3(9(z—) + g(z+)).

Ein allgemeines Resultat, das diese Vermutung unterstiitzt, lernen wir in Theorem 13.18
kennen.

Lemma 13.14 (Riemann’sches Lemma). Sei f € R(I) stickweise stetig. Dann gilt fir

a,bel
b
lim / f(z)sin(kx)dz = 0.
k—oo J,

Beweis. Sei zunéichst f = ¢ konstant. Dann gilt

b
/ f(z)sin(kx)dx = % cos(x)\b LNy}
a
Diese Rechnung iibertrigt sich nun ganz leicht auf Treppenfunktionen f (siehe Definition 8.7).
Sei also nun f stiickweise stetig und € > 0. Wegen Korollar 8.10 wissen wir, dass es eine
Treppenfunktion ¢ gibt mit ||f — ¢|| < e. Deshalb und wegen Theorem 8.19 gilt

lim ‘ / f(z)sin(kx) d:v = hm ‘ / x)) sin(kx)dx
k—oo
<e lim |51n(k:ac)\dx <e(b—a).
k—oo J,
Mit & — 0 folgt die Behauptung. O

Um die punktweise Approximation von unstetigen Funktionen durch die Fourier-Transformierte
zeigen zu konnen, benotigen wir nun noch den Dirichlet-Kern. Entscheidend wird hier das
Lemma 13.17, das im Fall der Stetigkeit der zu approximiernden Funktion bereits eine punkt-
weise Konvergenz liefert.
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Definition 13.15 (Dirichlet-Kern). Wir definieren den Dirichlet-Kern n-ten Grades

n

1 .
D, (z) = 7 ik,
k=—n
Lemma 13.16. 1. Es gilt
: 1
@) e R\ 272,
27 - Dn(.%') = sin(5x)
2n +1, x € 217.
2. Weiter ist
s
Dy (z)dzx = 1.

—T

Beweis. 1. Fiir x € 277 ist die Behauptung klar. Andernfalls erinnern wir uns an die endliche
geometrische Reihe aus Proposition 1.38 und schreiben

i(2n+1)x _ i(2n+1/2)x _ —ix/2
__—inx tkx _ _—inx e' 1 _ —inz € €
21D (z) = e Z e = ge 1 ¢ )2 _ o—iz)2
B ez(n+1/2):c _ e—i(n+l/2)x B sin((n + %)[IZ)
B eit/2 — e—ix/2 ~ sin(3o)

2. Wir erhalten

. 1. . ,
Z / kadﬂj‘ = 27 + Z/ ikx + e—zk::cdx = 27 + f(ezk:c _ e—zka}) 71ﬂ_ — 9.
k=—n“"T tk

O]

Lemma 13.17 (Dirichlet’sches Lemma). Sei f € P stiickweise stetig und in 0 linksseitig
und rechisseitig differenzierbar. Dann gilt

C @) Du(a)dr 5 L (7(0-) + f(04).

Beweis. Wir definieren auf (0, 7]

() = sin(%)

f(z) - £(0+)
%

und setzen diese Funktion stetig nach 0 fort. Nun ist wegen Lemma 13.16

/ F(@) Dafa)da — 5 1(0+) = /0 "(F(@) — F(04)) Dy (x)de

n—oo

:/Oﬂgo(a:)sin((n-i- 3)x)dr —— 0

mit Lemma 13.14. Analog zeigt man ffw f(x) Dy (z)dz =22 % f(0—), woraus die Behauptung
folgt. O
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Abbildung 13.2: Die unstetige Funktion g aus Beispiel 13.19 und zwei Approximationen
n—oo

von ihr. Es gilt S,g(z) —— S(x) fiir alle x € R\ 27Z.

Wir kénnen nun unser Hauptresultat dieses Abschnittes formulieren und beweisen.

Theorem 13.18 (Punktweise Konvergenz von Fourier-Reihen). Sei f € P stiickweise
stetig und ist in x linksseitig und rechtsseitig differenzierbar. Dann gilt

1. Ist f in x stetig, so gilt Seo f(x) = f(x).
2. Ist f in x unstetig, so gilt Séco(x) = L(f(z+) + f(z-)).

Beweis. Wir schreiben unter Verwendung von (13.4), Lemma 13.17 und der Periodizitdt von
f, und da D,, eine gerade Funktion ist,

n

Suf@) =5 [ 50 3 e tar= [ p@Dute - myar

2w = 27
1 T— 1 ™ o0 1
= — f+a2)Dp(t)dt = — [ f(z+t)Dp(t)dt —= = (f(z+) + f(z—)).
27 J s 2 J_, 2
Daraus folgen alle Behauptungen. O

Beispiel 13.19. Wir kommen noch einmal auf die Funktion g aus Beispiel 13.13 zu sprechen.
Wir hatten bereits eingesehen, dass

sin(3x) n sin(5z) +)

(Se09)(z) = %(sin(w) + 3

Mit Theorem 13.18 folgt zumindest die Konvergenz S,.g = g punktweise fiir alle x € R\ 27Z.
Siehe auch Abbildung 13.2.
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Teil IV
Mehrdimensionale Differentiation

Wir betrachten im Folgenden Abbildungen f : £ — R” fir £ C R™. Dabei sind R”, R"
mit der euklidischen Metrik bzw. Norm (siche Beispiel 5.2 und 8.2) ausgestattet und wir
schreiben |z| := ||z||2. Insbesondere verwenden wir den Konvergenzbegriff aus Definition 5.3.
Die Begriffe der offenen Menge, Umgebung oder kompakten Menge iibernehmen wir aus
Definitionen 5.7 und 19.8. Wir bezeichnen mit ey, ..., e, die kanonische Basis des R", also

etwa e; = (0,...,0,1,0,...,0). Weiter schreiben wir 0 = (0, ..., 0) fiir den Nullvektor.

14 Mehrdimensionale Ableitungen

Zentraler Punkt auf den kommenden Seiten sind Funktionen!® f : E C R™ — R"™. Eine

Funktion f : £ — R" ist hierbei eindeutig gegeben durch fi,..., f, : E — R mittels f(z) :=
(f1(z), ..., fu(z)). Andersherum sei

R™ — R
i (14.1)
(T1y ey ) @y

die i-te Projektionsabbildung. Dann definiert die Funktion f die Funktionen f; := m;o f :
E— R

14.1 Grundbegriffe

Aus der Theorie der Differentiation von Funktionen f : I C R — R haben wir bereits einige
Erkenntnisse gewonnen, etwa:

e Es gibt einige dquivalente Formulierungen fiir Differenzierbarkeit (siche Proposition 7.2),
etwa ist f in x € R genau dann differenzierbar mit f’(z) = y, wenn es eine lineare
Abbildung L : R — R gibt mit f(x—’_h)_{l(x)_L(h) h=0 0, wobei L durch L(h) = yh
gegeben ist.

e Ist f: I CR — R differenzierbar, dann ist f auch stetig; siche Korollar 7.3.

Diese Eigenschaften benoétigen im mehrdimensionalen zun#chst die richtige Definition von
Ableitung. Wir stellen nun einige mogliche Begriffe vor.

Definition 14.1 (Ableitungsbegriffe). Sei £ C R™ offen und f : E — R™.
1. Die i-te partielle Ableitung von f in x € E ist definiert als

of(z) 9 . fl@the) — f(z)
R A e h ’

falls der Grenzwert existiert, i = 1,...,m. Weiter definieren wir zweite partiellen Ablei-
tungen durch
*fz) 9 9f(z)

= = = 1,7=1,....m
81’@6%’]' 8$Z 01’j A T

YWir werden konsequent  fiir Vektoren und L fiir Matrizen schreiben.
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k
Analog werden hohere partiellen Ableitungen % definiert.
1 K

2. Die Richtungsableitung von f in Richtung v € R™ ist definiert als

aafx(::) = 8ivf(l’) = ’lljm J(z+hv)

falls der Grenzwert existiert. Insbesondere ist also

of(xz) Of(x)
8$i N 8.%@1_ '

3. Die lineare Abbildung D f(x) : R™ — R" heifit Ableitung von f in z, falls

im fl@+h) - f(z) - (D f(2))(h)

h—0 |h|

=0 (14.2)

gilt. In diesem Fall heifit f in z differenzierbar.

Bemerkung 14.2 (Berechnung partieller Ableitungen). Sei £ C R™ offen und f =
(f1,, fn) : E — R" sowie = (1,...,%p,). Definiere g : x +— f(z1,...,2i-1,2, %541, ..., Tpn).

Dann gilt
of(x)  dg(x;)
or;  dx
falls eine der beiden Seiten existiert. Das bedeutet: Die i-te partielle Ableitung von f in z
erhilt man durch Festhalten aller Koordinaten bis auf die i-te. Durch diese Erkenntnis tibert-
ragen sich alle Eigenschaften von Ableitungen in einer Dimension auf partielle Ableitungen.
Als Beispiel betrachte man die einfache Funktion f : (z,y) — xy. Hier gilt offensichtlich
Of(z,y) Of(x,y)

Ox ¥ oy

Beispiel 14.3 (Ableitung der euklidischen Norm, harmonische Funktion). Wir be-
trachten die euklidische Norm

RS oE
Wir berechnen fiir  # 0
Olz| 2x; ;i

Hieraus ergibt sich fiir j # ¢

32|§| o xixj
Ox;0z;  |z3’

sowie

Ple|  Pla| x| —a?/|x] i( s )
022 " Owidx;  fz? x|\ [z2)
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also insgesamt fiir alle 4, j

Pz 1< ‘ xzx])

Ozor;  |z|\"7 T |z?

Fiir die Analysis ist die Losung der Gleichung

m 2 T
Af(z) =" 0 J; (;)

=0
0

i=1

m 9

=1 aac%

Losungen der Gleichung heiflen auch harmonische Funktionen. Mit dem soeben berechneten

und einer glatten Funktion ¢ : Ry — R wollen wir eine harmonische Funktion der Form
:= @ o |.| finden. Wir schreiben fiir ein solches f

von zentraler Bedeutung. Der Operator A := > heifit auch Laplace-Operator und

Af(@) = 3 grawellel) = 3 5 el = o el + e 7 (1 - )
i=1 ? i=1 g = i— 2 £ £

" ! mfl_ lfmi(mfl ! )
=@ llal) + e = = e e )],
Nun gilt also Af(z) = 0 genau dann, wenn
d
— () =0,
also muss fiir ein ¢ € R
N
SO (T) - ,,nm—l’
d.h. firein d € R
i clog(r) +d, m=2,
cp(r):/ mc_lds—l—d: .
5 +d, m=3,4,..

(2 —m)rm=2
Damit haben wir also alle harmonischen Funktionen f der Form f(z) = ¢(|z|) bestimmt.

Beispiel 14.4 (Lineare Ableitungen sind differenzierbar). Sei L : R”™ — R" linear.
Dann gilt D L(z) = L fiir alle z € R™.
Denn: Es ist offensichtlich

L(z +h) — L(z) — L(h)

=0.
|

Also ist h — L(h) eine lineare Abbildung die (14.2) erfiillt, und ist damit die Ableitung von
L.

Proposition 14.5 (Differenzierbare Abbildungen sind stetig). Sei £ C R™ und f :
E — R". Ist f in x € E differenzierbar, so ist f in z auch stetig.
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Beweis. Klar ist, dass lineare Funktionen in mehrdimensionalen Riumen stetig sind?’. Also
geniigt es die Stetigkeit der Funktion h +— ¢(h) := f(z +h) — f(z) — (D f(z))(h) in h =0 zu

zeigen. Es gilt aber ¢(0) = 0 und ¢(h) 2200 wegen der Differenzierbarkeit von f in 0. [

Klar ist, dass partielle Ableitungen nur eine bestimmte Form der Richtungsableitung sind. Wir
werden nun zeigen, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion der stérkste Ableitungsbegriff
ist, da aus ihm die Richtungsdifferenzierbarkeit (und damit auch die partielle Differenzier-
barkeit) folgt. Andersherum werden wir in Theorem 14.13 zeigen, dass aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit folgt.

Theorem 14.6 (Differenzierbar=-Richtungsdifferenzierbar). Sei £ C R™ und f =
(f1,oon Jn) + E = R™ in z € E differenzierbar mit Ableitung D f(x). Dann existieren alle
Richtungsableitungen von f in x und es gilt fir v € R™

of(z)
oxry, (L f(z)) ().

Beziiglich der Standardbasis von R™ und R™ hat D f(x) die darstellende Matriz

ohG@ .. ... oA
ox1 OxTm
ot | ervm, (14.3)
Ofn(@) .. ... Of@)
ox1 O0xTm

Diese wird auch Jacobi-Matrix genannt. Insbesondere ist die Ableitung eindeutig bestimmi

und es gilt fir v= (vi,...,0) (die Darstellung von v in der Standardbasis)
ofh() . . Ofh(=z) v
of@ _| ™
Oy ot . of@ ) \y,
ox1 OTm

Beweis. Sei 0 # v € R™. Dann gilt wegen der Definition der Ableitung

hv bt he) — () v
LR IS (p payy) - HHI L Z(BINE)_,

Insbesondere ist also mit h — 0

Fir 1 <i<nund 1< j <m folgt daraus mittels der Darstellung in der Standardbasis

Ofi(x)
8a;j

= (Rf@)(ey); = (RS (2))ij-

O

20Man beachte, dass die hier betrachteten Vektorrdume endlichdimensional sind. Im allgemeinen sind lineare
Abbildungen in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen nicht stetig.
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Definition 14.7 (Gradient). Sei E C R™ offen und f : E — R differenzierbar. Wir schrei-

ben
of(x)  Of(z) ) '

oxy 7 Oxpy

gradf (z) ==V f(z) = (

FEtwas informell bezeichnen wir (V heif$t Nabla)

0 0
V= <071%)

Bemerkung 14.8 (Eigenschaften des Gradienten). Sei £ C R™ offen und f : F — R
differenzierbar sowie z € E.

1. Esist Vf(x) der eindeutig bestimmte Vektor mit

(Vf(z),v) = (Df(2))(v)
fiir alle v € R™. Hierbei bezeichnet (.,.) das Standard-Skalarprodukt im R™.

2. Vf(z) € R™ ist die Richtung des des grofiten Anstieges der Funktion z — f(z), also
der grofiten Richtungsableitung fiir eine Richtung v mit |v| = 1.
Denn: Es gilt wegen der Cauchy-Schwartz-Ungleichung fiir jedes v € R™ mit |v| = 1

agg’f) — (Yf(z),v) < IVf(@)]

mit Gleichheit genau dann, wenn v und V f(x) linear abhéngig, also parallel, sind, d.h.
Vf(z)

Wenn v = -
Wie wir in Proposition 14.5 gesehen haben, folgt die Stetigkeit einer differenzierbaren Funk-
tion genau wie im ein-dimensionalen Fall (siche Korollar 7.3). Da wir im mehrdimensionalen
mehrere Ableitungsbegriffe eingefiihrt haben, kénnen wir uns fragen, ob diese Ableitungsbe-
griffe nicht zusammenfallen, d.h. ob etwa jede partiell differenzierbare Funktion schon diffe-
renzierbar ist. Dass dies nicht der Fall ist zeigt das néchste Beispiel.

Beispiel 14.9 (Eine partiell differenzierbare, aber nicht differenzierbare Funktion).
Wir betrachten die Funktion (sieche auch Abbildung 14.1)

xy
—— 0
0, sonst

Dann ist fiir z,y € R

x2 1

i)

f(x,O) =0, f(ovy) =0, f(xvx)

Insbesondere ist f in z = 0 nicht stetig, also (nach Proposition 14.5) auch nicht differenzier-
bar. Allerdings lassen sich die partiellen Ableitungen berechnen, nédmlich durch

0f(z,y) _ (@®+y°)y—22% y(@®—y?)
Oz (22 + y2)2 (22 + 42)2
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Abbildung 14.1: Die Funktion aus Beispiel 14.9.

und analog

Of(,y) _ z(y® —2?)
dy (22 +y?)?

sowie

df(0,0)  9f(0,0) 0
or oy

Wir sehen damit, dass die Existenz der partiellen Ableitungen nicht einmal die Stetigkeit von
f impliziert. Es ist nicht erstaunlich, dass auch die partiellen Ableitungen von f in 0 nicht
stetig sind. Es ist ndmlich

of0,y) 1 0fly.y) _,

Ox y’ Ox

Betrachten wir nun die Richtungsableitungen von f. Sei hierzu v := (v, w) € R%. Wir berech-
nen

f(hv, hw) — £(0,0) h2vw 1 ow

h h(h20% + h2w?)  ho? + w?
und damit existiert die Richtungsableitung in z = 0 nur im Fall v = 0 oder w = 0.

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass die Begriffe der partiellen Differenzierbarkeit
und der Differenzierbarkeit nicht zusammenfallen. Da der Begriff der Richtungsdifferenzierbar-
keit (in alle moglichen Richtungen) mehr von einer Funktion fordert, wire es kein Widerspruch
zum letzten Beispiel, wenn jede richtungsdifferenzierbare Funktion auch differenzierbare wére.
Dass dies jedoch nicht gilt, zeigt folgendes Beispiel.
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Beispiel 14.10 (Eine richtungsdifferenzierbare, nicht differenzierbare Funktion).
Wir betrachten die Funktion

22y

b ) Q?
fi(@y) = 22 +y (=.9) #
0, sonst

Dann ist fiir z,y € R

24
a4t

f(z,00=0,  f(0,y)=0,  f(z*2) 1,

also ist f ebenfalls in 0 unstetig, insbesondere also nach Proposition 14.5 nicht differenzierbar.

Diesmal jedoch existieren sogar alle Richtungsableitungen von f in 0. Fiir Richtungen v =
(0, w) ist dies klar. Fiir (v,w) € R? mit v # 0 gilt auBerdem

f(hv, hw) — £(0,0) 2vhw?h? 20w?h3 o0 2w?

h ~ h(vZh? + wtht)  v2h3 4+ wih v

Das bedeutet, dass selbst die Existenz aller Richtungsableitungen die Stetigkeit der Funktion
f nicht impliziert.

Wie die letzten Beispiele zeigen, gibt es keine Aquivalenz der drei eingefiihrten Ableitun-
gebegriffe. Dies dndert sich, wenn man sich auf stetig (partiell) differenzierbare Funktionen
einschrénkt. Insbesondere sind solche Funktionen differenzierbar, wie Theorem 14.13 zeigen
wird.

Definition 14.11 (C*-Riume). Sei E C R™ offen. Wir definieren fiir k = 0, ..., 00

& f(z)
al‘il ce 8m2-j

fiir alle j =0, ..., ki1, .., ij = 1, m}

Ck(Ej]R") = {i:E—HR”:QH

existiert und ist stetig

Ist n = 1, so setzen wir C*(E) := C*(E;R).

Proposition 14.12 (Differenzierbarkeit der Komponenten). Sei £ C R offen, z € E
und f = (f1,..., fn) : E = R™. Dann ist f in x genau dann differenzierbar, wenn f1, ..., fn in
x differenzierbar sind.

Beweis. Zunéchst sei f in z differenzierbar. Dann gilt nach Definition

flat+h) - f@) — (L)) ao

7 (14.4)

Die linke Seite ist hier also vektorwertig, und die Konvergenz gegen 0 ist gerade die Konvergenz
aller Komponenten. Die ¢-te Komponente ist aber gerade

filz +h) = fi(z) = (D f(z))(h), n-o
|

> 0.
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Nun ist die i-te Komponente der linearen Abbildung (D f(z)) aber gerade D f;(x), also

filz +h) — filz) — (Dfi(z))(h) r—0
|A|

0, (14.5)

woraus folgt, dass f; differenzierbar ist.

Andersherum seien alle fi, ..., f,, in z differenzierbar, es gilt also (14.5) fiir i = 1, ..., n. Dies
bedeutet, dass alle Komponenten in (14.4) konvergieren, was dasselbe ist wie die Konvergenz
in (14.4). O

Theorem 14.13 (Stetig differenzierbar und differenzierbar). Sei E C R™ und i S
CY(E;R™). Dann ist f in jedem z € E differenzierbar.

Beweis. Wegen Proposition 14.12 geniigt es den Fall n = 1 zu betrachten. Als Kandidat fiir
die Ableitung D f(xz) steht (14.3) zur Verfiigung, die wir mit A bezeichnen.

Fir z € EFund h = (hy, ..., hy) € R™ setzen wir 2y := z und z, := x + hie; + -+ - + hyey,
k=1,..,n.

Nach dem Mittelwertsatz, Theorem 7.14 (angewandt auf die Funktion h — f(z,_;+hey,))
gilt fiir ein s € [0, 1]

Of (zy, + shey,)

f@p) = flzp—1) = flzp_y + hiey) — flz—y) = O hi,
also gibt es sq, ..., 8, € [0, 1] mit
|flz+h)—flz) —Ah 1| of (z)
i = Tl 2 ) = Tlan) = T

- Zm: hi ‘8f(wk1 + skhier) af(%)’
8xk 8xk

Wegen den Stetigkeit der partiellen Ableitungen und z;_; + siphrey ﬂ) z folgt die Behaup-
tung, wenn man h — 0 betrachtet. O
14.2 Rechenregeln

Im ein-dimensionalen haben wir in Proposition 7.5 die Produkt- Quotienten- und Kettenregel
der Differentiation kennen gelernt. Da partielle Ableitungen genauso funktionieren wir ein-
dimensionale Ableitungen mit festgehaltenen Koordinaten, gelten diese Rechenregeln sofort
auch fiir partielle Ableitungen. Jedoch ist die Frage, inwiefern sich diese Regeln auch auf die
Ableitung von Funktionen iibertragen lassen. Dies werden wir nun beantworten.

Theorem 14.14 (Ableitungsregeln). Sei E C R™ und E' CR" offen.
1. Linearitat: Fir f,g: E — R" und o, B € R gilt, falls D f(z) und D g(z) existieren
D(af + Bg)(z) = aD f(z) + BD g(z).
2. Produktregel: Fir f,g: E — R gilt, falls Df(z), Dg(z) ezistieren
D (fg)(z) = g(z) - (D f(2)) + f(z) - (Dy(x)).
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3. Quotientenregel: Fir f,g: E — R gilt, falls Df(z), Dg

(
Qj@) _ (2/(2))Dy(2) —f@)

x) existieren und g(x) # 0

4. Kettenregel: Fir f : E — R, g : E' — RP und f(E) C E' gilt, falls D f(z) und
Dg(f(z)) existieren

D(go f)(z)=Dg(f(z))- D f(z).

Bemerkung 14.15 (Partielle Ableitungen bei der Kettenregel). Seien f, g wie bei der
Kettenregel. Dann gilt offenbar

Ago filz) - 9gi(f(x)) dfi(a)
dz;j oxy Ox; ’

k=1

Beweis von Theorem 14.14. Bei der Linearitét ist nichts zu zeigen. Wir zeigen zunéchst die
Kettenregel und schreiben B := D g(f(z)), A := D f(z). Definiere

Jl@+h)—flz)-Ah _9(f(x)+h) —g(f(z)) —Bh
) Eg(ﬁ) = ) )

ef(h) ==

0

>
1

h
0 sowie g4(h) 220 aufgrund der Voraussetzungen. Nun

l‘

und stellen fest dass ey(h)
gilt mit b’ = Ah + |hlef(h)

g(f(z+h) —g(f(z)) —BAR
I
 g(f(z) + Ah+|hles(h) — g(f(z)) — BAR
- A
_9(f(@)+ 1) —g(f(z)) —BAh
|h|
_ 9(f(@)) + B + |W|ey(h') — g(f(x)) — BAhR
B 1]
LI )

Ah . . . . . .
% beschriankt ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0, was die Behauptung zeigt.

Wir kommen nun zur Produktregel. Wir definieren b : E — R? mittels h(z) := (f(z), g(z))
und ¢ : (x,y) — xy. Dann ist f(z)g(z) = ¢(h(x)). Damit gilt also nach der Kettenregel

D(fg)(z) = D(¢oh)(z) =Dy(h(z)) - Dh(z).

Da

Nun ist

Dy(z,y) = (y,x),dh. Do(h(z)) = (9(z), f(z)),

of@ .. 9fz
D .. ot
Ox1

v

I
|
~~
]
N~—
|
N
[o5)
S Q)
o=
&
®Q3

\Ez~
=
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Damit gilt

D) = (1) B2 + ;@) M) | = 4@ (21@) + 1@ (Do)

Wegen der eben bewiesenen Produktregel gentigt es fiir die Quotientenregel

1 Dyg(z)
Q - - 2
9(z) g9(z)
zu zeigen. Hierfiir setzen wir ¢(y) = 1/y und verwenden die Kettenregel mit
1 Dyg(z)
D—— = D(¢og(x)) = Dy(g(z)) - Dg(z) = — :
@ (Y og(z)) (9(z)) - Dg(z) o(2)?

O

Fiir zweite (partielle) Ableitungen gibt es eine schone Rechenregel, die zumindest bei stetig
partiell differenzierbaren Funktionen besagt, dass die Reihenfolge der Differentiation keine
Rolle spielt.
Theorem 14.16 (Satz von Schwartz). Sei E C R™ offen und f € C?(E). Dann gilt

*f *f

aﬂiia$]’ N 89:]8:51 '

Beweis. Zunichst bemerken wir

flz) i T f(z+ he; + Llej) — f(z + he;) — f(z+ Le;) + f(x))
8$ia$j 50050 ht

Die Behauptung des Theorems ist nun offensichtlich, dass wir auf der rechten Seite die Grenz-
werte vertauschen diirfen. Wir schreiben mit dem Mittelwertsatz, Theorem 7.14, fiir geeignete
a, 8,7 € [0,1], die jeweils von h und ¢ abhiéingen diirfen,

f(z+ he; + Llej) — f(z + he;) — f(z+ Ley) + f(z))
ht
1 <3f(:rr+ he; + ale;) 3f(:v+ﬂﬁej)>
al’j 6xj

>

0 1
- axjh(f(x+ alej + he;) — f($+ozfgj)) +

1(8f(w +ale;)  Of(z+ l%ej))

h al'j B afL‘j

(0 0 1 0f(@+ale;) Of(z+ Ble))
N (a:l:]a.fclf(x—i_agel +fyh§j>> + E( 8.CCj B 8x]~ ; )

Die Behauptung folgt nun, indem wir zunéchst £ — 0 und dann h — 0 betrachten. O

Korollar 14.17. Sei E C R™ offen und f € CK(E) fiir ein k > 2. Dann gilt fir j = 2,....k
und jede Permutation o von {1,...,5}
rf If
al'il . al'ij N 81}@ . OSL'Z

o(1) o(5)
Beweis. Klar durch iteriertes Anwenden von Theorem 14.16. Schliefllich wird jede Permu-
tation o durch hintereinander ausgefithrtes Anwenden von paarweisen Vertauschungen er-

zeugt. O
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14.3 Extrema

Im Ein-dimensionalen (d.h. fiir Funktionen f : I — R fiir ein Intervall I) ist wohlbekannt: Hat
eine (glatte) Funktion f : I — R fiir ein « € I die Eigenschaften f’(z) = 0, f”(z) > 0, so hat f
in z ein Minimum (und ein Maximum, falls f”(z) < 0). Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es,
die Aussage fiir glatte Funktionen f : E C R™ — R zu verallgemeinern. Wir erinnern daran,
dass wir bereits in Definition 7.11 definiert hatten, was ein lokales Minimum/Maximum ist.
Zunéchst zeigen wir die zu Lemma 7.12 dquivalente Aussage.

Lemma 14.18 (Gradient und Extrema). Sei E C R™ offen und f : E — R differenzierbar
inx € E. Falls f in x ein lokales Extremum hat, so ist Df(x) = 0.

Beweis. Hat f in z ein Extremum, so hat jede der Abbildungen g : t — f(z +tv) int = 0 ein
Extremum, v € R™. Weiter gilt mit Lemma 7.12

dg(t)| _ Of(z)
dt lt=0 Oz,

0= =Df(z) v

Da dies fiir alle v erfiillt sein muss, ist notwendigerweise D f(x) = 0. O

Wir benétigen noch die zur zweiten Ableitung dquivalente Abbildung im mehrdimensionalen.

Definition 14.19 (Hesse-Matrix). Sei E C R™ offen und f € C2(E). Die zweite Ableitung
von f in x € E bezeichnen wir mit

R™ xR™ —R

D*f(z):
o —
(v, w) Z 8%8%
i,j=1
. 0% f(2) . . . . .
Die Matrizx (7> heifit Hesse-Matrix von f in x wund die quadratische Form
xlﬁm] i,j=1,...m

v (D?f(z))(v,v) heift Hesse-Form von f in .

Bemerkung 14.20 (Symmetrie der Hesse-Matrix). Die Hesse-Matrix von f in z ist
wegen Theorem 14.16 symmetrisch. Es gilt ndmlich

O f(z
D/ Z 8@8% Z 337]((9:15)2- viwj = D*f () (w,v).

i,j=1 1,j=1

Wir wollen nun formulieren, wann eine Funktion f : £ — R im mehrdimensionalen ein
lokales Minimum (bzw. Maximum) besitzt; hierzu benétigen wir noch die Begriffe der positiv
(semi-)definiten quadratischen Form und des Kurvenintegrals.

Definition 14.21 (Positiv (semi-)definite quadratische Form). Sei
b R™xR™ —R
| (@ w) = b(v, w)

eine symmetrische Bilinearform. (Das bedeutet b(v, w) = b(w, v) und b(av+Lv', w) = ab(v, w)+
Bb(v',w).) Dann heifst b

positiv semi-definit, falls b(v,v) > 0 fiir alle 0 # v € R™,

positiv definit, falls b(v,v) > 0 fiir alle 0 # v € R™.
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Bemerkung 14.22 (Hurwitz-Kriterium). Sei A™*™ eine symmetrische Matrix. Dann
definiert
b:(v,w) ~vAw'

eine symmetrische Bilinearform. Folgende Aussagen sind nach dem Hurwitz-Kriterium (das
wir hier nicht zeigen werden) dquivalent:

1. b ist positiv definit.
2. Alle Eigenwerte von A sind positiv.
3. Es gilt det((aij)ij=1,..k) > 0 fiir alle k = 1,...,m.

Lemma 14.23 (Ableitungen von Kurvenintegralen). Sei E C R™ offen, f € C*(E),
I = [a,b] ein Intervall und v € C*(I; E). Dann gilt

(f o) (t) = Df(v(t)) Dy (),
(fo)"(t) = D’ fF(y())(D(t), Dy(t) + Df (2(1)) D*4(t)-

Bewets. Nach der Kettenregel ist

m 2 m
(ronyny = 3 ZIOW) (g;’z?)v;<t>v;<t> Ly 200) g;j%m.
; 7 =

O]

Lemma 14.24 (Mehr-dimensionales Taylor-Polynom zweiter Ordnung). Sei E C
R™ offen und f € C3(E). Dann gilt

f@+h)— f(z) — Df(x)h — 3D*f(z)(h, k) no 0
|h|?

Bemerkung 14.25. Fiir eine Funktion f € C?(I) fiir ein Intervall I folgt die Behauptung
aus Theorem 12.17. Es gilt ndmlich fiir n = 1

1
fla+h) = f(z) = f'@)h - 5 f"(x)h* = hz/ (1= )(f"(x + th) = f"(x))dt “= 0,

0

weil supyepo 1) [/ (z +th) — f"(z)] h=0, ),

Beweis. Wir verwenden die Funktion v : [0,1] = R™, y(t) =z +thund ¢ = foy :t —
f(z + th). Dann gilt mit partieller Integration, angewendet mit u(t) = ¢'(t) — ¢’(0) und
v(t) =1

1 1
o(1) — p(0) - ¢'(0) = /0 (1) — & (0)dt = $'(1) — £ (0) - / b (t)dt = /0 (1 - t)g" ().

0
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Mit Lemma 14.23 folgt daraus
fle+h) — f2) — Df(@)h — 3D°f(2)(h, h)
= /1(1 —t)(D*f(x + th)(h, h) — D*f(x)(h, h))dt.
0

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ — D?f(z + th)(h, k) gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein
§ >0, so dass [D?f(z +y) — D*f(z)| < e fiir y| < §. Daraus folgt fiir [h| < &, dass

|1D*f(x + th)(h, h) — D* f(x)(h, b)| < e|hf.
Da € > 0 beliebig war folgt die Behauptung. O
Theorem 14.26 (Lokale Extrema und die Hesse-Matrix). Sei E C R™ offen und
f € C3(E). Dann gilt:
1. Hat f in z € E ein lokales Minimum, so ist Df(z) = 0 und D?f(z) positiv semidefinit.

2. Ist Df(z) = 0 und QQf@) positiv definit fir ein x € E, so hat f in z ein lokales
Minimum.

Beweis. 1. Die erste Behauptung hatten wir schon in Lemma 14.18 formuliert. Weiter hat
die Abbildung t — f(z + tv) fiir jedes v € R™ in ¢ = 0 ein lokales Minimum. Also folgt aus
Lemma 14.23

0< & Hat ) = D+ ).

Insbesondere folgt daraus, dass die Hesse-Matrix in x positiv semidefinit ist.

2. Die Menge A = {v : [v| = 1} ist kompakt und die Abbildung v — D?f(v,v) ist stetig.
Nach Korollar 5.26 existiert also ein w € A mit A := inf,ca D?f(v,v) = D*f(w,w) > 0. Nach
Lemma 14.24 gibt es dann wegen D f(z) = 0 fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass fiir |b| < §

fl@+h)— flz)

> oD’ f(2) (b h) — € > 5 inf D?f(z)(v,0) —¢ = AL

|h|? vEA= T T 2
Wihlt man nun etwa ¢ = A\/4 folgt die Behauptung. O
Beispiel 14.27 (Euklidischer Abstand). Wir betrachten die Funktion f := [.|? : z =

(1, .oy Tn) > 2(@3+- - +22). Wir wollen nun mittels des Kriteriums aus Theorem 14.26 die
wohlbekannte Tatsache nachweisen, dass diese Funktion in (z,y) = 0 ein Minimum besitzt.
Hierzu berechnen wir wie in Beispiel 14.3
Df(z) =z,
2 —
D f(z) = (5ij)i,j:1,...,m‘

Klar ist, dass Df(0) = 0 und

m

D*f(0)(v.v) = ) o}

=1

Damit erfiillen f und z = 0 die Voraussetzungen von Theorem 14.26.2 und f hat in 0 ein
lokales Minimum.
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15 Gewohnliche Differentialgleichungen

Will man eine sich mit der Zeit ¢ verindernde Grofle (nennen wir sie x(t)) mit ihrer eigenen
Anderung (also 2/(t)) in Bezichung setzen, gelangt man zu einer Differentialgleichung. Solche
Gleichungen treten in vielen Anwendungen, etwa in Physik, Biologie, Chemie etc. auf. Wir
formulieren ein einfaches Beispiel aus der Chemie. Betrachten wir die chemische Reaktion

A+B 5 C,

die soviel bedeutet, dass ein Molekiill A mit einem Molekiil B mit Rate x (was der Ge-
schwindigkeit der Rekation entspricht) zu einem Molekiil C' reagiert. Betrachten wir nun etwa
die Konzentrationen der Substanz A, B,C und bezeichnen diese zu einem Zeitpunkt ¢ mit
zA(t), xp(t) und zc(t). Je grofer x4(t) und xp(t) sind, desto schneller wichst z¢(t). Nach
dem Massenwirkungsgesetz entwickeln sich die Groflen x4, xp und z¢o geméifl

z'y () —kzA(t)zp(t) g (A z'y —KTATB
2y(t) | = | —kza(t)zp(t) oder kiirzer s |eB ] = 'y | = | —kzazB
zp(t) krA(t)xp(t) o Ty KT ATR

Die dritte Gleichung interpretiert man in etwa so: Die Anderung der Konzentration der Sub-
stanz C steigt proportional zur Rekationsrate, sowie den Konzentrationen der Substanzen A
und B.

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit solchen Differentialgleichungen, deren Losun-
gen also Funktionen sind. Dabei sind wichtige Fragen — wie etwa auch beim Lésen von linearen
Gleichungssystemen — die Existenz und Eindeutigkeit der Losung, sowie spezielle Losungsver-
fahren. Nach einer Einfithrung in Abschnitt 15.1 und ein paar Hilfsmitteln in Abschnitt 15.2
werden wir in Abschnitt 15.3 Eindeutigkeits- und Existenzaussagen beweisen. Spezielle Dif-
ferentialgleichungen sind linear, fiir die wir in Abschnitt 15.4 auch explizite Losungsmetho-
den kennen lernen werden. In Abschnitt 15.5 werden wir dann in speziellen Fillen weitere
Losungsméglichkeiten kennen lernen.

15.1 Einfiihrung

Ziel des Abschnittes ist es lediglich, einen allgemeinen Rahmen zur Formulierung von (gew6hn-
lichen) Differentialgleichungen zu geben. Fiir eine Funktion z : J C R — R" bezeichnen wir
die n x 1-Matrix D z(t) im Folgenden auch mit z'(¢).*!

Definition 15.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung, Anfangswertproblem). Sei I C
R ein Intervall, E C I x R™ offen und f € C°(E,R™). (Hier und im Folgenden schreiben wir
fiir (t,z) mit t € R,z € R™ hierfir f : (t,x) — f(t,x).) Dann heifit x € C1(J,R") fiir ein
Intervall J C I Lisung der (gewdhnlichen) Differentialgleichung (fiir f in J), falls

2= f(,x), d.h 2'(t) = f(t,z(t)) fir allet € J.

Ist auferdem (to,zy) € E mit to € J, so heift x € C*(J,R") Lésung des (f,J, (to,z))-
Anfangswertproblems, falls x Lisung der Differentialgleichung fir f in J ist und z(tg) = x,
gilt.

2In der Physik ist es auBerdem iiblich, Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt statt einem Strich zu
schreiben, also wire hier &(t) := D z(t).
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Bemerkung 15.2 (Notation). Um Schreibarbeit zu sparen, sollen im Folgenden Mengen
J,I C R immer Intervalle sein.

Beispiel 15.3 (Exponentielles Wachstum). Gegeben sei f : R x R durch f(¢,z) := az
(insbesondere hiingt also f nicht von ¢ ab). Dann ist bekanntlich z(t) := e®* Losung der
Differentialgleichung =’ = f(t,x) = ax. Fiir dieses z gilt ndmlich

() = ae™ = ax(t).

Sei weiter o € R und 2o € R. Dann ist 2(t) = ze®*~%) Losung des (f, R, (to,x0))-
Anfangswertproblems. Schlielich gilt mit dieser Wahl von z

2(0) = 20e™ = ¢ und 2'(t) = azee®) = ax(t).

Bemerkung 15.4 (Differentialgleichungen héherer Ordnung). Allgemeiner als in De-
finition 15.1 kann man auch Differentialgleichungen hoherer Ordnung betrachten. Sei hierzu
n € N, E C IxR" offen und f € C°(E). Dann ist z € C*(J) mit J C I Losung der
Differentialgleichung (™ = f(.,z, M), ..., z("=1) in J, falls

M@ = ftx@), 2 @t), .., V@)),  tel (15.1)

(Ein Beispiel ist die Schwingungs-Differentialgleichung 2/ = —z aus der Physik.) Eine solche
Differentialgleichung n-ter Ordnung kann man jedoch auch in eine Differentialgleichung erster
Ordnung im Sinne von Definition 15.1 umschreiben. Hierzu definieren wir die Funktion f :

R x R" — R™ mittels
X
i(t,.fvo, ...,:En_l) = To1
f(tvx()v "wxnfl)

Dann ist « € (C"(J) genau dann Lésung von (15.1) in J, wenn t ~— z(t) :=
(z(t), 2/ (), ...,z (t)) Losung von 2/ = f(.,z) in J ist.

Fiir das entsprechende Anfangswertprgblem sei (to, zg, ..., Tn—1) € E mit ty € J. Dann
heifit = € C™(J) Losung des (f, J, (to, xo, ..., Tn—1))-Anfangswertproblems in J, falls zusétzlich
(zo(to) = mo, l‘él)(tg) = z1,..., 2 V(t) = z,_;. Man sicht also, dass man bei einem Anfangs-
wertproblem n-ter Ordnung neben dem Startwert in tg die ersten n — 1 Ableitungen in tg
festlegt.

Bemerkung 15.5 (Partielle Differentialgleichung). Differentialgleichungen im Sinne von
Definition 15.1 (oder auch im Sinne von Bemerkung 15.4) heilen gewdéhnliche Differential-
gleichungen: Die Losungsfunktion einer solchen gewdhnlichen Differentialgleichung hiangt nur
von einer einzigen Variable (die wir mit ¢ bezeichnen) ab. Anders verhilt es sich bei partiellen
Differentialgleichungen, deren Losung eine Funktion von zwei oder mehr Variablen ist. Sei
hierzu z.B. f : E — R mit E C R®. Gesucht ist fiir eine offene Menge £’ C R? eine Funktion
u € C2(E") mit

ou(z,y) Ou(z,y) 0u(z,y) 0%u(z,y) 82u(x,y)> _0.

Entsprechend ist u Losung des Randwertproblems fiir f mit Randwerten g, falls zusétzlich
u(z,y) = g(z,y) fir (z,y) € OF gilt, wobei OF’ den Rand von E’ bezeichnet. (Anschaulich
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sollte klar sein was das ist, auch wenn wir hier keine formale Definition liefern.) Wir werden
uns im Folgenden nicht mit partiellen Differentialgleichungen befassen, bemerken jedoch, dass
wir in Beispiel 14.3 Losungen der partiellen Differentialgleichung

o(a.y) , Ou(a.y)

0x2 Oy? =0

kennen gelernt haben. Diese Gleichung heifit auch Laplace-Gleichunyg.

Oftmals ist es hilfreich, eine Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuschreiben.
Dies ist mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung einfach, wie das
néchste Lemma zeigt.

Lemma 15.6 (Differential- und Integralgleichung). Sei I C R, E C I x R™ offen,
(to,zy) € E mitto € J C I und f € C°(E,R™). Dann sind dquivalent:

1. z € CY(J,R™) ist Losung des (f,J, (to, zg))-Anfangswertproblems in J.

2. x € CO(J,R") lést die Integralgleichung
t
z(t) =xzo+ | f(s,2(s))ds (15.2)
to

firt e J, wobei das Integral komponentenweise interpretiert wird.

Beweis. 1.=2.: Da z Losung des Anfangswertproblems ist, folgt

t t
z(t) —xy = / ' (s)ds = [ f(s,z(s))ds.
to to
2.=1.: Da die rechte Seite von (15.2) differenzierbar ist, ist auch z differenzierbar. Leitet man
beiden Seiten von (15.2) ab, folgt die Behauptung. O

15.2 Hilfsmittel

Im néchsten Abschnitt beschéftigen wir uns damit, wann es (eindeutige) Losungen von Dif-
ferentialgleichungen gibt. Wir haben bereits gesehen, dass die lineare Differentialgleichung
¥’ = ax eine Losung hat (und werden spéter sehen, dass die in Beispiel 15.3 angegebe-
ne Losung des entsprechenden Anfangswertproblems eindeutig ist). Um Existenz und Ein-
deutigkeit im néchsten Abschnitt zeigen zu konnen, bendtigen wir drei Hilfsaussagen. Den
Schrankensatz (was eine Erweiterung von Proposition 7.19 ins Mehrdimensionale ist), das

Gronwall-Lemma (Theorem 15.11) und den Banach’schen Fixpunktsatz (Theorem 15.15).

Bemerkung 15.7 (Lokale und globale Lipschitz-Stetigkeit). Wir erinnern an die Defi-
nition der Lipschitz-Stetigkeit aus Beispiel 5.6. Wir unterscheiden auflerdem zwischen globaler

und lokaler Lipschitz-Stetigkeit in folgendem Sinne:
Sei ECR™und f: E— R™

1. Die Funktion f heifit global Lipschitz-stetig mit Liptschitz-Konstante L, falls
f(y) —f@)|<L-|y—zl

fir alle z,y € E gilt.



146 15 Gewdhnliche Differentialgleichungen

2. Die Funktion f heifit lokal Lipschitz-stetig, falls es fiir jedes x € E ein ¢ > 0 und ein
L, € Ry gibt mit
f(2) = f@I < Ly - |z — ¥

fiir alle y,z € Be(z).

Theorem 15.8 (Schrankensatz). Sei E C R™ offen und f € C'(E,R™). Dann ist f lokal
Lipschitz-stetig.

Bemerkung 15.9 (Eine etwas genauere Aussage). Bezeichnet man mit |.| die Supre-

mumsnorm, also |z| := max(|z1], ..., |xn,]|) fiir x = (21, ..., 2,) € R™. Dann sieht man aus dem
Beweis des Schrankensatzes, dass
1f(@) = fWI < 1D ()] |z —yl, (15.3)

falls z + t(y — z) € E fiir t € [0, 1]. Also sehen wir nicht nur, dass f lokal Lipschitz-stetig ist,
sondern erhalten auch eine Abschitzung fiir die Lipschitz-Konstante.

Beweis. Sei x € E und € > 0 klein genug, so dass B.(z) C E. Da stetige Funktionen auf
kompakten Mengen ihr Maximum annehmen, gibt es ein L, so dass y — |D f(y)| < L fiir

y € B-(z). Seien nun y, z € B.(x) sowie y(t) := y + t(z — y). Dann gilt (siche Lemma 14.23)

1

Wir bendétigen noch eine kleine Verallgemeinerung dieses Schrankensatzes.

Korollar 15.10. Sei E C R x R™ offen und f € C°(E,R"). Weiter betrachten wir fir festes
t die Abbildung f, : x — f(t,z). Ist (t,z) — D f (x) stetig, dann ist f lokal Lipschitz-stetig
beziiglich x, das heifst fir alle (s,z) € E gibt es ein e >0 und L < oo, so dass

£ (t,2) = f(t,y)| < L[z -y
fiir alle (t,y), (t,2z) € B:((s,z)).

Beweis. Sei (s,z) € E und € > 0 klein genug, so dass B:((s,z)) € E. Da (t,z) — D fi(z)
stetig ist, gibt es ein L, so dass y — |D_f(y)| < L fiir (¢,y) € B:((s,z)). Der Rest folgt dann
genau wie im letzten Beweis. O

Aus Beispiel 15.3 in Verbindung mit Lemma 15.6 sieht man, dass aus f(t) = a + b f(f f(s)ds
folgt, dass f(t) = ae® gelten muss. Das Gronwall-Lemma zeigt nun, dass diese Aussage auch
gilt, wenn man jeweils =" durch '<’ ersetzt.

Theorem 15.11 (Gronwall-Lemma). Sei f : [0,00) — R eine stetige Funktion und a,b >
0. Gilt

fit) <a+ b/O f(s)ds oder f'(t) <bf(t) und £(0) = a,

so folgt
F(t) < ae

fiir alle t > 0.
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Beweis. Aus der Voraussetzung folgt sofort

e fo)ds) = (£ - / F)ds)e™ < e,

Integration und Einsetzen der Voraussetzung liefert

S -1) < /Otf(s)ds < eMa /Ot e bsds = Lt~ 1),

Auflésen nach f(t) liefert die Abschétzung. O

Sl

Der Banach’sche Fixpunktsatz ist ein abstraktes Resultat, das in vollstdndigen metrischen
R&umen gilt.

Definition 15.12 (Vollstédndiger metrischer Raum). Sei (E,r) ein metrischer Raum.
Dieser heifst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Das bedeutet: Gilt fiir eine F-
wertige Folge, dass fiir jedes € > 0 ein N existiert, so dass fir m,n > N gilt, dass r(zp, Tm) <

e. Dann gibt es ein x € E mit x, LNy

Beispiel 15.13. Sei r die euklidische Metrik in R.

1. (R,r) ist vollstéindig. SchlieBlich besteht R gerade aus den Aquivalenzklassen aller
Cauchy-Folgen.

2. (Q,r) ist nicht vollstéandig. SchlieBlich gibt es eine Q-wertige Cauchy-Folge 1, z2, ... mit
Tn 2225 /2.

Lemma 15.14 (Menge stetiger Funktionen ist vollstindig). Sei I C R. Dann ist
C(I,R™), versehen mit dem Supremumsabstand (d.h. fir f,g € C(I,R™) st r(f,g) =
super | f(t) — g(t)|), ist vollstindig.

Bewets. Wir wissen bereits, dass R"”, versehen mit der euklidischen Metrik vollstindig ist.
Sei nun f1, fa,... € C(I,R™) eine Cauchy-Folge (bzgl. dem Supremumsabstand). Dann ist fiir
jedes t € I auch fy(t), fa(t),... € R™ eine Cauchy-Folge. Deswegen existiert eine Abbildung
f: 1 — R"mit f, H—Oo>pktw f. Sei nun £ > 0. Dann gilt nach Konstruktion fiir ein N € N,
fir das r(fm, fn) <e fiir n > N(e)

|fn(t) - f(t)’ = n%gnoo ‘fn(t) - fm(t>| <g,

und damit auch

sup [ fn(t) — f(1)] <e.

tel
Wir haben also gezeigt, dass sogar f, H—Oo>glm f und damit ist f € C(I,R™) nach Lemma 8.6.
O

Theorem 15.15 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (E,r) ein vollstindiger metrischer
Raum, E' C E abgeschlossen und f : E' — E’ eine Kontraktion, d.h. es gibt ein ¢ < 1 mit

r(f(@), f(y)) < c-r(z,y)

fiir alle x,y € E’. Dann gibt es genau einen Fizpunkt von f, d.h. es gibt genau ein x € E' mit
—00

f(z) = x. Weiter gilt fir alle xo € E' und 2,41 := f(zn), n=0,1,2, ..., dass z, —— x
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Beweis. Zunichst ist die Abbildung f Lipschitz-stetig und damit auch stetig. Wir zeigen die
Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes von f. Zunichst zur Eindeutigkeit: Seien z,y € E’
zwei Fixpunkte. Dann gilt

r(z,y) =r(f(z), f(y)) < c-r(z,y),

also 7(z,y) = 0 und damit x = y.
Nun zur Existenz und zur behaupteten Konvergenz. Sei hierzu zo € E’ beliebig und z,11 =
f(zn),n = 0,1,2,... Dann gilt r(zp4+1,2y) < ¢"r(x1,z0) fiir alle n. Denn: die Behauptung
ist fiir n = 0 klar und gilt sie fiir ein n, so folgt r(zpt2,Tnt1) = r(f(@nt1), f(zn)) < c-
P(Tpi1, Tn) < "Hlr(z1, 29) nach Induktionsvoraussetzung.

Wir zeigen nun, dass (wn)n:071,27.,, eine Cauchy-Folge ist. Sei hierzu ¢ > 0 beliebig. Dann
gilt fiir N(g) groB genug fiir ¢V < (1 — ¢)e/r(21,20) und n > m > N(e)

n—1 0 Cm CN(‘E)
k
7 (Tp, Tpm) < Z (g1, vk) < 7r(x1, 20) Zc ZCl,xo)l_C ST(m,xO)l_c <e.
k=m k=m

Da nach Voraussetzung (E’,r) vollstindig ist, gibt es ein x € E' mit z,, 7% 2. Dieses
muss ein Fixpunkt von f sein, denn

f(z)= lim f(x,)= lim z,41 = 2.
n—o0 n—oQ

15.3 Existenz und Eindeutigkeit

Wir kommen nun zur Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Anfangswertproblemen.
Wihrend die Eindeutigkeit eine Anwendung des Gronwall-Lemmas aus dem letzten Abschnitt
ist (Theorem 15.16), bendtigen wir den Banach’schen Fixpunktsatz zum Beweis der lokalen
Existenz durch den Satz von Picard-Lindelof (Theorem 15.19). Auflerdem konnen wir die
globale Existenz einer Losung im Falle von hochstens linear wachsendes Koeffizienten zeigen
(Theorem 15.22).

Theorem 15.16 (Eindeutigkeit von Anfangswertproblemen). Sei E C R x R™ of-
fen, f € CO(E,R™), so dass fiir f,rz— f(t,z) die Abbildung (t,z) Df, (z) stetig ist
und (to,zy) € E. Dann gibt es fur to € J C I hochstens eine Liosung dz'si(f J, (to,zg))-
Anfangswertproblems.

Beweis. Seien x, y zwei Losungen des (f, J, (to, 29))-Anfangswertproblems. Wir zeigen zunéchst,
dass z(s) = y(s) fiir s € (tg — 0,t9 + 0) fiir ein geeignetes § > 0. Wihle ¢ > 0 und L < oo
nach Korollar 15.10. Weiter sei § > 0 so klein, dass f(t,z(t)), f(t,y(t)) € Be((to,x,)) fiir
t € (to — 6,tg + 6). Dann gilt fiir u(t) := |z(t) — y(¢)| mit der Cauchy-Schwartz’schen Unglei-
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chung
92 = jt;m(t) — u(0))?
= 2(zi(t) — yr () (@ (1) — yi(2))
k=1
= 3 2wk () — ) (filts2() — filts y(2))
k=1

Nun ist u(0) = 0 und nach dem Gronwall-Lemma folgt mit dem soeben Gezeigten u?(t) <
u?(0)e*t = 0, also u(t) = 0 fiir t € (to — 6,to + ). Damit ist also z(t) = y(t) fir t €
(to — d,to +9).

Nun kommen wir Beweis von z(t) = y(¢) fir ¢ € J. Wir setzen t* := sup{t € J :
z(t) = y(t)}. Wire t* < sup.J, so wiren sowohl z als auch y Losung des (f,J, (t*, z(t*)))-
Anfangswertproblems. Nach oben gezeigtem gibt es ein § > 0 mit z(t) = y(t) fiir t € (t* —
6,t* + ) im Widerspruch zur Maximalitéit von t*. Analog zeigt man t, := inf{t € J : z(t) =
y(t)} =inf J. O

Das letzte Resultat ist nur dann anwendbar, wenn f’ stetig ist. Ist dies nicht der Fall, kann es
mehrere Losungen des entsprechenden Anfangswertproblems geben, wie das néichste Beispiel
zeigt.

Beispiel 15.17 (Ein nicht eindeutig lésbares Anfangswertproblem). Wir betrachten

[ (t,x) — 24/|x| und stellen fest, dass f/(z) = ﬁ in 0 nicht definiert und damit nicht
T

stetig ist; insbesondere ist Theorem 15.16 nicht anwendbar. Weiter sei (¢, z9) = (0,0). Dann
sind alle Funktionen
{0, t<t
Tt

t—t)? t>t

Losungen des (f, R, (0,0))-Anfangswertproblems. Es ist ndmlich sowohl %O =0=2//0| als
auch 4(t — )2 =2(t —t') = 2\/(t — /)2 fiir t > ¢, also immer 2/(t) = 2,/z(t) und z(0) = 0.

Die néchste Herausforderung wird nun der Beweis der Existenz einer Losung des Anfangs-
wertproblems. Wir werden zwei wichtige Aussagen hierzu treffen. Einerseits werden wir mit
dem Satz von Picard-Lindelof die zeitlich lokale Existenz in einem allgemeinen Fall zeigen
(Theorem 15.19), andererseits kénnen wir diese Aussage zu einer globalen Existenz erwei-
tern, wenn die Funktion f hochstens linear wichst (Theorem 15.22). Wir beginnen mit einem
Beispiel, warum bei superlinearem Wachstum von f nur eine lokale Lésung (d.h. fiir eine
begrenzte Zeitmenge) zu erwarten ist. B
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Beispiel 15.18 (Explosion eines Anfangswertproblems). Sei f : (t,z) — 2 und

(0,20) € R? (und bemerken, dass f schneller als linear wichst). Wir suchen eine Losung
des (f, J, (0, z¢))-Anfangswertproblems fiir ein J C R mit 0 € J. Diese ist gegeben durch

Lo
t) =
() = T
es ist ndmlich )
_ Fopy 2o _ 2

Allerdings ist diese Losung nur auf dem Intervall J := (—o0, 1/z¢) definiert, da x in ¢t = 1/x¢
eine Polstelle besitzt. Das bedeutet, dass man die (nach Theorem 15.16 eindeutige) Losung
des Anfangswertproblems nur fiir J = (—o00,1/xg) bekommt. Man sagt auch, dass die Losung
des (f, J, (0, z¢))-Anfangswertproblems bei t = 1/ explodiert.

Theorem 15.19 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindelsf). Sei E C R x R™ offen,
f € C°(E,R™), so dass fir f, vz = f(t,z) die Abbildung (t,z) — D f (x) stetig ist und
(to,zy) € E. Dann gibt es ein § > 0, so dass das (f, (to—9,to+9), (to, zy))-Anfangswertporblem
eine Lisung besitzt. B

Beweis. Der Trick des Beweises besteht darin, eine Funktion F' auf einem Funktionenraum zu
definieren und die Aussage des Satzes als Fixpunktgleichung bzgl. F' in einem vollstdndigen
metrischen Raum zu schreiben. Zeigt man, dass F' eine Kontraktion ist, folgt dann die Aussage
unmittelbar aus dem Banach’schen Fixpunktsatz, Theorem 15.15.

Wir setzen zunéchst

Ap = {z € C°(I,R") : sup [a(t) — zo| < e}
tel
und F;: A; — C°(I,R™) mittels

(E(2))(t) = 2o + ti(s,g(s))ds.

Dann ist nach Lemma 15.6 die Funktion z genau dann eine Losung des (f,I, (to,z))-
Anfangswertproblems, wenn z(t) = (F;(x))(t) fiir t € I gilt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn z ein Fixpunkt von F'; ist. Wir miissen also nun noch I so bestimmen, dass wir den Ba-
nach’schen Fixpunktsatz anwenden kénnen. Sei hierzu ¢ > 0 und L < oo wie in Korollar 15.10.
AuBerdem ist M := sup | f(B:(to, zy))|. Dann gilt fiir &’ := e A 47 (also ist insbesondere ¢’ < &)

t
(E -0 @) ()~ 0] = | | (s, (s))ds| < Mt — to] < e
0

Mit I = (to — d,t0 + 0) gilt damit F;(A;) C Ay falls § < ¢'. AuBerdem gilt fiir 2,y € As

[(Er(2) () = (Er()(#)] = )/t (f(s,2(s)) = [(s,y(s))ds| < dsup|f(s,z(s)) — f(s,y(s)]

sel
< Lésup |z(s) — y(s)].
sel
Wir setzen nun § := 0’ A1/(2L), so gilt F;(Ar) C Ar sowie supye; |(F;(2))(t) — (F;(y) ()] <
2 supye; z(t) — y(t)|. Mit anderen Worten ist F; eine Kontraktion auf dem vollsténdigen
metrischen Raum A; und die Existenz eines Fixpunktes folgt direkt aus dem Banach’schen
Fixpunktsatz. O
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Beispiel 15.20 (Picard-Iteration). Sei f wie in Theorem 15.19. Im gerade durchgefiihrten
Beweis haben wir gesehen, dass die Existenz der Lésung auf den Banach’schen Fixpunktsatz
zuriickgefiithrt werden kann. In seiner Formulierung in Theorem 15.15 haben wir aulerdem
gesehen, dass eine Fixpunktgleichung durch Iteration gelést werden kann. Dies wollen wir
nun an einem Beispiel veranschaulichen. Sei hierzu f : (¢,x) — ax. Wir wissen bereits, dass
z(t) = 20e® einzige Losung des (f,R, (0, zo))-Anfangswertproblems ist.

Wir setzen xo(t) := x¢ und betrachten die Iterationsvorschrift

t
Tpy1 = Fxy) 1 t— xo+ / azy(s)ds.
0
Dann berechnen wir sukzessive

t
x1(t) = xo + / azods = xo(1 + at),
0

2.2

t
x2(t) :onr/ aI0(1+a5)dS:x0(1+at+%)’
0
! a?s? a2s2 o33
x3(t) = xo + ax0<1+as+?)d5:x0<1+at+ 5 +T)’
0

Hieraus sieht man leicht, dass

0 ktk
n—oo at
xn(t) —— g E o = toe
k=0

Insbesondere konvergiert die Iteration global auf R gegen die bereits gefundene Losung.

Theorem 15.19 liefert eine Losung des Anfangswertproblems, aber nur in einem kleinen Zeit-
raum. In Beispiel 15.18 haben wir auflerdem gesehen, dass es sein kann, dass die Losung eines
Anfangswertproblems ezplodiert. Wir zeigen nun, dass eine solche Explosion im Normalfall
die einzige Moglichkeit ist, warum eine Losung des Anfangswertproblems nur lokal existiert.

Lemma 15.21 (Explosion eines Anfangswertproblems). Sei f € CO(IxR™ R"), so dass

fir f, -z~ f(t,z) die Abbildung (t,z) — D f () stetig ist und (to,zo) € I x R™. Weiter
sei J C I mazimal, so dass das (f,J, (to, zg))-Anfangswertproblem eine (nach Theorem 15.16
eindeutige) Losung x hat. Dann gilt

1. Ist t* :=supJ <supl, so gilt |z(t)| 7 .
. . : tit.
2. Ist t, :=inf J > inf I, so gilt |x(t)] — oo.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt analog. Wir definieren fiir eine
kompakte Menge K

My = Sup{‘i(tviﬂ RS [t()vt*]?l = K} < 0.

Angenommen, die Aussage wire falsch. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:
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1. Es gibt eine kompakte Menge K C R", so dass z(t) € K fiir alle t € J.
Dann gilt fiir ¢,¢ € [to, t*]

) = 2(0) = | [ Fsa(o)ds] < Mult =

Daraus folgt die Konvergenz x(t) 2 % fiir ein 2* € K. Nun hat allerdings das
(f, (t* = o,t* 4+ 6), (t*, z*))-Anfangswertproblem fiir ein § > 0 nach Theorem 15.19 eine

Losung im Widerspruch zur Maximalitét von ¢*.

2. Es gibt eine kompakte Menge K und ein € > 0, sowie eine Folge ¢, T t* mit z(t,) € K
und ¢, = inf{t > ¢, : r(z(t), K) > ¢} 1 t*. Das bedeutet, dass z(t) zwischen K und
B:(K)* oszilliert.

In diesem Fall setzen wir K’ := B.(K) = {z : Jy € K : [z — y| < ¢} und stellen fest,
dass K’ kompakt ist. Damit gilt

ty,
o <fatn) — 2] = | [ Ss.2(9))ds] < Mol — 6] 220,
tn

ein Widerspruch.

Da sich in beiden Fillen ein Widerspruch ergibt, ist damit die Aussage gezeigt. O

Theorem 15.22 (Globale Lésung eines Anfangswertproblems). Sei f € C(IxR™,R"),
so dass fir f, : x — f(t,z) die Abbildung (t,x) — D f,(z) stetig ist und (to,zy) € I x R™.
Fiir a,b > 0 gelte

f(t,2)] < a+blzl.

Dann hat das (f, I, (to, zq))-Anfangswertproblem eine (nach Theorem 15.16 eindeutige) Losung
und es gilt

z(t)] < (|zo| + at)e™.

Beweis. Sei J das maximale Intervall, fiir das das (f, J, (to, 2y))-Anfangswert eine Losung hat.
Wir werden mit Hilfe von Lemma 15.21 zeigen, dass J = I gilt. Es gilt nach Voraussetzung
die Abschitzung

t t t
()] < lzo + / (5, 2(5))\ds < |zo| + / a + blz(s)|ds = (|zo| + at) + b / 12(s)|ds.
0 0 0
Mit dem Gronwall-Lemma folgt daraus
2(0)] < (zo] + at)e?,

also die gewiinschte Abschitzung. Wire nun sup J < 0o, so miisste nach Lemma 15.21 gelten,
dass |z(t)| T o6 im Widerspruch zur Abschétzung. O
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15.4 Lineare Differentialgleichungen
In diesem Abschnitt behandeln wir Differentialgleichungen der speziellen Form
2'(t) = a(t) + B(t)z(t)

fiir Funktionen ¢ +— a(t) und ¢ — B(¢). Im Falle eines homogenen Systems (d.h. ¢ = 0) von
konstanten Koeffizienten (d.h. B ist nicht von ¢ abhéngig), konnen wir sogar eine Losungsme-
thode fiir diese Differentialgleichung angeben (siehe Theorem 15.27). Wir beginnen zunéchst
mit dem einfachen eindimensionalen Fall. Hier kann man Losungen im allgemeinen Fall ex-
plizit angeben.

Proposition 15.23 (Allgemeine Lésung eines linearen, eindimensionalen Anfangs-
wertproblems). Sei I CR sowie (tg,z9) € I x R und

f(t,z) = a(t) + b(t)x
fiir b stickweise stetig. Dann wird das (f, 1, (to, x0))-Anfangswertproblem durch die Funktion
t t t
z(t) = et V(54 </ a(s)e Jeo oY g x())
to
eindeutig geldst.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus Theorem 15.16. Weiter gilt fiir die angegebene
Losung z(tg) = zp sowie

d Y b(s)ds d t — [t b(r)dr
Za(t) = b(t)a(t) + elio 29X ﬁ( /to a(s)e Jio ¥ g a:o) — a(t) + b(t)z(t).

O]

Im Folgenden soll es um homogene lineare Gleichungen gehen, d.h. Anfangswertprobleme der
Form

2/ (t) = B(t)z(t).

Im Eindimensionalen ist diese Gleichung mit Hilfe des letzten Resultats schnell gelost.
Nach dem letzten Resultat ist ndmlich die Losung von z'(t) = b(t)z(t) gerade z(t) :=

T exp ( ftto b(s)ds). Im Mehrdimensionalen ist es allerdings nicht mehr so einfach, Losungen

anzugeben. Wir behandeln im Folgenden den Spezialfall einer homogenen, linearen Differen-
tialgleichungen. Beginnen werden wir mit einer Beobachtung iiber den Losungsraum einer
solchen Differentialgleichung.

Lemma 15.24 (Lésungsraum ist linear). Sei I C R und B € C°(1,R™*™). Dann hat fiir
jedes (to,zg) € R x R™ und f(t,z) := B(t)z(t) das (f, 1, (to, zo))-Anfangswertproblem genau
eine Losung x. Weiter ist der Ldsungsraum

L:={z¢€ CH(I,R™) Lésung des (f,1,(to, xo))-Anfangswertproblems fiir ein (to, o) }
ein m-dimensionaler Vektorraum und die Abbildung
(to,zy) = x € C'(I,R™) Lésung des (f, I, (to, z))-Anfangswertproblems fiir (to, )

ist fiir jedes tg € I ein Vektorraum-Isomorphismus.
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Beweis. Die Linearlitdt des Raumes £ sowie die Linearlitét der angegebenen Abbildung sind
klar. Zu zeigen ist dann nur die zweite Aussage, woraus die erste sofort folgt. Es geniigt zu
zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist. Zur Surjektivitéit bemerken wir, dass jeder Anfangswert
in £ vorkommt, und somit das Bild der linearen Abbildung ganz L ist. Die Injektivitét folgt
aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertporblems. ]

Ziel ist es nun, eine effiziente Methode anzugeben, wie ein homogenes, lineares Differenti-
algleichungssystem mit konstanten Koeflizienten gelost werden kann. Von unserer Kenntnis
des eindimensionalen Falls wissen wir, dass 2/(t) = bx(t) durch z(t) = xgexp(b(t — to)) gelost
wird. Analog miissen wir nun im Mehrdimensionalen dem Ausdruck exp (ﬁ (t—to)) erst einmal

einen Sinn verleihen.

Definition 15.25 (Matrix-Exponential). Fir B € R™*™ definieren wir

exp (é) = i 4

n!’
n=0

(Es sei bemerkt, dass die Summe auf der rechten Seite immer konvergiert, weil |[B"| < C™
fiir ein C' € R gilt.) Weiter ist éo =L die Einheitsmatriz.

Lemma 15.26 (Eigenschaften des Matrix-Exponentials). Seien A,B € R™ ™ und
S € GLnu(R). Dann gilt:

1. exp (B) € GLn(R),

2. exp (é—l—ﬁ) = exp (A) exp (B), falls AB=BA.

5. exp (SBS) = Sexp (B)S
4. Ist D = diag(\1, ..., A\m) eine Diagonalmatriz, so ist exp(D) = diag(e™, ..., e*m).

5. Ist B = (i j+1)1<ij<m (diese Matrizen konnen in der Jordan’schen Normalform einer
Matriz B vorkommen,), so ist

(exp (ét)) — {(ji)lv fiir § > i

ij 0, sonst.

Beweis. Wir zeigen zunéchst 2, indem wir wie im Beweis von Lemma 6.6

© (A+B)" 1 (n
eXP(A+B):Z(n!):Z§'Z(k>Akn—k

n=0 n=0 " k=0
o0 o 1 1 - o 1 o 1 "
S AT =Y A
k=0 n=k k=0 n=0

= exp (A) exp (B)

schreiben. Hierbei haben wir im zweiten Gleichheitszeichen die Voraussetzung AB = B A
benétigt. Mit 2. gilt weiter exp (4) exp (— A) = exp (0) = E da A(-4) = (-4)(4). Also
gilt auch 1.
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Fiir 3. geniigt es zu bemerken, dass

Damit kénnen wir sofort

ep(sas™) =5 EAE (T AN e (a)s

schreiben.

4. ist klar wegen D" = diag(\},...,A}). Fiir 5. bemerken wir, dass B eine nilpotnte
Matrix ist. Fiir n < m ist B"® = (03 j4+m)1<ij<m und fiir n > m ist B" = 0. ‘Hieraus folgt die
angegebene Formel. B B a O

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man jeder Matrix B eine Jordan’sche Normalform
J zuordnen kann. Auflerdem gibt es eine Matrix S mit J =S5 ~1BS. Wir behandeln nun den
Fall, dass J nur aus einem einzigen Jordan-Kistchen besteht. Der allgemeine Fall liisst sich
hieraus leicht herleiten.

Theorem 15.27 (Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten). Sei B € R™*™ und S € R™*™, s0 dass

A1 0 0
0 A 1 0 0
J=5"'BS= N
0 0 A1
0 0 A
Fir f(t,z) = Bz und (to,zg) € R x R™ st die Losung des (f,R,(to,zg))-
Anfangswertproblems durch
z(t) = exp (B(t —to))zg = Sexp (J(t — t0))S 'z (15.4)
gegeben. Auflerdem ist
t2 tmfl
)
o 1 t 3 m—2)!
exp(it):e’\t
0o .- - 0o 1 ¢
0 v «ov i 0 1

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 15.26. Zunéchst rechnet man direkt
nach, dass x,exp (é(t — to)) das Anfangswertproblem 16st. Das zweite =" in (15.4) folgt
aus Lemma 15.26.3. Fiir die angegebene Formel fiir exp(Jt) stellen wir fest, dass J Summe
aus einer Diagonalmatrix und einer nilpotenten Matrix ist, die kommutieren. Deshalb ist

Lemma 15.26.2 anwendbar. Die Formel folgt dann aus Lemma 15.26.5. O
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Beispiel 15.28. Wir betrachten die Funktion f :z +— Bz fiir die Matrix

[isy

1 1 0
=10 1 0
0 0 1
und das (f,R, (to, zy))-Anfangswertproblem. Nach Theorem 15.27 wird dies durch

z(t) = exp(B(t — to))zg

gelost. Wir berechnen nun das Matrix-Exponential. Da

exp(B(t — to)) = exp((E, + (B — E,))(t — t0)) = exp(£,(t — to)) - exp((B — £,))(t — to))

1 t—ty O
=0 1 o0},
0o 0 1

ist die Losung des Anfangswertproblems fiir o = (z,y, 2)

1 t—t O x 1‘+y(t—to)
z(t) = et o 1 0 y| = el—to Y
0 0 1 z z

Zur Kontrolle leiten wir nach ¢ ab und erhalten

15.5 Trennung der Variablen

Wir lernen nun ein weiteres Verfahren kennen, Differentialgleichungen zu 16sen. Diese nennt
man auch Trennung der Variablen und kann bei eindimensionalen Problemen eingesetzt wer-
den.

Bemerkung 15.29 (Getrennte Variablen). Wir betrachten eine ein-dimensionale Diffe-
rentialgleichung der Form

a'(t) = b(t)g(x(t)).
Die rechte Seite ist eine spezielle Funktion der beiden Variablen ¢t und z, da man sie als
Produkt zweier Funktionen schreiben kann, die jeweils nur von einer Variablen abhéngen.
Um ein Anfangswertproblem mit x(ty) = x¢ zu 16sen, formen wir zunéchst recht informell
die Gleichnug fli—gt” =b(t)g(z) in
1
9(x)

um. Integration unter Beachtung des Anfangswertes ergibt nun

/x:(t) g(lx)dm = /t: b(s)ds. (15.5)

Kann man beide Seiten berechnen, und anschlieBend die Gleichung nach z(t) auflosen, erhélt
man eine Losung des Anfangswertproblems. Dies ist Inhalt des néchsten Theorems.

dz = b(t)dt
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Theorem 15.30 (Trennung der Variablen). Sei I C R und f : (t,z) — b(t)g(x) fir
b e COI) und g € CL(R). Weiter sei (tg, o) € I x R.

1. Ist b(tg) = 0, so ist x(t) = xg Losung des (f, I, (to, zo))-Anfangswertproblems.

2. Ist b(to) # 0, so hat das (f, (to — &,to + €), (to, x0))-Anfangswertproblems fiir ein hin-
reichend kleines ¢ > 0 eine Losung. Diese kann durch Auflosen von (15.5) nach x(t)
erhalten weden.

Beweis. In 1. ist die Aussage klar, wie man direkt nachrechnet. Fiir 2. folgt die Existenz
der Losung aus Theorem 15.19. Weiter wihlen wir zunédchst € > 0 so klein, dass g auf J :=
(to —e,to+¢) keine Nullstelle hat. Insbesondere ist dann das Vorzeichen von g (also auch von
1/g) auf diesem Intervall einheitlich. Wir definieren die Funktion G : J — R durch

T 1
G(z) = /xo @dy

B(t) :== t b(s)ds.

und

Die Abbildung G hat auf J Ableitung 1/g(x), ist damit streng monoton und besitzt eine
differenzierbare Umkehrabbildung G—!. Wir setzen z(t) := G~!(B(t)) und bemerken erst,
dass z(to) = G~1(B(ty)) = G~1(0) = xp. Weiter ist nach Proposition 7.8

7(0) = 56N BO) = 16 (BO)GBO = Gramy® = s O

Damit sind alle Aussagen gezeigt. O
Beispiel 15.31 (Exponentielles Wachstum). Das Anfangswertproblem
2'(t) = b(t)z

mit z(0) = z¢ haben wir zwar bereits in gelost (siehe Proposition 15.23), kénnen dies jedoch
nochmal durch Trennung der Variablen tun. Hierzu schreiben wir

zq t
/ —dy :/ b(s)ds,
) Yy to

was nach zwei Rechenschritten zur Identitit

£ = g exp ( /t t b(s)ds)

0

fihrt.

Beispiel 15.32 (Logistisches Wachstum). Wir betrachten das Anfangswertproblem
2 (t) = bz (K — x)

mit z(tg) = zo. Wieder kénnen wir die Trennung der Variablen ausnutzen und schreiben

x 1 t
———dy = / bds.
~/CC() y(K - y) to



158 16 Anwendungen der mehrdimensionalen Ableitungen

i K.%'(]
- Ke Kb(t—to) 1 xo(1 — ebe(tfto))'

x(t)

16 Anwendungen der mehrdimensionalen Ableitungen

Wir erweitern nun die Anwendungen der mehr-dimensionalen Ableitungen. Einerseits werfen
dabei hoher-dimensionale Funktionen neue, bisher nicht bekannte Fragestellungen auf (siehe
Abschnitt 16.1 und Kapitel 17), andererseits erfordern sie Verallgemeinerungen von bereits
aus dem ein-dimensionalen bekannten Resultaten (siehe Abschnitte 16.2, 16.3 und 16.4). In
diesem Abschnitt bezeichnet |.| durchgehend die Supremumsnorm.

16.1 Parameterabhingige Integrale

Sei E C R™ offen, I C R ein Intervall und f : £ x I — R. Wir beschéftigen uns nun mit
Eigentschaften der Funktion

:L'»—>/If(x,t)dt. (16.1)

Etwa werden wir sehen, dass diese stetig ist, wenn f stetig ist, sowie eine Aussage iiber die
Moglichkeit, diese Abbildung partiell abzuleiten. Als Mindestvoraussetzung muss gelten, dass
fir alle x € E die Abbildung ¢ — f(z,t) Riemann-integrierbar ist, sonst macht nidmlich
die (16.1) angegebene Funktion keinen Sinn. Wir fassen das Ergebnis unserer Untersuchung
sofort zusammen.

Theorem 16.1 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit parameterabhiingiger Integrale). Sei
E CR™ offen, I ein kompaktes Intervall und f € CO(E x I). Dann ist die Funktion

z— /f(x, t)dt
I

wohldefiniert und stetig. Existiert auflerdem ng fiir ein j € {1,...,m} und ist diese partielle
J
Ableitung stetig, so gilt auch

0 _ [ 9f(z.t)
o /] Flz, t)dt = /1 e (16.2)
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Bemerkung 16.2 (Sprechweise). Zu (16.2) sagt man auch, man habe die Funktion f unter
dem Integral abgeleitet.

Beweis von Theorem 16.1. Die Wohdefiniertheit ist klar, da fiir alle z € E der Integrand
t — f(z,t) stetig und damit Riemann-integrierbar ist. Sei I = [a,b]. Fiir € F sei ¢’ > 0 klein
genug, so dass By (z) C E. Da Bg/(x) x I kompakt ist, ist f auf dieser Menge gleichmiflig
stetig (siehe Proposition 5.28). Also gibt es fir ¢ > 0 ein § > 0 (mit § < ¢'), so dass
|f(y,t) = f(z,t)] <e/(b—a) fiir y € Bs(z). Damit gilt auch

‘/f £)dt — /f:ctdt‘ /|fy7 . t)ldi < e

Damit haben wir die geforderte Stetigkeit gezeigt.

Wir kommen nun zur Differenzierbarkeit und der Ableitbarkeit unter dem Integral. Da
(genau wie oben) 597’; auf By (z) x I gleichmiBig stetig ist, gibt es fiir ¢ > 0 ein § > 0 (mit
§ <4, so dass

8acj ﬁxj

fiir y € Bs(x). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist nun fiir A < ¢

‘;/If(gc—i-hej,t)—f(a:,t)dt—/jaf( dt‘
- ‘/1/01 Mot sheyt) _dlwi,, dt‘

8$]’ 8xj
< //1 ‘8f(m+8hej’t) - af@’t)dsdt‘ <e
—JrJo aﬂfj 8$]’ B
Dies aber impliziert (16.2). O

Beispiel 16.3. Wir berechnen nun mit Hilfe von Theorem 16.1 fiir z > 0

Lgr 1
dt = log(1 . 16.
/0 o og(l+ x) (16.3)

Hierfiir schreiben wir

o 1tx_1 18 xlogt_l 1 1 1

/ —— edt:/ eﬂ“ogtdt:/ T —

ox Jo logt o Or logt 0 0 x+1
Das bedeutet, dass auf beiden Seiten von (16.3) Funktionen stehen, die dieselben Ableitungen
haben und an der Stelle x = 0 iibereinstimmen. Also sind beide Funktionen gleich.

Als Anwendung bieten wir nun ein erstes Resultat, das die Vertauschbarkeit von Doppelinte-
gralen begriindet.

Proposition 16.4 (Fubini). Seien I = [a,b],J = [c,d] und f € C°(I x J). Dann gilt

/ab(/cdf(x,y)dy)dxz/cd(/abf(x,y)dx)dy.
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Beweis. Wir definieren fiir x € [c, d]

o= [ ([ seva)a ww= ([ revi)a

Ziel ist es also, ¢(d) = (d) zu zeigen. Zunéchst ist p(c) = ¥(c) klar. Weiter schreiben wir
mit Hilfe von Theorem 16.1 und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

v@ = [ sewaa= [T L[ stva)a= [ senn=pe

O]

Beispiel 16.5 (Gamma-Funktion). Im Beweis von Lemma 9.2 haben wir bereits die Ver-
tauschung eines Doppelintegrals benutzt.

Oft hat man es mit uneigentlichen parameterabhingigen Integralen zu tun; siehe etwa die
Beispiele 16.7 und 16.8. Diese kénnen oft genauso unter dem Integral abgeleitet werden wie
in Theorem 16.1.

Korollar 16.6 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit parameterabhingiger uneigentlicher
Integrale). Sei E C R™ offen, I = [a,b) mit —o00 < a < b < oo und f € CO(E x I). Die
partielle Ableitung % existiere fiir ein j € {1,...,m} und sei stetig. Fiir jedes x € E existiere
=J

das uneigentliche Integral fI f(z,t)dt, auflerdem konvergiere

8
lim / Lf (z,1) dt
Btb J, Oy

uniform auf Kompakta gegen f; Mdt (d.h. es gibt eine PFunktion g, so dass
afa;it) dt — g(z )‘ — 0. Wir setzen dann fb 6f(a: Dt = g(z).) Dann gilt
o [P bof(x,t)

— t)dt = — . dt. 16.4

o | fana= [T (16.4)
Beweis. Sei (fp)n=1,2,... mit 3, 1 b und

Bn
ha(z) == [ flz,t)

Wir verwenden nun Proposition 11.3, da hl, hg, ... stetig differenzierbar sind. Es konvergiert
namlich A, fir n — oo punktweise, sowie 0 n gegen ¢ gleichméifBig auf Kompakta. Deshalb

folgt die Aussage aus Proposition 11.3 durch eine Anwendung von Theorem 16.1, denn

Yof(at) o D [
/a ot = gla) = 5 / F o, t)dt
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Beispiel 16.7. Als weiteres Beispiel berechnen wir

/ sin(t) g — z.
.t 2

(Dieses Integral existiert nach Beispiel 8.38.) Hierzu sei fiir > 0

f(z) = /000 e_xtSir;(t)dt,

d.h. wir wollen den Wert f(0) bestimmen. Wir schreiben

7xtsm _ ¢ Sin(t)
/ 83: d —/ *sin(t)dt —>glmK/ 8336 ; dt,

wobei die gleichméBige Konvergenz uniform auf Kompakta, also fiir z € K C (0, co) kompakt
gilt. Damit ist Korollar 16.6 anwendbar. Wieder leiten wir f nach x ab und erhalten mittels
partieller Integration fiir x > 0

d 0 1 — 1 [T

If () _ _/ e “sin(t)dt = —e “tsin(t)[i=5° — / e " cos(t)dt

dx 0 T Jo

1 1 df (z)
:?e COS —I—/ sm —_ﬁo_ dr )’
woraus
df(z) 1
de 14?2’

also

f(x) = —arctan(z) + ¢

fiir ein geeignetes ¢ € R folgt. Wegen f(x) 2% 0 und arctan(x) AN 5 muss ¢ = 5 sein.

Insbesondere gilt also
/ S 14— Yim f) = T
0 t x—0 2

Beispiel 16.8 (Gauss’sches Integral). Wir blicken zuriick auf Proposition 9.3 und berech-
nen erneut das Integral

o
/ e 2m2dw—\/ﬂ-

—00

Mit t = x/y ist
1 o 2
y 2 y 1 1 —sy2(1442)
d(/ 67%x2dx) —2/ eé(xz+y2)d1‘_/ 2y67%y2(1+t2)dt: -2 QLCH
dy \ Jo 0 0 0 Oy 1+1¢2
19 2
1 ,—5y*(14+t%)
BTy L
ay 0 1 +t2

Die Ableitung beider Seiten nach ¥ ist also gleich. Auflerdem gilt

Vo1, L~ 3vP (142 -
/ e 2% dv — <—2/ 7(%)‘ :2/ ——5dt = 2arctan(l) = 7.
0 o 1+# y=0  Jo 1+12
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Daraus folgern wir

% 1, N2 Vo1, N2 Lo 3v?(1H?)
(/ e 27 d:c) = lim 4(/ e 27 dx) =27 — 8 lim - dt = 2.
_ Y—00 0 y—oo fq 1 +t2

o

Daraus folgt der behauptete Wert des Gauss’schen Integrals.

16.2 Lokale Umkehrbarkeit von Funktionen

Von Funktionen f : I — R fiir ein Intervall I C R weifl man: f ist in zg € I zumindest
dann lokal umkehrbar (d.h. es gibt eine Umgebung Bj(x() von xg, so dass f] Bs(wo) Wmkehrbar
ist), wenn f’(xg) # 0. Ziel dieses Abschnittes ist es, diese Aussage auf mehrdimensionale
Funktionen f zu erweitern. Wir werden sehen, dass die Bedingung f/(zg) # 0 dadurch ersetzt
werden muss, dass die Ableitung D f(zg) vollen Rang hat, also invertierbar ist.

Definition 16.9 (Diffeomorphismus). Seien E C R™, E' C R" offene Mengen. Eine
Funktion f : E — E' heifit Diffeomorphismus, wenn f € C'(E, E') und f umkehrbar ist mit

[t ecCY(E,E).
Beispiel 16.10 (m =n =1). 1. Die Abbildung f: R — (=3, 5), gegeben durch f : ¢+
arctan(t) ist ein Diffeomorphismus. (Die Umkehrabbildung tan ist genau wie arctan

differenzierbar.)

2. Die Abbildung f : R — R, gegeben durch f : ¢t — ¢ ist kein Diffeomorphismus.
Schlieflich ist die Umkehrabbildung ¢ — '/3 fiir t > 0 und ¢ — —|t|'/3 fiir ¢t < 0. Diese
Abbildung hat keine stetige Ableitung.

Beispiel 16.11 (m = n = 2, Polarkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung
. {R+ x (0,2m) —R2\ {(z,0): 2 >0}
(r,p) — (1 cos g, rsin ).
Setzt man
T =T COS , Yy = rsin,
so gilt also z? + 32 = r2, d.h.
N

sowie
T

( = arccos oder ¢ = 27 — arccos

x

je nachdem ob y > 0 oder y < 0. Damit ist also

R2\ {(z,0) : x > 0} — Ry x (0,27)
~1. (v x? 4 y?, arccos ——2—), y>0
e = o
’ (V22 + 92,27 — arccos ——=2—), y <0
i W I

die Umkehrabbildung von f. Da diese offenbar stetig differenzierbar ist, ist f ein Diffeomor-
phismus. Man spricht bei (rsin ¢, r cos ¢) fiir r > 0, ¢ € (0, 27] auch von der Polarkoordina-
tendarstellung eines Punktes in R2.
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Lemma 16.12 (Grundlegende Eigenschaften von Diffeomorphismen). Seien E C
R™, E' C R" offene Mengen und f : E — E' ein Diffeomorphismus. Dann gilt m = n und
firz e E ist Qi(g) differenzierbar mit Qi_l(i@)) = (Qi(g))_l

Beweis. Da f 1o f = id und nach Voraussetzung sowohl f als auch f ~1 differenzierbar sind,
gilt nach der Kettenregel, Theorem 14.14,

E =Didg(z)=D(f "o f)(x)=Df '(f(x) Df(z)

Daraus folgt schon die angegebene Formel D f - f(z)) = (D f(z))~'. Analog berechnet man

E, =Df(f' () D)
Nach Kenntnissen aus der linearen Algebra ist dies nur dann moglich, wenn m = n. O
Lemma 16.13. Seien E, E' CR™ offen und f € C'(E, E'). Gilt
1. Fir alle z € E ist D f(x) invertierbar,
2. f ist umkehrbar und i_l ist stetig.
Dann ist f ein Diffeomorphismus.

Bemerkung 16.14. Die Aussage des Lemmas ist also, dass man fiir die Umkehrabbildung
eines Diffeomoprhismus nicht fordern muss, dass sie stetig differenzierbar ist, solange sie stetig
ist.

Beweis. Nach (14.2) ist f in 2 genau dann differenzierbar, wenn

Fla+ 1) = £(a) = (D F@)(0) + By(0) mit Jim 22

= 0. 16.5
Df A (16.5)

Firy € E' und h' so, dass g—i—ﬁ' € E’ gilt es nun, diese Eigenschaft fiir i_l(g—i-ﬁ') Zu zeigen.
Wir setzen

mit
Ry = —(D f(2) " By(f y + ) — [ ()
Da R, (h) die Bedingung (16.5) erfiillt, gibt es ein € > 0, so dass fiir || < ¢

gilt. Weiter sei § > 0, so dass (wegen der Stetigkeit von f~1) fiir [h/| <&

Al =f My +b) -yl <e
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Also gilt fiir [A/| <6
* - 1
By(W) < |[(Rf @) B (W) < 51F 7 (y
Mit (18.2) ist also

Damit ergibt sich

|1, ()] LTy — )l R, (h)]
<@ 7 )W)
S 2}(27]0(&))—”2 |R|x}§|h)| ‘M:‘ﬁl‘ﬁo 0’

also die Differenzierbarkeit von f~'. Aus (18.2) folgt weiter, dass (Df *(z)) = (Df(z))!.
Weiter ist die Abbildung z — (Df (x))~! als Komposition stetiger Abbildungen stetig und
damit ist f~' € C1(E'). O

Theorem 16.15 (Lokale Umkehrbarkeit von Funktionen). Seien E,E’" C R™ offen
und f € CY(E,E'). Ist fiir ein z, € E das Differential D f(z,) invertierbar, dann gibt es
eine offene Umgebung U C E von x, derart, dass f(U) eine Umgebung von f(z,) ist und
die Abbildung fly : U — f(U),z — f(z) ein Diffeomorphismus ist. Fiir die Umkehrabbildung

it DfN(f(z) =(Df(z) L zel.

Beweis. OBdA nehmen wir an, dass zq = f(zy) = 0 mit D f(zq) = ém gilt. (Andernfalls
gehen wir {iber zur Funktion z — (D f(z)) " (f(z¢ + z) — f(zy)). Diese Funktion hat dann
die gewiinschten Eigenschaften, die sich auf die urspriingliche Funktion f {ibertragen lassen.)
Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 16.13. Wir gehen in zwei Schritten vor, die
die beiden in diesem Lemma geforderten Eigenschaften der Funktion f auf einer geeigneten
Menge U zeigen. B
Schritt 1: f ist umkehrbar und f~ ist stetig: Wir miissen sicherstellen, dass es fiir € > 0 klein
genug und7|g| < £ ein z in einer Umgebung von 0 gibt mit y = f(z), oder alternativ

gy(g) =z fiir fy@) =y+z— f(z).
Dadurch haben wir unsere Aufgabe in eine Fixpunktgleichung umgeschrieben, und der Beweis
wird eine Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes, Theorem 15.15. Um diesen anwenden
zu konnen, miissen wir eine Menge U C E finden, so dass fy’U eine Kontraktion ist. Hierfiir

sei € > 0 klein genug, so dass By.(0) C E und \gm - D f(z)] < % fiir z € Bo-(0). Dann gilt
néamlich fiir x € By (0)

e, @) — ¢, @] < 312" - 2l. (16.7)
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Weiter ist fiir y € B:(0)
o, (@)] < lg, (@)~ 0,0)] +1g, ()] < bz~ 0] +]y| < 2.

also y(Ba:(0)) C B2:(0). Damit ist gezeigt, dass @, auf Bg-(0) eine Kontraktion ist, und
somit gibt es genau ein x mit |z| < 2¢ und fy@) = z oder dquivalent dazu f(z) = y. Wir
setzen nun V := B.(0), U := f~1(V) N Ba(0) und stellen fest, dass wir die Umkehrfunktion
f7'v : V = U definiert haben.

Um die Stetigkeit von f ~1 einzusehen, seien y,y’ € V. Dann gilt

') - 7' W) = o, (S W) — o, (T W) + ¥ — s

also mit (16.7)
)~ )l <20y -yl

woraus die Stetigkeit von f ~1 folgt.
Schritt 2: Invertierbarkeit von D f(z): Mit (16.7) schreiben wir zunéchst

(B, - 2i@) | < 1B, - D1 < .

also

Gilt nun D f(z)h = 0, folgt daraus |h| < |h|, was nur fiir & = 0 moglich ist. Damit ist D f(z)
invertierbar.

Die Formeln fiir die Ableitung der Umkehrabbildung haben wir bereits in Lemma 16.13
gezeigt. O

Korollar 16.16. Seien E, E' C R™ offen und f € C*(E, E') so, dass D f(z) fiir alle x € E
invertierbar ist. Dann ist f(E) offen. Ist auferdem f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus
von E auf f(E).

Beweis. Wir zeigen, dass f(FE) als Vereinigung von offenen Mengen offen ist. Hierzu seien fiir
z € E Umgebungen Uy, so dass f auf U, ein Diffeomorphismus ist und f(U,) eine Umgebung
von f(z) ist. (Solche U, gibt es nach Theorem 16.15.) Dann gilt f(E) = U,er f(Ug) und ist
somit als Vereinigung offener Mengen offen.

Fiir die zweite Behauptung geniigt es nach Lemma 16.13 zu bemerken, dass £~ : f(F) —
FE stetig ist. Um dies zu sehen sei U C E offen. Dann gibt es wegen der Injektivitit von [ ein
U' C E' mit f(U) =U" und f~'(U’) = U. Nach der ersten Behauptung ist also U’ offen und
f ~1 ist damit stetig. Aus Lemma 16.13 folgt, dass f ein Diffeomorphismus ist. O

Beispiel 16.17 (Polarkoordinaten). Wir greifen nochmals die Polarkoordinaten aus Bei-
spiel 16.11 auf. Insbesondere ist

.{R+x(0,27r) — R2\ {(z,0) : 2 > 0}
| (r, ) — (1 cos p, rsing).
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Wir berechnen die Jacobi-Determinante von i

) = <coscp —rsin gp) .

sing rcosgp

IS

Insbesondere ist also
det(D f(r, ) = 7.

Damit ist D f(r, ¢) fiir alle (7, ) € (0, 00) x (0,27) invertierbar und aus Korollar 16.16 folgt,
dass f ein Diffeomorphismus ist. Dies wissen wir zwar schon aus Beispiel 16.11, mussten
hierfiir jedoch die Umkehrfunktion berechnen.

Beispiel 16.18 (Kugelkoordinaten). Als hoher-dimensionales Analogon der Polarkoordi-
naten gibt es die Kugelkoordinaten. Hierfiir definieren wir

JRe x (0,7) x (0,2m)  — R3\ {(2,0,2) : 2 <0}
(6, 9) — (rsin 6 cos p, rsin @ sin ¢, r cos ).

Wir berechnen die Jacobi-Matrix

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
D f(r,0,p) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosep
cos 6 —rsinf 0

Damit gilt
det(D f(r,0,¢)) = 72 cos? Osin 0 + 1% sin® @ = 2 sin 0.

Damit ist also f ein Diffeomorphismus.

16.3 Implizite Funktionen

Sei f: ExE CR"xR"— E'" CR" mit f(z,y) = 0 fiir ein (z,y) € E x E'. Wir
fragen, ob es eine Umgebung U von z und eine Funktion h : U C R™ — R™ gibt mit
f(z,h(z)) = 0,z € U. Ist dies der Fall so sagen wir, dass h durch f(z,h(z)) = 0 implizit
definiert ist. Siche Abbildung 16.1 fiir eine Illustration. B

Bemerkung 16.19 (Notation). Sei f € C'(E x F',E") fir E C R™ E',E"” € R". Fiir
T € E sei weiter f_:y+— f(z,y) und fiir y € E' sel f : 2 — f(z,y). Wir definieren fiir

heR™ p c¢R"

D, f(z.y)(h) = D
D

Qgi(ﬁa y) (ﬁ/) =

Hierfiir schreiben wir auch in der Jacobi-Matrix

IS

f@wz@JwMQﬂmﬂ
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Abbildung 16.1: Um eine Abbildung f : R x R — R darzustellen, kann man einen
Contour-Plot anfertigen. Hierfiir betrachtet man die Punktmenge {(x,y, f(z,v)) : z,y €
R} als Gebirgslandschaft und zeichnet jeweils die Hohenlinien, also Linien mit gleichem
Wert f(x,y), ein. Anders ausgedriickt stellt man die Funktion durch eine Darstellung von
f(z,y) = c fir ¢ € R dar. Mit anderen Worten sucht man etwa eine Funktion g. : R — R,
so dass f(z,g.(x)) = c fir alle (oder viele) z. Im rechten Bild sieht man die Hohenlinie
von f(x,y) = 0. Hier erkennt man, dass es nicht iiberall eine lokal definierte Funktion
go : ¢ — go(x), so dass f(z, go(x)) = 0 geben kann.

mit
f(zy) Of1(z.y) Oh(y Oh(zy
811 e azm 8y1 Byn
D flz.y) = : o 2 f@y =] :
B Ofn (&ﬂ) Ofn (E:y) N Ofn (@ﬂ) Ofn (Lg)
dz1 o dm dy1 o yn

Theorem 16.20 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien E C R™ E', E" C R" offen,
fE€CYE X E',E") und (20,y,) € Ex E' so, dass f(zg,y,) = 0. Ist Qyi(go,yo) invertierbar,

so gibt es eine Umgebung V' x V' von (z¢,y,) und eine Funktion h € CY(V,V"), so dass

flz,y) =0 fir (z,y) € V x V' genau dann, wenn y = h(z) firz e V.

Weiter gult ,
Dh(@) = (D, f(z0:y,)) - D, [(zo,y,)-

Beweis. Wir spielen die Aussage des Satzes zuriick auf den Satz iiber lokale Umkehrbarkeit
von Funktionen, Theorem 16.15. Hierzu definieren wir ¢ : E x E' — E x E” mittels

w(z,y) = (z, f(z,9))-
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Dann ist

Doy(z,y) =
D fzy) | B f(z,y)

Aus dieser Darstellung sieht man insbesondere, dass D ¢(zy, yo) invertierbar ist. Nach Theo-

rem 16.15 gibt es also offene Mengen U C E, U’ C F', so dass (go,yo) € Ux U und ¢

auf U x U’ ein Diffeomorphismus ist. Betrachten wir also die Umkehrabbildung g_l, €s muss

namlich fiir ein geeignetes g : f(U x U') — E”

o Nz, y) = (2, 9(z,y))

gelten. Nun folgern wir

flz,y) =0 = o(z,y) = (z,0) — (z,y) = ¢ '(z,0)
= y=9(z,0).

Nun ist mit ¢ —1 auch g stetig und es gilt g(z,0) = Yo- Also gibt es Umgebungen V' C U von

zo und V' C U’ von Y, so dass g(V,0) C V. Wir setzen also h: V. — V' mit h(z) := g(z,0)
und haben alle Behauptungen erfiillt. a

Um das Differential D h(x) zu berechnen, verwenden wir f(z,h(z)) = f(z,g(x,0)) =0
und die Kettenregel mit @(g) = (z,h(x)), um B S

E

=m

D h(z)

0= D(f o ¥)(e) = D fla () D) = (D, (e h(w))| D, e 1(a) )

zu erhalten. Aus dieser Gleichung folgt sofort die behauptete Form von D h(z). O]

Beispiel 16.21 (Abbildung 16.1). Wir betrachten nochmals das Beispiel aus Abbil-
dung 16.1. Hier haben wir

fla,y) =y*(1—y?) —a°
gesetzt. Um Theorem 16.20 anwenden zu kénnen, bemerken wir, dass
D:pf(x ) = —2z,
Dyf(a,y) = 2y(1 = y?) — 25° = 2y(1 — 2%).

Insbesondere ist also D, f genau dann nicht invertierbar, wenn entweder y = 0 oder y =
+1//2. Also liefert das obige Resultat, dass man aufier in den Punkten

0.0, ) (3~ ) 1 b
eine Funktion hg :  — ho(x) lokal so definieren kann, dass f(z, ho(z)) = 0.

Beispiel 16.22 (Lineare Abbildung). Sei B € R™" und g : R™ — R". Betrachte die
Funktion

f(z,y) :==g(z) + By.
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Sei z € R™. Wie aus der linearen Algebra bekannt, hat die Gleichung

flz,y) =0

genau dann sicher eine Lésung y € R, wenn B invertierbar ist. (Dann ist sie ndmlich y =
B~ 'g(z).) Diese Tatsache kann man auch aus Theorem 16.20 ablesen. Es gilt ndmlich

Damit hat f(z,y) = 0 eine Lésung h(z), wenn B invertierbar ist. Fiir deren Ableitung gilt
auBerdem D h(z) = —Q‘l -Dyg(z).

16.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Die Berechnung von Extremwerten hatten wir bereits in Abschnitt fiir Funktionen f: R — R
und in Abschnitt 14.2 fiir Funktionen f : R™ — R behandelt. Nun wollen wir uns einem
weiteren Fall zuwenden: Gesucht ist x € R™, der (i) Extremwert einer Funktion f : R™ — R
ist, als auch einer Nebenbedingung g(z) = 0 geniigt. Wir beginnen mit einem elementar zu
berechnenden Beispiel.

Beispiel 16.23 (Minimaler Abstand einer Geraden vom Ursprung). Wir beantworten
nun folgende Frage:

Welcher Punkt (x,y), der auf der Geraden y = mx + b liegt, hat minimalen
Abstand zum Ursprung?

(Siehe auch Abbildung 16.2 fiir eine Illustration.) Hierfiir definieren wir f : R? — R durch
flz,y) =2* + 97,

was gerade dem Quadrat des Abstandes des Punktes (z,y) vom Ursprung entspricht. Aufler-
dem betrachten wir fiir b, m € R die Funktion

(z,y) = g(z,y) =y — mx —b.

Somit ist g(x,y) = 0 die Gerade durch den Punkt (0, b) mit Steigung m. Obige Frage iibersetzt
sich also wiefolgt:

Welcher Punkt (x,y) ist ein Minimum der Funktion (z,y) — f(z,y) unter der
Nebenbedingunge g(z,y) = 07

In diesem Fall ldsst sich dieses Minimum unter Nebenbedingung elementar berechnen: Da fiir
das gesuchte (xg, yo) ndmlich yo = maxg + b gelten muss, geniigt es, die Funktion

z = 22 4+ (mx +b)? = (m? + 1)a? + 2bma + b

zu minimieren. Leitet man einmal ab und setzt das Ergebnis 0, muss also 2(m?+1)zq+2bm = 0
gelten, also findet sich das Minimum bei

bm 4 damit b bm2 —bm? — b b
—————, und dami = mx = — =
m24+1’ Yo 0 m2+1 m2+1

o =
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Abbildung 16.2: Die Hohenlinien der Funktion f : (z,%y) + 22 + y? sind eingezeichnet.

Gesucht ist ein Punkt (z,y) auf der Gerade y = 1 — 2z, der den Abstand zu Ursprung, also
f, minimiert. Im Beispiel ist dieser durch (2, 1) gegeben.

gelten. Das Minimum ist dann auerdem f(zg,y0) = Weiterhin bemerken wir, dass

m2+1
2bm
af(g(;; yO) - 2x’12m0 = m2 +1 = —Am = /\ag(g;’ yO)’
df (o, o) 20 d9(o, yo)
Oy Yly=o m2+1 Oy

fir A = mQ +1 Diese lineare Abhéngikeit der partiellen Ableitungen von f und g wird nun
zentral in der allgemeinen Formulierung von Extrema unter Nebenbedingungen.

Theorem 16.24 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei E C R™ offen, f € CHE), g €
CY(E,R") und
S:={zcFE:g(z)=0}

Seizg € S so, dass fls inxy € S ein lokales Extremum hat. Weiter seien NV g1(zg), ..., Vagn (o)
linear unabhdngig. Dann existieren A1, ..., A, € R mit

Z)\ agg;‘) . i=1,..,m. (16.8)

axl

Die Zahlen A1, ..., A, heiflen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Bemerkung 16.25 (Anwendung von Theorem 16.24). Wir beschreiben kurz, wie eine
typische Anwendung des Theorems aussehen kann. Zunéchst fillt auf, dass die Existenz der
Lagrange-Multiplikatoren nur eine notwendige, jedoch keine hinreichende fiir ein Extremum
bieten.

Wir definieren zunéchst die Funktion

F(z,A) = f(z) — (A g(2)), (16.9)
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wobei (., .) das Standard-Skalar-Produkt darstellt. Dann ist die Bedingung g(z) = 0 dquivalent
zu D, F(z,\) = 0 und die Bedingung (16.8) wird zu D, F(x,A) = 0. Insgesamt gilt es also,
(z,\) zu finden, die die Gleichung

F(z,\) =0

16sen. Sind z4, ..., Z, alle Losungen in F, so sind neben diesen Punkten noch die Punkte z mit
rg(D g(z)) < n mogliche Kandidaten fiir Extrema von f auf S. Es gilt nun, alle diese Punkte
einzeln und direkt auf die Extremaleigenschaft der Funktion f zu priifen.

Besonders einfach ist der Fall, wenn bei diesem Vorgehen nur ein einziger Punkt z als
moglicher Extremwert iibrig bleibt. Kann man dann noch argumentieren, dass f auf S ein
Extremum haben muss, ist dieses Extremum bereits gefunden. Beispielsweise zeigt man dafiir,
dass F C K mit K kompakt (so dass f auf K sowohl ein Maximum als auch ein Minimum
hat) und f auf K \ E kein Extremum annimmt.

Beweis von Theorem 16.24. Nach Voraussetzung hat die Matrix D g(z,) den Zeilenrang n,
und damit auch den Spaltenrang n. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit seien dies die n
letzten Spalten der Matrix D g(z,). Wir schreiben nun z = (y, z) mit y € R™™", z € R", und
auch z = (y,, 29) mit 2 € R™. Wie in Bemerkung 16.19 haben wir

Dy(zy) = (L, 9(yy: 20)12, 94, 20))

mit
O91(yz)  991(y,2) 991(y,2) 991(y,2)
oY1 OYm—n 021 T Ozn
D gly.z)=| s LRoelwz) = s
B gn(y:2)  9gn(y:2) Ign(y2)  9gn(y2)
ayl aym—n 0z1 Ozn

wobei D_g(y,, z9) invertierbar ist, weil die letzten n Spalten der Matrix D g(z,) linear un-
abhéngig sind.

Da g(zy) = 0, konnen wir also den Satz iiber implizite Funktionen, Theorem 16.20, auf
die Funktion g anwenden. Das bedeutet, dass es eine Umgebung V x V/ C R™™" x R" von
(Y, 20) und eine Funktion h € C}(V, V') gibt, so dass 2 = (y,2) € S genau dann gilt wenn
z = h(y). Fiir diese Funktion A gilt dann

Dh(y) = —(D_g(y,h(y)))~

737 = ’ 7y7 = =
Nach Voraussetzung hat die Funktion (y, z) — f(y,z) auf S in (y,, z9) ein lokales Extremum.
Damit hat auch die Funktion

oy fy,hy))

in y, ein lokales Extremum. (Denn: Fiir (y,2) in einer Umgebung von (yo, Zp)m geschnitten
mit S ist f in (y,,zo) extremal. Da sich — wegen der Stetigkeit von h — Punkte (y,h(y)) in
einer beliebig klemen Umgebung von (y zg) befinden, gibt es eine Umgebung von y, in der
y > f(y,h(y)) in y, extremal ist.) Damlt muss Dy(y,) = 0 gelten. Daraus folgern wir mit
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der Kettenregel und 9 (y) := (y, h(y))

0=De(y,) = D(f o ¥)(y,) = Df(yy hly,)) - L¥(y,)
= (Dy (Y ()| D, f (5, hly,)) S ) (16.10)
;%m@m—gﬂ%@)wm%m D 9(yy 20)-
Wir setzen nun
4\,:=(A1,---7/\n)::=12£f(y,0,§,0)-(Qég,(yo,go))‘1 € R" (16.11)
und stellen fest, dass mit (16.10)
D,f(zo) = A-D,g(ay),
also (16.8) fiir i = 1,...,m — n, und wegen (16.11)
D, f(zg) = A- D _g(z),
also (16.8) fir i =m —n+1,...,m. O

Beispiel 16.26 (Minimaler Abstand einer Geraden vom Ursprung). Wir betrachten
noch einmal das Beispiel 16.23. Hier wollten wir die Funktion f(z,y) := 22 + y? unter der
Nebenbedingung g(z,y) := y — max — b = 0 minimieren. Geonmetrisch ist klar, dass es genau
ein Minimum geben muss. Wie in Bemerkung 16.25 setzen wir

F(z,y,)\) == 2? + y* — My — mz — b)

und berechnen die Ableitungen

oF A
(;U? y’ ) 21: + )\m7
Ox
F A
a (.T, y7 ) — 2y _ A,
dy
oF A
%f,)_y vt — b
Dieses in x, 4y, A lineare Gleichungssystem hat genau eine Losung, ndmlich
_ —bm 2 - 2b
m2+1’ YTy S omZ 1

Mit anderen Worten haben wir nochmals dasselbe Minimum unter g(x,y) = 0 berechnet wie
in Beispiel 16.23.

Beispiel 16.27 (Geometrisches und arithmes Mittel). Wir zeigen die Ungleichung
(Zl e 'Zn)l/n < %(«zl + -+ Zn)

fur 21, ..., z, > 0, die arithmetisches und geometrisches Mittel miteinander vergleicht.
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Hierfiir definieren wir g : R” — R durch

9(x) =x1 4+ ap,
S = {(x1,...,2n) € R} : g(x) = 1}.

Wir wollen das Maximum der Funktion

fir x € S bestimmen. Da f auf A als stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr
Maximum annimmt, und es nicht auf A\ A liegen kann, nimmt f ihr Maximum auf A an. Es
ist Vg(z) = (1,...,1) und damit wird die Bedingung (16.8) zu

fiir ein A € R. Dies ist nur dann moglich, wenn

1 _ -
E_/\’ also T; =

>|=

fir alle ¢ = 1,...,n und ein A € R. Mit anderen Worten gilt im Maximum von f
xl T e e . xTL pry %
und es gilt damit

— \n

Sei nun zi, ..., 2, > 0. Dann gilt mit 2z =21 +--- + 2z,
2 (1)",
z z n

1
(21~ 'Zn)l/n < E(Zl +F 2p).

also

Bemerkung 16.28 (Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel). Seien
Z1, ..., zn > 0. Neben dem arithmetischen Mittel %(zl +--+2y,) und dem geometrischen Mittel
(z1---2n)Y/" gibt es noch das harmonische Mittel
n

1 1

Wir erweitern die Aussage des letzten Beispiels auf
n

Die zweite Ungleichung ist bereits bewiesen. Fiir die erste verwenden wir die zweite Unglei-
chung mit den Zahlen Z—ll,. L und erhalten direkt

Y
1 < 1(1 R 1)
(Zl . Zn)l/n - n Zl Z’I’L ’

Bildet man auf beien Seiten den Kehrbruch, ergibt sich die erste behauptete Ungleichung.
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Beispiel 16.29 (Eigenvektoren symmetrischer Matrizen). Sei A = (a;j)1<i j<n € R"*"
eine symmetrische Matrix und f(z) := 2" Az = (x, Az), wobei (.,.) wieder das Standard-
Skalarprodukt ist. Wir wollen das Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung
(z,z) = 22 + --- + 22 = 1. Wir wollen also herausfinden, welche Richtung in der Menge
S~ = {z : |z| = 1} unter der Funktion f maximale Linge erhilt. Da S"~! kompakt ist,
nimmt f ein solches Maximum an. Wir schreiben

F(z,\) = (z,Az) — A({z,z) — 1)

und leiten ab, um

€T; — = =
OF (z,\)
—y @) -1

zu erhalten. Die erste Gleichung impliziert, dass %ﬂf’k) =0 fiir: = 1, ..., n genau dann erfiillt

ist, wenn 1z, ein Eigenvektor von A zum Eigenwertz A ist. Ist aber z, ein Eigenvektor zum
Eigenwert A mit |zy| = 1, so ist f(z) = (z,Az) = . Das bedeutet, dass also A der groBite
Eigenwert von A der maximale Wert der Funktion f ist, und f nimmt im entsprechenden

Eigenvektor ihr Maximum an.

17 Kurven

In Lemma 14.23 sind wir bereits Kurven (d.h. Abbildungen v : I — R", wobei I ein Intervall
ist) begegnet. Genau genommen haben wir dort Ableitungen von f o~ fiir f € C L(R™) kennen
gelernt. In diesem Abschnitt wollen wir vor allem jedoch Integrale iiber Kurven betrachten.
17.1 Grundlagen

Zunéchst bendtigen wir ein paar Begriffe.

Definition 17.1 (C*-Kurve, wegweise zusammenhingend). Sei I ein Intervall.

1. Isty € C*(I,R™), so nennt man vy eine C*-Kurve.

2. Ist I = [a,b] und a =ty < -+ < t, = b und ist v € C°(I,R") und so, dass V|, ,+,) €
C*((ti—1,t:)), dann heifit v eine stickweise C*-Kurve.

3. Sei I = [a,b]. Eine stickweise C* Kurve v € CO(I,R™) heifit geschlossen, wenn y(a) =
(b)-

4. Fine Menge E C R™ heifst wegweise zusammenhingend, wenn es zu z,y € E ein
7€ C°([0,1], E) gibt mit 7(0) =z,7(1) = y.

Nun wiederholen wir, was wir bereits iiber Ableitungen von Kurve wissen.

Bemerkung 17.2 (Ableitungen von Kurven). Aus Lemma 14.23 wissen wir: Ist 7 eine
C'-Kurve und f € C*(E,RP) mit E C R" und y(I) C E, dann gilt

(f o) (t) :==D(foq)(t) =D f(x(t)  Dy(t).



17.1 Grundlagen 175

N ©
o _|
—
— -
mi
o — o —
o _
—
o o
—
|
N =t
\ \ \ \ \ : \ \ \ \ \ \ \
-2 -1 0 1 2 -15 -10 -5 0 5 10 15

Abbildung 17.1: Links: Die Kurve 5(t) = (cos(t),sin(2t)). Rechts: Die Kurve 7(t) =
(tcos(t), tsin(t)).

Ist weiter v eine C2-Kurve und f € C*(E), so gilt

(f 0 )"(t) = D2 F (v (1) (D(t), DA(1)) + Df (v(1) D*y(t),
wobei D? f(y(t)) die Hesse-Matrix von f an der Stelle (t) ist.

Beispiel 17.3. 1. Sei z,y € R" und I = R. Dann ist 7 : ¢ — y + tz (zumindest im Falle
z # 0) eine Gerade.

2. Die C*-Kurve 7 : [0,27] — R?, definiert durch

Y(t) := (cos(t),sin(t))

stellt einen Kreis dar. Die Kurve

7(t) == (cos(t),sin(2t))
ist eine Acht, die Kurve
~(t) := (tcos(t), tsin(t))
ist eine Schraubenlinie (siehe Abbildung 17.1).
3. Die Mengen A := {(z,y) : 2> +4?> < 1} und B = {(z,y) : (x —2)2 + (y — 2)®> < 1}

sind als Bélle um die Punkte (0,0) und (2,2) wegweise zusammenhéngend. Allerdings
ist AU B nicht wegweise zusammenhéngend.

In wegweise zusammenhéngenden offenen Mengen kann man Wege in der Tat auch als Poly-
gonziige wihlen, was wir nun zeigen werden.

Lemma 17.4 (Wegweise zusammenhiingend). Eine offene Menge E C R™ ist genau
dann weqweise zusammenhdngend, wenn es fir x,y einen Polygonzug (d.h. eine stiickweise

lineare und damit stiickweise C* Kurve v € C°([0,1], E) gibt mit v(0) = z,~(1) = y.
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Beweis. Die 'wenn’-Richtung ist klar, zu zeigen ist also nur die ’genau dann’-Richtung. Sei
also z,y € E und v € C°([0, 1], E) mit y(0) = z,7(1) = y. Weiter sei fiir N € N die Punkte
tN :=k/N,k=0,...,N und v so, dass v (t}') = v(¢)Y) und stiickweise linear.

Wir zeigen zunéchst B B B

N
()’Y i)glm’)’

Hierfiir bemerken wir, dass 7 als stetige Funktion einer kompakten Menge gleichmiflig stetig
ist. Sei nun € > 0 und 0 > 0 so, dass |y(t) — v(s)| < ¢ fiir |t — s| < J. Fiur N > 1/6 folgt
hieraus

() = 1O < V() = AN (NN + VY ([EN]/N) = 3 ([EN]/N)| + [ ([EN]/N) = 2(1)]
[y ([EN +1]/N) = y([EN]/N)| + [y ([EN]/N) =2 ()] < 2,

da vN([tN]/N) = v([tN]/N) woraus die gleichmiifliige Komvergenz folgt. Weiter behaupten
wir, dass es ein € > 0 gibt mit

(ii) inf{|lz — ()| : t € [0,1],2 ¢ E} > €.

<
<

n—oo

Andernfalls gébe es t1,t2,... € [0,1] mit ¢, —— t € [0,1] und zy,2y,... ¢ E mit |[y(t,) —
z,] == 0. Da 7([0,1]) kompakt ist, wére dann auch |y(t) — z,,| 222, 0. Da R"\ E
abgeschlossen ist wire damit y(¢) ¢ £ im Widerspruch dazu, dass y € C°(I, E).
Sei nun € > 0 so, dass (11) gilt. Sei nun mit (i) IV groB genug, so dass sup,c 1] YN () -
7(t)| < e. Dann ist offenbar ¥V € C°([0,1], E) eine stiickweise C> Kurve mit den geforderten

Eigenschaften. O

17.2 Bogenlinge

Kurven sind ein-dimensionale Objekte, die einen Teil des R™ einnehmen. Als ein-dimensionale
Objekte sollten sie auch eine Lange besitzen, die wir nun als Bogenlénge kennen lernen werden.
Definition 17.5 (Bogenlinge). Sei I = [a,b] und v € C°(I,R™) eine stickweise C*-Kurve.
Dann ist die Bogenlinge von vy definiert als

Ly):= sup > |y(t:i) = (ti-1)|
a<tp<...<tn<b i—1

Lemma 17.6 (Berechnung der Bogenlénge). Sei I = [a,b] und y € C°(I,R™) eine stiick-
weise C'-Kurve. Dann gilt
b
— [
a

Beweis. Es geniigt die Behauptung im Fall dass 7 eine C'-Kurve ist zu zeigen. Zunéchst
ist 7' auf I als stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichmiBig stetig. Sei € > 0.
Wiéhle dann 6 > 0 klein genug, so dass |y(t) — y(s)| < /(b — a) fir [t —s| < 0. Sei nun
a=1ty<t; <--- <ty =>bso, dass |t-—t2-_71\ <8,i=1,...,n. Dann gilt

‘/abwl(t)!dt—znzh(ti) ti—1 |‘ —Z/ |dt—Z‘/ )dt‘
<Z/tl (I tl1|+—dt—z (I (tio1)| — ga)dtggg_

ti—1 ti—1
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Damit ist die Aussage gezeigt. O

Beispiel 17.7. Wir betrachten nochmals die Kurven aus Beispiel 17.3.2. Fiir 7 ist
7' (t) = (—sin(t), 2 cos(2t)),
und deshalb
|i/(15)|2 = sin?(t) + 4 cos?(2t).

Damit gilt fiir die Bogenlidnge

2T 27
L) = / ¥ (t)|dt = / \/sin2(t) + 4 cos?(2t)dt.
- 0o 0
Fiir 4 berechnen wir

7' (t) = (cos(t) — tsin(t),sin(t) + t cos(t)

und deshalb
|j’(1€)|2 = cos?(t) 4 t?sin(t) — 2t sin(t) cos(t) + sin?(t) + t2 cos?(t) + 2t sin(t) cos(t)
=1+t

Damit gilt fiir die Bogenlédnge

27 2m
L(a):/o W’(t)dt:/o NGEor

Definition 17.8 (Umparametrisierung, Parametrisierung nach der Bogenlinge).
Seien I, J Intervalle und B : 1 — R™ und v : J — R" zwei stiickweise Cl-Kurven.

1. Gibt es eine Bijektion ¢ € C°(I,.), die stiickweise C! ist und ¢’ > 0 oder ¢’ > 0 und
vy = Boy, so heifit v eine Umparametrisierung von 3 (und wmgekehrt). Im Falle ¢’ > 0
heifst ¢ orientierunserhaltend, im Falle ' < 0 orientierungsumkehrend.

2. Die Kurve v heifit nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn |y/(t)| = 1 fir alle t € I.

Lemma 17.9 (Invarianz der Bogenlinge). Seien I,.J Intervalle und 3 : I — R™ und
v J = R" zwei stiickweise C'-Kurven. Dann gilt:

1. Ist y ein Umparametrisierung von 3, so ist L(f) = L(y).

2. Gilt |y'] > 0, so gibt eine Umparametrisierung ¥ von v, die nach der Bogenlinge para-
metrisiert ist.

Beweis. Es geniigt die Aussagen jeweils fiir C'-Kurven zu zeigen. 1. Nach Voraussetzung
gibt es ein ¢ € C!(I,J), so dass v = (3 o ¢. Deshalb gilt nach Lemma 17.6 wegen +'(t) =
B'(¢(t)) - ¢'(t) und wegen dem Transformationssatz

Liy) = /1 Iy (1) dt = /I 18/ (0() - /(1) dt = /J 18/(s)lds = L(B).
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2. Es gilt nun, eine Abbildung ¢ € C'(I, [0, L(7)]) zu finden, so dass |(y o ¢)'| = 1. Hierzu
sei I = [a,b] und wir betrachten wir die Funktion

o(t) = L(yljuy) = / Iy (5)\ds.

Da || > 0, ist dies eine streng monotone Funktion mit ¢ : I — [0, L(y)]. Damit ist o
umkehrbar und wir wissen wegen Proposition 7.8 (o7 1) (t) = 1/0'(c71(t)) = 1/|7/ (671 (1))]
und damit

(oo YOl =1 @ @)l (1) = 1.

Damit ist also 3 := o o~ ! nach der Bogenlinge parametrisiert. O

17.3 Kurvenintegrale

Die Berechnung der Bogenléinge mittels L(y) = [; |y(t)’|dt ist schon ein Integral iiber die
Kurve . Wir werden dies nun verallgemeinern und kommen zu Integralen von Kurven {iber

Vektorfelder.

Definition 17.10 (Vektorfeld, Kurvenintegral). 1. Sei E C R". Eine Abbildung f €
CO(E,R™) heifit Vektorfeld, weil jedem x € E ein Vektor f(z) zugeordnet wird.

2. Sei E CR"™, f € CYE,R") ein Vektorfeld sowie v € C°(I, E) eine stiickweise C'-Kurve.

Dann definieren wir das Kurvenintegral

/ f(z) - dx = / ), (D)t
Y I

von f diber v. Hierbei bezeichnet (.,.) das Standard-Skalarprodukt.

Lemma 17.11 (Eigenschaften des Kurvenintegrals). Seien I,J Intervalle, E C R",
foffy€ CY(E,R") Vektorfelder und B € C°(I, E),y € C°(J, E) stiickweise C* Kurven.

1. Fiir A, A2 € R gilt

/7(A1f1+)\2f2)-dx:>\1/

b

fi(z) - dz + )\2/f2($) - dz.

2. Fir I =[a,b] und a =ty < ... <t, =bundy; = yy,_, 4, 9ilt

/vf(x)-dng/%f(x)-dx.

3. Ist B = vy o eine Umparametrisierung und ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ﬁf~dx:/7f-dm.

Ist ¢ orientierungsumkehrend, so gilt hingegen

/Bf-d:c:—/vf-dm.
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Beweis. 1. und 2. folgen direkt aus der Definition des Kurvenintegrals und Eigenschaften des
Riemann-Integrals. Fiir 3. schreiben wir mit Hilfe der Integration durch Substitution

[ 1= [ o) g o= [ e, eone o

7 /(f(( A (£))dt = /f da,

wobei die das dritte Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ¢ orientierungserhaltend ist und sich das
Vorzeichen bei diesem Gleichheitszeichen umdreht, wenn ¢ orientierungsumkehrend ist. [

Lemma 17.12. Sei I ein Intervall, E CR", f € C}(E,R") und y € C°(I, E) eine stiickweise
C' Kurve. Dann gilt

)Lf<w>-dw\ < |lfoallr L),

wobei ||.||r die Supremumsnorm auf I ist.

Beweis. Wir erinnern an die Cauchy-Schwartz-Ungleichung und erhalten

| [ o < [ |uao. o< [1iao)-r o

< HfO’YHI-/Ih’(t)!dt: £ ol L()

17.4 Gradientenfelder

Von stetigen Funktionen f : R — R ist man gewohnt, dass sie eine Stammfunktion besitzen.
Im Mehrdimensionalen ist dies nicht mehr notwendig der Fall. Vektorfelder f, die eine solche
Stammfunktion F' besitzen, heiflen Gradientenfelder (und spielen insbesondere in der Physik
eine grofie Rolle).

Definition 17.13 (Gradientenfeld). Sei £ C R" offen. Dann heifit das Vektorfeld f =
(fi,.-s [n) € CO(E,R™) Gradientenfeld, wenn es ein F € C'(E) gibt mit VF = f, d.h. wenn

fi(z) = 8?;? :

Die Funktion F heifst dann Stammfunktion (oder auch Potential) von f.

Beispiel 17.14. 1. Sei |z| := y/2} + -+ + z2. Das Vektorfeld f : z — % ist ein Gradien-
tenfeld. In Beispiel 14.3 haben wir ndmlich berechnet, dass -

dz; x|’

d.h. z — |z| ist eine Stammfunktion von f.
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2. Wir betrachten das Vektorfeld f(z,y) = (—y, ). Wire dies ein Gradientenfeld, miisste

es eine Funktion (z,y) — F(x,y) geben mit %ﬁ’y) = —y, d.h. F(z,y) = —yz + g(y)
fiir eine Funktion g. Dann wire %;’y) = —x + ¢'(y), was aber fiir jede Wahl von ¢

ungleich x — x ist.

Lemma 17.15 (Eindeutigkeit der Stammfunktion). Sei E C R" offen und wegweise
zusammenhdingend, sowie f € C°(E,R"™) ein Gradientenfeld und Fy, Fy € C1(E) mit VI, =
VF, = f. Dann ist F| = F» + ¢ fiir ein ¢ € R, d.h. die Stammfunktion von f ist bis auf eine
konstante eindeutig bestimmd. B

Beweis. Zunéchst ist klar, dass D(Fy — Ib) = V(F1 — Fy) = f — f = 0. Sei nun z,y € E.
Nach Lemma 17.4 kénnen wir oBdA annehmen, dass es einen Polygonzug von x nach y in E
gibt. Aus (15.3) folgt damit, dass

|Fi(z) — Fa(z) — Fi(y) + Fa(y)| = 0.

Mit anderen Worten ist
z = Fi(z) — Fy(x)

konstant, was ja gerade zu beweisen war. ]

Das Integral einer Kurve v € C*([a,b],R") iiber ein Gradientenfeld f hat sehr schéne Eigen-
schaften. Ist F' Stammfunktion von f, so héngt ein solches Kurvenintegral ndmlich nur von
F(y(a)) und F(y(b)) ab.

Theorem 17.16 (Wegunabhingigkeit von Wegintegralen entlang Gradientenfel-
der). Sei E C R™ offen und wegweise zusammenhingend und f € C°(E,R™). Dann sind
dquivalent:

1. f ist ein Gradientenfeld.
2. Fiir jede geschlossene stiickweise C'-Kurve v st

[1-dz=o.
.

8. Fiir I = [a,b] und J = [c,d] und stickweise C*-Kurven 8 € C°(I,E) und v € C°(J,E)
mit B(a) = y(c) und B(b) = v(cd) gilt

/Bf'dx://f-dx.

Beweis. 1. = 2.: Sei F € CY(E) mit VF = f und v € C°(I = [a,b], E). Dann gilt mit
Lemma 14.23
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2. = 3.: Wir definieren die stiickweise C1([0,b — a + d — ¢], E) Kurve
b—a+d—¢c —E

o B(t), 0<t<b—a,.
t =
yb—-a+d—c—t), t>b—a.

Das bedeutet, dass a zunéchst § und danach v in umgekehrter Richtung durchléuft. Ins-
besondere ist wegen den Voraussetzungen in 3. die Kurve a geschlossen und es gilt wegen
Lemma 17.11.2

0= / Iz~ [ MRCES / e

/f d:v—/f

3. = 1.: Ziel ist es, eine Stammfunktion von f anzugeben. Hierzu sei fiir z € £ beliebig. Fiir
z € Esely € CO(I = [a,b], E) eine stiickweise C-Kurve mit 7, (a) = 2,7 (b) = z. Wir

definieren
= / f(z) - dx
Yy

und bemerken, dass F' wohldefiniert ist, da F'(z) nach Voraussetzung von 7, hur iiber den

Endpunkt der Kurve, also z, abhéngt.
Es bleibt nun zu zeigen, dass VF' = f. Fiir j = 1,...,n und z € E betrachten wir nun
0 0 _
7, € C°(la,b], E) und y whe, € C’([a,b+1], E), so dass Vathe, (b+1t) = z+ hte;. Das bedeutet,

dass Yothe iiber den Punkt z lauft. Nun gilt

Fla+he) ~Fla) 1 [, dwan- [ s

1
— /0 (f(x + hte;), he;)dt

1
= [ e+ ntein 225 gia),

0
woraus die Behauptung folgt. O
Um zu priifen, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld ist, geben wir nun noch ein
Kriterium an.
Korollar 17.17 (Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern). Sei E C R" offen und
f € CH(E,R™) ein Gradientenfeld. Dann gilt

of, _ %,
al‘ yi 8@ '

Beweis. Es sei F' € C*(E,R") eine Stammfunktion von f. Der Satz von Schwartz, Theo-

rem 14.16, impliziert nun
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Beispiel 17.18. Wir betrachten das Vektorfeld f : (z,y) — (—y, x) aus Beispiel 17.14.2. Wir
berechnen
of 02

—=—-1#1=—==1.
y 7 Ox

Insbesondere kann f kein Gradientenfeld sein (was wir in Beispiel 17.14.2 ja schon gesehen
hatten).

Bemerkung 17.19 (Rotation). Sei E C R? offen und f € C'(E,R") ein Vektorfeld. Dann
heifit das Vektorfeld g € CO(E,R™), definiert durch

ofs _0f
83?2 81'3
0 0
so(f) = | 322 = i
o2 _0h
81’1 8:6'2

Rotation von f. Korollar 17.17 besagt nun, dass fiir Gradientenfelder die Rotation 0 ist.

18 Ausblicke

Die Vorlesungen Analysis sind Grundpfeiler einer ganzer Mange mathematischer Theorie. Wir
geben nun noch einen kleinen Ausblick, was wir mit dem bisher Gelernten anfangen kénnen.
Die Funktionentheorie (siche Abschnitt 18.1) ist eine Fortsetzung der Analysis fiir Funktionen
f : C — C. Weiter behandeln wir in Abschnitt 18.2 den Fixpunktsatz von Brouwer. Dieser
Satz hat beispielsweise Anwendungen in der Funktionalanalysis.

18.1 Funktionentheorie

Die Funktionentheorie beschéftigt sich mit Funktionen f : C — C. Hierzu bemerken wir, dass
eine solche Funktion gegeben ist durch eine Funktion f = (f1, f2) : R? — R? mittels

flx+iy) = fi(z,y) +ifa(z,y).

Wir bezeichnen hier Ref = f; und Imf = fo. Zentral ist hierbei der Begriff der komplexen
Differenzierbarkeit oder Holomorphie.

Definition 18.1 (Holomorphie). Sei E C C offen und f : E — C. Dann heifst f in
z = x + iy holomorph mit Ableitung f'(z), wenn

o SR~ 1)

h—0 h

= f'(2)

existiert (wobei h — 0 im Komplexen betrachtet wird). Weiter heifit f holomorph auf E, wenn
f fiir alle z € E holomorph ist.

Bemerkung 18.2 (Ableitungsregelen, C ~ R?). 1. Genau wie im Reellen gelten ein
paar Ableitungsregeln: Linearitdt der Differentiation, Produktregel, Quotientenregel,
Kettenregel.
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2. Wir identifizieren im Folgenden z = x + iy € C mit (z,y) € R?. Etwa schreiben wir fiir
c=a+ibund z =z + iy

cz = (ax — by, bx + ay) = (Z _ab) (i) .

Proposition 18.3 (Cauchy-Riemann’sche Differentielgleichungen). Sei E C C offen
und f: E— C mit f(x +1iy) = fi(x,y) +ife(x,y). Dann ist f genau dann holomorph, wenn
(f1, f2) differenzierbar ist mit

oh _0fr O _ _OA
or Oy’ ox oy

Beweis. Sei zunichst f = fi 4 i f, komplex differenzierbar mit Ableitung f" und f = (f1, f2).
Dann gilt mit h = hy + tho € C

f@+hi,y+he) = flz,y) - <fni§:8 };{Zﬁ?) (Zi)
||

I R (ORF L O R
_ A p 0,

Damit ist i differenzierbar mit

IS

 (Ref'(z) —Imf'()
[z = (Imf’(z) Ref'(2) ) |

Daraus folgt bereits die Giiltigkeit der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen.
Sei umgekehrt f differenzierbar und die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
gelten, d.h.

Ofi(ey) Ofley)\  [Of(wy)  Ofi(zy)
Df(z) - ox ox _ oy oy
_an(xay) 8f1($7y) 8f1($7y) 8f2(;v,y)
ox ox Jy dy
o Ohi(ey)  Ofny)  Oh(ey) 0h(nY)
/ L 1\&,yY)  o2\%,Y) 2\, Y LO0J1 %, Y
Ja) = Ox o oy t Dy
ist nun
f'(z)h =D f(z,y)h
und damit
flz+h)— f(z) = fl(z)h _ f@+hi,y+h) — f(z,y) —Qi(m,y)ﬁm
h - 7| h
2200

wegen der Differenzierbarkeit. O
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Definition 18.4 (Komplexe Integrale und Kurvenintegral). Sei I ein Intervall und
f:I— C mit f=(f1,f2). Dann setzen wir

/If(t)dt:/lfl(t)dt—Fi/lfQ(t dt

Ein spezielles Beispiel sind Kurvenintegrale. Ist I ein Intervall und v € C°(I,C) eine stiick-

weise C' Kurve, dann ist
[ 11z = [ s
¥

Mit v = (y1,72) gilt dann

/ J(2)dz = / e ROt + i / AL + (v () (£)de
(18.1)
- / (1o —f2) (@, y) - d(z,y) +i / (fon f1) (22 9) - (2 ).

Bemerkung 18.5 (Merkregel). Um sich die Formel (18.1), die wir im Folgenden noch &fter
verwenden werden, merken zu kénnen, schreiben wir dz = dx 4 ¢ dy und damit formal

/ f(2)dz = / (f1(2) + ifa(2))(der + i dy) = / fi(2)de — fa(=))dy + i / f(2)ds + f1(2))dy
= =) - deay) +i [ (o)) - o)

Beispiel 18.6 (Kurvenintegrale von Polynomen). Wir zeigen nun fiir 7 : [0, 1] — C mit

,Y(t) — reZﬂ"it
/zn'dz— 0, n# -1,
. omi, n=—1

1
/z"dz: 27rir”+1/ e2mint Dt gy
0

.
Fiir n = —1 folgt daraus direkt die Behauptung. Fiir n # —1 hingegen ist damit

Denn: Wir schreiben direkt

1
vt ; t=1
Mdy = 627r1(n—&—1)t -0

n+1 t=0

S~

Die folgende Homotopieformel gilt zwar allgemein, wird aber besonders schén, wenn es um
Kurvenintegrale von holomorphen Funktionen geht; sieche den Cauchy’schen Integralsatz in
Theorem 18.8.

Lemma 18.7 (Eine Homotopieformel). Sei E C R™ sternformig mit Mittelpunkt y € E
und f € C'(E,R") ein Vektorfeld. Weiter sei v € C%(I, E) eine geschlossene, stiickweise C*
Kurve und vy (t) := (1 — s)y + sy(t). Dann gilt

/ - / / (D F((1— )y + s7(8)T = D F((1— s)y + s7(D)7(£)), 7 (8))dtds.

Ist insbesondere D f symmetrisch, so ist das Kurvenintegral 0.
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Beweis. OBdA sei y = 0. Es gilt

f(z)-dz =0
%

sowie, mittels Differentiation unter dem Integral und partieller Integration,

g2 | 1= [ (100,00, 55

_ j /1 (1)), 57 (8))dt

= [eaen.wnde + / (D (7)1 (1), 5 (8))dt

1

=WW@WNWZ—/wﬂmmmmm@m (18.2)

O]

Theorem 18.8 (Cauchy’scher Integralsatz). Sei E C C sternformig mit Mittelpunkt
y € E und f : E — C holomorph. Weiter sei vy € CO(I, E) eine geschlossene, stiickweise C
Kurve. Dann gilt

Lﬂ@@:&

Beweis. Wir erinnern an (18.1). Wir wenden Lemma 18.7 auf die Funktionen g := (f1, —f2)
und h := (f2, f1) an. Wir bemerken, dass wegen der Giiltigkeit der Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen

ofi(z,y)  Ofi(z,y) ofi(z,y)  9fi(z,y)
_ 0 0 _ 0 0
Do@y)=| ofwy ohlny | = |onlny  ohlny |
Oz oy oy Oz
Ofo(x,y) Ofa(z,y) _Ofi(zy)  Ofi(z,y)
D h(z,y) = ox oy _ y or
== 8f1(x,y) afl(xay) afl(aj7y) _8f1((lf,y)
Ox oy oz dy

impliziert. Insbesondere sind D g und D h symmetrisch. Nach Lemma 18.7 ist damit die rechte
Seite von (18.1) Null. O

Bemerkung 18.9 (Zwei Erweiterungen). Sei £ C C sternformig mit Zentrum y. Weiter
sei v,-(t) = > fiir r klein genug, so dass v,(I) C E.
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1. Sei und f: E\ {y} — C holomorph. Dann ist

r— | f(z)dz
e

konstant.

Denn: Wir gehen wie im Beweis des Cauchy-schen Integralsatzes vor. Wieder betrachten
wir die Funktionen g = (f1, —f2) und h = (f2, f1), die symmetrische Ableitungen haben.
Nach (18.2) ist dann

0
e L g(z)dz =0

—-r

und dasselbe gilt fiir die Funktion h. Mit (18.1) folgt dann die Behauptung.

2. Ist weiter (etwas allgemeiner als im Cauchy’schen Integralsatz) f : E — C holomorph
auf F \ {y} und stetig auf E. Dann ist

/ f(z)dz =0.
Denn: Mit Lemma 17.12 gilt

’ /% f(z)dZ’ < L(v) - [1f 1) =% 0.

Mit 1. folgt die Behauptung.
Theorem 18.10 (Cauchy’sche Integralformel). Sei E C C und f : E — C holomorph

und r so, dass B.(z) C E. Dann gilt mit v,.(t) = re*™"

() = 217”/7 J(_yldy. (18.3)

Bemerkung 18.11 (Interpretation). Das erstaunlichste an der Cauchy’schen Integralfor-
mel ist, dass die Funktionswerte einer holomorphen Funktionen auf einem Kreis ~,(I) Funk-
tionswerte innerhalb des Kreises bestimmen. Schliefllich héngt die rechte Seite von (18.3) nur
von solchen Werten auf dem Kreis ~, ab.

Beweis von Theorem 18.10. Nach Beispiel 18.6 ist

10 =5 | =

Wir definieren nun die auf F \ z holomorphe und auf E stetige Funktion

fy)=1(z) ”
— ) Zs
y—g(y) = { Y

1'(2), Y=z
Damit folgt die Behauptung mit Bemerkung 18.9.2 aus

3 Wdy = L 9(y)dy = 0.
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Als Anwendung der Cauchy’schen Integralformel und des Integralsatzes geben wir nun einen
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Theorem 18.12 (Fundamentalsatzes der Algebra). Seien ag,...,a, € C und p : z —
aop + a1z + azz® + -+ + anz™. Dann gibt es mindestens ein z € C mit p(z) = 0.

Beweis. Wir schreiben p(z) = z - q(2) + ap. OBdA ist z # 0, sonst ist die Aussage trivial.
Angenommen, p habe keine Nullstelle. Dann gilt
p(z) _aq(z) | ao

1
s e S S L

Nun ist z +— g(z)/p(z) holomorph und damit gilt fiir v, = re?* mit Beispiel 18.6

1
271'2':/ dz:/ a0 dz
2T )

wegen dem Cauchy’schen Integralsatz. Nun ist wegen Lemma 17.12

ag
dz
‘ LT zp(z)

da |p(z)| == co. Insgesamt haben wir also gezeigt

1
zp(z)

r—00

0

1
= 27r|ag| - H—’

p(2)

< L(y)laol|

Ir Ir

r—00

1
271':‘/6[2:/ W _ gy 1=,
% 7 2P(2)

ein Widerspruch. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 18.13 (Ausblick in weitere Resultate). Der Cauchy’sche Integralsatz und
die Integralformel sind in der Funktionentheorie zentral. Einerseits erfahren sie Verallgemei-
nerungen, insbesondere bei der Form der Menge F und dem Weg -, iiber den integriert wirf.
Waéhrend wir beim Integralsatz nur sternférmige Gebiete betrachtet hatten, gelingt es in der
allgemeinen Theorie, einfach zusammenhdingende Gebiete zu verwenden. Dies sind Gebiete,
in denen sich geschlossene Wege immer auf einzelne Punkte zusammen ziehen lassen. Die
kreisformigen Wege im Integralsatz werden auflerdem durch beliebige geschlossene stiickweise
C'-Kurven ersetzt. Schéne Aussagen iiber holomorphe Funktionen sind etwa:

e Jede auf einem Gebiet E holomorphe Funktion lisst sich lokal in einer Potenzreihe
darstellen. (Wir erinnern daran, dass das fiir reelle Funktionen nicht gilt, siche Bei-
spiel 12.20.)

e Ist F einfach zusammenhéngend, dann ist f auf E genau dann holomorph, wenn f
eine Stammfunktion besitzt. (Auch dies gilt im reellen nicht: es gibt hier sehr wohl
Funktionen, die integrierbar sind — und damit eine Stammfunktion besitzen — ohne dass
die Funktionen differenzierbar wéren.)

e Jede auf ganz C holomorphe, beschrinkte Funktion ist konstant. (Auch dies gilt fiir
Abbildungen im reellen nicht.)
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18.2 Der Fixpunktsatz von Brouwer

Im Laufe der Vorlesung haben wir einige Male den Banach’schen Fixpunktsatz (Theo-
rem 15.15) anwenden koénnen, etwa im Kurzzeit-Existenzsatz von Picard-Lindelof fiir Dif-
ferentialgleichungen (Theorem 15.19) und bei der lokalen Umkehrbarkeit von Funktionen
(Theorem 16.15). Dies deutet darauf hin, dass Fixpunktsitze in der Mathematik eine grofie
Rolle spielen. Aus diesem Grund geben wir nun noch den wichtigen Fixpunktsatz von Brou-
wer an. Eine Verallgemeinerung erfihrt dieser im Fixpunktsatz von Schauder (in dem R™
durch einen beliebigen vollstéindigen normierten Raum ersetzt wird).

Wir schreiben im Folgenden
B" :={z:|z| < 1}, B" = {z:|z| <1}, S" 1= 9B" :=9B" = {z : |z| = 1}.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes (Theorem 18.17). Bevor
wir mit dem Beweis beginnen kénnen, benétigen wir zwei Lemmas.

Lemma 18.14 (Stetige Abbildungen B" — S™1). Es gibt keine Abbildung f €
cY(B",S™ 1) mit flz) =z firze S" L.

Bemerkung 18.15 (Transformationssatz). Im Beweis werden wir einen Satz verwenden,
der erst in der Vorlesung Analysis III bewiesen werden wird: Ist £ C R™ und f : £ — R™
ein Diffeomorphismus, dann ist

AE(E)) = /E det(D f(x))|dz.

Hierbei ist A(F(F)) das Volumen von F(E) as Teilmenge des R™ und die rechte Seite kann
als Mehrfachintegral interpretiert werden.

Um die Richtigkeit dieser Formel etwas zu erldutern, betrachten wir m = 2 sowie die
Abbildung f : z + Az fiir eine invertierbare Matrix A. Dann besteht f([0,1]?) genau aus
dem von A(0,0), z := A(1,0), y := A(0,1) und A(1,1) aufgespannten Parallelogramm. Um
die Fliche von f ([0, 1]7), also dem von z,y aufgespannten Parallelogramms zu berechnen,
projezieren wir y auf z1 := (—z2,21) und erhalten dabei den Vektor

. <Q,EL) 1
S

(Dieser Vektor steht offenbar auf  senkrecht und es gilt |(y, z)| = |z|*.) Die Fléche des von z
und y aufgespannten Parallelogramms ist nun wegen |z| = 2|

AL0, 1) =[] - |2] = [{y, 2")| = |21z — w2un] = [det(z, y)| = |det(A)] :/[01]2 |det(A)|dz.

Beweis von Lemma 18.14. Angenommen es gibe ein f € Cl(Pn, S"=1) mit der geforderten
Eigenschaft. Wir definieren dann g(z) := f(z) — 2 und

F(t,z) = (1 —-t)z+tf(z) =z +tg(z).
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Fiir z € B" ist damit |[F(t,z)| < (1—t)|z|+t|f(z)] < (1—t)+t =1, also F(t,.) € CY(B",B")
und fir z € S71 B
EF(t,z)=(1—-t)z+tx =z
Mit f ist auch g stetig differenzierbar, nach Bemerkung 15.9 insbesondere Lipschitz-stetig,
d.h. es gibt ein L > 0 mit
9(y) = 9(@)| < Ly — z|

fir z,y € B". Wir zeigen nun:

Behauptung: Es gibt ein ¢y > 0, so dass fiir alle ¢ € [0,to] die Abbildung F(¢,.) :
B™ — F(t, B™) ein Diffeomorphismus ist.

Wir verwenden Korollar 16.16. Hierzu zeigen wir, dass (i) det(D_F(t,.)) # 0 fiir ¢ klein genug
und (ii) fur ¢ € [0,1/L) die Abbildung F'(¢,.) injektiv ist. Die Eigenschaft (i) ist einfach
zu zeigen. Schliefilich ist D F(¢,.) = (1 —t)E_ +tD f. Damit ist D F(0,.) = E_ und
damit invertierbar. Weiter ist ¢ — det(D F(t,z)) stetig, also muss es ein g > 0 geben mit
det(QmE(t, .)) # 0 fiir t < to. Fiir (ii) sei ¢ € [0,1/L). Angenommen, es wire z,y € B" mit
F(t,z) = F(t,y), also

ly —z| = tlg(y) — g(z)| < tCly —z|.

Da tC' < 1 nach Voraussetzung, ist dies nur fiir y = z moglich. Damit ist F(¢,.) injektiv.

Weiter zeigen wir nun:
Behauptung: F(t, B") = B" fiir t € [0, to].

Angenommen, es géibe ein ¢t € [0,tg] und y € B" \ F(t,B"). OBdA ist z € 0F(t,B") :=
F(t,Bn)\ E(t,B"), da F(t, B") offen ist. Sei z,,,... € B" so, dass F(t,z,) —— y. Da
B" kompakt ist, konnen wir zu einer Teilfolge iibergehen, die konvergiert. OBdA ist also
z, 7% 2 e B Wegen der Stetigkeit von F'(t,.) ist F(t,z) = y. Damit muss x = 0B" =
S"~1 sein. Nach Voraussetzung folgt daraus also y = F(t,z) = z € S 1, ein Widerspruch
zur Annahme, da B" N S"~! = (). Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir konstruieren nun den Widerspruch, der dann die Behauptung des Brouwer’schen Fix-
punktsatzes zeigt. Hierfiir betrachten wir

pit— |det(D_F(t,z))|dx.
B» -
Nach Definition von F(¢, z) ist dies ein Polynom in ¢. Weiter gilt mit dem Transformationssatz
(siche Bemerkung 18.15) fiir ¢t € [0, %), dass
p(t) = A(E(t, B")) = A\(B") > 0.

Insbesondere ist das Polynom p auf [0,%] konstant mit p(0) > 0. Dies bedeutet, dass p
konstant sein muss, insbesondere also p(t) > 0 fiir alle ¢ gelten muss. Andererseits gilt
|F(1,2)]? = 1 und damit fiir j = 1,...,m

0= 2 S (1,0 _QZfZ 9D _op )0, 0.0);

o0x; ox; =z
e J
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also E(l,@)Dx(l,g) = (. Insbesondere hat Qx(l,g) den Eigenwert 0 und ist damit nicht

invertierbar oder det(D F(1,z)) = 0. Daraus folgt, dass p(1) = 0 gilt im Widerspruch zu

—

p(t) > 0 fiir alle t. O

Lemma 18.16 (Best-Approximation). Sei E C R™ kompakt und konvex. Dann gibt es
fiir jedes x € R™ genau ein p(z) mit |p(z) — x| = infyep |y — z[. Die Abbildung p heifit
Best-Approzimation, ist stetig und es gilt p(z) = z fir x € E.

Beweis. Sei zunidchst z € R™ beliebig. Zunéchst ist die Abbildung y +— |y — z| stetig, und
nimmt somit auf dem kompakten E ihr Infimum p(z) an. Dies stellt ‘die Existenz der Abbil-
dung p sicher. Wir miissen noch zeigen, dass (i) p eindeutig ist und (ii) p stetig ist. Hierfiir
setzen wir B B

= inf |y — z|.
Ye ;gEly x|

Fiir (i) nehmen wir an, dass p'(z) # p(z) mit p’(z) € E ein weiterer Minimierer von y — |y—z|
z:= 1(p(z) +p/(z). Da E konvex ist, muss y € E sein. AuBerdem

auf F ist. Wir setzen dann
gilt
22l = ifp@ — 2+ 9@ - 2 < dp@) 2| + [P @) - 2 = 7.

wobei '="nur dann gilt, wenn p(z) —2z und p'(z) -z parallel sind, also wenn p(z)—z = p'(z) -z,

was aber laut Voraussetzung nicht der Fall ist. Also haben wir gezeigt, dass |z — z| < vz, also
ein Widerspruch. Damit ist die Eindeutigkeit des Minimierers p(z) gezeigt.

Fiir (ii) nehmen wir eine Folge z,z;,z,,... € R™ mit z,, —— z. Sei ¢ > 0 und N groB
genug, so dass |z, —z| < ¢ fiir n > N. Nun gilt

Yz < |B(In) _£| < |B(gn) _&n| + ‘gn _g| < 7£n te.

Andererseits ist

Ve

—n

= inf — < inf — — < .
ylgElg %\_glgEly zl+lz—z,| <y te

Aus den letzten beiden Gleichungen lesen wir ab, dass
Ye < |p(zy,) — 2] < 7, + 26

Das bedeutet, dass |p(z,,) — z| D20 e = Ip(xz) — z|. Aus der Eindeutigkeit von p(z) folgt
die Stetigkeit von p. O

Nun kénnen wir den Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes fiihren.

Theorem 18.17 (Brouwer’scher Fixpunktsatz). Sei E C R™ konvex und kompakt sowie
f € CYE,E). Dann besitzt [ einen Fizpunkt.

Bemerkung 18.18 (Spezialfall m = 1). Im Spezialfall m = 1 ist der Beweis ganz einfach:
Dann ist ndmlich E = [a, b] ein kompaktes Intervall. Fiir eine Abbildung f : [a,b] — [a, b] gilt
nun

f(a) —a >0, f(b) —=b<0.

Damit hat nach Korollar 5.20 die Abbildung  — f(z) — z mindestens eine Nullstelle, d.h.
ein z mit f(x) = z, also einen Fixpunkt von f.
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Beweis von Theorem 18.17. Der Beweis erfolgt nun in drei Schritten:
Schritt 1: Zunéchst nehmen wir an, dass f € C'(B™, B™). Wir zeigen:

Behauptung: Sei f € CY(B™, B™). Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Angenommen, f hitte keinen Fixpunkt. Dann gibt es zu jedem z € B™ einen Schnittpunkt
der Geraden durch z und f(z) durch S™=1  Diese ist gegeben durch die Abbildung F :
[0,1] x B™~1 — ™1 mittels

F(t,z) =z +t\(z)

fiir

z— f(z) z— f(z)
Az) = (1 — |z)? + <g, |x_f($)‘>2>1/2 - <£, |x_f($)|>

Denn: Die rechte Seite ist von der Form z + tby(z — f(z)) fiir eine Konstante b, was fiir
variables ¢ eine Gerade durch z und f(z) darstellt. Weiter ist

]

— f(z) \2\1/2 z—f
- —f(x)\>) )<x’!:r—f

Il
—
_l_
[\
S
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=
|
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Fir z € S ! ist A(z) = 0 und damit F(1,2) = z. Aus Lemma 18.14 folgt nun, dass
es die Abbildung z — F(1,z) nicht geben kann, also einen Widerspruch. Daraus folgt die
Behauptung.

Schritt 2: Wir verallgemeinern Schritt 1 nun fiir Funktionen f € CY(B™, B™). Sei hierzu
9119y - € CY(B™, B™) und so, dass lg, — fII = 0. (Eine solche Folge existiert wegen des
Satzes von Stone, Theorem 10.12.) Sei nun z,, ein Fixpunkt von p,- Durch Ubergang zu einer

Teilfolge konvergiert z,, 7% 2. Damit gilt
1f(z) —p, (@) < |f (@) = (@) + [ f(z,) —p, (2,)] =0

wegen der Stetigkeit von f und P, H—oo>glm f. Daraus folgt sofort

f@) = lim p,(2n) = Jim 2, =2

also die Aussage.

Schritt 3: Wir verallgemeinern das Resultat von Schritt 2 nun fiir konvexes, kompaktes E. Sei r
so groB, dass E C B,(0). Sei p : B,(0) — E die stetige Best-Approximation aus Lemma 18.16.

Klar ist nun, dass f op € C°(B,(0), B-(0)) mit f o p(B,(0)) C E. Nach Schritt 2 gibt es also

ein z € B,(0) mit x = fop(z) € E. Fiir x € F ist jedoch p(z) = z und damit ist z = f(x)
und der Fixpunktsatz ist gezeigt. O

Als Anwendung des Brouwer’schen Fixpunktsatzes zeigen wir nun die Losbarkeit einer be-
stimmten Klasse nicht-linearer Gleichungen.
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Proposition 18.19. Sei E C R™ und g = (g1, s 9m) € CO(E,E), s0 dass
(g(z),z) >0, fiir alle z € B,(0).

Dann hat die Gleichung
g9(z) =0

mindestens eine Lisung xz € B,(0).

Beweis. Angenommen, es gibe keine Losung der Gleichung. Dann definieren wir

f= —rg.

- 9]
Da g stetig ist und [g(z)| > 0 fiir alle z € B,(0), ist f stetig. Fiir z € B,(0) gilt auBerdem
| f(z)] = r, und damit f(B,(0)) C B,(0). Damit gibt es nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz
ein x € B,(0) mit x = f(x) € 0B,(0). Daraus folgt

0 <{g(z),z) = —rlg(@)[{f(2),z) = —r[g(z)[{z,z) <0,
ein Widerspruch. ]

Beispiel 18.20 (Ein Wirtschaftsmodell). Als weitere Anwendung bringen wir ein Beispiel
aus der Wirtschaft. Es soll erforscht werden, ob ein Markt mit n Produzenten ein Gleichge-
wicht besitzt. Sei z; das Einkommen des Produzenten i und fj;(z;) die Ausgaben von Pro-
duzenten ¢ an Produzenten j, wenn Produzent ¢ gerade Einkommen x; hat. Wenn Produzent
7 all seine Einnahmen wieder ausgeben will, gilt also

n
xTr; = Zf”(azz) (18.4)
j=1
Andererseits bekommt Produzent j seine Einnahmen von allen anderen Produzenten, so dass
n
vp =Y fij(x) (18.5)
i=1

gelten muss. Die Frage ist nun, ob es z = (z1,...,x,) gibt, so dass (18.4) und (18.5) erfiillt
sind. Wir zeigen hierzu:

Sei r > 0 und alle f;; stetig und so, dass (18.4) erfiillt ist. Dann gibt es mindestens
eine Losung z in der Menge E := {z € R"} : (z,1) < r} von (18.5).

Denn: Die Menge E ist kompakt und konvex. Wir betrachten die stetige Funktion g =

(91, ., gn) mit g;(z) = >, fij(z;). Dann hat (18.5) genau dann eine Losung z, wenn
g(xz) = z. Um die Existenz eines solchen Fixpunktes zu finden, berechnen wir fiir z mit

(z,1) <r
(g(z),1) = ZZfzg(ﬁUz) = Z:’:Z <r.
i=1

j=1i=1

Nun folgt die Behauptung nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz.
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Bemerkung 18.21 (Don’t trust in books). In manchen Skripten findet sich als Anwen-
dung des Brouwer’schen Fixpunktsatzes ein Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra:

Beweis von Theorem 18.12. OBdA sei a,, = 0 (da das Polynom p und p/a, dieselben Null-
stellen besitzen). Wir setzen
ri=2+4lag] + -+ |an-1]

und

IR VD

r

f(z) =

Dann ist f stetig und wir zeigen nun, dass f |§T(0) C B,(0) und wenden dann der Brou-

wer’schen Fixpunkt satz an. Sei zunéchst z € B1(0) (und damit |2| A 1 = |z]). Dann gilt

|ao\+~-+|an 1‘-{—1

(l2 |/Z
< |z| + ’ z ‘ <1+ <2<
< e+ | | <1 ol
Fiir 2 € B,(0) \ B1(0) (und damit |z] A1 = 1) gilt aulerdem
ag+ a1z + -+ an 12"tz
1=~ 2= - .
Tz" 1 rzn—1 r
< (1—7>7“—|— lao| + |ay] 4 - + |an_1] <r—141=r
r r
Wir haben also gezeigt, dass f(B,(0)) C B,.(0). Also gibt es nach dem Brouwer’schen Fix-
punktsatz ein z € B,.(0) mit f(z) = z. Dies ist aber nur dann mdoglich, wenn p(z) = 0. Also
hat p eine Nullstelle. O

Allerdings ist der Beweis an einer Stelle fehlerhaft. Kénnen Sie sagen, wo?
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Teil V
Maf3- und Integrationstheorie

In Kapitel 8 haben wir bereits das Riemann-Integral f; f(x)dx kennengelernt. Hier war f eine
stiickweise stetige Funktion. Ziel dieses Abschnittes ist es, diesen Integralbegriff zu erweitern.
Zentraler Punkt ist die Entwicklung des Lebensgue-Integrals. (Wir werden hierbei unsere
Notation strapazieren und auch fiir das Lebensgue-Integral f: f(x)dx schreiben.) Dieses neue
Integral ist mindestens aus zwei Griinden eine Erweiterung des alten:

1. Die Funktion f muss nicht notwendigerweise stiickweise stetig sein.

2. Konvergenzsitze fiir das Lebesgue-Integral sind viel stirker als die entsprechenden Aus-
sagen beim Riemann-Integral (sieche etwa Theorem 8.19).

Bevor wir jedoch mit der Konstruktion loslegen kénnen, miissen wir das Lebesgue-Ma$ (das
dem entsprechenden Integral zugrunde liegt) einfithren. (Um sich ein Mafl vorzustellen, sei
A = [a, b] ein Intervall. Ein(e Vorstufe eines) Mafi(es) auf der Menge der reellen Zahlen ist dann
die Abbildung A ff ldx = b — a.) Da die Konstruktion von Maflen in anderen Bereichen
verallgemeinert werden wird (vor allem fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie), werden wir dieses
moglichst allgemein halten. Dies bedeutet insbesondere, dass wir auch auf anderen Mengen als
den reellen Zahlen Mafle definieren wollen. Deswegen bezeichnet E # ) in diesem Abschnitt
(irgend)eine Menge. Weiter bezeichnet 2¥ die Potenzmenge von E und jedes A C 2F ist ein
Mengensystem. Alle betrachteten Mengensysteme seien o.E. nicht leer. Bevor wir mit der
Konstruktion von Maflen beginnen kénnen, wiederholen wir einige wichtige Grundlagen.

19 Wiederholung Topologie

Topologien werden in der Mathematik immer dann gebraucht, wenn ein Konvergenzbegriff
eingefithrt wird. Auch wenn Topologien in der bisherigen Teilen nur am Rande behandelt
wurden, sind doch einige Konvergenzbegriffe bekannt (siche etwa die Unterscheidung zwischen
punktweiser und gleichméBiger Konvergenz von Funktionen in Kapitel 8).

Wir lernen Topologien als Mengensysteme kennen, die die Grundlage fiir weitere Men-
gensysteme bilden (o-Algebren), auf denen wir Mafle definieren. Wir werden also Mafle auf
topologischen Réumen betrachten. Dabei werden die zugrunde liegenden o-Algebren von To-
pologie erzeugt (siehe Definition 20.7). Deshalb wiederholen wir zunéchst Grundbegriffe der
Topologie.

19.1 Grundlagen

Unter einer Topologie versteht man eine Familie offener Teilmengen eines Grundraumes E22.
In metrischen Rdumen nennt man eine Menge A genau dann offen, wenn fiir jedes x € A auch
ein offener Ball B.(x) C A fiir ein € > 0. Dieser Fall von metrischen Rdumen ist in der Praxis
auch am wichtigsten. In der Mafltheorie kommt dem Fall von separablen Topologien, die von

22Man beachte hier einen feinen Unterschied zu Definition 5.7: dort hatten wir auf Grundlage einer Metrik
definiert, was eine offene Menge ist. Dies bedeutet, dass sich Topologien aus Metriken definieren lassen. Dies
ist jedoch nicht notwendigerweise so. Es gibt also auch Topologien (Mengen offener Mengen), die nicht auf
Metriken basieren.
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vollstdndigen Metriken erzeugt werden, eine besondere Bedeutung zu. Solche R&ume heiflen
polnisch.

Definition 19.1. 1. Eine Metrik r auf E heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge kon-
vergiert. Ist also x1,x2,... € E mit

Ve>0 AN eN Vn,m > N: r(zy,zy,) <€,

so gibt es ein x € E mit r(x,,x) 270,

2. Ein Mengensystem O C 2F heifit Topologie, falls (i) ), E € O, (i) ist A, B € O, so0 ist
auch AN B € O (iii) ist I beliebig und ist A; € O,i € I, so ist auch J;c; Ai € O. Das
Paar (E,O) heifit topologischer Raum. Mengen A € O heiffen offen, Mengen A C E
mit A° € O heiffen abgeschlossen.

3. Ist (E,O) ein topologischer Raum und A C E. Dann heifit
A= J{foca:0c0}
das Innere von A und
A=(|{F2A:F €0}
den Abschluss von A.

4. Ein topologischer Raum (E, Q) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Menge E' C E
gibt mit F =E.

5. Sei (E, Q) ein topologischer Raum und B C O. Dann heifit B eine Basis von O, falls
VAcO Vxc A dBeB:xc BCA.
Dies ist genau dann der Fall, wenn
O={ACE: Vxe A 3BeB:xe€ BC A}. (19.1)

oder (dquivalent dazu)

= { UBi:BieBicl, I beliebig}. (19.2)
i€l

6. Sei B C 2¥. Dann wird durch (19.1) oder (19.2) eine Topologie O(B) definiert, die von
B erzeugte Topologie.

7. Sei (E,r) ein metrischer Raum und
B:={B.(x):e> 0,z € E}. (19.3)

Dann ist O(B) die von r erzeugte Topologie. Falls speziell E C RY und r der eukli-
dische Abstand ist, heifit die in (19.1) oder (19.2) definierte Topologie die euklidische
Topologie.
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8. Der Raum (E,O) heifit (vollstindig) metrisierbar, wenn es eine (vollstindige) Metrik r
auf E gibt, so dass (19.1) gilt. Der Raum (E,O) heifit polnisch, falls er separabel und
vollstindig metrisierbar ist.

9. Seien (E,0) und (E',O'") topologische Riume. Dann heifit eine Abbildung f : E — E’
stetig, falls f~1(A’) € O fiir alle A’ € O' gilt.

Beispiel 19.2 (Der Raum R%). Wir haben bereits den Raum R? und die euklidische Me-
trik 7oy in Definition 5.2 kennen gelernt, und darauf aufbauend den Konvergenzbegriff in
Definition 5.3. In Beispiel 15.13 haben wir gesehen, dass (R, ) vollstdndig ist (und dasselbe
gilt auch fiir (R?, reyq). Weiter ist

B:={B:(z):xz,e € Qe >0}.

die (abzéhlbare) Menge aller offenen Intervalle mit rationalen Radien und rationalen Mittel-
punkten. Dann gilt nach dem eben gesagten (19.1), d.h. eine Menge A C R ist genau dann
offen, wenn mit z € A auch ein rationales ¢ > 0 existiert mit B.(z) C A. Das bedeutet, dass
die obige Definition der Basis B mit Definition 5.7 im Einklang steht.

Wir zeigen nun: [a,b]° = (a,b) und (a,b) = [a,b]. (Analog gilt (Hle[ai,bi])o =
[T (@i, bi) und [Ty (as, b5) = [Tiy[a, b))

Denn: Offenbar ist (a,b) offen. (Mit jedem = € (a,b) ist ndmlich Byin(jz—q|,|e—b)(T) € A.)
Also gilt nach der Definition des Inneren, dass [a,b] D [a,b]° 2 (a,b). Wére nun a € [a, b]°, so
miisste auch B.(a) C [a, b]° C [a,b] gelten, was ein Widerspruch ist.

Weiter gilt offenbar fiir jedes A C FE
A= (ﬂ{FQA:FCEO})C:U{FgAC:FeO}:(AC)O, (19.4)

und damit

(CL, b) = ((a7 b)c)c = (((a7 b>c)o)c = ((—OO,CL] U [bv OO))O)C = ((—OO,CL) U (b7 OO))C = [CL, b]

Weiter gilt: R ist separabel und insbesondere gilt Q = R.

Denn: Es geniigt, Q = R zu zeigen. Dies ist nach (19.4) dasselbe wie (Q°)° = (). Gibe es
niamlich x € (Q¢)°, so miisste es (da (Q¢)° offen ist) ein £ > 0 geben mit B.(z) C (Q°)° C Q°,
also Be(z)NQ = 0. Sei nun 2 := 2 — § < w3 :=x+ 5, also 21,2 € B.(x). Nach Lemma 2.18
gibt es y € (21, 22) N Q im Widerspruch zu B.(z) N Q = 0.

Beispiel 19.3 (Der Raum R). Wir werden oftmals Funktionen mit Werten in
R:=RU{-o0,00} oder Ry :=R;U{co}

betrachten.?? Um diese Riaume als topologische Riume betrachten zu kénnen, setzen wir

R —[-1,1],
o 2 arctan(z), z € R,
r =41, T = 00,
-1, T = —00

%Die Schreibweise R suggeriert, dass hier der Abschluss von R gemeint ist. Dies stimmt nicht, da die hinzu-
gewonnenen Elemente —oo, 00 nicht in R liegen, Abschliisse von Mengen aber immer héchstens die Elemente
des Grundraumes enthalten kénnen. Topologisch gesehen ist R die Zwei-Punkte-Kompaktifizierung von R.
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und definieren die Metrik

re(z,y) = le(z) —oy),  zyeR

Der von rg definierte topologische Raum (R, O) erweitert die euklidische Topologie (R, O)
auf R insofern, als dass {ANR : A € O} = O. Dies gilt deshalb, weil ¢ stetig auf R ist mit
stetiger Umkehrfunktion. Weiter gilt, dass (R, O) separabel ist und rg ist eine vollstédndige
Metrik.

Auf R kann man wie in der Analysis gewohnt rechnen. Etwa ist a - co = oo fiir a > 0.
Allerdings sind die Ausdriicke wie oo — oo und 0o/o0o nicht definiert.

Bemerkung 19.4 (Zusammenhang zwischen Metrik und Topologie). Sei (E, Q) ein

topologischer Raum und x, z1,zs,... € E. Wir definieren
Iy 2 = VO €O :x €0 = x, €O fiir fast alle n € N. (19.5)

Insbesondere ergibt so jede Topologie auf E einen Konvergenzbegriff fiir Folgen in F.

Dieser Konvergenzbegriff stimmt mit dem auf metrischen Rd&umen bekannten Begriff aus
Definition 5.3 {iberein: ist ndmlich r eine Metrik auf F, die O erzeugt, dann gilt die rechte
Seite aus (19.5) genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt, dass r(z,,z) < ¢ fiir fast alle n € N.

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffes aus (19.5) sehen wir nun folgende bekannte Eigenschaft
ein:

Lemma 19.5 (Abschluss bei metrischen Riumen). Sei (E,r) ein metrischer Raum und
O die von r erzeugte Topologie. Fir F' C E sind dquivalent:

1. F ist abgeschlossen.

2. Fiirallexl,xg,...GFundeEmitxnn_}—o%xgilt:UEF.

Insbesondere gilt: fiir jedes A C E besteht der Abschluss A genav aus den Hiufungspunkten
von A.

Beweis. '1.=2.: Angenommen, es giibe x1,x2,... € F, konvergent gegen z € F¢, dann wére,
da F° € O auch x,, € F¢ fiir fast alle n. Dies ist im Widerspruch zur Voraussetzung.

’2.=1.”: Angenommen, F' wire nicht abgeschlossen, F'¢ also nicht offen. Dann gibt es z € F°,
so dass fiir alle ¢ > 0 gilt, dass B.(z) € F°. Wihle £1,¢9,... > 0 mit** ¢, | 0 und z,, €
B., (z) N F. Dann gilt z1,z2,... € F, x, B0 &, aber x € F°. O

Lemma 19.6 (Abzéhlbare Basis und separable Réume). Sei (E,r) ein separabler,
metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie, E' abzihlbar mit E' = E und

B:={B.(z):c€Qp,zcE}
Dann ist B abzihlbar und O(B) = O.

Beweis. Klar ist, dass B abziihlbar ist und O(B) C O. Sei B wie in (19.3). Dann ist fiir
B.(x) e B
B.(z)= |J B,
B>BCB. ()

also B C O(B) und damit © = O(B) C O(B). 0

n—00

24Wir schreiben e, | 0 falls €1 > €2 > ... und €, —— 0
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Beispiel 19.7 (Zwei polnische Riume). 1. Sei O die euklidische Topologie auf R
Diese wird nach Definition 19.1.9 durch die euklidische Metrik definiert. Bekannt ist,
dass diese vollstindig ist. Weiter ist Q% abzéhlbar und jedes z € R? ist Haufungspunkt
einer Folge in Q?. Insbesondere ist also @ = R? nach Lemma 19.5, also ist R¢ separabel.
Insgesamt ist also (R, ©) polnisch.

2. Sei K C R kompakt und E = Cr(K) die Menge der stetigen Funktionen z : K — R.
Auf E sei

7(f1, f2) = sup | fi(x) — fa(z)]

zeK

der Supremumsabstand. Bekannt ist wieder, dass r vollstéindig ist. Auflerdem lésst sich
jedes f € E nach dem Weierstra3’schen Approximationssatz gleichméflig durch Polyno-
me approximieren. Sei ' die abzihlbare Menge der Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten. Dann gilt auch, dass B/ = E. Damit ist (E, Q) separabel, also polnisch.

19.2 Kompakte Mengen

Topologische Ridume konnen sehr grof3 sein. Man denke schon an den Raum R, in dem es
Folgen gibt, die divergieren. Als Mengen, bei denen Konvergenz zumindest entlang von Teil-
folgen gilt, hatte wir schon in Definition 19.8 als folgenkompakte Mengen definiert. Dieses
Konzept erweitern wir nun auf den allgemeinen Begriff der kompakten Menge. Insbesondere
zeigen wir in Proposition 19.11, dass folgenkompakte Mengen meistens genau die kompakten
Mengen sind, so dass wir nicht umdenken miissen.

Definition 19.8 (Relativ kompakt, kompakt, relativ folgenkompakt, total be-
schrinkt). Sei (E,O) ein topologischer Raum und K C E.

1. Die Menge K heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Das bedeutet: sind O; € O,i € I und A C |J;c; O;, dann gibt es?> Jel

2. Die Menge K heifit relativ kompakt, falls K kompakt ist.

3. Die Menge K heifst relativ folgenkompakt, falls gilt: fir jede Folge x1,x2,... € K gibt
es eine konvergente Teilfolge, d.h. xy,,k,,... € K und x € E mit xy,, 27 2 wie in

(19.5).

4. Seir eine Metrik, die O erzeugt. Dann heiffit K C E total beschrinkt, wenn es fiir jedes
e>0enNeNundx,...,on € K gibt, so dass K C ngl B (zy,).

Beispiel 19.9 (Beschrinkte und total beschrinkte Mengen A C R%). Sei A C R%
Dann ist K genau dann total beschrinkt, wenn A beschrinkt ist (d.h. wenn es ein K > 0
gibt mit A C Bg(0)).

Denn: Nach Theorem 5.24 ist jedes Bi(0) kompakt und hat demnach die Heine-Borel’sche
Uberdeckungseigenschaft. Sei also € > 0 und {B. /2 (x) : x € K} eine offene Uberdeckung von
K. Diese hat eine endliche Teiliiberdeckung, also 1, ...,z, € K mit K C |J;_; B:(z;). Fiir
jedes x € K mit r(x, A) < ¢/2 gibt es ein y € A, so dass B, s(z) C B:(y) ist. Mit Hilfe dieser
y und der endlichen Uberdeckung von K erreicht man nun leicht eine endliche Uberdeckung

25Wir schreiben J € I, falls J C I und J endlich ist.
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von A mit e-Kugeln. Also ist A total beschrénkt.

Sei umgekehrt A total beschrénkt. Fiir ¢ = 1 gibt es also 1, ...,z, € A mit A C |J;-_; Bi(z;).
Damit ist der Durchmesser (der gréfite Abstand zweier Punkte) von A hochstens n, und damit
ist A beschréankt.

Lemma 19.10 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen). Sei (E,r) ein metrischer
Raum und O die von r erzeugte Topologie. Ist K C E kompakt, dann ist K auch abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass K¢ offen ist. Sei hierzu z € K€ Fiir alle 2/ € K wihlen wir &,
und &,/ so dass Bs_,(x) N B ,(2') = (. Dann ist offenbar J,/cx Be ,(2') 2 K, also gibt
es J € K mit K C (J,c;B:,(2). Setze § := mingec;d,y > 0. Dann ist Bs(z) N K C
Bs(x) N Upey Be,, (2') = 0, also Bs(x) € K¢ Da z € K° beliebig war, ist K¢ offen, K also
abgeschlossen. O

Folgender Satz iiber kompakte Mengen unterstreicht zum ersten Mal, warum polnischen
Ré&umen eine besondere Bedeutung zukommt.

Proposition 19.11 (Charakterisierung relativ kompakter Mengen). Sei (E,r) ein
metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie und K C E. Betrachte folgende Aussagen:

1. K ist relativ kompakt.

2. Es gilt: sind F; C K abgeschlossen, i € I und Nict Fi = 0, dann gibt es J € I mit
Nies Fi = 0.

3. K ist relativ folgenkompakt.
4. K ist total beschrinkt.

Dann gilt
4. =1 <= 2.= 3.

AufSerdem gilt auch 3. = 2. falls (E, Q) separabel ist und 4. = 3. falls (E,r) vollstindig
ist. Insbesondere sind alle vier Aussagen dquivalent, falls (E, Q) polnisch ist.

Wir wissen seit Theorem 5.24, dass eine Menge K C RY genau dann (folgen-)kompakt
ist, wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist. Diese Aussage verallgemeinern wir nun auf
Teilmengen K eines beliebigen vollstéindigen und separablen metrischen Raumes.

Korollar 19.12. Sei (E,r) ein metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie. Dann sind
abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wieder kompakt.

Beweis. Sei K C E kompakt und A C K abgeschlossen. Eine abgeschlossene Menge ist genau
dann kompakt, wenn sie relativ kompakt ist. Aus Proposition 19.11.2 liest man wegen der
Relativkompaktheit von K ab, dass fiir F; € O i € I mit F; C A C K und (;c; F; = 0 ein
J € I existiert mit ;. ; F; = (). Wieder mit Proposition 19.11.2 folgt daraus, dass A relativ
kompakt, also kompakt ist. ]
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Beweis von Proposition 19.11. ’1.=4.”: Sei K kompakt und € > 0. Offenbar ist J, ¢ s B:(z) 2
K eine offene Uberdeckung. Damit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
Z1,...,on mit K C ngl B:(xy,). Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

C R _
'1.=2.": Sei nun Fj,i € I wie angegeben. Dann ist | J;c; FY = (ﬂiel E) =FDK.DaK
kompakt ist, gibt es J € I mit K C |J,;c; Ff. Damit ist (o, F; = (Uiej Ff) C K°. Da aber
F; C K vorausgesetzt war, ist ();c; £ = 0.

2.=1.: Sei O; € 0,0 € I mit K C [J;e; 0i. Setze F; = Of N K, dann ist Ff € O und
Nier Fi=KnN <Ui€[ Oi) = (). Also gibt es J € I mit (), F; = 0. Damit ist K U, ; O;
U,y Ff = E, also J;c; O; 2 K. Mit anderen Worten ist K kompakt.

2.=3.7: Sei x1,x9,... € K. Wir setzen F,, = {xn,xn+1,. JC K. Angenommen, es gibt keine
konvergente Teilfolge von z1,z9,... Dann ist () _, F;, = 0. Aus 2. folgt dann, dass es ein
N € N gibt mit () = ﬂgzl F,, = Fy. Dies ist ein Wlderspruch, da Fy nach Konstruktion nicht
leer ist; also gibt es eine konvergente Teilfolge.

'3.=1. falls (E, O) separabel ist: Sei B’ abzéhlbar mit £/ = Eund B := {By,(z) : x € E',n €
N}. Damit ist B eine Basis von O und auch abzéhlbar. Wir schreiben B = {By, Bs, .. .}.

Angenommen K ist nicht kompakt. Das heifit, es gibt A; € O,i € I mit K C Uier Ai und
es gibt keine endliche Teiliiberdeckung. Wir setzen fiir ¢ € [

JiZ{jGNingAi}QN

sowie J 1= {J;c; Ji € N. Damit ist 4; = J;¢, Bj, also
kclJa=JUBi=UB:
i€l i€l jeJ; JEJ

Klar ist, dass nun B; € O,j € J eine abzéhlbare Uberdeckung von K darstellt. Da es keine
endliche Teiliiberdeckung fiir die A;,4 € I gibt, kann es auch keine endliche Teiliiberdeckung
fir Bj,j € J geben. (Jedes Bj; ist schliellich Teilmenge eines A;’s.) Fiir n € N setzen wir
r, € K\ iegj<n Bj- Nach Voraussetzung hat die Folge 21, 22, ... € K einen Héufungspunkt
reK.DaKC UjeJ Bj, gibt es k € J C N mit o € By. Damit liegen einerseits (da By, offen
ist) unendlich viele der z,, in By, andererseits ist x; ¢ By fiir alle ¢ > k nach Konstruktion.
Dies ist ein Widerspruch, also ist K kompakt.

'4.<3. falls (F,r) vollstindig ist: Sei x1,x9,... € K. Wir konstruieren eine Teilfolge, die
Cauchy-Folge ist. Diese konvergiert, da (FE,r) vollstiandig ist, und K ist als relativ folgen-
kompakt erkannt. Wihle eine Folge €1,€9,... > 0 mit ¢, | 0. Da K total beschréankt ist,
gibt es endlich viele €1-Bélle, die K iiberdecken. Mindestens einer dieser Bélle muss unendlich
viele der x,, enthalten. Diese haben jeweils hochstens Abstand 2e;. Wahle xy, als einer dieser
unendlich vielen Punkte. Da dieser £;-Ball durch endlich viele e2-Bille iiberdeckt wird, gibt
es einen dieser €9-Biille, der unendlich viele der z,, enthélt. Diese haben jeweils hochstens
Abstand 2ep. Wihle x, # xj, als einen dieser unendlich vielen Punkten. Durch weiteres
Vorgehen erhalten wir eine Folge zy,, Tk,, ... € K, so dass r(zk,,, Tk,,) < 2€man. Mit anderen
Worten haben wir wie angekiindigt eine Cauchy-Teilfolge in K gefunden. O
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Korollar 19.13 (Analogon von Theorem 5.24 fiir polnische Riume). Sei (E,r)
vollstindig und separabel und K C E. Dann ist K genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen
und total beschrdnkt ist.

Beweis. Ist K kompakt, so ist K nach Lemma 19.10 auch abgeschlossen und auch relativ
kompakt nach Definition. Nach Proposition 19.11 ist K auch total beschriankt, was die eine
Richtung zeigt. Ist andersherum K total beschrinkt, so folgt die Relativkompaktheit von K
aus derselben Proposition. Klar ist, dass abgeschlossene, relativkompakte Mengen kompakt
sind. O

Beispiel 19.14 (Kompakte metrische Rdume sind polnisch). Sei (E, ) ein metrischer
Raum und O die von r erzeugte Topologie. Falls E kompakt ist, dann ist (F, Q) polnisch.

Wir zeigen, dass r vollstdndig ist. Sei x1,x3,... € E eine Cauchy-Folge. Da K relativ
folgenkompakt nach Proposition 19.11 ist, gibt es eine konvergente Teilfolge xf, , x,, ... Sei
x € E der Grenzwert der konvergenten Teilfolge. Seie > 0 und N € N, so dass 7(zm, x,) < /2
fir m,n > N und r(zy,,x) < /2 fir k, > N. Dann gilt fiir m > N, dass r(xy,,z) <
(L, Tk, ) + r(2p,, 2) < . Daraus folgt, dass z, —— .

Fiir die Separabilitéit von (E, Q) sei £1,¢e9,... > 0 mit ¢, | 0. Da K total beschrinkt ist,
gibt es fiir alle n € N ein k,, und zp1,. .., Tpk, mit K C Uz’;l B, (pk,). Sei B/ = {zp :n €
N,k =1,...,k,}. Dann ist E’ abzihlbar und fiir jedes z € E und jedes n € N gibt es ein
k(x,n) € {1,...,kn} mit (20, ) < €n. Damit gilt (74(5.5), 7) 2% & Also ist B = E.

20 Mengensysteme

Ein Ziel der Mafitheorie ist es, den Inhalt moglichst vieler Mengen zu messen. Deswegen legen
wir in diesem Abschnitt fest, was maximale Mengensysteme sind, deren Elemente man einen
Inhalt zuordnen kann. Dies fiithrt auf den Begriff der o-Algebra. Mit anderen Worten werden
Elemente von o-Algebren Ereignisse sein, deren Inhalte wir messen kénnen. (Der wichtigste
Fall wird hierbei sein, dass die o-Algebra von einer Topologie abgeleitet ist, die ja auch schon
ein Mengensystem darstellt.) Die anderen in diesem Abschnitt eingefithrten Mengensysteme
werden dazu dienen, geeignete o-Algebren zu definieren.

20.1 Halbringe, Ringe und o-Algebren

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Begriffe haben einen einfachen Zusammenhang. Ist
namlich C C 2, so gilt

C ist o-Algebra = C(Cist Ring = ( ist Halbring.
Beziehungen zwischen den Mengensystemen sind in Tabelle 20.1 festgehalten.
Definition 20.1 (Halbring, Ring, o-Algebra).

1. Ein Mengensystem H heifit schnittstabil, falls mit A,B € H auch AN B € H gilt. Es
heiffit vereinigungsstabil, falls mit A, B € H auch AU B € H gilt. Es heifit komple-
mentstabil, wenn mit A € H auch A € H gilt. Es heifit differenzmengenstabil, falls mit
A,B € H auch B\ A € H gilt.
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C Halbring | C Ring | C o-Algebra
C schnittstabil ° o )
C o-schnittstabil o
C vereinigungsstabil . o
C o-vereinigungsstabil °
C differenzmengenstabil ° )
C komplementstabil °
B\A=W"_,C; . o o
EecC o

Tabelle 20.1: Fiir C C 2F wird hier die Beziehung zwischen Halbringen, Ringen und
o-Algebren dargestellt. Ein e bedeutet, dass in der Definition des Mengensystems (Spalte)
die entsprechende Eigenschaft (Zeile) gefordert ist. Ein o bedeutet, dass die entsprechende
Eigenschaft aus den definierenden Eigenschaften des Mengensystems folgt.

2. Ein nicht-leeres Mengensystem H ist ein Halbring (auf E), falls es (i) schnittstabil ist,

und (ii) wenn es fir A, B € H Mengen Ci, ..

., Cy € H gibt mit?® B\ A=W, C.

3. Ein Mengensystem R heifst Ring (auf E), falls (i) mit A,B € R ist auch AUB € R
und (ii) mit A, B € R ist auch B\ A € R.

4. Fin Mengensystem F heifst o-Algebra (auf E), falls mit A, Ay, Ag,... € F auch
AU Ay € F gilt. Dann heift (E, F) ein Messraum.

Bemerkung 20.2 (Beziehungen zwischen den und weitere Mengensystemen).

1. Jeder Ring ist ein Halbring.

Denn: Um dies einzusehen, ist nur nachzupriifen, dass jeder Ring R schnittstabil ist. Dies
folgt aus der Differenzmengenstabilitéit, da mit A, B € R auch ANB = A\ (A\B) € R.

2. Jede o-Algebra ist schnittstabil und damit ein Ring.
Denn: Das ist klar, da A; N Ay = (AT U A5)° und B\ A= BN A°

3. Eine Algebra ist ein vereinigungs- und komplementstabiles Mengensystem. Ein schnitt-
und vereinigungsstabiles Mengensystem heifit Verband. Unsere Darstellung kommt je-

doch ohne diese Begriffe aus.

Beispiel 20.3 (Halbringe, o-Algebren).

1. Sei £ = R. Dann bildet die Menge der halboffenen Intervalle

H:={(a,b] :a,b€Q,a < b}

26Wir schreiben AW B fiir AU B, falls AN B = 0.
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einen Halbring.
Denn: Es gilt fiir a; < by,a) < b}, dass®” (a1,b1] N (a), b)) = (a1 V @y, by A b)) und
(a1,b01]\ (af, b)) = (a1,d} A bi] W (b],b1], wobei (a,b] = 0, falls a > b.

2. Sei E =R%. Dann bildet die Menge der halboffenen Quader, also

H = {ﬁ(ai,bi] ta; < b1 =1, ...,d},

i=1

einen Halbring.

Denn: Wir verwenden aus Notationsgriinden nur d = 2. Es ist nur zu zeigen, dass
((a1, b1] X (ag, bQ]) \ (all,bll] X (aé,bg] fir a1 < bz,all < bll,az < bg,sll < b/2 als disjunkte
Vereinigung von Quadern darstellbar ist. Sei hierzu a; < a} < b, < b.,7 = 1,2. Dann gilt

((a1,b1] x (a2,b2]) \ (@}, b1] x (a3, ba] =(a1,b1] x (a2, as]
W (a1,a3] x (aj, b))
(b7, b1] x (a3, bo]
W (ay, b1] x (b5, ba].

Siehe auch Abbildung 20.1.

3. Die einfachsten Beispiele fiir o-Algebren sind {(), £} und 2F. (Beides sind iibrigens auch
Topologien.) Fiir iiberabzidhlbares E ist ein nicht ganz so triviales Beispiel fiir eine
o-Algebra das Mengensystem

{AC E: A abzéhlbar oder A° abzihlbar}.

(Dieses Mengensystem ist kein Topologie.)

Ein weiteres Beispiel werden wir in Abschnitt 22.1 antreffen: Falls ' eine o-Algebra
auf E' ist und f : E — E’. Dann ist

o(f):={f1A): A ecF}yc2¥ (20.1)

eine o-Algebra auf E. Ist namlich A’ A}, A, ... € o(f),soist (f~1(A")) = f~1((A)) €
o(f) und UpL, 1A = 71 (U A € olf).

In der Praxis am weitaus hidufigsten benttigt man Borel’sche o-Algebren. Dies sind von
Topologien abgeleitete o-Algebren; siche Definition 20.7.

20.2 Erzeuger und Erweiterungen

Auf der einen Seite ist es Ziel der Mafltheorie, Mengenfunktionen auf o-Algebren zu definieren.
Auf der anderen Seite kann man oftmals nur Halbringe konkret angeben, nicht jedoch o-
Algebren; siehe Beispiele 20.3.1 und 20.3.2. Allerdings gibt es fiir jeden Halbring H einen
kleinsten Ring, der H enthilt, R(H). Genauso gibt es eine kleinste o-Algebra F, die einen
Halbring H (oder einen Ring R) enthilt, (). Damit erzeugt jeder Halbring H eine o-
Algebra.

2"Wie iiblich bezeichnet = A y := min(z,y) und = V y := max(z, y)
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&
a a' by’ by

Abbildung 20.1: . Die Differenzmenge von Quadern ist als disjunkte Vereinigung von
Quadern darstellbar.

Bemerkung 20.4 (Erzeugte Mengensysteme). Leicht iiberzeugt man sich, dass der
Schnitt von Ringen (o-Algebren) wieder ein Ring (o-Algebra) ist. Insbesondere bendtigen
wir folgende Begriffe:
Sei C C 2F, dann ist

R(C) := ﬂ {R OC:R Ring}
der von C erzeugte Ring und

o(C) = ﬂ {F O2C:F U—Algebra}
die von C erzeugte o-Algebra. Klar ist, dass R(R(H)) = R(H) und o(c(H)) = o(H).

Lemma 20.5 (Von Halbring erzeugter Ring). Sei H ein Halbring. Dann ist
R(H) = { L—_l—J Ag Ay, ..., A, € H disjunkt,n € N}
k=1

der von ‘H erzeugte Ring.

Beispiel 20.6 (Von Intervallen erzeugter Ring). Sei H# der von halboffenen Intervallen
erzeugte Halbring aus Beispiel 20.3. Dann ist also

3

R(H):{ + (ak,bk] :al,...,an,bl,...,bne(@,
k=1

ak<bk,k:1,...,nundak<bk+1,k:1,...,n—1}

der von H erzeugte Ring.

Beweis von Lemma 20.5. Klar ist, dass R(H) schnittstabil ist. Um zu zeigen, dass R(H)
ein Ring ist, zeigen wir zunichst die Differenzmengenstabilitit. Sei Ay,..., A4, € H und
Bi,..., B, € H, jeweils disjunkt. Dann gilt

(@Ai)\@%) ~ W4\ B € ROD.

j i=1j=1
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Um die Vereinigungsstabilitidt von R(H) zu zeigen sei A, B € R(H). Dann ist auch AU B =
(ANB)W(A\B)w(B\ A) € R(H), da Schnitt- und Differenzmengenstabilitit schon gezeigt
sind.

Es gibt keinen kleineren Ring, der H enthélt. Schlieflich miisste dieser vereinigungsstabil
sein, und ist damit eine Obermenge von R(H). O

Definition 20.7 (Borel’sche o-Algebra). Sei (E,O) ein topologischer Raum. Dann be-
zeichnet man mit B(E) := o(O) die Borel’sche o-Algebra auf E. Ist E C RY, so bezeichnen
wir mit B(E) die Borel’sche o-Algebra, die von der euklidischen Topologie auf R? erzeugt
wird. Ist E C R oder E = R%, so ist B(E) die Borel’sche o-Algebra, die von der Topologie aus
Beispiel 19.8 oder aus Beispiel 20.3.3 erzeugt wird. Mengen in B(R) und in B(RY) bezeichnet
man auch als (Borel-)messbare Mengen.

Lemma 20.8 (Abzihlbare Basis und Borel’sche o-Algebra). Sei (E, Q) ein topolo-
gischer Raum mit abzihlbarer Basis C C O. Dann gilt 0(O) = o(C). Insbesondere ist E
separabel.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass O C o(C). Dies ist jedoch klar, da A € O als abzéhlbare
Vereinigung von Mengen aus C dargestellt werden kann. Siehe Lemma 19.6. O

Lemma 20.9 (Borel’sche o-Algebra wird von Quadern erzeugt). Sei E = R? und

Co = H(az‘,bi] tai, b € Q,a; < bi}7

{
C3 = {H(az‘,bi) tag, b € Q,a; < bz’}7
{

Dann ist 0(C;) = B(RY), j=1,...,4.

Beweis. Wir zeigen das Lemma im Fall d = 1. Den Fall d > 1 zeigt man analog (mit einer
aufwéndigeren Notation).

Das Mengensystem Cs ist eine abzéhlbare Basis der euklidischen Topologie auf R. Fiir diesen
Fall folgt die Aussage aus Lemma 20.8.

Wir zeigen die Aussage nur fiir C; und Cq, die fiir C4 folgt analog. Zunéchst ist Cy :=
{A\B: A B e€(C} ={(a,b] : a,b € Qa < b} C o(Cy) der von C; erzeugte Halbring aus
Beispiel 20.3. Damit ist o(C1) = o(C2) und es geniigt zu zeigen, dass (C2) = B(R). Sei hierzu
O wie in Definition 19.1.8 mit £ = R. Wir zeigen (i) aus A € O folgt, dass A € o(C2), und (ii)
aus A € Cy folgt, dass A € (). Daraus folgt dann O C o(C2) C 0(0O), also 0(O) = o(Ca).
Fiir (i) sei also A € O. Wir behaupten

A= U{(a, b : (a,b] C A,a,b e Q}, (20.2)
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und bemerken, dass die rechte Seite ein Element von o(Cz) ist. In (20.2) ist "D’ klar. Um
'C’ einzusehen, wihlen wir z € A. Dann gibt es nach Definition von O ein ¢ > 0, so dass
B.(z) C A. Allerdings gibt es auch a,b € Q mit a < b und z € (a,b] C B.(x). Damit ist 'C’
gezeigt und (i) folgt.

Fiir (ii) gehen wir &hnlich vor; sei A € Co. Dann ist offenbar

A= ﬂ (a,b+ %)
n=1
Da (a,b+ 1) € O, ist also 4 € 0(0). O

Beispiel 20.10 (Borel-messbare Mengen). Natiirlich sind alle abzéihlbaren Durchschnitte
und Vereinigungen von Intervallen nach Lemma 20.9 in B(R). Sei beispielsweise

A = [0, %] U [%,1],
Ay =[0,5]U[3,31U[5, 21U 5, 1],
As=10. 3100 $1U1%, 100 SV, B0 BIUE B0

dann bezeichnet A = ()2, das Cantor’sche Diskontinuum. Diese Menge ist als abzihlbarer
Schnitt von endlichen Vereinigungen von Intervallen messbar (und {ibrigens auch abgeschlos-
sen). Wir werden in Beispiel 21.27 ein Beispiel fiir eine nicht Borel-messbare Menge kennen
lernen.

20.3 Dynkin-Systeme

Oftmals muss man in der Mafitheorie zeigen, dass ein bestimmtes Mengensystem F eine o-
Algebra ist und einen Halbring A beinhaltet. Die in diesem Abschnitt behandelten Dynkin-
Systeme sind dabei sehr hilfreich. Es geniigt ndmlich wegen Theorem 20.13 zu zeigen, dass
F ein schnittstabiles Dynkin-System mit H C F ist. Dies ist oftmals einfacher, als direkt zu
zeigen, dass F eine o-Algebra ist.

Definition 20.11 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D heifst Dynkin-System (auf E),
falls (i) E € D, (it) mit A,B € D und A C B ist auch B\ A € D und (iii) mit Ay, Ag,... €D
mit Ay C Ay C A3 C ... ist auch | ;2| Ayp € D.

Beispiel 20.12 (0-Algebren sind Dynkin-Systeme). Jede o-Algebra ist ein Dynkin-
System.

Denn: Sei F eine o-Algebra. Dann ist mit A, B € F auch A € F und damit ¥ = AU A € F
sowie B\ A=BnNA°ec F.

Theorem 20.13 (Schnittstabile Dynkin-Systeme). Sei D ein Dynkin-System und C C D
schnittstabil. Dann ist 0(C) C D. Insbesondere ist jedes schnittstabile Dynkin-System eine o-
Algebra.

Beweis. Genau wie in Lemma 20.4 definiert man das von C erzeugte Dynkin-System A(C).
Da offenbar der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist, gilt A(C) C D.
Wir werden zeigen, dass A(C) eine o-Algebra ist, denn dann ist o(C) C o(A(C)) = A(C) C D.
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Wir zeigen hierzu, dass A(C) schnittstabil ist. Dann ist ndmlich fiir Ay, Ag, ... € A(C)

e (ﬂAg)c e A(C)
i=1 i=1
und, da A(C) ein Dynkin-System ist (o A, = Up?; Ui, 4i € A(C).

Wir miissen also zeigen, dass mit A, B € A(C) auch AN B € A(C) gilt. Falls A, B € C, so
ist dies wegen der Schnittstabilitdat von C klar. Fir B € C setzen wir

Dp:={ACE:AnBe)C()}.

Dann ist Dp ein Dynkin-System, da (i) E € Dp, (ii) fir A,C C Dp ist ANB,CNB e XC)
also mit A C C auch ANB C CNB,also (C\A)NB = (CNnB)\(ANB) € AC)
und (111) fir A1,As,... € Dpist AANB,A2NDB,... € )\(C) und falls A7 C Ay C --- ist
AiNBCANBC---, woraus (Uzozl An) NB = (UflozlAn ﬂB) € \(C) folgt.

Da C C Dp und Dp ein Dynkin-System ist, ist auch A\(C) C Dp. Dies bedeutet, dass fiir
A€ XC) und B € C auch AN B € A\(C). Wir setzen nun fiir ein A € \(C)

Bs:={BCE:ANBe\C)}.

Wie oben zeigt man, dass B4 ein Dynkin-System mit C C By ist. Damit ist wieder \(C) C By.
Insbesondere ist mit A, B € A(C) auch AN B € A(C) und die erste Behauptung ist gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt, wenn man C := D setzt. O

20.4 Kompakte Systeme

Nachdem wir im Abschnitt 19.2 kompakte Teilmengen von E kennen gelernt haben, stellen wir
nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen Systemen kompakter Mengen und der Mafitheo-
rie vor. Solche kompakten Systeme spielen eine wichtige Rolle beim Beweis von Theorem 21.9.
Hier wird gezeigt, dass aus der Additivitiat einer Mengenfunktion und einer Approximations-
eigenschaft bzgl. eines kompakten Systems die o-Additivitdt der Mengenfunktion folgt.

Definition 20.14 (Kompaktes System). Ein schnittstabiles Mengensystem K heifit kom-

paktes System (auf E), falls aus (\;— Ky = 0 mit K1, K»,... € K folgt, dass es ein N € N
. . N

gibt mit (),_, Kn = 0.

Beispiel 20.15 (Kompakte Mengen). Die Menge alles kompakten Teilmengen von E bil-
den ein kompaktes System.

Etwas allgemeiner gilt auch: Sei (F,r) ein metrischer Raum und O die von r erzeugte Topo-
logie. Dann ist jedes schnittstabile X C {K C E : K kompakt} ein kompaktes System.
Denn: sei ()2 K, = (. Dann ist sowohl K, als auch L,, := K1 N K,, C K; firn=1,2,...
nach Lemma 19.10 abgeschlossen und wegen der Kompaktheit von K; gibt es ein N mit
ﬂi:le K,, = () nach Proposition 19.11.

Lemma 20.16 (Erweiterung kompakter Systeme). Sei K ein kompaktes System. Dann
st auch

K, :_{OKi:Kl,...,KneK,neN}
=1

ein kompaktes System.
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Beweis. Klar ist, dass Iy schnittstabil ist. Seien L, Lo, ... € Ky mit ﬂgzl L, # 0 fiir alle
N € N. Zu zeigen ist, dass dann auch ()2 ; L, # 0. Dazu zeigen wir mit Induktion iiber N
folgende Aussage:

Es gibt fiir jedes N € N Mengen K1,..., Ky € Kmit K, CL,,n=1,...,N, so
dass fiir alle k € Ny gilt dass K1 N---N Ky N Lyy1 NN Lyig # 0.

Sei N = 1. Da Ly = U/ K} fiir Ki,... K, € K und N, L, = UM K50 (VL) Ly # 0
fiir jedes N € N, gibt es ein j = 1,...,mq, so dass K]’~ N ﬂﬁle L, # 0 fiir jedes N € N. Setze
K = KJ’-, und die Behauptung ist fiir N = 1 gezeigt.

Gelte die Behauptung fiir N — 1. Wieder ist Ly = ;2 K7 fir K7,..., K}, = € K. Damit
gilt nach der Induktionsvoraussetzung fiir alle k£ € N, dass

my
Klﬁ---ﬂKN_lﬂ(UK]”)ﬂLN+1ﬂ"'ﬁLN+k:
j=1

my
= UKlﬂ---ﬂKN_1ﬁK]/-,ﬂLN+1ﬂ--~ﬂLN+k#@.
J=1

Damit gibt es ein 7, sodass K1 N---NKny_1 N KJ’-’ NLyi1 NN Lyyg # 0 fiir alle k € N.
Setze Ky := K, was den Induktionsbeweis abschlieft.

Setzt man k = 0 in obiger Behauptung, sieht man, dass es K1, Ko,... € KX und K,, C L,
n € N gibt mit ﬂﬁf:l K, # { fiir alle N € N. Da K ein kompaktes System ist, gilt insbesondere

[e.9] oo
0#J K. ULn
n=1 n=1
und die Behauptung ist gezeigt. O

21 Malfle

Will man Mengen messen, also etwa jeder Menge ihren Inhalt zuordnen, scheinen einige
Forderungen natiirlich. Etwa sollte die leere Menge den Inhalt 0 zugeordnet werden, oder die
Massen sollten sich abzéhlbar additiv verhalten, siehe (21.1). Wie sich herausstellt, sind Mafle
auf o-Algebren zu definieren, damit die Forderung der abzdhlbaren Additivitit erfiillt werden
kann. In diesem Abschnitt geben wir die wichtigsten Schritte an, solche Mafle zu konstruieren.
Als wichtigstes Beispiel eines Mafles dient dabei das Lebesgue-Masf.

21.1 Mengenfunktionen

Wir werden nun Funktionen p : C — R betrachten, wenn C ein Halbring, Ring oder eine
o-Algebra ist.

Definition 21.1 (Maf3 und dufleres Maf}). Sei F C 2 und p: F — Ry.

1. Die Abbildung pu heifit endlich additiv, falls fir disjunkte Ay, ..., A, € F mitWi_, Ay €
F gilt, dass

3

M( + Ak) = p(Ap). (21.1)
1 k=1

k



21.1 Mengenfunktionen 209
Ste heifst subadditiv, falls fir (beliebige) A, ..., A, € F mit \p_, Ax € F gilt, dass
u( U Ak> <> u(Ag). (21.2)
k=1 k=1

2. Eine Abbildung p : F — Ry heif$t o-additiv, falls (21.1) auch fiir n = oo gilt. Sie heifst
o-sub-additiv, wenn (21.2) auch fir n = oo gilt. Sie heifft monoton, wenn aus A, B € F
mit A C B folgt, dass u(A) < u(B).

3. Falls es eine Folge E1,Es,... € F mit J;~; En = E und p(E,) < oo fir alle n =
1,2,... gilt, so heifit u o-endlich.

4. Sei F eine o-Algebra und p : F — Ry. Ist p auch o-additiv, so heifit p ein Maf
(auf F) und (E,F,p) ist ein Mafiraum. Gilt p(E) < oo, so heifst u endliches Mafl
und falls p(E) = 1, so heifit pn ein Wahrscheinlichkeitsmafl oder eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung oder auch einfach eine Verteilung. Auflerdem heifit (E,F,u) dann ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

5. Sei (E,0) ein topologischer Raum und p ein MafS auf B(O). Dann heifit die kleinste
abgeschlossene Menge F (d.h. F¢ € O) mit u(F€) =0 der Triger von p.

6. Eine o-subadditiv, monotone Abbildung p* : 2F — R, heift duBeres MaB, falls p* () =
0. Fine Menge A C E heifit p*-messbar, falls

uw(B) =pu(BNA)+ pu(Bn A (21.3)
fiir alle B C E gilt.

7. Sei F schnittstabil und K C F ein kompaktes System. Dann heifst p von innen
K—reguldr, falls fiir alle A € K

p(A) = sup p(K).
KaKCA

Beispiel 21.2 (Beispiele von Mengenfunktionen). 1. Sehr einfache Beispiele fiir
Mengenfunktionen sind die Dirac-Mafe. Ist x € F, so ist

5 2F 10,1}
v A '_>1{x€A}

ein (Wahrscheinlichkeits-)MaSf.

Sei nun p; = 0z, @ € I. Dann heifit das Mafl )", _; 0, ein Zéhlmaf. AuBlerdem ist dann
fiir a; € Ry,i € I auch ), ;a;p; ein MaB.

2. Sei E =R?. Wir werden uns oft mit Mengenfunktionen auf

H = {ﬁ(ai,bi] tai, b € Qa4 < bi}

=1
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aus 20.3 beschéftigen. Etwa definiert

d d
u( Tl bd) = T = a)
i=1 i=1
offenbar eine additive, o-endliche Mengenfunktion.

Denn: Wir zeigen die Additivitdt im Fall n = 2. Der allgemeine Fall folgt dann mit
Induktion. Seien

d
A=l bl et j=1,2
=1

disjunkt mit A = A; WAy € H; wir diirfen also A = H?Zl(ai, b;] schreiben. Man iiberlegt
sich, dass a; = a} Aa? und b; = b} Vb? gelten muss. AuBerdem muss a; = a? und b} = b?
fiir alle bis auf ein ¢ gelten, das wir j nennen, sowie ajl- \% a]z = bjl- A b?. Hieraus folgt

d d

p(A) =[]0 — ai) = (b —ag) - [ [ (0 — @)
=1 i=1
i#j

d
:(bjl\/b?—ajl\/ajz—i-bjl/\b?—ajl/\ajz)‘H(bi—ai)

i=1

i#]
d
= (b) — aj + b7 —a3) - [ [ (b — a:)
i
d d
= (bj —aj) - [J0F — af) + (0 — a3) - [[ (b7 — af) = (A1) + u(Aa).
2 i

Weiter ist pu((—n,n]?) < co und [J02,(—n,n]¢ = RY. Damit ist u also o-endlich.

Wir werden die Funktion p in eindeutiger Weise auf die Borel’sche o-Algebra B(R?) =
o(H) (siche Lemma 20.9) erweitern und so das Lebesgue-Maf konstruieren, siehe Pro-
position 21.17.

Bemerkung 21.3 (Inhalte und Pramafle). Endlich additive Mengenfunktionen heiflen
oft Inhalt, o-additive Mengenfunktionen, die nicht auf o-Algebren definiert sind, heiflen oft
Pramafle. Die auf einer Borel’schen o-Algebra definierten, beziiglich der kompakten Mengen
von innen reguldren Mafle heiflen Radon-Mafle. Wir werden diese Begriffe nicht verwenden.

Lemma 21.4 (Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halbring und p: H — R
endlich additiv. Dann ist i monoton und subadditiv. Auflerdem ist p genau dann o-additiv
wenn es o-subadditiv ist.

Beweis. Wir beginnen mit einer Argumentation, die wir hdufiger brauchen werden. Fiir
A1, Ag,... € Hund B, = A, \ <U?:_11 Ai> und n > 2 gibt es Dy,..., D, € H disjunkt mit
B, = Lﬂle D;. Die Behauptung ist klar fiir n = 2, da H ein Halbring ist. Gilt die Behauptung
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fiir ein n, so ist Bp11 = Apt1 \ (U:‘L:1 Al-) = <An+1 \ <U?:2 AZ)> \ A;. Nach Voraussetzung
gibt es D1, ..., Dy mit Api1\ (U;“;Q Ai) — ", D;. Damit ist B,y = (Lﬂle Di) N AS =
Wi (Di\ Ay). Fiir allei = 1,..., k gibt es Mengen Ejy, ..., By, € H mit D;\ A; = Lﬂf;l E;j.
Damit gilt B,y; = 45, L-ijfl:l E;; und die Behauptung ist gezeigt.

Wir zeigen nun, dass g monoton ist. Sei A, B € H mit A C B. Dann gibt es disjunkte
Dy,...,D, € Hmit B\A= Lﬂle D;, also B = ALﬂLﬂle D; und damit wegen der Additivitét
von p auch pu(B) = p(A) + Zle w(D;) > pu(A). Genauso zeigt man, dass aus Eq,...,Ep € H
disjunkt mit ¥ | E; C A € H folgt, dass S-F | u(E;) < u(A).

Fiir die Subadditivitéit seien Ay, ..., A, € H mit | ; A; € H. Wir setzen By = A, By =
As\ A1, B3 = A3\ (A1 U Ag), ... Nach oben Gesagtem gibt es fiir jedes i = 1,..., kein k; € N
und Mengen D;; € H, j = 1,...,k; mit B; = H-J;C’:l D;;. Damit gilt |, Ai = W, B =
Wi, L-lj;“:l D;;. Weiter ist A; = B; & U;;ll A;, also

n ki

n n

p(UA:) =230 D) < 3= (40,
i=1 i=1 j=1 i=1

Wir zeigen nun p ist o-additiv <= p ist o-sub-additiv.

=’ folgt genauso wie die Subadditivitdt von p. Fiir Fiir '<’ sei A1, Ag, ... € H disjunkt mit

A=J;2, A, € H. Da p monoton ist, gilt

& =

o) N
;umn) = ngnoo;umm — Jim p(

An) < p(A) <> n(An)
n=1

n=1

wegen der o-Subadditivitit. O

Lemma 21.5 (Fortsetzung von Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halb-
ring, R der von H erzeugte Ring aus Lemma 20.5 und p eine endlich additive Funktion auf
‘H. Definiere die Mengenfunktion i auf R durch

n n
(A = > nan
i=1 i=1
fiir A1,..., A, € H disjunkt. Dann ist i die einzige additive Fortsetzung von u auf R, die

auf H mit p tibereinstimmt. Auflerdem ist i genau dann o-additiv, wenn p o-additiv ist.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass i wohldefiniert ist. Sei hierzu A4,..., Amn, B1,..., By, € H
mit Lﬂ?; Az = Lﬂ?:l Bj. Da

+ 3

n
Ai:L"inmBj; Bj: AiﬁBj,
j=1

1

-
Il

gilt wegen der endlichen Additivitdt von 1

m m n m n

D A) =D > AN By) => > (AN By) =Y u(Bj). H

i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1
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Proposition 21.6 (Einschluss-/Ausschlussformel). Sei p eine additive Mengenfunktion
auf einem Ring R und I endlich. Dann gilt fiir A; € R, i € I, dass

()=S0 (1)
i€l jeJ
Fir I ={1,2} gilt also
p(Ar U Az) = p(Ar) + p(Az2) — p(A1 N Ag)
und fir I ={1,2,3}
p(Ar U A U A3) = p(Ar) + p(A2) + p(As)
— (A1 N Ag) — p(Ar N Az) — p(Az2 N Az) + p(Ar N Az N A3).

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber |I|. Fiir |I| = 2 ist die Behauptung wegen A; U Ay =
AW (A2 \ A1) und (A \ A1) W (A1 N Ag) = Ay klar. Gilt sie fiir I = {1,...,n}, so ist wegen
der Additivitdt von p

n+1

M(¢:U1Ai> _M(@ )
_ <_1)U|+1M<An+l U ﬂ Aj)>

(=

(A; U An+1)>

0£JC{1,...n} jeJ
=X 0 e (0 40) —r(Q A0 A
PAJC{1,...,n} jeJ jeJ
= u(Ant1) + Z MH( (ﬂA ) M(ﬂAjﬁAnH)))
0£IC{L,. } jeJ jeJ
= Y 1)1 ( M 45) ) 0
Jg{1,...,n+1} jeJ

21.2 o-Additivitat

Die endliche Additivitdt von Mengenfunktionen ist eine Forderung, die man oft nachpriifen
kann. Anders sieht es mit der o-Additivitat aus. Wir werden nun alternative Formulierungen
fiir o-Additivitdt kennen lernen.

Proposition 21.7 (Stetigkeit von unten und von oben). Sei R ein Ring und p: R —
R, endlich additiv. Betrachte folgende Figenschaften:

1. p ist o-additiv
2. p ist o-subadditiv

3. ist stetig von unten, d.h. fir A, Ay, As,---€ Hund Ay C Ay C... mit A=J, | A
ist p(A) = limy 00 u(Ay).

4. w ist stetig von oben in (0, d.h. fir Ay, Ag,--- € H, u(A1) < oo und A1 2 Ay D ... mit
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5. p ist stetig von oben, d.h. fir A, Ay, A, € H, p(A1) < 0o und Ay O Ay D ... mit
A= Ay dst p(A) = limy, o0 p(Ay).
Dann gilt
l. < 2. «<—= 3. = 4. < 5..

Auflerdem gilt 4. = 3., falls u(A) < oo fiir alle A € R.
Beweis. 1.<2. folgt aus Lemma 21.5, da R ein Halbring ist.

1.=3.: Sei p also o-additiv und A, Ay, Ay, .-+ € R wie in 3. Dann gilt mit Ay = )

00 N
n(A) = Z 1(An \ An—1) = ]\}gnoo Z 1(An \ An—1) = ]\}EHOON(AN)‘
n=1

n=1

3.=1.: Sei By, By, -+ € R paarweise disjunkt und B = [§,7 | B, € R. Dann gilt fir Ay =
W1 Bn

u(B) = lim p(Ax) = p(By).
n=1

4.=5.: Sei A, Ay, Ag,--- € H wie in 5. vorausgesetzt. Weiter sei By, := A, \ A. Dann erfiillt
Bi, Bs, ... die Voraussetzungen von 4., also gilt u(B,) ——= 0, also u(A,) = wu(B,) +

n—0o0

p(A) —— p(A).
5.=4.: ist klar.

3.=4.: Sei Ay, Ag,--- € R wie in 4. vorausgesetzt. Setze B, := A; \ Ap,n € N. Dann erfiillt
B = A, By, By, --- € R die Voraussetzungen von 3., und damit gilt (A1) = limy oo p(Bp) =
(A1) — limy, 00 1(Ay,), woraus 4. folgt.

4.=3. falls u(A) < oo fiir alle A € R. Sei A, A1, Ay,--- € R wie in 3. vorausgesetzt. Setze
B, = A\ A, € R,n € N. Dann gilt (2, B, = 0, also 0 = lim, o pt(By) = p(A) —
limy, 00 4(Ay,), woraus 3. folgt. Hier geht in der letzten Gleichheit die Voraussetzung ein,
dass pu(A) < oco. O

Wir wollen nun von innen beziiglich eines kompakten Systems regulidre Mengenfunktionen
néher beleuchten. In vielen Situationen ist die Forderung, dass ein Maf} beziiglich eines kom-
pakten Systems von innen regulér ist, erfiillt.

Lemma 21.8. Ist (E,O) polnisch und pv ein endliches Maf$ auf B(O), so existiert zu jedem
e > 0 eine kompakte Menge K C E mit p(E\ K) < e.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass alle kompakten Mengen nach Lemma 19.10 auch abge-
schlossen sind, also sind alle kompakten Mengen in B(O) und damit ist y(E \ K) im Lemma
wohldefiniert.

Sei ¢ > 0. Da E separabel ist, gibt es fiir jedes n = 1,2,... Punkte z7,25,--- € E mit
E =2, Bin(z}). Da p von oben stetig ist (Proposition 21.7), gilt

0=p(E\ U Bija(a})) = lim u( B\ L]j Byyu(af)).
k=1 k=1
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Damit gibt es ein Ny, € N mit p(E \UN, B, /n(x;;)) < /2. Nun ist

oo Np

n=1k=1

nach Definition total beschriankt, also relativ kompakt nach Lemma 19.11. Auflerdem gilt fiir
die kompakte Menge A

0o N, oo Ny
p(ENA) < (B A) < o U (BN Bin(ai)) < 3 u(B\ U Byn(ei)) <e.
n=1 k=1 n=1 k=1
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Theorem 21.9 (Von innen regulire additive Mengenfunktionen sind o-additiv).
Sei H ein Halbring und p : H — Ry endlich, endlich additiv und fiir ein kompaktes System
K C H von innen reguldr. Dann ist u auch o-additiv.

Beweis. Wie in Lemma 21.5 kann man die Mengenfunktion p auf eindeutige Weise auf den
von H erzeugten Ring R(H) (sieche Lemma 20.5) erweitern. Weiter ist nach Lemma 20.16
das System K C R(H), das durch Vereinigungsbildung aus Mengen von K besteht, ebenfalls
kompakt. W&hlt man nun ¢ > 0 und A = |J;_; 4 € R(H) mit Ay,..., A, € H, so gibt es
kompakte Mengen K1,..., K, € K C H mit pu(A4;) < p(K;) + £ fir i = 1,...,n. Damit gilt
fiir die Erweiterung von p auf den Ring R(H)

u(gm)zgu( (Zu ) +e=n (L:JlK)+5

Damit ist ¢ von innen ICy-regulédr. Also ist o.E. der Halbring H ein Ring und K vereinigungs-
stabil.

Wir zeigen nun, dass u stetig von oben in () ist. Dies geniigt nach Proposition 21.7 wegen
der Endlichkeit von p auf H. Seien Ay, Ag,--- € H mit A D Ay D -+ und (72, Ap, = 0 und
e > 0. Wihle K1, Ky,--- € K mit K, C A,,n € N und

1(An) < p(Ky,) +e27"
Es gilt 2, Kn €2, An = 0. Deswegen gibt es ein N € N mit ﬂle K,, = (. Damit gilt

N N N
Av=avn (UKD = U Av\ Ko € [ 40\ Ko
n=1 n=1

n=1

Daraus folgt wegen der Subadditivitdt und der Monotonie von p fiir alle m > N

N N
p(An) < p(An) <> A\ Ky) <ed 27" <e.
n=1

n=1

Damit ist die Behauptung gezeigt, da € > 0 beliebig war. O
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Lemma 21.4 | Theorem 21.9 | Theorem 21.15

w endlich additiv o o

u endlich o

w o-endlich o

u definiert auf Halbring o ) o

b o-additiv o/e ° )

w o-subadditiv o/o0

w von innen K-reguldr o

p eindeutig auf o(H) fortsetzbar .

Tabelle 21.1: Um den Carathéodory’schen Fortsetzungssatz anwenden zu kénnen, spie-
len Lemma 21.4 und Theorem 21.9 eine Rolle. In der Tabelle bedeuten die o’s jeweils die
Voraussetzungen des Satzes und e die Folgerungen. Wie man leicht ablesen kann, gilt der
Carathéodory’sche Fortsetzungssatz z.B. dann, wenn g endlich und von innen K-regulér ist.

21.3 Eindeutigkeit und Fortsetzung von Maflen

Angenommen, eine additive Mengenfunktion p : H — R, ist gegeben. Wir beschiiftigen
uns damit, wann es moglich ist, diese Mengenfunktion zu einem Mafl (d.h. einer o-additiven
Mengenfunktion) auf o(#) auszuweiten. Ziel ist es dabei, Bedingungen aufzustellen, wann
das Maf} durch p schon eindeutig gegeben ist. Das Resultat ist in Theorem 21.15 zusammen
gefasst. Siehe auch Tabelle 21.1 fiir eine Ubersicht, wie die Resultate vergangener Kapitel
damit zusammen héngen.

Proposition 21.10 (Eindeutigkeit von Maflen). Sei F eine o-Algebra und p,v : F — Ry
Magfe. Sei C ein durchschnittstabiles Mengensystem, so dass o(C) = F und ple,v|c sind o-
endlich, d.h. j1(A) = supgee H(ANC),v(A) = supgec V(ANC), A € F. Dann ist p = v genau
dann, wenn u(A) = v(A) fir alle A € C gilt.

Beweis. Die 'genau dann’-Richtung ist klar. Fiir die 'wenn’-Richtung setzen wir fiir ein C' € C
mit u(C) = v(C) < o0

De:={AcF:u(AnC)=v(ANC)} DC.

Wir zeigen, dass D¢ ein Dynkin System ist. Klar ist, dass E € Dg. Ist weiter A, B € D und
ACB,soist u((B\A)NC) =u(BNC)—pu(ANC) =v(BNC)—v(ANC) =v((B\A)NC),
also B\ A € D¢. Ist A1, Ap,--- € Dmit Ay C Ay CA3C---€Dound A =J," | A, € F,
so ist wegen Proposition 21.7.

wANC) = li_)m wA, NC) = ILm v(A,NC)=v(ANCQC),

also A € D¢. Damit ist D¢ fiir alle C € C mit u(C) < oo ein Dynkin-System und damit
gilt wegen Theorem 20.13, dass F = o(C) = D¢. Sei E1,Es,--- € C mit E, T FE und
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w(Ey),v(Ey) < oco,n=1,2,... Dann gilt fir allen =1,2,..., dass py(ANE,) =v(ANE,)
fiir alle A € F. Daraus folgt dann fiir A € F, da p und v stetig von unten sind,

pu(A) = 1i_>rn w(ANE,) = H_)In v(ANE,) =v(A),

d.h. p=v. O

Beispiel 21.11 (Notwendigkeit der o-Endlichkeit in Proposition 21.10). Propositi-
on 21.10 gilt nicht notwendigerweise, wenn p|c oder v|c nicht o-endlich sind.
Sei hierzu C = {0}, F = o(C) = {0, E} und

p) =v® =0,  wkE)=0, vE)=1,
also insbesondere p # v aber ple = v|c. Allerdings ist v|¢ nicht o-endlich, weil v(E) =1 #
0=v(0NE)=supcecv(CNE).
Das folgende Theorem erklirt, warum der Begriff der o-Algebra zentral ist.

Theorem 21.12 (p*-messbare Mengen sind eine o-Algebra). Sei pu* ein dufleres Maf
auf E und F* die Menge der p*-messbaren Mengen. Dann ist F* eine o-Algebra und p :=
¥ 7+ ein Mafs. Auferdem ist N :== {N C E: p*(N) =0} C F*.

Bemerkung 21.13 (Nullmengen und Eigenschaften fast iiberall). Mengen N mit
u(N) = 0 heiflen auch (u-)Nullmengen. Weiter sagen wir, dass A C E (u)-fast iberall gilt,
wenn A C N und N eine py-Nullmenge ist. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl, sagen wir
anstatt 'fast {iberall’ auch fast sicher.

Beweis von Theorem 21.12. Wir zeigen zunéchst, dass F* eine o-Algebra ist. Klar ist, dass
i (B) = u*(0) + u*(B) = p* (BN0) + w* (BN B),

d.h. ) € F*. Weiter ist klar, dass aus A € F* auch A° € F* folgt. Mit A, A’ € F* ist wegen
(BNANA)W (BN A®) =BN(ANA)° und der Subadditivitéit von u*

p(B) = p*(BNA) +p (BNA®) = pu*(BNA)NA)+ pu*((BNA)NAC) + pu* (BN A°)
>p (BN(ANAD) +u* (BN (AN A)) > u*(B).
Damit ist AN A" € F*. Seien nun Ay, Ag,--- € F* disjunkt und B, = Wj_,; Ay und B =
U2, Bn = Hr2 | Ax. Da F* durchschnitt- und komplementstabil ist, ist auch By, B, - - - € F*.

Weiter zeigen wir, dass p*(D N By) = Y 1 p*(D N Ag) fiir alle D C E gilt. Fiir n = 1 ist
dies klar, und gilt es fiir ein n, so folgt, da B, € F*,

w (DN Byy1) =pu (DN Byry1 N By) 4+ p* (DN By NBY)
n+1
= (DN By) + 1" (DN Apyr) = Y (D0 Ay).
k=1

Damit gilt wegen der Monotonie von p*

o0
(DN B) Z (DN Ag) —hm Zu DﬂAk)—hm,u(DﬁB)<#(DﬂB),
k=1
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also

p (DN B) = lim y*(D N By) = (DN Ag). (21.4)
k=1

Als néchstes zeigen wir, dass B € F* ist, woraus folgt, dass F* eine o-Algebra ist. Es gilt
niamlich fir D C F, wegen (21.4) und der Subadditivitdt von p*

w*(D) = lim @' (DA B,) +p*(D N BS) > p*(D N B) + p* (DN BY) > (D),

n—oo

woraus B € F* folgt. Weiter folgt aus (21.4), dass p* auf F* sogar o-additiv ist, d.h. dass
= p*|F+ ein Maf ist.

Sei nun N C E so, dass p*(N) = 0 und D C E. Dann ist wegen der Monotonie von p*
auch p*(D N N) =0, also

i (D) = p*(D AN) = u*(D AN + 1" (D N N)
und damit N € F*. O

Proposition 21.14 (Von endlich additiver Mengenfunktion erzeugtes #Hufleres
Ma8). Sei H ein Halbring und p: H — Ry endlich additiv. Fiir A C E sei

*(A) := inf G
p(A) geu(A)Gegu( )

wobes
U(A) := {g C H héchstens abzdhlbar, A C U G}
Geg

die Menge der hichstens abzihlbaren Uberdeckungen von A ist und pu*(A) = oo fallsU(A) = (.
Dann ist * ein dufleres Maf.

Beweis. Die Abbildung p* ist monoton, und da () € H ist u*(#) = 0 wegen der endlichen
Additivitdt von u; sieche Lemma 21.4. (Es ist ndmlich p(0) = wu(0) + u(0), woraus u(@) = 0
folgt.) Um die o-Subadditivitéit von p* zu priifen, wihlen wir Ay, As,--- C E. Fiirn =1,2,...
und € > 0 gibt es Mengen G, € H, k € K,, hochstens abzahlbar mit

An g U Gnka
ke,

pr(An) = > (Grg) — 27"
ke,

Daraus folgt wegen ;2 An € UnZ; Urex, Gnks der Monotonie von p* und der Definition
von pu*

u*( U An) SN w(Gk) e+ (A
n=1 n=1

n=1 k‘e’Cn

Mit & — 0 folgt die o-Subadditivitit von p*, d.h. p* ist ein dufleres Maf. O
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Theorem 21.15 (Fortsetzung einer o-additiven Mengenfunktion). Sei H ein Halbring
und p: H — Ry o-endlich und o-additiv. Weiter sei i = p*| 7+ mit u* aus Proposition 21.14
und F* aus Theorem 21.12. Dann ist o(H) C F* und [i|,(3) ist das einzige MafB, das auf H
mit p tbereinstimmd.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass p sowohl endlich additiv als auch o-subadditiv ist
nach Lemma 21.4. Nach Proposition 21.14 ist u* ein &ufleres Mafl und nach Theorem 21.12
ist F* eine o-Algebra.

Schritt 1: p* stimmt auf H mit p tberein: Sei H € H. Wihle K hochstens abzahlbar und

pH) > p(Hy) —e.

kek

Damit gilt wegen H = |J;cx Hy N H und der o-Subadditivitét von p

pr(H) < p(H) <> p(Hy VH) < p(He) < p(H) +e,
kel ke

wobei wir im zweiten '<’ die endliche Additivitdt von p verwendet haben. Mit ¢ — 0 folgt,
dass p*(H) = u(H).

Schritt 2: o(H) C F*: Sei D C E,H € H und ¢ > 0. Wihle K hochstens abzéhlbar und
Hyp e H, k€ Kmit p*(D) > ) ) cx #(Hy) —e. Dann gilt wegen der endlichen Additivitét von

7

WD) +e= S uH) = S p(Hyn H) + 3 p(Hy 0V H) = 1" (D 0 H) + (D 0 HO).
ke ke ke

Mit € — 0 und der o-Subadditivitéit von p* folgt pu*(D) = p*(D N H) + p*(DN H), d.h. H
ist p*-messbar und damit H C F*. Da F* nach Theorem 21.12 eine o-Algebra ist, folgt auch
o(H) C F*.

Schritt 3: Bindeutigkeit: Nach Theorem 21.12 ist i ein MaB, also auch pils) = p*|o20)-
Sei v : o(H) — R4 ein weiteres Maf}, das auf H mit p iibereinstimmt. Da u = p|y als
o-endlich vorausgesetzt war, ist auch v|y o-endlich. Mit Proposition 21.10 folgt wegen der
Durchschnittstabilitét von H, dass 1 = v auf o(H) gilt.

Nun sind alle Behauptungen bewiesen. O

In obigem Theorem wird nur klar, dass o(#H) C F*. Das néchste Resultat zeigt, wodurch sich
Mengen in F* von Mengen in o(#) unterscheiden.

Proposition 21.16 (Charakterisierung von F* aus Proposition 21.14). Sei H ein
Halbring, pn : H — Ry o-endlich und o-additiv, p* wie in Proposition 21.14 und F*,N wie
in Theorem 21.12. Dann ist

F*={A\N:A€o(H),NecN}.

Insbesondere ist die rechte Seite eine o-Algebra.
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Beweis. 2’ Nach Theorem 21.15 ist o(H#) € F* und nach Theorem 21.12 ist N' C F*.
Daraus folgt bereits 'D’, da F* komplementstabil ist.

'C’: Sei B € F*. Weiter seien Ey, Ea, - -+ € H mit u(E,) <oo,n=1,2,... und E=J;_, E
Sei €1,&9,--- > 0 mit ¢; | 0. Fiir B,, := BN E,, wahlen wir IC,; hochstens abzihlbar, A, €

N*(Bn) > Z ﬂ(Anik) — 27"
kE’Cm

Damit gilt
*(A; \ B) < Z 2”

Setze A =();2; Ai € o(H). Dann ist BC A, N :=A\BC A, \ B,ncNund

w'(N)=p*(A\ B) <limsup pu*(4; \ B) <limsupe; = 0.

17— 00 i—00

Damit folgt die Behauptung, da B = A\ N. O

21.4 Mafle auf B(R?)

Wir lernen nun das Lebesgue-Mafl auf B(R"™) kennen. Dies ist die Fortsetzung der Mengen-
funktion aus Beispiel 21.2.2 (diese war definiert auf dem Halbring der halboffenen Quader H
aus Beispiel 20.3) auf o(H) = B(RY. AnschlieBend charakterisieren wir alle o-endliche MafBe
auf B(R).

Proposition 21.17 (Lebesgue-Maf3 auf R?). Es gibt genau ein Mafi A auf (R?, B(RY)),
so dass

d d

A(TT(@ibi) = [Tt — a) (21.5)

=1 =1
fir a;,b; € Q mit a; < bj,i=1,....,n

Beweis. Nach Beispiel 20.3 ist
n
{H az» Z aiabi S Q,ai < bi,i = 1,...,d}
i=1

ein Halbring. Genauso ist

d
i = {H(a, b) : (€ {[7 (}7> € {]7)}7ai7bi €Q a; <bji=1, 7d}
i=1
cin Halbring mit () = B(R). Wir definicren A auf H durch

_ d d
A(H(ai,bi>> = [Tt — a)-

i=1 =1
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Dann ist A klar o-endlich. Es ist K = {H;i:l[ai, bi] = a;,b; € Q,a; < bi} C H ein kompaktes

System nach Beispiel 20.3. Auflerdem ist klar X von innen K-regulér und damit o-additiv
nach Theorem 21.9. Nach Theorem 21.15 gibt es damit genau eine Fortsetzung von A\ auf

o(H) = B(RY). O

Beispiel 21.18 (Maf3 von Q).
Zuniichst stellen wir fest, dass Q € B(R).
Denn: Es ist {z} € B(R), da {z} offen ist (und damit wegen Abgeschlossenheit unter Kom-
plementbildung mit {z}¢ € B(R) auch {z} € B(R) gilt), « € R. Da B(R) abgeschlossen ist
unter abzdhlbaren Vereiligungen, ist jede abzdhlbare Teilmenge von R Element von B(R).
Insbesondere ist also Q € B(R).
Nun zeigen wir noch A(Q) = 0.
Denn: Zunichst gilt fiir jedes x € R

A{z}) = lim A([z,z+ 1)) = lim 1 =0

n—»00 n—oo M

wegen der Stetigkeit von A von oben. Deshalb gilt aufgrund der o-Additivitét

p(@) = 3 uiah) = Y0 =o0.

z€Q z€Q

Man beachte, dass die Abzéhlbarkeit von QQ entscheidend ist. Ist etwa A C R iiberabzéhlbar,
gilt p(A) = > c 4 n({z}) nicht mehr.

Proposition 21.19 (Charakterisierung der o-endlichen Mafle auf R). Fine Funktion
p = B(R) — Ry ist genau dann ein o-endliches Map, wenn es eine nicht-fallende und
rechtsstetige Funktion G : R — R gibt mit

p((a,b]) = G(b) — G(a) (21.6)

fir a,b € Q mit a < b. Ist G eine weitere Funktion G : R — R fir die (21.6) gilt, so ist
G =G+ c fiir ein c € R.

Korollar 21.20 (Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsmafle auf R). Fine Funk-
tion p : B(R) — [0, 1] ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn es eine nicht-fallende
und rechtsstetige Funktion F : R — [0,1] gibt mit limp_,o F(b) =1 und

u((a,b]) = F(8) — F(a) (21.7)
fir a,b € Q mit a <b. In diesem Fall ist F' eindeutig durch p festgelegt.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 21.19, da der Bildbereich von F' nur fiir
eine rechtsstetige, nicht-fallende Funktion genau [0, 1] sein kann. O

Beweis von Proposition 21.19. ’=": Sei also p ein o-endliches Maf} auf B(R). Definiere dann
G(0) = 0, sowie G(z) = p((0,z]) fir z > 0 und G(x) := u((x,0]) fir x < 0. Dann ist
G rechtsstetig, nicht fallend, und (etwa fiir 0 < a < b) p((a,b]) = wp((0,b]) — p((0,a]) =
G(b) — G(a).

'«<=": Der Beweis verlduft dhnlich zu dem Beweis von Korollar 21.17. Sei H = {(a,b] : a,b €
@, a < b} der Halbring der halboffenen Intervalle mit Enden in rationalen Zahlen. Wir zeigen,
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dass durch (21.6) eine o-additive Mengenfunktion p auf H definiert wird. Dann sieht man
mit Theorem 21.15, dass p auf eindeutige Weise zu einem o-endlichen Maf§ auf o(H) = B(R)

erweitert werden kann. Sei also ai,as,... disjunkt so, dass ;- (an,ant1] = (a,b] € H.
Ohne Einschrinkung ist a; > a9 > ... Dann ist b = a; und a, 27 4. Es gilt wegen der

Rechtsstetigkeit von G, dass
p(a, bl = G(b) — G(a) = G(a1) — hm G(an) ZG an) — G(an+1) ZM )
und damit ist die o-Additivitét von p gezeigt.
Sei nun G eine weitere Funktion, fiir die (21.6) gilt. Dann gilt fiir alle a € R
G(b) = G(a) + pu((a,8]) = G(b) + G(a) = G(a)
und die Behauptung folgt mit ¢ = G(a) — G(a). O

Definition 21.21 (Lebesgue-Maf3 und Verteilungsfunktion). 1. Das eindeutig defi-
nierte Maf§ X aus Proposition 21.17 heifit d-dimensionales Lebesgue-Mays.

2. Fir ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf B(R) heifit die Funktion F aus Korollar 21.20
Verteilungsfunktion.

Beispiel 21.22 (Bekannte Verteilungsfunktionen). 1. Sei f : R — Ry stiickweise
stetig, so dass?® ffooo f(z)dz < oo gilt. Solche Funktionen definieren vermoge

= [ s

wegen Korollar 21.20 auf eindeutige Art und Weise ein endliches Maf§ auf B(R). Die
Funktion G aus Proposition 21.19 ist dann etwa gegeben durch

- /Obf(:z:)dx

fXA=py.

In diesem Fall definieren wir

Siehe auch Definition 23.12.

2. Wir geben zwei Beispiele fiir Verteilungsfunktionen (von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
B(R)) an. Es ist fiir > 0

Fepony(7) = / l[o,w)(a))\e_mda =1 - (21.8)

—0o0

die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter \. Aulerdem ist

/ eXp (2_05)2)@_;@(90) (21.9)

Fynipo(z
Vo )= 75

die Verteilungsfunktion der Normalverteilung N (u1, ?) mit dem Erwartungswert u und

der Varianz o2.

28Wir verwenden hier das Riemann-Integral f: f(x)dx aus Abschnitt 8. Einen weiteren Integralbegriff, das
Lebesgue-Integral, werden wir in Kapitel 22 kennen lernen.
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21.5 Bildmafle

Sei p ein Mafl auf 7. Wenn man nun den Grundraum vermége einer Funktion f : £ — E’
transformiert, kann man auf £’ ein zu der Transformation korrespondierendes Maf definieren,
das sogenannte BildmaB. Sei etwa E := R, F = B(R) und f : u — u/A. Wir werden dann
sehen, dass das Bildmafl von peyp(1) unter f das MaB pieyp(y) ist. Wir erinnern zunéchst an
die Situation aus Beispiel 20.3.2 und definieren das Bildmaf.

Definition 21.23 (Bildma8). Ist (E,F,u) ein Mafraum, (E',F') ein Messraum und f :
E — E', so dass o(f) C F fir o(f) aus (20.1). Dann definieren wir eine Mengenfunktion
fapr s F' = Ry durch

Fep(A) = p(f7HA)) = u(f € A), AecF.

Hier heift fop auch Bildmafl von p unter f. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so heifit f.u
auch Verteilung von f.

Bemerkung 21.24 (Messbare Funktionen). Ist o(f) C F wie in obiger Definition, so
sagen wir, dass f (nach F/F’) messbar ist. Dieses Konzept wird uns im néchsten Abschnitt
beschiftigen.

Proposition 21.25 (Bildma8 ist ein MaB). Sei (E, F,u), (E',F'), f: E — E und f.p
wie in Definition 21.23. Dann ist f.pu ein MafS auf o(f).

Beweis. Seien A}, AL, --- € F' disjunkt, so gilt

far( W 4) = (5 () 4)) = (W) = St = 3 fo )
n=1 n=1 n=1 n=1

n=

Damit ist f.u also o-additiv und die Behauptung ist gezeigt. O

Beispiel 21.26 (Bekannte Transformationen). 1. Sei A das ein-dimensionale
Lebesgue-Maf8 und f : z + x2. Dann berechnen wir fiir 0 < a < b

b
FA([a. b)) = A(f 7 ([a, b)) = M([Va, Vb)) = Vb — Va = / 2\1/de =g-A

fir g(z) := 19520%.

2. Fiir E = [0, 00] ist {[0,b) : g > 0} ein schnittstabiles Erzeugendensystem von B([0, 00)).
Sei pexp(1) die Exponentialverteilung auf [0,00) mit Verteilungsfunktion Fe.p) aus
(21.8) und f :u > u/A. Dann ist fiplexp(1) = Hexp(n)> denn

f*ﬂexp(l)([o’ b)) = Mexp(1) (f_l([oﬁ b))) = :U’([O’ )‘b]) =1- e_Ab = /“Lexp()\)([ov b))

Damit stimmen fieyp(n) und fiftexp(1) auf einem schnittstabilen Erzeuger iiberein und
die Aussage folgt mit Proposition 21.10.

3. Sei E = R%, fg :z +— x+y fiir ein y € R und A das d-dimensionale Lebesgue-Maf} aus
Korollar 21.17. Dann ist (fy)«A = A, denn

(fy)*/\<ﬁ[ai7bi)> = A(fyl(f[[aiabi))) = A(ﬁ[ai — Yi, b — yi)) = ﬁ(bi - a;).

= = 1= 1=

Man sagt auch, dass das Lebesgue-Maf} translationsinvariant ist.
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Beispiel 21.27 (Beispiel einer nicht Borel-messbaren Menge, Vitali-Menge).
Bisher gab es noch kein Beispiel fiir eine Menge, die nicht in B(R) liegt. Eine solche werden
wir nun konstruieren. Sie ist als Vitali-Menge bekannt. Hierzu definieren wir auf R eine
Aquivalenzrelation durch z ~y <= y — z € Q. Beziiglich dieser Aquivalenzrelation zerfillt
R in Aquivalenzklassen der Form {z + ¢ : ¢ € Q}. Wir wihlen aus jeder Aquivalenzklasse
eine Zahl aus [0, 1] aus und bilden damit die Menge V. (Es sei hier angemerkt, dass dieses
Auswiéhlen mittels des Auswahlaxioms der Mengenlehre geschieht und damit keinen trivialen
Schritt darstellt.) Weiter sei nun fiir ¢ € Q N [—1, 1]

Vo={z+q: 2V}

Dann ist [0,1] € W eqni—1,1 Ve € [-1,2].
Angenommen, die Menge V' wére messbar. Dann wéren auch die Mengen V, messbar und,
wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles aus Beispiel 21.26.2 wire A(Vj) nicht

von ¢ abhdngig. Sei also A(V,) =: a > 0. AuBlerdem wére dann wegen der Monotonie des
Lebesgue-Mafles
1< > AVp)= > ac<3.
qeQn[—1,1] qeQN[—1,1]

Dies ist jedoch nicht moglich, weder fiir a = 0 noch fiir a > 0. Wegen diesem Widerspruch
muss also V' ¢ B(R) gelten.

22 Messbare Funktionen und das Integral

In diesem Kapitel sei immer (E, F, u) ein Mafiraum. Wir kénnen mittlerweile mit dem Maf} p
Mafen den Inhalt von Mengen aus F messen. Ziel der Einfithrung des Integrals ist es, bei einer
solchen Messung die Elemente von E verschieden zu gewichten. Diese Gewichtung wird mit
einer Funktion f : £ — R vorgenommen. Solche Funktionen miissen die Minimalforderung
der Messbarkeit geniigen. Das Resultat dieser Gewichtung fithrt auf den Begriff des Integrals.

22.1 Messbare Funktionen

Wir kennen bereits den Begriff der (beziiglich der o-Algebra F) messbaren Menge, der nun auf
den Begriff der messbaren Funktion erweitert wird. Sei A € F also eine messbare Menge, so
definiert diese mit 2 — 14(x) eine messbare Funktion in dem nun eingefiihrte Sinne. Die Line-
arkombination von solchen Indikatorfunktionen werden wir einfache Funktion nennen. Diesen
kommt wegen Theorem 22.8 eine besondere Bedeutung zu, da jede nicht-negative messba-
re Funktion (im Sinne der punktweisen Konvergenz) von unten durch einfache Funktionen
approximiert werden kann.

Bemerkung 22.1 (Notation). Seien E, E' Mengen, f : E — E’ und I beliebig.
1. Wir schreiben f(A) := {f(z) : x € A} fiir A C E sowie f~1(A') := {f1(a) : 2’ € E'}
fir A’ C E'. Wir bemerken, dass folgende Regeln fiir A’, A, C E',i € I gelten:
P = Ay s (N4) =N tEn (U4 = Ut
iel iel iel iel
Etwas Vorsicht ist jedoch geboten, da fiir A, A; € E,i € I nur f(U;c; An) = Uier f(4i),
im allgemeinen jedoch f(A°) # (f(A))° und f((N;c; Ai) # Nier f(A).
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2. Fiir € C 2% schreiben wir ganz analog
FHO) = {7 (A) A ey

Lemma 22.2 (Urbilder von o-Algebren). Sei E eine Menge und (E', F') ein Messraum,
f:E— E und C' C F' mito(C') = F. Dann ist o(f~1(C")) = f~1(a(C")). Insbesondere ist
f~YF) eine o-Algebra auf E.

Beweis. 'C’: Nach Bemerkung 22.1 ist klar, dass f~1(c(C’)) eine o-Algebra ist. Damit ist
a(f7H(C)) S a(fHa(C))) = fHa(C")).

’D’: Wir definieren
F={Aeal): fHA) ea(f71(C))} Ca(C).

Dann ist, wieder wegen Bemerkung 22.1, 7/ eine o-Algebra und ¢’ C F' C a(C’), also F'
o(C'). Fiir A’ € o(C’) ist also f~1(A’") € o(f71(C")), was gleichbedeutend ist mit f~1(o(C"))
a(f7HC).

Definition 22.3 (Messbare Funktionen). Seien (E,F) und (E,F') Messriume und f :
E— FE.

i

1. Die Funktion f heifit F/F'-messbar, falls f~1(F') C F. Die o-Algebra f~'(F') heifst
die von f erzeugte o-Algebra auf E und wird auch mit o(f) bezeichnet.

2. Ist (E,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : E — E' messbar, so heifit X ei-
ne E’'-wertige Zufallsvariable. Das Bildmafs X.P aus Definition 21.23 heifit dann die
Verteilung von X.

3. Ist (E', F") = (R,B(R)), so heifit f eine reell(wertig)e Funktion. Ist f nach F/B(R)-
messbar, so sagen wir, f sei (Borel-)messbar.

4. Ist E' = R und f = 14 fir A C E, so heifit f auch Indikatorfunktion. Ist f =
Y opeq Cela, fircy,...,cp € R paarweise verschieden und A1, ..., A, C E, so heifst f
einfach.

Beispiel 22.4. Sei (E, F) ein Messraum.

1. Die allermeisten Funktionen f : E — R, die man sich vorstellen kann, sind (Borel-
)messbar. Etwa ist die Identititsabbildung f : x — x messbar, da f~}(F) = F. Ein
etwas komplizierteres Beispiel einer messbaren Funktion ist f :  — z - 1g(z). Hier gilt
fiir 0 ¢ A’, dass f~1(A") = A/NQ € B(R) und fiir 0 € A’, dass f~1(A") = (A'/NQ)UQ* €
B(R).

2. Es ist wichtig zu sehen, dass fiir viele messbaren Funktionen f gilt, dass o(f) C F, siehe
etwas das néchste Beispiel.

3. Eine Funktion f : E — {0,1} ist genau dann messbar, wenn f~1({1}) € F. Es ist
némlich in diesem Fall o(f) = {0, f~1({1}), (f~L({1})), E}.

4. Sei F = B(R). Um eine nicht F-messbare Funktion anzugeben, muss man sich genauso
anstrengen, wie ein nicht Borel-messbare Menge zu konstruieren. Es ist etwa fiir die
Vitali-Menge V' aus Beispiel 21.27 die Funktion 1y nicht messbar.
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Lemma 22.5 (Eigenschaften von Messbarkeit). Seien (E,F), (E',F') und (E",F")
Messrdume.

1. Ist " C F' mit F' = o(C"), so ist f : E — E' genau dann nach F|F'-messbar, wenn
i cF

2. Ist f: E— E' nach F/F' und g : E' — E" nach F'/F" messbar. Dann ist go f : E —
E" nach F|F"-messbar.

3. Seien (E,0) und (E',O') topologische Riume, [ : E — E’ stetig sowie F = o(O) und
F' = o(0O') die Borel’schen o-Algebren. Dann ist f nach F|F'-messbar.

4. FEine reelle Funktion f (d.h. f : E — R) ist genau dann messbar, wenn {z : f(z) <
y} € F fir alley € Q.

5. Eine einfache Funktion f = Y 1_; cxla, mit paarweise verschiedenen cy,...,c, € R
und Ay, ..., A, C E ist genau dann messbar, wenn Ai,..., A, € F.

Beweis. 1. Die ’genau dann’-Richtung ist klar. Fiir die 'wenn’-Richtung verwenden wir Lem-
ma 22.2 und erhalten f~1(F") = f~1(o(C") = o(f~1(C")) C o(F) = F. Damit ist f nach
F/F'-messbar.

2. Wir schreiben direkt (go f)~H(F") = f~Yg Y (F")) C f~1(F') C F, was die Behauptung
bereits zeigt.

3. Nach Definition der Borel’schen o-Algebra ist O’ ein Erzeuger fiir B(E'). Da f stetig ist (d.h.
f~HO") CO) folgt f~1H(O") C O Co(0O) =B(E). Nach 1. ist f also B(E)/B(E’)-messbar.
4. Wir verwenden 1. Ist ndmlich E' = R, so wird nach Lemma 22.2 B(E") von C = {(—o00,y] :
y € Q} erzeugt. Also ist ein reelles f genau dann messbar, wenn f~(C') = {{z : f(z) < y}:
yeQ} CF.

5.1 A= (Uyesy Ak)c € F.Damn ist {1 (B[R)) = {AUje; 45 Ujes 45 J {10},
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 22.6 (Messbarkeit und Rechenregeln). Sei (E, F) ein Messraum.

1. Sind f,g : E — R messbar. Dann sind auch fg, sowie af + bg fiir a,b € R und f/g
messbar, falls g(x) # 0 fir alle z € E.

2. Sind f1, fa, - : E — R messbar, so sind auch

sup fn, inf f,, limsupf,, liminff,
neN neN n—00 n—o0

messbar. Falls existent, ist auch lim,,_,« f, messbar.

Beweis. 1. Betrachte die Abbildung v : E — R2?, definiert durch ¥(x) = (f(z),g(x)). Man
iiberlegt sich leicht, dass 1 nach F/B(R?)-messbar ist. Weiter ist (z,2’) + az + b2’ und
(2,2') = zz" auf R und (2, 2') = 2/z" auf Rx (R\{0}) stetig, also messbar nach Lemma 22.5.3.
Damit folgen die Behauptungen nach Lemma 22.5.2.

2. Wir zeigen nur die Messbarkeit von sup,,cy fn. Die anderen Aussagen folgen dann mittels
inf,en fn = —sup,en(—fn), sowie limsup,, o, fn = infrensupys, fr und liminf, o fn =
sup,,cy infi>p fi- Es gilt fiir € R nach Lemma 22.5.4

{x:supfn(x) Sy} = ﬁ {;U:fn(a:) gy} cF

neN

n=1
eF
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und die Behauptung ist gezeigt. O

Korollar 22.7 (Messbarkeit von Positiv- und Negativteil). Sei (£, F) ein Messraum
und f : E — R. Dann ist f genau dann messbar, wenn f* := fV 0 und f~ := (—f) VO
messbar sind. Dann ist auch |f| messbar.

Beweis. Es gilt f = f* — f~ und |f| = f* + f~. Damit folgt die Behauptung aus Lem-
ma 22.6.2. O

Theorem 22.8 (Approximation mit messbaren Funktionen). Sei (E, F) ein Messraum
und f : E — R messbar. Dann gibt es eine Folge f1, fa,--- : E — R von einfachen Funktionen
mit fn T f (wobei hier die punktweise Konvergenz gemeint ist, siehe Definition 8.3).

Beweis. Wir schreiben einfach fiir x € F,n € N

fa(z) =nA27"2" f(2)],

und bemerken, dass f, T f per Konstruktion gilt. Aulerdem ist = — [2" f(z)] nach Lem-
ma 22.5.4 messbar, wenn f messbar ist. O

22.2 Definition

Die Konstruktion des Integrals einer Funktion f nach einem Maf erfolgt nun in mehreren
Schritten. Sei (F, F, 1) ein Mafiraum. Wir bemerken, dass wir fiir das Integral von f : E — R
nach p verschiedene synonyme Schreibweisen verwenden, n&dmlich

— [ sau= [ s@pntas). (22.)

Die Definition des Integrals erfolgt zunéchst fiir einfache Funktionen und anschlieflend (sie-
he Theorem 22.8) durch Approximation fiir allgemeine nicht-negative messbare Funktionen.
Das Integral fiir (nicht notwendig nicht-negative) messbare Funktionen wird dann durch das
Integral des Positiv- und Negativteils definiert.

Definition 22.9 (Integral von einfachen Funktionen). Sei (E, F,u) ein Maffraum und
[ => 1 ckla, eine einfache Funktion mit c1,...,cpm > 0,A1,..., Ay € F. Dann heifit

= /fdu = cpi(Am
k=1

das Integral von f beziiglich u.

Bemerkung 22.10 (Wohldefiniertheit des Integrals). Wir miissen sicherstellen, dass
obiges Integral wohldefiniert ist. Sei dazu f =)', d;1p, eine weitere Darstellung von f mit
di,...,d, > 0und By,...,B, € F. Dann gilt

m n

ch/,l, ZZCWJ AkﬂBl szl’u’ AkﬂBl ZdZM(Bl)y
=1

k=1 k=11=1 k=11=1

woraus die Wohldefiniertheit folgt.
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Lemma 22.11 (Einfache Eigenschaften). Seien f, g nicht-negative, einfache Funktionen
und o > 0. Dann gilt

plaf + bgl = ap[f] + bulgl, f < g=ulf] < plgl
Beweis. Klar. O

Beispiel 22.12 (Das Integral von Indikatorfunktionen und Riemann-Integral). Sei
(E, F, ) ein Maraum und A € F. Dann ist f = 14 eine einfache Funktion und es gilt

nach Definition 22.9. Es sei hierbei bemerkt, dass die Funktion f = 14 nicht mehr stiickweise
stetig sein muss. (Sei etwa A das in Beispiel 20.10 betrachtete Cantor’sche Kontinuum.)
Deswegen ist es nicht klar, dass die Funktion 14 integrierbar beziiglich des Riemann-Integrals
ist.

Etwa haben wir in Beispiel 8.13 gesehen, dass [1lg(z)dx nicht existiert, falls [ das
Riemann-Integral ist, aber aus Beispiel 21.18 sehen wir, dass [1lg(z)dz = 0, falls [ das
Lebesgue-Integral ist.

Definition 22.13 (Das Integral von messbaren, nicht-negativen Funktionen). Sei
(E,F,u) ein Mafraum und f : E — Ry messbar. Das Integral von f beziiglich p ist gegeben
durch

wulf] == /fdu = /f(x)u(d:c) :=sup{ulg] : g einfach, nicht-negativ, g < f}. (22.2)

Bemerkung 22.14 (Das Integral als Fortsetzung). Nach Lemma 22.11 ist klar, dass die
Definition von p[f] fiir einfache, nicht-negative Funktionen aus Definition 22.9 und Definiti-
on 22.13 iibereinstimmt. Damit ist obige Definition eine Fortsetzung von p[f] auf den Raum
der nicht-negativen, messbaren Funktionen.

Weiter ist wichtig zu sehen, dass nach Theorem 22.8 jede der in Definition 22.13 auftreten-
den Funktionen beliebig genau (punktweise) durch einfache Funktionen approximierbar ist.
Insbesondere beinhaltet die Menge, deren Supremum in (22.2) gesucht wird, auch einfache
Funktionen g, die beliebig dicht an f liegen.

Proposition 22.15 (Eigenschaften des Integrals). Sei (E,F,u) ein Mafraum und
fy9, f1, fa, -+ + E— Ry messbar. Dann gilt:

1. Fir f < g gilt p[f] < plg].

2. FEs gilt monotone Konvergenz, d.h.

Wt f = plfal Tulf]

3. Fiir a,b >0 gilt ulaf + bg] = ap[f] + bulg].

Beweis. 1. ist klar nach der Definition des Integrals. Fiir 2. ist zunéichst, da f, < f fur
n=12...

lim p[fn] = sup p[fn] < plf].
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Fiir ’>’ geniigt es zu zeigen, dass

ulg] < sup pl f] (22.3)

fir alle einfachen Funktionen g < f. Sei also g = > ;- cgla, < f fiir disjunkte Mengen
At,...,Anund ¢1,...,¢pn > 0. Fiir e >0und n = 1,2,... sei B := {f, > (1 —¢)g}. Da
fot fund g < f gilt o2, BS = E fiir alle € > 0. Also ist

plfn] > pl(1—e)glps] = Z (1 —&)epu(Ar N BY)
k=1

m

n—oo, Z (1 —&)erp(Ar) = (1 —e)plgl.
k=1

Da e > 0 beliebig war, folgt (22.3).
Fiir 3. seien f1, 91, f2, 92, ... einfache Funktionen mit f, T f und g, T g. Dann ist af, + bg, T
af + bg und es folgt

plaf +bg] = lim plafy +bgn] = lim ap[fu] +bplga] = aplf]+ bulg]
aus 3. wegen Lemma 22.11. O

Wir kénnen nun das Integral fiir messbare Funktionen definieren. Hierzu sei zunéchst bemerkt,
dass fiir f : £ — R messbar gilt, dass f*, f~ < |f|. Ist insbesondere u[|f|] < oo, so ist auch

plf Tl plf 7] < oo

Definition 22.16 (Integral messbarer Funktionen). Sei (E,F,u) ein Mafraum und
f: E — R messbar. Dann heifit f nach p integrierbar, falls u[|f]] < oo und wir definieren

1= [ s@ntdn) = [ faui=uls*) = uls). (22.4)

Auflerdem setzen wir

L (p) -

{f: BEo>R:ulf] < oo}

Fir A € F schreiben wir auflerdem
= / fdp = p[f1al.
A

Bemerkung 22.17 (Erweiterung des Integrals und £P-Riume). 1. Ist hochstens
einer der beiden Terme u[f*] oder u[f~] unendlich, so definieren wir das Integral u|f]
weiterhin mittels (22.4). In anderen Féllen bleibt das Integral undefiniert.

2. Die Funktionenrdume L£P(u) := {f B — R:p|flF] < oo}, p > 0, werden in Ab-
schnitt 23 eine besondere Rolle spielen.
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22.3 Eigenschaften des Integrals

Wir stellen zunéchst einige Eigenschaften des eingefiihrten Integralbegriffes fest. Diese sind
etwa die Monotonie und Linearitdt. Weiter werden wir sehen, dass sich das Integral einer
Funktion nicht d&ndert, wenn man sie auf einer Nullmenge abéndert; siche Proposition 22.20.

Proposition 22.18 (Einfache Eigenschaften des Integrals). Sei (E, F, 1) ein Mafraum
und f,g € LY(p). Dann gilt:

1. Das Integral ist monoton, d.h.

I < g fast iiberall — plfl < plgl-

2. Es gilt die Dreiecksungleichung
[l A1 < wll £1)-

3. Das Integral ist linear, seien also a,b € R, dann ist af +bg € L' (1) und
plaf +bgl = au[f] + bulg].

Beweis. Alle Eigenschaften folgen aus Proposition 22.15.1 und 3., sowie aus der Definition
des Integrals fiir messbare Funktionen. O

Proposition 22.19 (Substitutionssatz). Sei (E,F,u) ein Maffraum, (E',F') ein
Messraum, f : E — E' messbar und f.u das Bildmaf von f aus Definition 21.23. Dann
gilt fiir g € LY(fep), dass go f € LY(p) und

plg o f1 = feplgl:

Beweis. Es gentigt, die Behauptung fiir einfache, nicht-negative Funktionen g zu zeigen. Der
allgemeine Fall folgt dann mittels Approximation durch einfache Funktionen. Sei also g =
>y ckly, mit Al € F/.Dannist go f =>"" cklyea, und

m

plgo f1 =Y exn(f € A}) = erfun(A}) = fuplg).

k=1 k=1

O

Proposition 22.20 (Integrale und Eigenschaften fast tiberall). Sei (E,F, i) ein Mag-
raum und f: E — Ry messbar.

1. Esist f =0 fast diberall genau dann, wenn u[f] = 0.
2. Falls u[f] < 0o, so ist f < oo fast dberall.

Beweis. 1. Sei N :={f >0} € F.
'=": Es gilt u(N) = 0. Dann ist f < oo - 1y, also gilt wegen Proposition 22.15.2

0 < plf] < ploo, N| = lim_p[n, N| = 0.
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Fiir "<’ sei N, := {f > 1/n} und damit N,, T N und nf > 1y, also

0= plf] > %N(Nn)-

Damit ist u(Ny,) = 0 und pu(N) = p(U,2; Nn) = 0.
Fiir 2. sei A := {f = oo}. Wegen fl¢>, > nlys, ist

n—o0

p(A) = plla] < pllpzn] < Fulf,1p2n) < gulf] = 0.
Damit ist u(f = 00) =0, also f < oo fast iiberall; siehe Bemerkung 21.13. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch die Beziehung des (Lebesgue-)Integrals
zum bekannten Riemann-Integral dar. Hierzu erinnern wir an Bemerkung 8.22, in der wir die
Konstruktion des Riemann-Integrals mittels Ober- und Untersummen gegeben haben. Dies
formalisieren wir nochmals mit Hilfe des Lebesgue-Integrals.

Definition 22.21 (Treppenfunktion und Riemann-Integral). Fine Treppenfunktion ist
eine Funktion f: R — R, fiir die es eine Darstellung

o0

f(t) = Z ajl[tj—l,tj)(t)

j=—00

mit tj_1 < tj,j € Z gibt, wobei a; € R,j € Z. Eine messbare Funktion f : R — R heif§t (ei-
gentlich) Riemann-integrierbar, falls \[| f|] < oo und es Treppen-Funktionen fit, fi, fo s fy 5
gibt mit f7 < f < fi und \[f;F — f7] 2= 0. Das Riemann-Integral von f ist dann durch
Af] definiert. (Insbesondere stimmen dann Riemann- und Lebesque-Integral iiberein.

Eine Funktion f : R — R heif$t uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn flg fir alle
kompakten Intervalle K C R eigentlich Riemann-integrierbar ist und A[f 1[,n7n]] konvergiert.
Dieser Grenzwert ist dann das Riemann-Integral von f beziiglich X.

Proposition 22.22 (Riemann-Integrierbarkeit). Die Funktion f : Ry — R habe eine
diskrete Menge von Sprungstellen. Dann ist f genau dann eigentlich Riemann-integrierbar,
wenn f Lebesgue-integrierbar ist und es gilt

AU = Tim > f(sn k) (b — tns1) (22.5)
k=1

fir 0 =tno < .. <typ, =t mit maxy [ty — tp k1] 270 0 und beliebiges thk—1 < Spk <

tn k-

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir stetiges f zu zeigen. Andernfalls kann man f in die
stetigen Teilabschnitte zerlegen. Weiter geniigt es, die Behauptung fiir f mit kompaktem
Triger K zu zeigen. Da f auf K gleichméBig stetig ist, wiahlt man zunéichst &, | 0 und
tno < oo < tpk, 80, dass K C [tn0,tnk,] und maxg, ,  <s<t,, |f(tnx—1) — f(5)] < €n. Nun
ist es leicht, Treppenfuntionen f,;7 und f, zu finden, so dass f, < f < f und ||f;} —
I |l < en. Daraus folgt die erste Behauptung. Die Formel (22.5) gilt wegen der gleichm#figen
Approximation der Funktion f. O
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Beispiel 22.23 (Unterschiede zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral). 1.
Wie wir bereits in Beispiel 22.12 gesehen haben, ist f = lgnp,1 nicht Riemann-
integrierbar. Es ist némlich 1j55) < fT fiir jede regulire Treppenfunktion f* > f
und f~ < 0 fiir jede reguldre Treppenfunktion f~ < f. Damit konnen Unter- und
Obersumme nicht iiberein und f ist nicht Riemann-integrierbar.

2. Wie aus der Definition 22.21 des Riemann-Integrals hervorgeht, ist jede eigentlich
Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar. Anders verhélt es sich mit

uneigentlich Riemann-integrierbaren Funktionen. Sei hierzu f gegeben durch f(t) =
=DM+

GEEE Dann ist
A | 1 neo
Mflpan] =2 *—— Z% k+1 =T L
k=1 =1

Damit ist f uneigentlich Riemann-integrierbar. Allerdings gilt
— 1
A= 1=
k=1
Also ist f nicht Lebesgue-integrierbar.

22.4 Konvergenzsitze

Man kann sich fragen, ob es wirklich so wichtig ist, dass man mehr Funktionen beziiglich des
Lebesgue-Integrals als beziiglich des Riemann Integrals integrieren kann. Es kommen schlief3-
lich in Anwendungen meistens Riemann-integrierbare Funktionen vor. Es gibt allerdings einen
weiteren Vorteil des Lebesgue-Integrals, auf den wir nun eingehen werden. Es gelten némlich
Vertauschungsgesetze von Grenzwerten und Integralen (die hier Konvergenzsitze genannt
werden), die relativ wenige Voraussetzungen benétigen. Die Wichtigsten sind der Satz von
der monotonen und der von der majorisierten Konvergenz.

Theorem 22.24 (Monotone Konvergenz). Sei (E,F, uu) ein Mafiraum, fi, fo,-- € LY ()
und f: E — R messbar mit f,, 1 f fast iberall. Dann gilt

Jim p[f] = plf],

wobei beide Seiten den Wert oo annehmen konnen.

Beweis. Sei N € F so, dass u(N) = 0 und f,(z) T f(x) fir = ¢ N. Setze g, == (fn —
fi)lne > 0. Damit ist g, T (f — f1)lne =: ¢ und mit Proposition 22.18, Proposition 22.20
und Proposition 22.15.2 gilt

pulfnl = nlfi] + plon] === ulf1] + ulg] = plf)-
0

Theorem 22.25 (Lemma von Fatou). Sei (E, F, 1) ein Mafiraum und f1, fa,--: E — Ry
messbar. Dann gilt

liminf p[f,] > p[liminf f,].

n—oo n— o0
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Beweis. Fiir alle k > n gilt fi, > infy>,, fr und damit
inf > plinf
inf plfi] = pliof fil

wegen Proposition 22.15.1. Deshalb gilt mit n — oo

. - . e
lim inf pu[f] > sup plinf fi] = plliminf f,]

wegen der monotonen Konvergenz, da infy>, fi T liminf, . fn. O

Theorem 22.26 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (E, F, 1) ein Mafiraum
und f, 9, f1, f2, -+ E — R messbar mit |f,| < g fast diberall, lim,, o fr, = f und g € L(1).
Dann gilt

im [ fn] = plf].

Beweis. Ohne Einschriankung gilt |f,| < ¢ tiberall. Wir verwenden das Lemma von Fatou,
sowie g — fn,g+ f >0, also

plo + f] <liminf ulg + f] = plg] + liminf u[f],
plg = f1 < Timinf ulg — fo] = plg] — Timsup p[fa].

n—oo
Nach Subtrahieren von p[g] ist also
ulf] < liminf [ f,] < limsup gl f,] < ulf]. =
n—00 n—0o0
Beispiel 22.27 (Beispiele zu den Konvergenzsitzen). 1. Im Lemma von Fatou ist

nicht vorausgesetzt, dass eines der f,, integrierbar ist. Wir geben nun ein Beispiel dafiir,
dass im Lemma von Fatou wirklich <’ und nicht =’ gilt. Sei hierzu A das Lebesgue-Maf
und f, = 1/n (also insbesondere f, konstant), n =1,2,.... Dann gilt f, | 0, also

lirginfu[fn] =00 > 0 = p[0] = p[liminf f,].

n—o0

2. Im Satz von der majorisierten Konvergenz kann auf die Voraussetzung, dass |f,| < g
und g € L£'(p) nicht verzichtet werden. Sei etwa A das Lebesgue-Maf auf [0,1] und

fn = n-1g1/n. Dann ist sup,cy fu(r) = sup{n : * < 1/n} = [ﬂ Also existiert
kein g € £1()\) mit f,, < g. AuBerdem ist lim, oo f, = O fast {iberall (wobei {0} die
Ausnahmemenge ist) und

Jim puffn] =170 = p lim_fo].
Anders verhilt es sich fiir f,, = n - 1j 1 /,2). Hier ist

sup fn(z) =sup{n : z < 1/n%} = {i} < 1 =: g(x).

neN \/:E

Hier ist einerseits g € £!()), der Satz von der majorisierten Konvergenz ist also an-
wendbar, andererseits ist lim,, o f, = 0 fast iiberall und

lim plf,] = lim ¢ = 0= pu[0] = p[ lim_f,].
n—0o0 n—oo

n— 00
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23 LP-Riume

Im ganzen folgenden Abschnitt sei (E,F,u) ein Mafiraum. Wir werden uns nun mit den
messbaren Funktionen f : E — R beschiftigen, fiir die u[|f[P] < oo gilt. Die resultie-
renden Funktionenrdume LP(u) werden wir als normierte, vollstdndige Réume (Propositi-
on 23.7) erkennen, was automatisch zu einem neuen Konvergenzbegriff fithrt. Weiter wird
der Raum £2(11) eine groBe Rolle spielen. Da man diesen mit einem Skalarprodukt (nimlich
(f,g9) — n[fg]) ausstatten kann, stehen hier allgemeine Aussagen zur Verfiigung, etwa der
Satz von Riesz-Fréchet (Proposition 23.10). Dies werden wir verwenden, um o-endliche Mafle
mit Dichte durch den Satz von Radon-Nikodym (Korollar 23.16) zu charakterisieren.

23.1 Grundlagen

Bereits in Bemerkung 22.17 haben wir die Rédume £P(u) erwéhnt. Durch die Definition des
Integrals im letzten Abschnitt kénnen wir diese nun néher beleuchten. Vor allem zeigen wir
die wichtige Holder- und die Minkowski-Ungleichung, siche Proposition 23.2.

Definition 23.1 (LP(p)-Réume). Sei 0 < p < oo. Wir setzen
LP = LP(u) = {f : E — R messbar mit || f]|, < oo}
fiir
1£1lp = ([ FPDYP, 0<p<oo (23.1)

und
[ flloc = inf{K : u(|f| > K) = 0}.

Auf den Riumen LP, p > 1 zeigen wir nun eine Dreiecksungleichung, die Minkowski-
Ungleichung gezeigt. Auflerdem sei bemerkt, dass die Holder-Ungleichung im Spezialfall
p = q = 2 auch Cauchy-Schwartz-Ungleichung heifit.

Proposition 23.2 (Holder und Minkowski’s Ungleichung). Seien f,g messbar.

1. Sei 0 < p,q,r < 0 so, dass%—i—%: % Dann gilt

[ fallr <IIfllpllglly  (Holder-Ungleichung)
2. Firl <p< oo ist

f +gllp < fllp + 9l (Minkowski-Ungleichung)

Beweis. Wir starten mit dem Beweis der Holder-Ungleichung. Im Fall p = oo oder ¢ = oo
ist die Aussage klar, sei also p,q < oo. Ist entweder ||f||, = 0, ||f|l, = oo, ||g|l = 0 oder
llg]lq = oo, ist die Aussage ebenso klar. Sei also 0.E. f,g > 0 und 0 < || f||, ||g]l; < oo und

r ~_ 9
=1y T,

Dann ist zu zeigen, dass Hfﬁ”r < 1. Wegen der Konvexitat der Exponentialfunktion ist

— r r r P .4
(zy)" = exp (Tplogz + Lqlogy) < TaP + Ty
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und damit N N
173115 = ul(F3)") < Zulf?) + Lulg! = 1
und die Behauptung folgt.
Zum Beweis der Minkowski-Ungleichung bemerken wir zunéchst, dass in den Féllen p = 1

und p = oo die Behauptung klar ist. Im Falle 1 < p < oo gilt mit ¢ = p/(p — 1) und
r=1/p+1/qg =1 mit der Holder-Ungleichung

f+glle < pllfl-1f + 9P+ pllgl - 1f + 9P
<1 Fllp - 11CF+ 9)P Mg + Hgllp - 11+ 9)P g
= (I1f1lp + llgllp) - I1f + glB~,

da [I(f + 7l = lI(f + )~ DINVE = 11(f + 9)PIP" V7 = || + g|[5~". Dividieren durch
I|f + ng bringt das Resultat. O

Proposition 23.3 (Zusammenhang zwischen £" undL?). Sei p endlich und 1 < r <
q < oo. Dann ist LY(pu) C L7 (p).

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir ¢ = oco. Sei also ¢ < oco. Wir verwenden die Holder-
Ungleichung. Es gilt fir f € £9, da ||1]|, < oo wegen der Endlichkeit von p,

1l = 111 e < Al - 1] f]lg < o0 (23.2)

fiir 5= % — % > (, woraus die Behauptung sofort folgt. O

Bemerkung 23.4 (Gegenbeispiel fiir o-endliches p). Sicherlich gilt Proposition 23.3
nicht, falls p nicht endlich ist. Sei etwa A das eindimensionale Lebesgue-Mafl und f : = —
11,51 Dann ist f € £2()), aber f & L1()).

T

23.2 LP-Konvergenz

Wir haben im Satz von der majorisierten Konvergenz (Theorem 22.26) gesehen, dass fiir ei-
ne Folge von Funktionen, die fast iiberall konvergiert, oft auch deren Integrale konvergieren.
Die hier betrachtete £P-Konvergenz geht jetzt von Konvergenz von Integralen aus. Wir wer-
den sehen, dass der resultierende Konvergenzbegriff zur Folge hat, dass jede Cauchy-Folge
konvergiert (Proposition 23.7).

Definition 23.5 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge fi, fo,... in LP(u) konver-
giert in L£P(u) (oder im p-ten Mittel) gegen f € LP(u), falls

TLHOO

fn = Flly —

. . —
Wir schreiben dann auch fn ——r» f.

Proposition 23.6 (Konvergenz im p-ten und g-ten Mittel). Sei u(E) < 0o, 1 <r <
q < oo und f, f1, fo,- -+ € L. Falls fr, 2=%,q f, so auch f, =5, f.

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir ¢ = oo, sei also ¢ < oo. Aus (23.2) folgt sofort dass
I|lf —gllr <I||f — gllq, woraus die Behauptung bereits folgt. O
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Proposition 23.7 (Vollstidndigkeit von LP). Sei p > 1 und f1, fa,... eine Cauchy-Folge
n—ro0

in LP. Dann gibt es ein f € LP mit ||f, — f||[, —— 0.

Beweis. Sei €1,¢9,... summierbar, also z.B. ¢, := 27"™. Da f1, f2,... eine Cauchy-Folge ist,
gibt es fiir jedes k einen Index ny mit || fr, — fnl|p < ef fiir alle m, n > ny. Insbesondere gilt

oo 00
Z ank+1 - fnka < Z€k < Q.
k=1 k=1

Nach monotoner Konvergenz und der Minkowski’schen Ungleichung gilt damit

15 s —
k=1

Damit ist insbesondere Y 72, |fn, ., — fn,| < oo fast iiberall, also fy, (), fn, (), ... fir fast

,

[e.9]
< Z [ frgin = Frllp < 00
k=1

alle = eine Cauchy-Folge in R. Damit gibt es eine messbare Abbildung f mit f,,, koo, f fast
iiberall. Nach Fatou’s Lemma gilt

Vo= Ul < Bgninf | f, = fllp < sup L f = fullp “5 0,

m>

d.h. f, =250 f. O

23.3 Der Raum L2

Fir jedes 1 < p < oo gilt, dass |laf|l, = |a| - ||f|l, fir @ € R gilt. Zusammen mit der
Minkowski’schen Ungleichung bedeutet das, dass L£P(u) ein reeller Vektorraum ist. Es ist
entscheidend zu bemerken, dass die Abbildung f +— ||f||, eine Pseudo-Norm ist. Sie kann
keine volle Norm sein, weil || f||, = 0 nach Proposition 22.20 nur impliziert, dass u(f # 0) = 0,
aber nicht, dass f = 0. Wir werden deswegen im Folgenden Funktionen f und g miteinander
identifizieren, wenn f = g p-fast iiberall gilt. Nach dem eben gesagtem ist dann (£?,]] - |[,)
ein normierter Raum. Da || - ||, nach Proposition 23.7 vollstandig ist, ist (L7, |- ||,) sogar ein
Banachraum fiir jedes 1 < p < oco. Als néchstes betrachten wir den Spezialfall p = 2. Wir
definieren eine Abbildung £? x £2 — R durch

(f,9) = nlfql.
Dann ist (-,-) offensichtlich linear, symmetrisch und positiv semi-definit, also ein Skalarpro-
dukt Wir schreiben konsequenterweise f L g genau dann, wenn p[fg] = 0. Da || f|| := || f]|2 =

(f, £)Y? ist (£2,(-,)) also ein Hilbertraum.

Lemma 23.8 (Parallelogrammidentitiit). Seien f, g € £2. Dann gilt

1f +gll? +11f = gll* = 211 £11* + 2l|g]*.

Beweis. Aus der Definition von || - || und der Symmetrie und Bilinearitét von (-, -) folgt

WF+allP+If—glP=(f+a.f+a)+{f—g.f—g) =2 f) +2g,9) =2[|fI* +2|gl*

O]
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Proposition 23.9 (Zerlegung vonf € L£2). Sei M ein abgeschlossener, linearer Teilraum
von L. Dann hat jede Funktion f € L? eine fast sicher eindeutige Zerleqgung f = g + h mit
geM,h 1 M.

Beweis. Fiir f € £2 definieren wir
ds = inf — .
f gleM{Hf QH}

n—oo

Wihle g1, g2,... mit ||f — gn|| —— df. Nach der Parallelogrammidentitit gilt

4d?‘+||gm_gn”2 < ||2f_gm_gn”2+|’gm_gn”2 :2Hf_gm‘|2+2||f_gn|

’2 m,n— 00

2
4d3.

‘2 m,n— o0

Also ist ||gm — gn] 0, d.h. g1, g9, ... ist eine Cauchy-Folge. Nach Proposition 23.7
gibt es damit ein g € £2 mit ||gn — gll, 272 0, und wegen der Abgeschlossenheit von M
auch g € M. Da ||h|| = dj fiir h := f — g, folgt fiir alle t > 0,1 € M, wegen der Definition von
dy,
d} < ||+ t]]* = dF + 2t(h, 1) + *[|1]>.

Da dies fiir alle ¢ gilt, folgt (h,l) =0, also h L M.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei ¢’ + h’ eine weitere Zerlegung von f. Dann ist aufgrund
der Linearitit von M einerseits g — ¢’ € M, andererseits ist fast sicher g — ¢’ =h —h' L M,
also g — ¢’ L g —¢'. Dies bedeutet ||[g —¢'|| = (9 — ¢, g — ¢') =0, also g = ¢ fast iiberall. [

Proposition 23.10 (Riesz-Fréchet). Eine Abbildung F : £L?> — R ist genau dann stetig
und linear wenn es ein h € L? gibt, so dass fiir alle f € L>

F(f) = {fh).
Dann ist h € L? fast sicher eindeutig bestimmdt.
Beweis. '<’: Die Linearitét von f +— (f, h) folgt aus der Bilinearitidt von (-, -). Die Stetigkeit
folgt aus der Cauchy-Schwartz Ungleichung mittels
KLf= LRSI = F1- IR

'=’: Falls F = 0 wihle h = 0. Falls F # 0, ist M = F~'{0} ein (wegen der Stetigkeit von
F) abgeschlossener und (wegen der Linearitit von F) linearer Unterraum von £2. Wiihle
f € £2\ M mit der (nach Proposition 23.9 fast sicher eindeutigen) orthogonalen Zerlegung
f'=¢+nW mitg e Mund b’ L M. Da f' ¢ M,ist B Z0und F(I) = F(f') — F(¢) =
F(f") # 0. Wir setzen h” = %;l,), so dass h” L. M und F(h") =1 und es gilt fiir alle f € £

F(f = F(fH)h") = F(f) = F(f)F(h") = 0.
d.h. f— F(f)h" € M, also insbesondere (F'(f)h"”,h") = (f,h”) und

_ 1 _ 1 _ '
F(f) = TP : <F(f)h”ah”> = TP : <f7 hﬁ) - <f7 W)

Nun folgt die Behauptung mit h = ﬁ

Zur Eindeutigkeit sei (f, hy — ho) = 0 fiir alle f € £?; insbesondere ist mit f = hy — ho
||y — ha||? = (h1 — ha, b1 — ha) =0,

also hy = hsy p-fast sicher. O

Bemerkung 23.11 (Allgemeingiiltigkeit der letzten Aussagen). Lemma 23.8, sowie die
Propositionen 23.9 und 23.10 gelten ebenso, falls man £2 durch einen anderen Hilbert-Raum
ersetzt.
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23.4 Satz von Radon-Nikodym

Aus Beispiel 21.22 sind bereits zwei Mafle mit Dichten (beziiglich des Lebesgue-MafBles) be-
kannt. Dieses Konzept wird nun aufgegriffen und in den Kontext von Integralen eingebettet.
Sei hierzu v ein weiteres Mafl auf F. Ziel ist es, Bedingungen anzugeben, wann das Mafl v
durch eine Dichte darstellbar ist. Die Antwort findet sich im Satz von Radon-Nikodym (Korol-
lar 23.16). Er ist ein Spezialfall des Lebesgue’schen Zerlegungssatzes, Theorem 23.15. Dieser
zeigt, dass fiir je zwei o-endliche Mafe p, v das Maf v (additiv) in zwei Anteile zerlegt werden
kann: einen absolutstetigen bzgl. i und einen zu p singulédren. Der absolutstetige Anteil hat
dabei eine Dichte bzgl. p. Zunéichst miissen wir alle Begriffe erklaren.

Definition 23.12 (Absolutstetige Mafle). 1. Wir sagen, v besitzt eine Dichte f bzgl.
w, falls fiir alle A € F

v(A) = ulf; Al.
dv

gilt. Wir schreiben dann f = a und v = f - pu.

2. Das Mafl v heifit absolutstetig bzgl. w, falls alle p-Nullmengen auch v-Nullmengen
sind. Wir schreiben dann v < p. Ist sowohl v < p als auch p < v, so heiflen u und v
dquivalent.

3. Die Mafe ;v und v heiffen singuldr, falls es ein A € F gibt mit u(A) = 0 und v(A°) = 0.
Wir schreiben dann p L v.

Lemma 23.13 (Kettenregel und Eindeutigkeit). Sei u ein Maf auf F.

1. Sei v ein o-endliches Maf. Sind g1 und g2 Dichten von v bzgl. p, so ist g1 = go p-fast
tiberall.

2. Sei f: E— Ry und g: E— R messbar. Dann gilt

(f - wlgl = ulfgl,

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweis. 1. Sei Eq, Ea,--- € F so, dass E, T E und v(E,,) < co. Setze A, := E, N{g1 > g2}.
Da sowohl ¢g; als auch go Dichten von v bzgl u sind, folgt

wlgr — g2; An] = 0.

Da auf A, nur g1 > g2 moglich ist, ist g1 = g2 14, p-fast iiberall. Auerdem ist

p{gr > g2} = M( U An) = 0.

neN

Analog folgt p{g1 < g2} = 0 und damit g; = g2 p-fast iiberall.

2. gilt per Definition fiir ¢ = 14 mit A € F. Damit erweitert man die Aussage schrittweise
fiir einfach Funktionen, positive messbare Funktionen und schlussendlich auf den allgemeinen
Fall. O
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Beispiel 23.14 (Bekannte Dichten). 1. Aus der Vorlesung Stochastik sind bereits eini-
ge Dichtefunktionen bekannt. Sei etwa fiir u € R, 0% € R

1 o 2
fN(/.L,a’Z)(x) = \/W exXp ( - (xzo_éjl))

und A\ das eindimensionale Lebesgue-Mafl. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmaf}

IN(uo2) - A auch Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz 2.

Fiir v > 0 und
fexp('y) (l’) = ly>0- ,ye—'y:c

heiit fexp(y) - A auch Ezponentialverteilung zum Parameter v. Man kann nun beispiels-
weise mit Lemma 23.13 berechnen, dass

9] o 00 1
Jexp(y) - Alid] = / ye rdr = —e_wac‘o +/ e dr = —.
0 0 v

Den Wert 1/4 haben wir bereits als Erwartungswert der Exponentialverteilung zum
Parameter v interpretiert.

2. Es gibt natiirlich nicht nur Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles. Sei beispielsweise

(e o]
=35
n=0
das ZahlmaB auf Ny (siehe Beispiel 21.2) und f : No — R, gegeben fiir ein v > 0 durch

k
fk) =7

Dann ist f - p die Poisson-Verteilung zum Parameter v auf 2N0 nach Beispiel 21.2.

Theorem 23.15 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz). Seien u,v o-endliche Mafle auf
(E,F). Dann lisst sich v eindeutig schreiben als

V=1V, + Vs mit Vg < Uy Vs L p.
Das Mafle v, hat eine Dichte bzgl. u, die u-fast iberall endlich ist.

Beweis. Durch eine Ausschopfung Eq, Eo, -+ C E mit F,, T E und v(E,,), u(E,) < co kénnen
wir uns auf den Fall endlicher Mafle zuriickziehen. Mit Proposition 23.6 ist die lineare Abbil-
dung

{52(u+ v) —R)

f = v[f]
stetig. Nach Proposition 23.10 gibt es also ein h € £2(y + ) mit

v[f] = (n+v)[fh], (23.3)
also

v[f(1 = h)] = plfh] (23.4)
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fiir jedes f € £?(u+ v). Wahlt man f = 1g,.0y in (23.3) folgt
0<v{h<0}=(u+v)hh<0] <0,
also h > 0 (p + v)-fast iiberall. Analog kann man mittels f = 1y, aus (23.4) folgern, dass
0 < plh;{h>1}=v[l —h;{h>1} <0,

also h < 1 (u + v)-fast sicher. Sei nun f > 0 messbar und f1, fo,- - € L2(p + v) mit f, 1 f.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

AAF(L—h)] = Tim v[fa(1—h)] = lim_plfwh] = ulfh)

d.h. (23.4) gilt fiir alle messbaren f > 0.
Sei nun E := h='{1}. Aus (23.4) folgt mit f = 15, dass

w(E) = plh; E] = v[1 — h; E] = 0.
Wir definieren fiir A € F zwei Mafie v, und v durch
va(A) =v(A\ E), vs(A) =v(ANE),

so dass v = v, + vs und vs L p. Um zu zeigen, dass v, < p wihle A € F mit u(A) = 0.
Damit ist nach (23.4)
vl —h;A\ E] = ulh; A\ E] =0.

Da h <1 auf A\ E ist, gilt damit v,(A) =v(A\ E) =0, also v, < p.
Um die Dichte von v, bzgl. p zu bestimmen, setzen wir g := &1 p\r und verwenden

(23.4), so dass

h
nlg; Al = p m;A\E =V(A\ E) = 1v4(4).
Also ist g = %.
Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, sei v = v, + vs = Vg + Us filr vy, vy < g,
vs, Vs L p. Wéhle A, A € A mit v5(A) = p(A°) = vs(A) = pu(A°) = 0. Dann gilt

Vs(ANA) = T,(ANA) = 1y(A°U A°) = 7,(A°U A%) = 0

und deshalb

Va = lyng Va=105 V=147 Va=Va,

Vs =V —Vy =V — Uy = Us.
O

Korollar 23.16 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v o-endliche Majf$e. Dann hat
v genau dann eine Dichte bzgl. p, wenn v < .

Beweis. '=": klar.

'«<’": Nach Theorem 23.15 gibt es eine eindeutige Zerlegung v = v, + v; mit v, < p,vs L p.
Da v <« p, muss v; = 0 gelten und damit v = v,. Insbesondere existiert die Dichte von v
bzgl. u. O
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Beispiel 23.17 (Gegenbeispiel fiir nicht o-endliche Mafle). Im Zerlegungssatz von Le-
besgue 23.15 und im Satz von Radon-Nikodym 23.16 darf man die Voraussetzung, dass p und
v g-endlich sind nicht weglassen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei (E,F) ein Messraum mit {iberabzidhlbarem E und

F :={A: A oder A° abzihlbar}.

Seien p und v unendliche Mafle auf (E, F), gegeben durch

0, A abzéhlbar, Al|, A endlich,
V(A) —{ u(A) :={‘ |

00, sonst, 00,  sonst.

Dann ist offenbar v < u. Angenommen, es gibe eine F-messbare Dichte von v bzgl. u, so
wire fiir alle z € B

0=v{z} = plfi{z}] = f(@)u({z}) = f(2).

Damit wire f = 0 und v = 0 im Widerspruch zur Definition von v.

24 Produktriume

Sei (E;)ier eine Familie von Mengen. Dann heifit
E:= X Ej:={(%i)ier : v € Ei}

el
Produktraum der (E;);er. Weiter definieren wir fiir H C J C I die Projektionen

7l X Ei — X E;.

= icH

sowie mp = 771{] und m; = 7y, ¢ € 1. In diesem Kapitel werden wir alle bisher eingefiihr-
ten Konzepte auf solche Produktriume anwenden. Dabei werden wir meistens nur endliche
Produktrdume betrachten (d.h. I ist endlich). Unendliche (sogar iiberabzéhlbar unendliche

Produktrdume) werden in der Vorlesung Stochastische Prozesse eine wichtige Rolle spielen.

24.1 Topologie

Wir beginnen mit der Definition der Topologie auf Produktridumen. Diese ist gerade so ge-
macht, dass Projektionen stetige Funktionen sind.

Definition 24.1 (Produktraum und Produkt-Topologie). Ist (E;, O;)ic; eine Familie
von topologischen Rdiumen, dann heifst die von

B:={X Aix X E;:Jel, A €0;}
i€ iel\J

erzeugte Topologie (siehe Definition 19.1.7) O die Produkttopologie auf E.

Bemerkung 24.2 (Stetigkeit der Koordinatenabbildungen). Es sei bemerkt, dass
beziiglich der Produkttopologie O alle Projektionen 7;,4 € I stetig sind. Es ist ndmlich

W;l(AZ):AlX X EjGO
i
fir A; € O;. Damit ist die Projektion stetig (siehe Definition 19.1.9).
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Proposition 24.3 (Abzihlbare Produkte polnischer Riume sind polnisch). Sei
(Ei, O;)ien eine Familie polnischer Riume. Dann ist der Produktraum (E,O) aus Defini-
tion 24.1 polnisch.

Beweis. Sei E] C E; abzéhlbar mit Fl’ = FE; und r; eine vollstindige Metrik, die O; erzeugt,
i € N. Weiter sei (2})ien € Xien EL-

i
Zuniichst bemerken wir, dass fiir 2! = (2})en, 22 = (22);eny € E durch

o0
r(zt, 2?) = Z 27 (rz(xll,xf) A 1)
i=1

eine vollstindige Metrik auf F definiert wird, die O erzeugt. Auflerdem ist damit die Menge

{(xi)ieN € X E!:x; # z fiir endlich viele i € N}
€N

abzéhlbar und dicht in E. Also ist (F, Q) polnisch. O

24.2 Mengensysteme

Analog zur Topologie ist die Produkt-o-Algebra gerade so, dass Projektionen messbare Funk-
tionen sind.

Definition 24.4 (Produkt-o-Algebra). Ist (E;, F;)ic; eine Familie von Messrdumen,
dann heif§t die o-Algebra

®]—}::a({>< A x X Ei:J@I,Aie}‘i}) (24.1)

icl i€ iel\J
die Produkt-o-Algebra auf E. Ist (E;, F;) = (E,F),i € I, so setzen wir F! := @,;.; F.

Bemerkung 24.5 (Messbarkeit der Koordinatenabbildung). Analog zur Produktto-
pologie gilt, dass die Projektionen 7; messbar bzgl. @), F; sind. Es ist ndmlich fiir 4; € F;

m (A = A x X Ej e Q) Fi.

J#i iel
AuBlerdem gilt
R Fi= J({Ai % X E;: A € ]—“Z-}). (24.2)
i€l J#i

Lemma 24.6 (Produkt-o-Algebra bei abzihlbaren Produkten). Sei I abzihlbar und
(Ei, Oi)ier eine Familie polnischer Réiume sowie (E, Q) der Produktraum, versehen mit der
Produkttopologie aus Definition 24.1. Dann ist B(E) = @Q,c; B(E;). Insbesondere ist B(R?) =

R, BR).

Beweis. Da alle (F;, O;), i € I, separabel sind, gibt es nach Lemma 19.6 fiir jedes i € I eine
abzéhlbare Basis C; von O;. Damit ist

C={X Aix X E;:Jel A €0;}
ieJ ieI\J
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eine abzéhlbare Basis von (F, O). Nach Lemma 20.8 gilt 0(C) = B(E). Aulerdem ist offenbar
C C Qe B(E;) und damit B(E) C Q,c; B(E;). Andersherum liefert (24.2), dass fiir A; € F;

A; % XEjEU({AiX XEJ‘:A,‘EOZ‘}> ITF,L-_l(.FZ‘)QB(E),
J#i J#i
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 24.7 (Produkte von Erzeugern/Halbringen sind Erzeuger /Halbringe). Sei-
en (E;, F;) Messrdume und E = X ;¢ E;.

1. Sei I endlich und H; ein Halbring mit o(H;) = Fi. Dann ist

H::{X Ai:AiEHZ‘,iEI} (24.3)

el
ein Halbring mit o(H) = @Q;c; Fi-
2. Sei I beliebig und H; ein schnittstabiler Erzeuger von F;, i € I. Dann ist

H:{X A; X X EZ'ZJ@I,AZ'GHZ',Z'EJ}
ied i€I\J

ein schnittstabiler Erzeuger von &), Fi.

Beweis. Fiir 1. ist 0.E. I = {1,...,d}. Es ist zunichst klar, dass H schnittstabil ist. Die
Eigenschaft (ii) fiir Halbringe zeigt man durch Induktion iiber d. Die Behauptung ist klar fiir
d =1, da H; ein Halbring ist. Gilt sie fiir d — 1, so gilt

(A1X"'XAd)\(Bl><~~'XBd)
= (A1 x - x Ag_1 x (Ag\ Ba)) W ((A1 x -+- x Ag_1) \ (B1 X -+ X Bq_1)) x (AgN A))

Der erste Term der letzten Zeile ist als disjunkte Vereinigung von Mengen aus H darstellbar,
da Hg ein Halbring ist. Der zweite Term ist als disjunkte Vereinigung darstellbar, da nach
Induktionsvoraussetzung (A X -+- x Ag_1) \ (By X - -+ X Bg_1) als disjunkte Vereinigung aus
Mengen der Form A; X --- X Ag_1 mit 4; € H;,i=1,...,d — 1 darstellbar ist.

Fiir 2. ist wieder klar, dass H schnittstabil ist. Aus (24.1) folgt sofort, dass H C @),; Fs,
also 0(H) C @, Fi- Andersherum ist klar, dass fiir A; € F;

Aix X E; e a({Ai x X By A e ’Hi}) C o(H),
J#i J#i

woraus &),c; Fi € o(H) wegen (24.2) und damit die Behauptung folgt. O

In Lemma 20.9 haben wir bereits die Borel’sche o-Algebra auf R? kennen gelernt. Natiirlich
handelt es sich bei R? auch um einen Produktraum. Wir iiberpriifen nun, ob es sich bei der
o-Algebra B(R?) auch tatsichlich um die hier eingefithrte Produkt-o-Algebra handelt.

Korollar 24.8 (Borel’sche o-Algebra auf R? wird von Quadern erzeugt). Sei E = R?.
Fir a = (ay,...,aq),b = (by,...,bg) € R? setzen wir a < b genau dann, wenn a; < b;,i =
1,...,d, sowie mit

(Q,b] = (al,bl] X oo X (ad,bd]
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den halboffenen Quader. Dann definiert
H = {(Qab] : Q:b € Q?Q S b}
einen Halbring mit o(H) = B(R?).

Beweis. Nach Beispiel 20.3.1 und Lemma 24.7.1 ist ‘H ein Halbring, der ®‘ii:1 B(R) = B(RY)
erzeugt; siehe Lemma 24.6. 0

24.3 Mafle und Integrale

Mehrfachintegrale sind schon aus der Analysis bekannt. Wir definieren nun zunéchst Mafle auf
Produktrdumen und im gleichen Atemzug auch die dazu gehorigen (Mehrfach-)Integrale. Mit
dem Satz von Fubini (Theorem 24.12) konnen dann Integrale nach Mafien auf Produktrium-
en als Mehrfachintegrale interpretiert und ausgewertet werden. Hierzu ist es notwendig, dass
die in den Mehrfachintegralen auftauchenden Integranden messbar sind. Dies wird in Lem-
ma 24.10 sichergestellt. Um Mafle auf Produktrdumen in geniigender Allgemeinheit definieren
zu kénnen, benétigen wir zunéchst den Begriff des Ubergangskernes.

Definition 24.9 (Ubergangskern). Seien (E;, F;),i = 1,2 Messrdume. Eine Abbildung
K : E1 x Fo — Ry heifit ein Ubergangskern von (E1, 1) nach (Eq, F2), wenn (i) fir alle
x1 € Ey ist k(x1,.) ein MafS auf Fo und (ii) fir alle Ay € Fo ist k(., A2) nach Fi-messbar.

FEin Ubergangskem heifit o-endlich, wenn es eine Folge E11, Fho,--- € F1 gibt mit By, T F1
und sup,, k(x1, B1,) < oo fir alle n = 1,2,... Er heifit stochastischer Kern oder Mar-
kov’scher Kern, falls fir alle x; € Ey gilt, dass k(x1, Ea) = 1.

Lemma 24.10 (Messbarkeit integrierbarer Schnitte). Seien (E;, F;),i = 1,2
Messriume, k ein o-endlicher Ubergangskern von (E1, F1) nach (Eo, F2) und f : By X Ey —
Ry nach F1 ® Fo messbar. Dann ist

x1 — k(z1,.)[f] = /H(xl,d$2)f($1,x2)

nach F1-messbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass k(z1, Fa) < oo fiir alle 1 € Ej gilt. (Der allgemeine Fall erfolgt
dann mittels einer Folge E11, Eq9,- - € F1 mit Ey, T E1.) Sei

D:={AcFL®Fs:z1+ k(xy,.)[1a] ist Fi-messbar}.

Dann priift man leicht nach, dass D ein schnittstabiles Dynkin-System ist. Weiter ist sicherlich
H C D, wobei H wie in (24.3) definiert ist. Damit ist nach Theorem 20.13 71 ® o = o(H) C
D C Fi1 ® Fa. Also ist x1 — k(wx1,.)[14] fiir alle A € F; ® F2 nach Fi-messbar. Diese
Aussage lasst sich sofort erweitern, indem man anstatt 14 eine Treppenfunktionen einsetzt.
Durch monotone Konvergenz folgt dann auch, dass z1 — k(x1,.)[f] fiir alle messbaren, nicht-
negativen Funktionen nach JFj-messbar ist. O

Theorem 24.11 (Satz von Ionescu-Tulcea). Seien (E;, F;),i = 0,...,n Messriume, u
ein o-endliches Mafi auf Fo und r; ein o-endlicher Ubergangskern von ( Xj;% Ej, ®;;B .7-"j>
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nach (E;,F;), i = 1,...,n. Dann gibt es genau ein o-endliches Mafi p@Q;—, ki auf
(X?:() Eia®?:0 .T"z) mit

n
(M@M‘)(Ao X oo X Ap) :/ u(dwo)(/ ki(x1,dxg) - - (/ nn(aro,...,xn_l,dxn)> )
i=1 Ao Aq An
(24.4)
Beweis. Wir zeigen das Theorem nur fiir n = 1, der allgemeine Fall erfolgt dann durch
Induktion.

Der Beweis ist eine Anwendung von Theorem 21.15. Zunéchst stellen wir fest, dass nach
Lemma 24.7 das in (24.3) definierte Mengensystem # ein Halbring auf X, E; ist. Wir
zeigen zunéchst, dass die angegebene Mengenfunktion o-endlich auf H ist. Es gibt ndmlich
FEi1,Ep, € F; mit E;, T E;, i = 0,1 mit N(E0n> < 00, Iﬂ(m’o,Eln) <oo,n=1,2,...,20 € Ey
und sup,, ¢ g, K1(z0, E1n) =: Cp < 00. Damit ist u ® k1(Eon X E1n) < Cy - u(Eon) < o0 und
Eon X E1n 1 Eg x E7. Damit ist also p ® x1 auch o-endlich. Definiert man i auf H mittels
(24.4), so ist dies also eine o-endliche Mengenfunktion.

Wir zeigen nun, dass i o-subadditiv und endlich additiv auf # ist. Fiir Ay,..., A, € H
und A =J>2, A, € H ist wegen der o-Subadditivitéit von 1 (zo,.) fir alle zg € Ey

i(A) = / u(dzo) / 1 (0, ) a0, 1)

< (dzxg) | ki(xo,dz1)la, (x0,21) = a(Ay).
nz::l/,uo/lolA01nZ::1M

Analog zeigt man die endliche Additivitdt. Nach Lemma 21.4 ist g damit o-additiv. Aus
Theorem 21.15 folgt nun, dass es genau eine Erweiterung von 1 auf o(H) = @, o(H;) gibt,
welche die im Theorem angegebene ist. O

Wir beschéftigen uns nun mit dem in Theorem 24.11 definierten MaSf.

Theorem 24.12 (Satz von Fubini). Seien (E;, F;), p, ki und p @, k; wie in Theo-
rem 24.11. Weiter sei f : Xj_y E; — Ry messbar beziiglich @;._, F;. Dann gilt

/fd(/i®/ﬁ) = /Mda:@(/m(xl,dxz) (/nn(xo,...,xn1,dajn)f(a:0,,,_7xn)> )
i=0
(24.5)
Diese Gleichheit gilt auch, falls f: Xy E; — R messbar ist mit [ |f]d(u R, ni) < 00.

Beweis. Betrachte die Mengenfunktion g auf @7, F;, gegeben durch

ﬁ:Ar—>/u(dﬂzo)</lﬁ;1(x1,da:2)~- (/Hn(ﬂfo,...,l‘n_l,dﬂfn)lA(w‘o,...,:L‘n)>”').

Man sieht, dass p auf H aus (24.3) mit p @, &; iibereinstimmt. Da H schnittstabil ist, folgt
die Gleichheit (24.5) fiir Indikatorfunktionen wegen Proposition 21.10. Mittels Linearitét des
Integrals erweitert man (24.5) zunéchst auf einfache Funktionen und dann mit Monotonie auf
beliebige, nicht-negative, messbare Funktionen. Man beachte hierbei, dass alle vorkommenden
Integranden nach Lemma 24.10 messbar sind. O



24.3 MafBe und Integrale 245

Korollar 24.13 (Produktmafle). Sei E = X!, E; und H; C 2P ein Halbring, i =
1,...,n, sowie p; : H; — Ry o-endlich und, o-additiv, i = 1,...,n. Dann gibt es genau
ein Mafy pi1 ® - -+ ® pi, auf Qi_y o(H;) mit

1@ @ pp(Ar X - X Ap) = pn(Ar) - (An). (24.6)

Fiir eine Funktion f : E — Ry und jede Permutation m auf {1,...,n} gilt dann

/fdm@--'@un—/(---(/f(xl,---,xn)unu)(dwm))-“)Mﬂn)(d%(n))-

Diese Formel gilt auch fir f: E — R, falls [|f|dp @ -+ ® py, < 00.

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus Theorem 24.11 und Theorem 24.12, wenn man
Ki(xo, ..., xi—1,.) = pi(.) fiir alle g, ..., z;—1 setzt. O

Definition 24.14 (Endliches Produktmaf). Betrachte dieselbe Situation wie in Korol-
lar 24.13. Dann heifit das eindeutige Maf$ p11 ® -+ - @ uy, aus Korollar 24.13 das Produktmaf
der pi,..., tn. Wir schreiben auch

n
Qs = 15+ 5
=1

Gilt (E;, Hi,pi) = (Fo, Hi, po), @ = 1,...,n, sind also alle Rdume gleich, so bezeichnen wir
es auch mit

Beispiel 24.15 (Mehrdimensionales Lebesgue-Maf3). 1. Sei A das ein-dimensionale
Lebesgue-Ma auf B(R) aus Proposition 21.17. Dann heifit A®? das d-dimensionale
Lebesgue-Maf.

2. Sei f:R? — R gegeben durch

LY

f(%y):m-

Dann ist fiir jedes x € R

/kuwﬂawza

da f(x,.) € £LY(A\) und f(z,y) = —f(x, —y). Also gilt insbesondere

[ aao( [ xansen) = [ Man( [adnsen) <o

allerdings ist |f| nicht nach A®2? integrierbar, weil f in (0,0) eine nicht integrierbare
Polstelle besitzt. Wie dieses Beispiel zeigt, muss man mit Mehrfachintegralen aufpassen.
Insbesondere folgt aus der Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale nicht, dass
der Integrand integrierbar ist.

Wir erweitern nun die partielle Integration aus Theorem 8.30 auf mehrdimensionale Integrale.



246 24 Produktridume

Pr0p0s1t10n 24.16 (Partielle Integration). Es seien f,g € CYRY) so, dass
8g;jg7fax . fg € LY(\Y). Dann gilt

d)\d / 799 N,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

oh

d_ 24.
5z N =0 (24.7)

fiir b € CY(A?) mit b, 22 € L1(AY).

Ist dies nédmlich bewiese]n, folgt die Behauptung mit der Wahl h = fg.

Sei zunéichst h = 0 auflerhalb K := {z : |z;| < R} fiir ein R > 0. Wir zeigen (24.7)
durch Induktion nach d. Fiir d = 1 muss j = d sein und dann folgt die Behauptung nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Gilt (24.7) fiir ein d, zeigen wir die
Behauptung nun fiir d + 1. Ist 7 < d, folgt mit Fubini

Oh oh(z,x
[ ppaxtet = [ [ P S g)rangn) = [ var(dngen) =0

Fiir j = d 4 1 ist wieder nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

81. )\d—i—l // 8h .I' derl d$d+1))\ (&) _ /Od)\d(d.’ﬂ) =0.
J

Im allgemeinen Fall wihlen wir ¢ € CI(IR7 [0,1]) mit 1_1 1) < ¢ < 1_99 und bemerken,
dass © — @(ex;)h(xz) die Voraussetzungen von oben erfiillt. Damit gilt mit majorisierter
Konvergenz

oh(z) , Oh(x)

a.%'j d*_il—% (p(ng) aa;j dz
~ 1ty [ 0 #lEni (@) - JEEEETE
= il_rg% Z@(smj)h(x)da? =0

O]

Definition 24.17 (Normalgebiet). Eine Menge E C RY heifit ein Normalgebiet basierend
auf Funktionen ai,...,aq,b1, ...,bq, wenn

E={z:a1 <z <bj,a(x1) <z < bo(xr),a3(x1,x2) < 3 < bz(x1,22), ...,

ag(1, .., xag—1) < xq < bg(x1,...,xq-1)}-

Proposition 24.18 (Integration iiber ein Normalengebiet). Sei E ein Normalengebiet
und f: E — R messbar. Ezistiert fE z)dzx, so gilt

b1 bz bd L1ye-yTd— 1)
/f dx—/ / / f(z1,...,xq)dzg - - - dxy.
5q(1,05Tq—1)
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Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 24.13. O

Beispiel 24.19 (Inhalt eines Kreises, eines Kegels und einer Kugel). 1.
Bekanntermaflen ist der Inhalt von B;(0) C R2 gerade w. Dies berechnen wir
nun mittels des Satzes von Fubini, Proposition 24.18. Der Vollkreis Bj(0) ldsst sich
schreiben als

Bi(0)={(z,y): -1 <z<1,—V1—-22<y<+1-22}

Es ist

d 222 1 1—a2?2—22+1
—xv1— 22+ arcsin(z) = V1 — 22 — + = =2v1— a2
dz (z) 2V/1— 22 V1 — a2 V1—22

und damit

A2(B1(0)) = /131()(93y (z,y) // 1dydx=/_112mdx

=2x\1—22+ arcsm(x)‘

z=0

Vz22—z2 V222222
/ / 1dydx =k / / 1dyda’
—z Vz22—z2 VZ22—g222
—V1=22
y y/Z 2 / / 1dy/dl‘/ — 227['.

2. Wir betrachten die Menge

E={(r,y,2):0<2<1,—2<ax <z —Vz22—22 <y<Vz2—2?},

also eine Teilmenge eines Kegels. Hier ist

1 1 -
W(E) = [ )= [ o=

Genauso zeigt man

3. Nun betrachten wir die Kugel im R3
K={(z,y,2) : 2 + > + 22 <1} = {(z,y,2) : 2* + y* < 1 — 2?}.
Dann ist
! a7

1
M(K) = /1 N(B =5(0))dz = w/ (1—2%dz = 5

-1

4. BEs liegt nahe, den Zusammenhand zwischen A\?(B1(0)) und A\*(B;(0)) zu verallgemei-
nern. Sei hierfiir ag := A%(B1(0)). Dann gilt sicher A\%(B,(0)) = r¢A%(B;1(0)). Hiermit

schreiben wir

wﬂzxﬂwawnzj

-1

™
Z=CO0Ss .
=% ad/ sin®*! pdo .
0

1

1
M(B r=z)dz = ad/ (1—2%)%2dz
—1
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Nun ist mit partieller Integration
" . d—1
Bar1 = / sin™ pdp = d/ cos” psin® " pdp = d(Ba—1 — Ba+1),
0 0

also Bg+1 = #‘llﬁd_l mit Sy = m, B = 2. Daraus folgt

— Hk d un, eradek
5 %.i...ddlﬂ:ﬂw, d gerade,
% . % e %12 = 2%, d ungerade.
Damit ist
ag=op- 2.2 _op .8, 1By
aq ad—1
d/2
B (27T)d/2nk<d+11geradek = @2 om0 s d gerade,
20m) = a@T = gz 1o 4 ungerade
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Teil VI
Das Lebesgue-Maf3 auf B(RY)

In dem nun folgenden Teil der Vorlesung wenden wir Gelerntes auf das in Proposition 21.17
konstruierte Lebesgue-MaB A\? auf B(R?) an. Wir erinnern daran, dass dies das einzige Maf
auf B(RY) ist mit

d d

/\d<H(ai, bi]> = T - a) (24.8)

i=1 i=1

fir alle aq,...,aq,b1,...,b5 € Q mit a; < b;,7 = 1,...d. Fiir Integrale beziiglich des Lebesgue-
Mafes gibt es mehrere Schreibweisen. Sei f : R? — R messbar. Falls A%[f] existiert, schreiben
wir

AU f] :/fdAd:/f(x)Ad(dw) Z/f(@“)dx
:/f(ml,...,a:d))\d(da?h---7d95d)
:/f(ml,...,:Ed)d(m,n-,iﬁd)

:/.../f(zl,...,md)dxl eedxg.

In diesem Abschnitt geht es um Rechenregeln dieses Integrals. Vor allem sind das die Trans-
formationsformel, Theorem 25.13 und der Satz von Gauss, Theorem 27.11. Letzteres Theorem
erfordert, dass wir neben A? auch noch das Integral auf Untermannigfaltigkeiten des R? defi-
nieren, wozuAbschnitt 26 vorgesehen ist.

25 Eigenschaften

Wir kommen nun zu wichtigen Eigenschaften des Lebesgue-Mafles bzw. des Lebesgue-
Integrals. In Abschnitt 25.1 geben wir Charakterisierungen von Nullmengen, bschéftigen
uns dann mit der Translationsinvarianz in Abschnitt 25.2. Schliefllich folgt die fiir konkre-
te Rechnungen wichtige Transformationsformel in Abschnitt 25.3. Dies ist die Erweiterung
der Integration durch Substitution aus Theorem 8.32 auf mehrdimensionale Integrale.

25.1 Nullmengen

Fiir das Lebesgue-MaB A\ : B(RY) — R, ist eine Nullmenge eine Menge N € B(R?) mit
A(N) = 0. Aus der Konstruktion des #ufieren Mafles in Theorem 21.15 wissen wir auch, dass
wir fir N’ ¢ B(RY) das MaB8 A(N’) = 0 definiern kénnen, wenn es N € B(R?) gibt mit
N’ C N. In diesem Abschnitt erhalten wir weiter eine geometrische Anschauung von solchen
Nullmengen.

Lemma 25.1 (Offene Mengen als Vereinigung von Wiirfeln). Sei A C R? offen (in
der euklidischen Topologie). Dann gibt es kompakte (oder halboffene) Wiirfel W1, W, ..., die
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héchstens Randpunkte (keine Punkte) gemeinsam haben mit A = J;2; W,,. Auferdem gilt
X(A) =Y M),
n=1

Beweis. Wir definieren im Falle von halboffenen Wiirfeln
n n+1
ve= {( "] ey,
k" 2 (25.1)
Wi = {v1 XX Vi Vi Vo € Vi)
Dann haben W7 € Wy, Wy € Wy mit £ > k entweder keine Punkte gemeinsam oder es ist
Wo C W1. (Im Falle von kompakten Wiirfeln gibt es hochstens Randpunkte gemeinsam.) Wir
definieren nun iterativ
Wiu = {WEWk:WgU},
Wisrv i={W € Wy : W CUW Z W fiir alle W' € Wy}

Dann ist nach Konstruktion A = [J32 UWeWk » W, woraus die erste Behauptung folgt. Fiir

die zweite Behauptung ist zunéchst per Definition klar, dass A4(W) fiir einen Wiirfel W nicht
davon abhéngt ob der Wiifel halboffen oder kompakt ist. Deshalb schreiben wir im Falle von
halboffenen Wiirfeln mit monotoner Konvergenz

A(U) = N [1y] = Ad[z 1Wn} =3 M) = M)
n=1 n=1 n=1

und die Behauptung folgt. d

Theorem 25.2 (Charakterisierung von A\’-Nullmengen). Sei N C R?. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

1. N ist eine \%-Nullmenge.
2. Fiir jedes € > 0 gibt es eine offene Menge A D N mit \(A) < .

3. Fir jedes € > 0 gibt es eine abzihlbare Familie W1, W, ... von (kompakten) Wiirfeln mit

N C 61 W, und ilAd(Wn) <e.

Beweis. 1.=2.: Wir wissen, dass A% als Einschrinkung des #ufieren MaBes u* auf B(RY)
entsteht, wobei p* die einzige Fortsetzung einer Mengenfunktion auf dem Halbring H der
halboffenen Wiirfel entsteht; siche Theorem 21.15 und Lemma 25.1. Es gibt also halboffene
Wiirfel Wy, Wa, ..., die N iiberdecken und Yo% A (W,,) < . Wir vergréBern Wiirfel W, an
den abgeschlossenen Seiten zu einem offenen Wiirfel Wn 2> W, mit )\d(Wn \ W) < e27™
Dann ist Wh Wg, ... eine offene Uberdeckung von N mit

DS ON W) < DTN (W) +e27 < 2.
n=1 n=1



25.2 Translationsinvarianz 251

Mit A :=J;2, W,, folgt die Behauptung.
2.=3.: Dies folgt direkt aus Lemma 25.1.
3.=1.: Wegen der o-Subadditivitit von A% gilt

M(N) < i AP, < e
n=1

Daraus folgt bereits A4(N) = 0. O

Korollar 25.3 (Bilder von Nullmengen sind Nullmengen). 1. Sei ¢ : R? — R
Lipschitz-stetig und N eine \*-Nullmenge. Dann ist auch ©(N) eine \e-Nullmenge.

2. Sei N eine \*-Nullmenge und XS CY(O,R?) fiir eine offene Menge U O N. Dann ist
auch o(N) eine - Nullmenge.

Beweis. 1. Wir definieren 7o (z,y) := max;=; g |z; — y;|. Dann ist ro eine Metrik auf R?
und es gibt 0 < ¢ < C, so dass ¢z — y| < 7oo(z,y) < Clz — y|. Insbesondere ist die Funktion
¢ auch Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Konstante L) beziiglich 7. Weiter sind offene Biille
beziiglich r., gerade offene Wiirfel mit derselben Seitenlédnge. Wie wir aus dem Beweis von
Lemma 25.1 wissen, kénnen wir die offenen Wiirfel aus Theorem 25.2.3 so wéhlen, dass sie
Bille beziiglich 1. sind. Es gibt also eine offene Uberdeckung Wy =z, + (0,51)d,W2 =
25+ (0,2)%, ... mit offenen Billen von N und Y%, M (W,,) < e.

Fiir den offenen Ball W = z + (0,)? beziiglich ro, mit Seitenlinge ¢ > 0 ist wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von ¢ gerade ¢(Q) C ¢(z)+ Loo(W —2). Nun ist W), = o(z,,) + Loo (W), —
z,), n = 1,2, ... eine Uberdeckung von ¢(N) mit

i MW < Loo i M (W) < Loce.

n=1 n=1

Daraus folgt nun, dass ¢(NV) eine Nullmenge ist.

2. Nach Lemma 25.1 und Theorem 25.2 gibt es abzéhlbar viele kompakte Wiirfel Wy, Wa, ... C
U, die N iiberdecken. Nun ist p|w, € C'(W,,R?) nach dem Schrankensatz, Theorem 15.8,
Lipschitz-stetig. Also ist @(N NW,) nach 1. eine A\?-Nullmenge, also auch

A(p(N)) = )\d<<p( G NN Wn>> < i)\d(go(N AW,)) = 0.
n=1 n=1

25.2 Translationsinvarianz

Wir erinnern an Beispiel 21.26, in dem wir die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles
gezeigt haben. Wir zeigen nun in Proposition 25.8, dass Vielfache des Lebesgue-Mafles die
einzigen translationsinvarianten Mafe auf B(R?) sind.

Definition 25.4 (Translationsinvariante Maf3e). Sei p ein Mafi auf (R?, B(R?)). Dann
heifst u translationsinvariant, falls p(z + A) = u(A) fir alle z € R A € B(R?).



252 25 FEigenschaften

Beispiel 25.5 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles). Das d-dimensionale
Lebesgue-Mafi A\¢ ist translationsinvariant.

Denn: Fiir z € RY sei p,(A4) = X(z + A) fir A € B(RY). Ist A = Hf 1 (@i, b] fiir
ai,...,aq,b1,...,bg € R mit a; < b;,i = 1,...d, so gilt pz(A) = A\"(A) wegen (24.8). Des-
halb stimmen A% und p, auf einem schnittstabilen Erzeuger von B(R?) iiberein und deshalb
gilt A = 11, wegen Proposition 21.10. Mit anderen Worten ist A\4(z + A) = u(A).

Lemma 25.6 (Nullmengen translationsinvarianter Maf3e). Sei i ein translationsinva-
rientes, von innen beziglich des Systems kompakter Menge requlires Maf$ auf (R™, B(R™)).

1. Ist H=H;.:={x e R" :2; = ¢} firi=1,...,d und c € R. Dann ist p(H) = 0.

2. Ist U offen, U D E € B(R?) und f € C°(U,R?) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L. Dann gilt
p(f(E)) < Lu(E).

3. Ist insbesondere f € CO(R?,RY) Lipschitz-stetig und u(N) = 0, so ist auch p(f(N)) = 0.

Beweis. 1. Sei @ = [0,1)™ und G = @ N{z : z; = 0}. Wegen der Regularitdt und der
Translationsinvarianz kénnen wir fiir si,..., sy C [0, 1] paarweise verschieden

Zus]e +G) = (Usje +G)<M(Q) 00
schreiben. Da N beliebig grofl war, gilt also u(G) = 0. Die Behauptung folgt nun aus

pH) =p( | +ztG)= Y wG)=o.

x€Z™ ,x;=0 x€eZ™ ,x;=0

2. OBdA ist u(E) < oo (sonst ist die Aussage klar). Angenommen, es gilt u(f(E)) > Lu(E).
Da 1 von innen beziiglich des Systems kompakter Menge regulir ist, gibt es eine kompakte
Menge K C E mit u(f(K)) > p(K). Sei € > 0. Da K mit endlich vielen Quadern @ mit
Kantenlénge ¢ > 0 iiberdeckt werden kann, gibt es damit auch einen Quader Q.(z) = z +
[0,6) C U mit

u(f(Q=(2))) > L(Qx ().
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit ist jedoch |f(z) — f(y)| < Lz —yl, also f(Q:(z)) € Qr=(f(z))

und damit
p(f(Qc(@)) < p(Qrac(f(2))) = Lp(Qe(2)),

wobei die letzte Gleichheit aus der Translationsinvarianz von p folgt. Dies ist jedoch ein
Widerspruch und die Aussage folgt. 3. folgt sofort aus 1. und 2. O

Beispiel 25.7. Sei 4 € R™¢ und H := {z € R?: (Az); = c}. Dann ist \%(H) = 0.

Proposition 25.8 (Translationsinvariante Mafle auf R?). Sei u ein Maf auf
(R4, B(R?)). Dann sind dquivalent:

1. p=c- X\ fiir c= p([0,1]%).

2. w ist translationsinvariant und von innen beziglich des Systems kompakter Mengen (C
R?) regulir.
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Beweis. 1.=2.: Dies folgt sofort aus Beispiel 25.5.

2.=1.: Sei QQ = H‘ij:l(ai,bi] fir aq,...,aq,b1,...,0¢ € Q mit a; < b;,¢ = 1,...d. Wir miissen
zeigen, dass u(Q) = ¢ - A4(Q) gilt. Wegen der Eindeutigkeit der MaBfortsetzung folgt dann
die Behauptung. Sei n grofl genug, so dass nay, ..., nagq, nby, ...,nbg € Z. Dann gilt

nbi nby

3

b;

d
1
H U ﬁkzakz“rl]: U U H k,,k—i—
i=1k;=n k1=na1 kq=naq i=1
Wegen der Translationsinvarianz von p ist nun
d d
(@) = n*u(E0, 04 [T = ai) = u((0, 1) TJ(b: = as) = ([0, 1)1(Q)-
i=1 i=1
Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 25.9 (Darstellung invertierbarer Matrizen). Sei A € GI(R,d). Dann gibt es
Als...; Aq und orthogonale Matrizen S, S, so dass A= S, DS, mit D = diag(A1, ..., Ag)-

Beweis. Die Matrix A A" ist symmetrisch und hat damit d reelle Eigenwerte. Ist z ein Eigen-
vektor zum Eigenwert X, so gilt Mz, z) = (AA" z,z2) = (Az, Az) > 0, woraus A > 0 folgt.
Also ist fiir eine orthogonale Matrix 7 und eine Diagonalmatrix D mit positiven Diagonal-
eintragen a B

Wir setzen §1 = égg_l, also

T _ —1T 4T -1 __
élél_g iéé!g —gd

und damit S orthogonal. Weiter ist S

gT orthogonal und es gilt

8,DS,=ALD'DT' = A

Daraus folgt die Behauptung. O

Proposition 25.10 (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Integrals). Sei A € R4 ynd
AE ={Azx:x € E}. Dann gilt

N(AE 4+ z) = ¢ \Y(E)
firz € R und ¢ = )\d(é[(), 1]9). Ist aufSerdem A sogar orthogonal, so gilt )\d(éE—i—g) = \(E).

Beweis. Wegen der Translationsinvarianz von A\¢ ist oBdA z = 0. Ist A nicht invertierbar, so
folgt die Behauptung aus Beispiel 25.7. Ist A invertierbar, so definieren wir

u(E) = M(AE).

Dann gilt
wz+E) = Az +
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wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals. Aus Proposition 25.8 folgt nun
AN(AE) = c- M(B)

fir £ € B(R?) und ¢ = A (A[0,1]¢) und damit die erste Behauptung. Fiir die zweite Be-
) =

hauptung benutzen wir éB? B1(0), falls A orthogonal ist. (Hierzu berechnet man

|Az||s = (Az, Az) = (z, A" Az) = ||z||2.) Also gilt
A(A[0,1]7) - M(B1(0)) = A(A[0,1]7) - AY(AB1(0)) = A(B1(0)),

also A%(A[0, 1]%) = 1. Daraus folgt nun auch die zweite Behauptung. O

25.3 Transformationsformel

Ziel der Transformationsformel ist die Erweiterung der Integration durch Substitution (siehe
Theorem 8.32) auf mehrdimensionale Lebesgue-Integrale. Ist ¢ € C'(I,J) (und I und J
Intervalle) und ¢ eindeutig umkehrbar (insbesondere also p(I) = J), so gilt

[ et W @lds = [ sy

(Man bemerke, dass es hier erlaubt ist, dass ¢ monoton féllt.) Offenbar erweitert Theo-
rem 25.13 dieses Ergebnis. Wir beginnen mit einer Folgerung aus Proposition 25.10.

Korollar 25.11 (Lineare Transformationsformel). Sei A € R¥?. Dann gilt fir E €
B(RY)

AN(AE + z) = |det(A)] - \(EB).
Insbesondere gilt: Since x, ...z linear unabhdingige Vektoren. Dann ist das Volumen des von

diesen Vektoren aufgespannten Parrallelotops |det(A)|, wobei A) die Matriz mit Spaltenvek-
toren q,...,Z .

Beweis. Die Behauptung ist fiir orthogonales A bereits in Proposition 25.10 gezeigt, da in
diesem Fall |det(A)| =1 gilt. Andernfalls gilt es s noch zu zeigen, dass A(A[0, 1]%) = |det(4)].
Ist det(A) = 0, so folgt die Behauptung aus Beispiel 25.7. Anderfalls verwenden wir Lem-
ma 25.9 und schreiben fiir orthogonale Matrizen §1,§2, und eine Diagonalmatrix D mit
Diagonaleintriagen Aq,...,A\g >0

M(A[0, 1]7) = X(S, DS, [0,1]7) = A(DS,[0,1]%) = A%(D[0, 1]%) - A%(S,[0,1])
= AY([0, Ad] x -+ % [0, Ad]) - A%([0,1]%) = det(D)AY([0, 1)) = [det(4)] - A*([0,1]).

Fiir die letzte Behauptung geniigt es zu sehen, dass das Parallelotop, das von z, ...,z auf-
gespannt wird, gerade A[0, 1]¢ ist. O

Lemma 25.12 (Infinitesimale Transformationsformel). Sei E C R? offen, z € E und
fFE - R mit D f(z) invertierbar. Weiter seien W, Wiirfel mit Seitenlinge r, so dass
xz € Wy, r>0. Dann gilt

X(FW,)
XI(VT,)

|det D f(z)].
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Beweis. OBdE ist z = f(x) = 0. Wir betrachten zunéchst den speziellen Fall D f(z) = E

J &
Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt dann

JEA] JE]
Seir; | 0und € > 0. Fiir z € W,, und j grof§ genug gilt dann
1f (z) — || <ellz|] <ery

und damit

)\d(WT‘juf?E)) S Ad(i(WT])> S )\d<WT‘j(1+26))7
also

M(f (W)

(1- 2E)d = )\d(er)

< (1+2¢)?
Die Behauptung folgt nun mit j — co und € — 0.
Im allgemeinen Fall betrachten wir g = D f(0)~!- £, also D g(0) = E ,. Mit Korollar 25.11
folgt dann
MN(fW:))  XUDf(0) - g(W;)) X (g(W) 0

MW W) = 1det(R L) a3 | det(D £(0))]-

O

Theorem 25.13 (Transformationssatz). Seien E, E' C R? offen und ¢ € CY(E,E') ein
Diffeomorphismus. Ist f nach B(RY) messbar, so gilt

ﬂ@m=/fwmwmeﬂWMm
E’ F

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir f = 14 fiir ein A € BRY) mit A C E’ zu zeigen.
Wie iiblich folgt das allgemeine Resultat durch Approximation mit einfachen Funktionen. Wir
behaupten nun die Gleichheit der zwei Mafle

p= ()N, v =] det(Dp()] - X (25.2)
Ist dies gezeigt, so folgt fiir A € B(RY)
[ tade = X3(4) = N(ple ™ (A)) = g™ () = vlg ™ (A)

2/1@1(A)(33)'|det(D90(fU))!dfC=/1gp(x)eA'|det(D90(fU))!de,

also die Behauptung. Nach Proposition 21.10 geniigt es, die Gleichheit der zwei Mafle p und
v aus (25.2) fiir einen schnittstabilen Erzeuger von B(R?) zu zeigen. Sei hierzu

c=UJws
k=1
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mit Wy, aus (25.1) die Menge aller (halboffenen) Wiirfel, wobei Wy, die Wiirfel mit Seitenlédngen
2k und Eckpunkten in 27%Z¢ sind. (Damit ist C schnittstabil und nach Lemma 25.1 ein
Erzeuger von B(R?).) Angenommen, es gibt W € C mit Seitenldnge r > 0 mit pu(W) # v(W).
OBdA gibt es also 0 < 6 < 1 mit (W) < Ov(W). (Im Fall von v(W) < Ou(W) erfolgt die
Argumentation analog.) Teilt man W in 2¢ Quader mit Kantenlingen /2, so muss es darunter
auch einen Wiirfel W, geben mit pu(Wi) < v (W;). Iterativ konstruiert man so eine Folge
von Wiirfeln Wy, Wy, ... mit Kantenldngen 71,73, ,... L 0 und pu(W,) < 0v(W,), n = 1,2, ...,
insbesondere also

lim sup (W)

n—o00 V( n)

<f<1. (25.3)

Sei nun z € (),2; W, und damit

lim H(Wn) = lim /\d(f(Wn»
noe y(W)  noveo [det(D ()] - M(W,)

=1

wegen der Stetigkeit von z +— D ¢(z) und Lemma 25.12. Dies widerspricht aber (25.3), woraus
nun u = v folgt. O

25.4 Beispiele

Beispiel 25.14 (d = 2, Polarkoordinaten). In Beispiel 16.11 haben wir bereits Polarko-
ordinaten betrachtet, also den Diffeomorphismus

‘{Mx(o,gﬂ) — R2\ {(2,0) : 2 > 0}
. (r, ) — (1 cos g, rsin ).

Die Jacobi-Matrix ist nach Beispiel 16.17

_ [cosp —rsing
Df(r’gp)_<sing0 rcosgo)

mit
det(D f(r, ) = 1

Ist also I ein Intervall und K; := {(z,y) € R? : \/22 + y2 € I} eine Kugelschale (etwa ist
I'=[0,1] und K; = B1(0)) und g € C(K,R) messbar, dann ist

27
/ g(m)dw:// g(r cos @, rsin p)rdedr. (25.4)
K 1Jo

Denn: Polarkoordinaten sind zwar nur fiir R? \ {(z,0) : £ > 0} definiert, diese Menge ist
jedoch nach Lemma 25.6 eine A\?-Nullmenge.
Wir geben nun ein paar Beispiele fiir die Berechnung mit Polarkoordinaten an.

1. Als Beispiel berechnen wir erneut den Inhalt des Kreises B,(0) wie in Beispiel 24.19.
Aus (25.4) lesen wir

/ 1d:1::/ / rdgpdr:27r/ rdr = 2*x
Bz(g) 0 -n 0

ab.
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2. Gegeben sei eine messbare Funktion z +— f(||z||2), also eine rotationssymmetrische
Funktion. Dann gilt

f(Hng)da;:/ i F([(rcosp,rsiny)||s)rdedr = 27r/f(r)7’dr. (25.5)
Kr IJ-n I

Insbesondere ist f genau dann iiber K integrierbar, wenn r — f(r)r iiber I integrierbar
ist.

Beispiel 25.15 (Polarkoordinaten in R?). Allgemeiner als oben kann man auch im R¢
Polarkoordinaten einfiihren. Dies geben wir hier nur skizzenhaft an. Wir definieren rekursiv

(in d)
Py(r,01) := (rcoser, rsing),
Bd—l—l(’r’ P1Ly o5 de) = (Pd(’r? P1Ly o5 (Pd—l) * COS P4, 7 sin (Pd)

mit 7 € [0,00), 01 € (=7, 7), 92, ..., 4 € (—7/2,7/2). Nun berechnen wir die Jacobi-Matrix
von Py rekursiv als

DP; - cos — Py -sin
DPyq = ( d Pd d <Pd> '

sin ¢g, 0, ..., 0 7 COS Y4

Daraus ergibt sich rekursiv durch Entwickeln der Determinante nach der letzten Zeile (wegen
T%Pd = Pd>

det(DP, (7,1, ..., 0q0)) = —(—1)4(=1)4"Lrsin? pg cos?! pydet(DPy)

+ det(DP, (7, 1, ..., Pd—1) * 7 COS cpfl'H

= det(DP,(r,¢1, -, Pd—1) - rcos? 1 gy

Daraus und mit det(DP,(r, p) = r folgt
det(DPy (1,1, - pa)) = 1" cos” o1 - cos! g - cos? P gt

Ist nun z — f(||z||2) eine messbare Funktion, folgt damit genau wie oben mit K; = {x :
||z|| € I} fiir ein messbares I C R

/ f(‘l'"2)d$—/f(?”)7"d_ldr-/|cosocp1'--cosd_2 (pdilydgpdil...dsod
Ky I
1
:/f(r)rd_ldr'/ drd_ldr-/|Coso<,01---cosd_zgpd_lyd@d_l...dspd
/f r™tdr - d- A(Bi1(0 /f rtdr - d - ay (25.6)

mit ay aus Beispiel 24.19.4.

Beispiel 25.16 (Das Gauss’sche Integral). In Proposition 9.3 haben wir bereits den Wert

oo 1
/ e 2% dx = V21 (25.7)

—0o0
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mittels der I'-Funktion berechnet. Weiter haben wir durch parameterabhéingige Integrale in
Beispiel 16.8 dasselbe Integral erneut berechnet. Nun erfolgt eine dritte Berechnungsweise,
die vermutlich die einfachste der drei aufgezeigten Moglichkeiten darstellt. Wir schreiben mit
dem Satz von Fubini und (25.5)

o0 1 2 o0 ee} 1 oo 1 1 _
(/ e_§m2dx> = / / e 2 ) dydy = 27T/ e_irzrdcpdT = 2me 2" :;go = 2m,
—00 J —00 0

— 0o
woraus (25.7) folgt.

Beispiel 25.17 (Jacobi-Abbildung). Wir betrachten den Diffeomorphismus

_{]R+ x[0,1] —RZ
N (u,0) = (s,t) :== (u(l —v),uv),

bekannt als Jacobi-Abbildung. Diese Abbildung ist ein Diffeomorphismus und erfiillt f;(u,v)+
f2(u,v) = u. Thre Jacobi-Matrix ist

D f(u,v) = (1 —v _u>

v u

mit
det(D f(u,v)) = u.

Damit gilt fiir eine messbare Funktion ¢ : R? — R

J

falls eine der beiden Seiten existiert.

g(s,t)d(s,t) = / g(u(l —v),uv)ud(u,v),

2 R4 x[0,1]

Als Beispiel fiir diese Transformation betrachten wir die Beta-Funktion, sieche Abschnitt 9.1.
In Definition 9.1 und Lemma 9.2 haben wir gesehen, dass

1 x
/0 "1 — )y tdt = W (25.8)

mit
o0
[(z) := / t*le~tat
0

gilt. Um dies erneut einzusehen, berechnen wir mit Hilfe des Satzes von Fubini

00 00 00 1

I'(z)T'(y) :/ / syt T dsdt :/ / (u(1 — v))* Y (uw)? " te “udvdu
o Jo o Jo
o

1 1
= / uz+y_le_“du/ (1—v)* ¥ tdo =T(z +y) - / t*7 11 — t)vtdt,
0 0 0

woraus (25.8) folgt.
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26 Untermannigfaltigkeiten des R?

Eine (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit stellt man sich als eine (glatte) niedrig-
dimensionale Fliche in einem hoher-dimensionalen Raum vor, etwa also die zwei-dimensionale
Kugeloberfliiche im R3. Den Spezialfall von ein-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten haben
wir bereits in Abschnitt 17 als Kurven kennen gelernt.

26.1 Definition und topologische Eigenschaften

Wir werden in diesem Abschnitt drei verschiedene Arten und Weisen kennen lernen, wie
man Untermannigfaltigkeiten definieren kann. Siehe auch Tabelle 26.1. Vorher benétigen wir
jedoch einen weiteren topologischen Grundbegriff.

Definition 26.1 (Relativ- oder Spurtopologie). Sei (D,r) ein metrischer Raum und Op
die von r erzeugte Topologie sowie EE C D. Dann heifit die von r|gpx g erzeugte Topologie auf
FE die Relativtopologie oder Spurtopologie Ofp.

Lemma 26.2 (Charakterisierung der Spurtopologie). Sei (D,r) ein metrischer Raum
und Op die von r erzeugte Topologie, E C D, und O die Relativtopologie auf E.

1. Es gilt
Op={ANE:AecOp}.

2. Weiter ist
{ANE:A°€ Op}

die Menge der in Op abgeschlossenen Mengen.

3. FEine Teilmenge K C F ist genau dann kompakt beziiglich O, wenn K kompakt beziiglich
Op ist.

Beweis. 1. Fiir x € F und € > 0 gilt B.(x) N E = BE(x), wobei BF(x) der Ball um z mit
Radius € beziiglich 7|gx g ist, und B:(x) der Ball um z mit Radius ¢ beziiglich r.
C: Sei B € Op. Dann gilt

B=|J{Bf(x)c B} =|J{B:(z)NE: B:(x) N E C B} = J{B:(x) : B.(zx) N EC B}nE.

Damit haben wir B als Schnitt einer in D offenen Menge und E dargestellt.

D:Seix € ANE fiir ein A € Op. Dann gibt es ¢ > 0 mit B.(z) C A und damit ist
BE(z) = B.(x)NE C AN E. Es folgt direkt, dass AN E € Op.

2. Die in Of abgeschlossenen Mengen sind aus Definition

{B:B°cOg}={B:E\B=ANE fiirein Ac Op}
={B:B=F\Afirein A€ Op}
={A°NE:AcOp}={ANE:A°cOp}.

3. Sei K kompakt beziiglich Op und (A4;);cr eine (beziiglich Op) offene Uberdeckung von
K. Dann sind nach 1. die Mengen B; := A; N E € Opg,i € I. Dann ist offenbar (B;);cr
eine (in Og) offene Uberdeckung von K. Da K beziiglich O kompakt ist, gibt es J € I, so
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dass K C {J;c; Bj, also auch K C {,c; Bj € U;cs 4. Insbesondere hat die (in Op) offene

Uberdeckung (A;)icr eine endliche Teiliiberdeckung. Damit ist K kompakt beziiglich Op. Die
Riickrichtung zeigt man analog.
O

Fiir 0 < m < d bezeichnen wir im Folgenden
R = {z = (21,....,2q) ER?: 2y = --- = 2q =0} C R (26.1)
Diese Menge ist bereits der Prototyp einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkein im R¢.

Definition 26.3 (Differenzierbare Untermannigfaltigkeit). 1. Eine Menge E C RY
heifit m-dimensionale (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit von R, wenn es zu x €
E eine Umgebung U, von z (in RY) und einen Diffeomorphismus or Uy =V C R4
mit V' offen gibt, so dass o,(ENU,) = RF'NV. Die Abbildung ¢, heifit dann eine Karte
von E und E N U, ein Kartengebiet. Ist U, O E, so heifit ¢ eine globale Karte (und
E ist ein Kartengebiet). Eine Familie (ENUy)gep von Kartengebieten heifit Atlas von
E, wenn die Familie E iiberdeckt. (Existiert eine globale Karte ¢ von E, so ist E bereits
ein Atlas.)

2. Seien (E,0) und (E', O') topologische Riaume. Eine stetige, bijektive Abbildung~y : E —
E' mit stetiger Umkehrabbildung heiffit Homdomorphismus von E und E’. Gibt es eine
solche Abbildung, so heiffen E und E' homdomorph.

Beispiel 26.4 (Kreislinie und Ellipse). 1. Sei
E:={(x,y): 2" +y* =1} CR?

die Kreislinie. Dann ist E eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Denn: Sei (z,y) € E. OBdA ist y > 0 und wir setzen

U e {(@,y): —1<a2 <1,|\/1—(2')2—9y| <e}, fallsy+#0
)TV @ y) —1<y < LIWVI— ()2 —a/|<e}, fallsy=0

sowie
(@"y = 1= (2)?), fallsy#0
SD(.Z’7y)(x,’y/) = / / N2 ‘
{(y,a: - 1_(y) )a fallsy:O
Dann ist ¢, fiir alle (x,y) € E ein Diffeomorphismus. Aulerdem gilt

Qp(ac,y)(E N U(ac,y)) = (_17 1) X {0}

fiir alle (x,y) € E. (Man beachte, dass dies nun auch fiir y = 0 gilt.) Insbesondere ist
P(a,y) eine Karte. Weiter ist etwa (mit einer analogen Konstruktion im Falle y < 0) die
Familie (E N U(l,O)? EnN U(O,l)’ EN U(*I,O)’ EN U(O,fl)) ein Atlas von E.

Offenbar kann man E auch anders, ndmlich etwa mittels
E = {(cos(t),sin(t) : 0 <t < 7}

beschreiben.
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2. Wir betrachten fiir a,b > 0 die Abbildung

7 (@,y) = (az, by).
Dann ist (mit £ wir in 1.)

2 2
LY
1(B) = {(@y): 5 + 35 =1}
eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. Diese ist homtomorph zu F, und ebenfalls
eine Untermannigfaltigkeit— wie wir gleich zeigen werden — weil v ein Isomorphismus
ist.

Lemma 26.5 (Einfache Eigenschaften). 1. Sei E C R? eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, Uy eine Umgebung von x € E und ¢z : Uy — V C R? mit V offen, so
dass p.(ENUy) =Ry NV. Dann ist pz|pny, ein Homdéomorphismus von ENU, C E
(versehen mit der Spurtopologie O ) und RF* NV C R (versehen mit der euklidischen
Topologie O auf R?).

2. Sei E C RY und v : RY — R? ein Isomorphismus. Dann ist E genau dann eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn ((E) eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit ist.

Beweis. 1. ist klar, da der Diffeomorphismus ¢, stetig ist und eindeutig umkehrbar ist. Damit
ist auch die Einschréankung ¢.|gny, stetig und umkehrbar.

2. Sei E eine m-dimensionale U}ltermannigfaltigkeit und z € E. Weiter sei Uy, ¢, und V
wie in Definition 26.3. Dann gilt mit @,(,) 1= ¢z 0 1!

%(g)(L(E) Ne(Us)) = @z 0 L_I(L(E) NeUs)) = pa(ENUg) =Ry N V.

Da ¢(U,) eine Umgebung von ¢(x) ist, ist also ¢(E) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Die Umkehrung zeigt man analog. O

Beispiel 26.6 (Untermannigfaltigkeiten). 1. Laut Definition ist klar, dass jede Menge
Ri* NV fiir eine offene Menge V' C R? eine Untermannigfaltigkeit ist. (Man wiihle
@, = id.) Ist weiter ¢ : R? — R? ein Isomorphismus, also t(z) = Az € Gl(d,R). Dann
ist {Axz: z € R'NV} fir jede offene Menge V' nach Lemma 26.5.2 eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

2. Der Graph der Abbildung «y : t — (sin(t),sin(2t)),0 <t < 27, E = {7(¢),0 < t < 27} ist
keine (ein-dimensionale) Untermannigfaltigkeit (von R?). (Siehe auch Abbildung 26.1.)
Denn: Angenommen, F wire eine Untermannigfaltigkeit. Dann miisste es ein € > 0
klein genug und eine offene Menge V' C R? geben, so dass £ N B((0,0)) homéomorph
zu R(l) NV ist. Dies ist jedoch offensichtlich nicht moglich.

Lemma 26.7 (Kompakte Ausschépfung von Untermannigfaltigkeiten). Sei E C R¢
eine (m-dimensionale) Untermannigfaltigkeit und Op deren Spurtopologie. Dann gibt es eine
Folge von K1, K>, ... C E kompakter (beziiglich Og) Mengen, so dass K; C K7, (wobei das
Innere von K11 in der Topologie Op gemeint ist) und ;- K; = E.
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Abbildung 26.1: Der Graph der Abbildung t — (sint,sin(2t)) ist keine ein-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R2.

Beweis. Sei
B={ENB.(z): ENB.(z) kompakt in R Q 3 ¢ > 0,z € Q¢}.

Dann ist B offenbar eine abzéhlbare Basis der Spurtopologie Op, also kénnen wir B =
{Bi, Ba, ...} schreiben. Wir setzen dann K; = Bj und iterativ K, = Uf;l B;, wobei k,
so gewdhlt ist, dass K, C K. O

Proposition 26.8 (Existenz eines abzihlbaren Atlas). Sei E C R? eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann g¢ibt es einen abzdhlbaren Atlas von E, d.h. es gibt D C FE
hichstens abzihlbar, Uy O {z} offen in R?, so dass U NE ein Kartengebiet ist, x € D und
EC Uge pUz.

Beweis. Es gibt fiir jedes € E eine (in R?) offene Umgebung U, so dass Uy N E eine
Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte ist. Wir werden nun die abzdhlbare Ausschépfung
von E aus Lemma 26.7 verwenden, um den abzéhlbaren Atlas von E zu konstruieren. Sei-
en also K1, K»,... € E kompakt (beziiglich Op) mit K, € K, ; und {J,~; K, = E. Es
ist (Ug N K} 1)zck, eine offene Uberdeckung von K, die also eine endliche Teiliiberdeckung
(UeNK; | 1)zep, besitzt, n =1,2,... OBdA sei nun D,, C D, 1. Mit der Hilfe dieser endlichen
Teiliiberdeckungen kénnen wir eine abzihlbare Uberdeckung (Uy)zep mit D = J22; D, kon-
struieren. Jede der Mengen U, N E hat eine globale Karte ¢,z € D, ist also ein Kartengebiet.
Somit haben wir einen abzédhlbaren Atlas konstruiert. O

Definition 26.9 (Zerlegung der Eins). 1. Sei (E,O) ein topologischer Raum und f :
E — R. Dann ist Tr(f) :=={f # 0} der Trager von f.

2. Sei E C R? eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Zerlegung der Eins von
E ist eine (abzihlbare) Familie von Funktionen hi, ho,... € C(E,[0,1]), so dass (i) es
fiir jedes x € E ein I, €N gibt mit hi(z) =0 fir i ¢ Iyx, und (ii) Y .oy hi = 1.

Sei weiter B C Og. Dann heifit (hp)n=12, dem Mengensystem B untergeordnet, wenn
es fir alle n ein B € B gibt mit Tr(h,) C B.



26.1 Definition und topologische Eigenschaften 263

Beispiel 26.10 (Zerlegung der Eins auf der Kreislinie). Sei
E={(z,y): 2% +y*> =1} = {(cos(t),sin(t) : 0 < t < 7}

die Kreislinie aus Beispiel 26.4. Wir haben bereits gesehen, dass B = {ENU4 oy, ENU(g,1), EN
Ui—1,0), ENU,—1)} eine Uberdeckung von F ist. Wir geben nun eine B untergeordnete Zer-
legung der Eins auf E an. Hierzu setzen wir (wobei wir ¢ und ¢ + 27 identifizieren)

hk(cos(t)v Sln(t)) = COS2(3t) ’ 1t€(k7r/6,(k+2)7r/6)a k=1,3,571,911,
hk(COS(t), Sll’l(t)) = Sin2(3t) ’ 1t€(k7r/6,(k’+2)7‘r/6)7 k=0,2,4,6,8,10.

Es gilt némlich etwa {ho > 0} C Uy ¢y sowie ) h; = 1 nach Konstruktion.

Lemma 26.11 (Existenz der Zerlegung der Eins bei Untermannigfaltigkeiten). Se:
E C R? eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und B eine offene Uberdeckung von E.
Dann gibt es eine B untergeordnete Zerlegung der Fins von E.

Beweis. Wir beweisen zunichst folgende Behauptung:

Sei O € O und z € O. Dann gibt es ¢, 0 € C(E,[0,00)) mit ¢z o(z) > 0 und
{y: vz0(y) >0} CO.

Sei hierzu ¢ klein genug, so dass E N B:(z) C O. Weiter definieren wir einfach

{E — [0,00)
Pr,0 * y = (e —r(z,y))".

Nach Konstruktion ist dann klar, dass {y : ¢(y) > 0} = En B:(z) C O.

Nun seien K1, Ko, ... C E kompakt, so dasguzozl K,, = E (siehe hierzu Lemma 26.7). Wir
betrachten zunéchst K. Fiir x € B € B verwenden wir ¢, p aus obiger Behauptung. Es ist
{Trcp;’ p:r€Ki,Be B} eine offene Uberdeckung von K;. Da K; kompakt ist gibt es also
Jp endlich und xj € K1,Bj € B, so dass K1 C UjeJ Tr(,o;j’Bj.

Betrachten wir nun K5. Wie oben ist

{Thp;ijj cjeJipu {TW%B cx € Ko\ K1,B € B}

eine offene Uberdeckung, zu er es wegen der Kompaktheit von K, eine endliche Teiliiber-
deckung gibt. Fahren wir so fort, erhalten wir eine abzéhlbare Menge J C F und eine abzéhl-
bare Uberdeckung

Weiter haben wir die Uberdeckung so konstruiert, dass fiir jedes y € E nur endlich viele Werte
©z;,B;(y) positiv sind. Daraus folgt auch, dass

Y = Z SD@].,B].
jeJ

stetig (insbesondere endlich) ist. Nach Konstruktion ist aulerdem ¢ > 0. Damit folgt die

Behauptung, indem wir h; = %Z; i setzen. ]
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Normalenraum
Voraussetzungen | F = . Referenzen
Tangentialraum
TQ - Im(é)a
Graph E' CR™ offen, | {(z, f(2)): N, = Ker(A") Prop. 26.12,
— /
i c CI(E/,Rd m) x€eFR } fir A — gm Prop. 26.29
— \Lf@)
E' C R? offen,
f € CYE,R"),
Niveaumenge | ©. HED, (e T, = Ker(D f(a)) Prop. 26.14,
8| Dfla) e moxd|L € N, =Im((D f(a))T) | Prop. 26.31
fiir alle @ € F sur-
jektiv, m+n=d
E' C R™ offen,
7 € CY(E',RY), T, = Im(D~(z)),
Einbett Dy(z) fir alle () N, = Ker(Dy(z)T) | Prop- 2625,
e 127 B injek- | L “ =1 Prop. 26.33
tiv, £/ und y(E’) fiir a = y(z)
hom&omoprh

Tabelle 26.1: Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten. Siehe auch Theo-
rem 26.26.

26.2 Charakterisierungen

In Definition 26.3 haben wir definiert, was eine Untermannigfaltigkeit ist. Nun lernen wir
kennen, in welcher Form Untermannigfaltigkeiten auftreten kénnen, ndmlich als Graphen,
Niveaumengen und durch Einbettungen. Dies ist in Tabelle 26.1 zusammen gefasst; siehe
auch Theorem 26.26.

Proposition 26.12 (Graphen von Funktionen als Untermannigfaltigkeiten). Sei m-+
n=d, E' CR™ offen und f € C'(E',R") stetig differenzierbar. Dann ist E := {(z, f(z)) :
xz € E'Y CR? eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? und

JE' xR* —R?
N@y) e fe) -y
ist eine globale Karte von E. Insbesondere ist E auch ein Kartengebiet.

Beweis. Sei z € E’, also (z, f(z)) € E und ¢ wie angegeben. Dann ist

p(ENU) =¢(E)={(z, f(z) - f(x)) :z € '} = E' x {0}" =Ry’ N V.

Daraus folgen alle Behauptungen. O
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Beispiel 26.13 (Kreislinie 1). Seim =n=1,d =2, E' = (-1,1) und f : z — V1 — 22
Dann ist offenbar {(z,v1 — 2?) : z € E'} eine Untermannigfaltigkeit, ndmlich der Teil einer
Kreislinie im R?.

Proposition 26.14 (Niveaumengen als Untermannigfaltigkeiten). Sei m +n = d,
E' C R? offen und f € C'(E',R") stetig differenzierbar. Weiter sei E == f~'(c) C R? fir
¢ € R die Niveaumenge von ¢ unter f nicht leer, d.h. E # 0. Ist D f(a) € R4 fiir allea € E
surjektiv (d.h. rg(D f(a)) =n), dann ist E eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Sei a € E und Xo = Ker(D f(a)). Wegen der Surjektivitét von D f(a) € R™*? ist
dim(Xo) =d—nundesgibt y ,...,y € RY mit Yy = span(y,, ...y, ) und R? = span (X, Yp).
Dann ist sowohl D f(a)ly, als auch ¢ : X x Yy = R%, (z,y) — 2 + y ein Isomorphismus. Wir
betrachten g := f 0. Es gilt mit der Kettenregel

Dg(z,y) =D f(uz,y)) Dz, y),

also fiir (h, k) € Xo x Yp

Dg(z,y)(h, k) =D f(z +y)(h+ k).

Da D f(a)|y, ein Isomorphismus ist, ist D, g(z,y) : Yo — R invertierbar. Damit gibt es
=2/ Zy I\

nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Theorem 16.20, eine Umgebung V' x V' von (go,go)

und eine Funktion h € C*(V, V'), so dass

{(z,y) e Vx V' :g(z,y) = ¢} = {(z, h(z)) :z € V}.

Insbesondere ist (E NV) x V' der Graph von h|y, nach Proposition 26.12 also eine Unter-
mannigfaltigkeit. O

Die Eigenschaft, die x bzw. ¢ in der letzten Proposition erfiillen muss, fassen wir in folgender
Definition zusammen.

Definition 26.15 (Regulirer Wert). Sei E C R? und f € C*(E,R"). Dann heifst z € E
reguldrer Punkt von f, wenn D f(x) surjektiv ist. Andernfalls heifit z ein singulirer Punkt.
Sind fiir ein c € f(E) alle z € f~1(c) regulire Punkte, so heifit ¢ ein regulirer Wert von f.
Andernfalls heift ¢ ein singulidrer Wert von - B

Nun koénnen wir die Aussage von Proposition 26.14 mit Hilfe von reguléren Werten einfacher
formulieren.

Korollar 26.16 (Spezialfall regulirer Werte). Sei m +n = d, E' C R? offen und f e
CHE',R™). Ist c € R™ ein regulirer Wert von f, so ist i_l(g) (falls diese Menge nicht leer
ist) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beispiel 26.17 (Kreislinie 2). Seim =n=1,d=2, E' = (=1,1) und f : (z,y) — 22 + ¢?
sowie ¢ = 1 und E = {(z,y) : 2% + y? = 1}. Dann ist Vf(x,y) = (27, 2y), also insbesondere
fiir (z,y) € E surjektiv. Damit ist F eine Untermannigfaltigkeit, nimlich die Kreislinie in R2.
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Untermannigfaltigkeiten kénnen nach eben gesagtem als Graph einer Funktion oder als Ni-
veaumenge dargestellt werden. Wir kommen nun zu einer dritten Moglichkeit durch eine
reguldre Parameterdarstellung. Diese verallgemeinert die Darstellung einer Untermannigfal-
tigkeit durch einen Graphen.

Definition 26.18 (Regulidre Parameterdarstellung). Sei £/ C R™ offen und v €
CY(E',RY). Ist D~(z) € R™™ fir alle z € E' injektiv (d.h. rg(D~(z)) = m), so heifit ~
Immersion oder regulire Parameterdarstellung. Weiter heif8it dann E' der Parameterbereich
von v und y(E') die Spur von 7.

Zwei Immersionen v, € C' (B, RY) und Y, € CY(E5, R heifien dquivalent, wenn es einen
Diffeomorphismus 1 : Ef — Ey gibt mit v =, 0.

Bemerkung 26.19 (Kurven). In Definition 17.1 haben wir C!-Kurven als Abbildungen
v € CY(I,R?) fiir ein Intervall I C R definiert. Definition 26.18 verallgemeinert diesen Begriff
auf mehr-dimensionale Obkjekte.

Die Bedingung rg(D v(x)) = 1 bedeutet fiir Kurven, dass 7/(¢) # 0 gilt. Um zu verstehen,
was das bedeutet, betrachten wir die Kurve B

JIr=(-1,1) —R?
1 o (5, )

Offenbar gilt 7/(¢) = (3t2, 3t|t]), also ist 7 € C'(I,R?). Allerdings ist 7/(0) = (0,0) und somit
ist 7 keine Immersion. Weiter ist

() =A{(t,|t]) - =1 <t <1},

also wohl keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?. Die Bedingung rg(D y(z)) = m
in Definition 26.18 ist also essentiell dafiir, dass y(E’) eine Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung 26.20 (Graphen als regulire Parameterdarstellungen). Wir haben be-
reits in Proposition 26.12 regulidre Parameterdarstellungen kennen gelernt. Ist némlich f €
CY(E',R) fiir B’ C R™ offen (und m +n = d), so setzen wir v(z) = (z, f(z)) € R%. Damit ist
(D (vi(z))i=1,...,m = E_, also insbesondere rg(D y(z)) = m. Damit definiert jeder Graph eine
Immersion, und der Graph stimmt mit der Spur der Immersion iiberein. Insbesondere ist die
Spur der Immersion ein Kartengebiet.

Da wir bereits wissen, dass Graphen Untermannigfaltigkeiten sind, liegt es nahe, dass auch
Spuren von Immersionen ebenfalls Untermannigfaltigkeiten sind. Dies gilt jedoch nur lokal,
wie wir nun sehen werden.

Lemma 26.21 (Immersionen und Untermannigfaltigkeiten). Sei £/ C R™ offen und
v € CHE',R?) eine Immersion. Dann gibt es fir jedes x € E' eine Umgebung U, C E' von z,
eine Permutation P : R — R der Koordinaten, V. C R™ offen und einen Diffeomorphismus
[ U, =V mit P oq|uy =" o, fireiny* € CY(V,R%) und

7Y = W1 @), 7a(y).

Insbesondere sind v und v* dquivalent und l(Ué) ist eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit globaler Karte.
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Beweis. Wir ordnen die Koordinaten so um, dass die ersten m Zeilen von D~y(z) € Rdxm

linear unabhiingig sind. Betrachten wir also die Abbildung h = (71, ...,7m) € CL(E',R™), so
hat deren Jacobi-Matrix vollen Rang, ist also nach Theorem 16.15 lokal umkehrbar. Also gibt

es eine Umgebung U, von z, so dass V := h(U,) eine Umgebung von h(z) € R™ ist und
1 := h|y; € CY (U}, V) ein Diffeomorphismus.
Wir setzen nun 7* := vy o wil € CY(V,RY) (also ¢ o y* = v wie gefordert) und schreiben

Dy*(z) = Dy(y~ (x)) - DY~ (z) = Dy (2) - (DY(¥ ™ (),

woraus die Injektivitdr von D ~*(xz) folgt. Weiter ist
(27" (@)i)i=t1,..m = DY~ (2)) - (D¢ (@) = E,,

=\ =m

womit 7* die gewiinschte Form hat.
An der Form von v* sehen wir, dass

Y(U) =v"(V) ={(y, f(y) : y € V}

fir f = (Yat1,.-,7a). Insbesondere ist y(U;) der Graph einer Funktion und damit nach
Proposition 26.12 eine Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte, also auch ein Kartengebiet.
O

Beispiel 26.22 (Spur einer Immersion muss keine Untermannigfaltigkeit sein). In
Lemma 26.21 haben wir gesehen, dass fiir eine Immersion v : E/ C R™ — R? die Spur ~(E’)
zumindest lokal eine Untermannigkaltigkeit ist. (Schlieflich war ja nur behauptet, dass v(Uy)
fiir eine Umgebung U, von jedem z € E’, nicht jedoch, dass v(E’) eine Untermannigfaltigkeit
ist.) Dies ist auch nicht notwendigerweise der Fall wie wir bereits in Beispiel 26.6.2 gesehen
haben.

Definition 26.23 (Einbettung). Sei E/ C R™ offen und v € C'(E',R?Y) eine Immersion.
Dann heifit v eine Einbettung, wenn E' und y(E') homdéomorph sind.

Lemma 26.24 (Kartengebiete sind Spuren von Einbettungen). Sei ENU (mit U C R?
offen) ein Kartengebiet einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit E C R?. Dann gibt es
E' C R™ offen und eine Einbettung v € CY(E',R?) mit v(E') = ENU. Insbesondere sind
offene Untermannigfaltigkeiten mit einer globalen Karte S’j@uren von Finbettungen.

Beweis. OBdA sei ¢ : U — V C R? eine Karte (insbesondere ein Diffeomoprphimsus), also
e(ENU)=R{ NV. Wir schreiben nun

ROV = E x {0}4™
fiir ein £/ C R™ offen. Weiter setzen wir
JE - Re
Nz o~ e i(z,0).

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist v ein Homdomorphismus. Weiter ist fiir y € £ N U und

e(y) = (z,0)
DA(z) =D ¢ '(z,0).

z X
Letztere Matrix ist die d x m-Matrix, die aus den ersten m Spalten der d x d-Matrix fol(g, 0)
entsteht. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, miissen alle Spalten von D ¢~ *(z,0) linear un-
abhingig sein, also ist 7 eine Immersion und damit eine Einbettung. O
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Proposition 26.25 (Spur einer Einbettung als Untermannigfaltigkeit). Sei £/ C R™
offen, v € CH(E',RY) eine Einbettung und E := (E'). Dann gilt:

1. E ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

2. Ist E' C R™ offen, 7€ CHE',RY) eine weitere Einbettung mit YE') = E(E’), so sind
7 und 5 dquivalent.

Beweis. 1. Sei E = y(E') und a € E' mit y(a) = 2 € E C R?. Es geniigt zu zeigen, dass es
eine Umgebung U, von z gibt, so dass U N E eine Untermannigfaltigkeit ist.

Wie in Lemma 26.21 sei U] eine Umgebung von a. Da « ein Homéomorphismus ist, muss
auch V' := y(U,) 2 {z} offen in O, sein, also gibt es eine (in R9) offene Menge Uy, so dass
V' = U, N E. Insbesondere ist U, eine Umgebung von z (in R?). Weiter ist v(U.) = U, N E
nach Lemma 26.21 eine Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte. -

2. Sei nun 7 eine weitere Einbettung mit v(E') = ?(E’) Wir setzen ¢ = v~ 1o : E' — E’ und
bemerken, dass ¢ bijektiv ist. Als Verkniipfung von stetigen Abbildungen ist diese Abbildung
stetig. Wir miissen zeigen, dass  sogar stetig differenzierbar ist. Analog folgt dann, dass auch
¥~ stetig differenzierbar ist. Hierzu miissen wir zeigen, dass 4! stetig differenzierbar ist.
"~ Nach Lemma 26.21 gilt: Fiir a € E’ gibt es eine Umgebang U, und eine offene Menge
V' C R™ und eine Permutation der Koordinaten P (oBdA setzen wir P = id) und einen
Diffeomorphismus 1 : Uy — V mit y|y, = 7* o9 und 7* € C'(V,R%) wie im Lemma, also
7*(V) = 4(U,). Fiir die Projektion 7 : RY — R™ auf die ersten m Koordinaten gilt fiir y € V,
dass mo v*(y) = y oder (v*)"Nz) = n(z) fiir z € y(Uy,). Damit ist y~F =~ o (v*)"1(z) =
9—1 om(z) fiir x € U,. Dies ist offenbar eine stetig differenzierbare Abbildung. O

Wir fassen nun Proposition 26.12, Proposition 26.14, Lemma 26.24 und Proposition 26.25
zusammen.

Theorem 26.26 (Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten). Sei m+n =d
und E C RY. Es sind dquivalent:

1. E ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

2. Fiir jedes x € E gibt es eine Umgebung U, C Re, sowie E/g C R™ und eine Finbettung
v, € CH(E},RY) mit ENU, = y(E,).

3. Fiir jedes x € E gibt es eine Umgebung U, C R? sowie E’£ C R? offen und ix €
CH(EL,R™) mit Df (a) € R™ fiir alle a € E}, surjektiv und E N Uy = {f =0}

4. Fiir jedes x € E gibt es eine Umgebung U, C R?, eine Permutation der Koordinaten
P, E; CR™ offen und

Uz NE =P({(y,h(y) : y € Eg}

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass die Eigenschaft der Menge E eine Untermannigfaltig-
keit zu sein eine lokale ist, d.h. F ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn £ NU fiir
jede offene Menge U mit U N E # () gilt.

1.<2.: Siehe Lemma 26.24 und Proposition 26.25.
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1.=3.: Sei also £ C R eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und 2 € E. Nach Defini-
tion gibt es eine Umgebung U, C R? von z und einen Diffeomorphismus pr:Ug =V C R
mit o, (£ NUg) = Ry NV. Da ¢, ein Diffeomorphismus ist, gilt D ¢.(y) € Gi(d,R) fiir alle
y € Ug. Bezeichne mit , : R? — R" die Projektion auf die letzten n Koordinaten sowie
f,=mops € CY(U,,R™). Dann gilt Df (y) = (D; (@Q)j(g))i=1,...,d;j=m+1,...,d c R"*d. Da
D ¢, vollen Rang hat, ist rg(D f (y) = n, d.h. D f (y) ist surjektiv fiir alle y € U,. Weiter
gilt

{f, =0 ={mop, =0} ={p, eRF} ={p, €eRF NV} =ENU,.

3.=4.: Das ist klar nach Proposition 26.14. In der Tat haben wir dort im Beweis die Eigen-
schaft 4. gezeigt, und erst daraus geschlossen dass F eine Untermannigfaltigkeit ist. (Alter-
nativ zeigt man 2.=-4. mit Hilfe von Lemma 26.21.)

4.=-1.: Das ist klar nach Proposition 26.12. O

26.3 Tangential- und Normalenrdume

Um Untermannigfaltigkeiten beschreiben zu kénnen, fithren wir nun die Tangential- und Nor-
malenrdume ein. In einem Punkt x € E einer M-dimensionalen Untermannigfaltigkeit ist der
Tangentialraum der (m-dimensionale) Vektorraum aller Vektoren, die tangential zur Unter-
mannigfaltigkeit verlaufen. Das orthogonale Komplement heifit Normalenraum.

Definition 26.27 (Tangential- und Normalenraum). Sei E C RY. Ein Vektor xz € E
heifit Tangentialvektor an E im Punkt a € E, wenn es ein € > 0 und ein y € C'((—¢,¢), E)
gibt mat

7(0)=a, A(0) ==z

Weiter bezeichnen wir mit
ToE := {z € E Tangentialvektor an E in a}

den Tangentialkegel an E in a. Ist dies ein Vektorraum, heifit er auch Tangentialraum. In
diesem Fall heifst
N,E = (T,E)*,

das orthogonale Komplement von T,F, auch Normalenraum an E in a.

Ist £/ eine Untermannigfaltigkeit, stellt sich heraus, dass T, immer ein Vektorraum ist, der
Normalenraum also existiert.

Lemma 26.28 (Tangentialraum ist ein Vektorraum). Ist E C R? eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und a € E, so ist ToE ein m-dimensionaler R-Vektorraum.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst im Fall E = R{*NV fiir V C R? offen. In diesem
Fall ist fir a € F
T E =Ry

Ist ndmlich z € ToFE, so gibt es eine Kurve v : (—¢,e) — E, also z = 4/(0) €
andersherum z € R{*, so wéhlen wir y(t) = a + tz und sehen damit z = /(t) € ToE.
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Nun zum allgemeinen Fall. Hier gibt es eine Umgebung U von a, V C R? offen und einen
Diffeomorphismus ¢ : U — V mit o(ENU) = Rg' N V. Wir zeigen nun

T(ENU) = (Re(a)~ (RY),

C

woraus die Behauptung folgt. Ist némlich z € T,
7(0) = a,9'(0) = 2, so ist Dyp(a)z = D p(7(0))7'(0)
©(ENU) C Ry Ist andererseits z € (Dy(a))™!
tDp(z)) € o {RF*NV) = ENU. Weiter ist 7(0

(Dp(a))'Dy(z) =z, also x € To(ENU). -

Proposition 26.29 (Tangential- und Normalenraum bei Graphen). Sei £/ C R™
offen, f € CH(E',R¥™™) und E = {(z, f(z)) : z € E'} die m-dimensionale Untermannigfal-
tigkait aus Proposition 26.12. Dann ist fir a = (z, f(z)) € E und

P
= \Df(2)

der Tangential- und Normalenraum gegeben durch

T, = Im(A), N, = Ker(A").

Beuweis. Sei I ein Intervall und v € C'(I, E’). Dann ist 5 : ¢ — (l( ) i(l( )) ein Weg in E.
Wir withlen I = (—¢,¢) und 4* € CY(I, E) mit lj( ) =x+ 0, 1,5 =1,.

,m. Dann ist

(7)'(0) = ¢; + D, f(z).

Da dies fiir i = 1,...,m genau m linear unabhingige Vektoren in R? ergibt, und T,E eine
m-dimensionaler Vektorraum ist, spannen diese 1 E bereits auf. Diese Vektoren sind jedoch
gerade die Bilder Ae;, woraus die erste Behauptung folgt. Sei weiter y € Im(A), also y = Ay/
fiir ein y' € B’ und z € Ker(A"). Dann gilt

(z,y) = (2, AY) = 2T Ay =

Da dim(Ker(éT)) = n folgt die Behauptung. O

Beispiel 26.30 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 1). Sei £ = {(z,y) :
22 + y? = 1} die Kreislinie im R?. Fiir @ = (z,y) mit y > 0 ist F lokal durch den Graph
f:(=1,1) = (=1,1), f(z) = V1 — 22 darstellen. Dann ist

A= < jé >
1—x2

die Matrix aus der Proposition. Damit ist

1 =2,
T(%m) = span( a ) , N(x,@) = span (1_1 > )

1—22
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Proposition 26.31 (Tangential- und Normalenraum bei Niveaumengen). Ist F =
i_l(g) fiir ein f = (f1,..., fn) € CYE' C R R™) und c € R™ ein requlirer Wert von [, so gilt

ToE = Ker(D f(a)) = {z € R" : D f(a)z = 0}

und

NoE = span(V f1(a), "‘7yfn(Q)) Im((D f(a))").
Beweis. Sei x € Tol) mit v : ( g,e) — 7(0) = a,7'(0) = 2. Dann ist fo~y =
und damit 0 = D (f o 7)(0) = D f(7(0))y' ( ) Qi( a)zx. Insbesondere ist z € Ker(D f(a ))

also T,E C Ker(D f(a)). Weiter ist . dim(7,E) = m nach 1. Betrachten wir nun die Matrix
D f(a)) € R™%. Es ist dim(Ker(D f(a))) = d — n = m wegen der Surjektivitit von D f(a)).
Daraus folgt nun T, E = Ker(D f(a)). Sei aulerdem x € T,FE. Dann gilt

0=D f(a))z = (Vfi(a)z, ..., Vfu(a)z)
und damit stehen V fi(a), ..., V.fn(a) auf T, F senkrecht und die letzte Behauptung folgt. [

Beispiel 26.32 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 2). Sei £ = {(z,y) :
22 +9? = 1} die Kreislinie im R?. Also ist mit f(z,y) = 1 — 22 —y? gerade E = {f = 0}. Wir
berechnen D f(x,y) = (2z,2y) und damit

Tiay) = Ker(Df (2,y)) = span(=y,z),  Nizy) = Im(Df(z,y)") = span(z, y).

Proposition 26.33 (Tangential- und Normalenraum bei Einbettungen). Sei E' C
R™ offen, v € CY(E',R?) eine Einbettung und o : I — y(E') eine C*-Kurve auf dem Intervall
I C R. Dann gibt es genau eine C*-Kurve B:I— E' mita=~op und es gilt

o/(t) = DAB1) - B'(1) = 3 DABW) - (1), (26.2)

Insbesondere ist fir x € v(E')

T,y (E') = Im(Dy(z)),  Nywv(E') = Ker(Dy(z))".

Beweis. Sei E = y(E'). Wir definieren g = vy ~1 o a. Als Verkniipfung stetiger Abbildungen
ist 8 stetig. Um zu zeigen, dass j stetig differenzierbar ist, miissen wir zeigen, dass -1
stetlg differenzierbar ist. Sei also a € E’. Genau wie im Beweis von Proposition 26.25 gilt
vt =9t or auf einer Umgebung U, von a. Dies ist offenbar eine C'-Kurve. Die Formel fiir
o folgt direkt aus der Kettenregel. Um Tyy(E') fiir 2 € y(E') zu bestimmen, withlen wir einen
Weg 3 : (—¢,e) = E' mit §(0) = z und ' = e;. Aus (26.2) folgt nun, dass (yo ) = D ~y(z),
also Ty (E') = Im(D y(z)). Sei y € N. @)7( "), also y- D y(z):z = 0 fiir alle z € R™. Dann
muss y - Dv(z) = 0 gelten, also y € Ker(D~(z))". O
Belsplel 26.34 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 3). Sei £ = {

(x,
z? + y? = 1} die Kreislinie im R?. Wir schreiben nun E = {(¢) : 0 < ¢ < 7} mit (¢
(cos(t),sin(t)). Damit ist 7/(t) = (—sin(t), cos(t)) " und damit

y)
) =

T cos(t)sin(t)) = Im(7/(t)) = span(—sin(t), cos(t)) T,
N(cos(t),sin(t)) = Ker(l/(t))—r = span(cos(t), SiIl(t))T.
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26.4 Integration iiber eine Untermannigfaltigkeit

Wollen wir ein Maf (oder Integral) auf einer Umtermannigfaltigkeit E definieren, so ist das
im Prinzip ganz einfach, zumindest wenn E durch eine Einbettung gegeben ist. Ist v : E' C
R™ — E C R? eine regulire Parameterdarstellung von F, so konnten wir fiir ein f € B(E,R)
das Mafl A\g auf £ N U mittels

/ F@eldz) = [ Fy(z)N"(dz) (26.3)
E E’/

definieren, wobei A™ das m-dimensionale Lebesgue-Maf} ist. Dies geht jedoch schief, wie das
folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 26.35 (Wohl-Definiertheit in (26.3)). Sei

E={(z,y): -1 <z<1l,y=+v1—22} ={(cos(tr),sin(tn)),0 < t < 1}.

Dann ist sowohl 71 (x) = (z, V1 — 22) als auch v2(t) = (cos(t), sin(t)) regulire Parameterdar-
stellungen. Fiir f = 1 ist weiter

1

/0 £y, (2)\(d) = 1,
1

/_ ) =2

Insbesondere wire die linke Seite von (26.3) nicht wohl-definiert.

Die Definition in 26.3 ist wohl deshalb gescheitert, weil man Untermannigfaltigkeiten auf
verschiedene Arten und Weisen parametrisieren kann. Wir werden in Definition 26.40 fiir eine
regulidre Parameterdarstellung v : £/ C R™ — R? der Untermannigfaltigkeit F

[ f@retdn) = [ fane = ulf) = [ 70 aeRa@) DA (264)
E E E’

fir f: E — R setzen. Dabei wird A\g ein Mafl auf B(E) werden, das lokal dieselben Eigen-
schaften wie das Lebesgue-Maf} besitzt. (Das bedeutet, dass das Lebesgue-Maf einer kleinen
Menge A C E den Flichen- bzw Rauminhalt der Menge angeben soll.) Um |, g JdA\E zu
definieren, gehen wir in mehreren Schritten vor.

1. In diesem Abschnitt motivieren und definieren wir das Integral fiir den Fall, dass es eine
globale Karte von E gibt.

2. Ist eine solche Karte nicht verfiighar, benétigen wir eine Zerlegung der FEins (durch
verschiedene Karten), die im néchsten Abschnitt bereit gestellt wird.

3. Schlieflich kénnen wir dann den allgemeinen Fall durch Zusammensetzung des Integrals
auf allen Kartengebieten mittels der Schritte 1. und 2. definieren.

Offenbar, siehe (26.4), spielt die Abbildung z — \/det(gl(g)—rgl(g)) eine wichtige Rolle bei
der Definition des Mafles Ag. Dies liegt daran, wie man lokal Flachen auf einer Untermannig-
faltigkeit misst. Dies ist zunéchst einfach, wenn wenn F ein Parallelotop ist.
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Definition 26.36 (Parallelotop). Seien zy, ..., z,, € R%. Dann heifit die Menge
P(zy,...,z,,) = {a1zy + -+ amz,, : a1,...,am € [0,1]}
das von xq, ..., x,, aufgespannte Parallelotop.

oy Ly

Proposition 26.37 (Die Gram’sche Determinante als Flicheninhalt). Es gibt genau
eine Funktion Vi, : (R)™ — R, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Vi @y, s AZyy ooy ) = AVin(q, .., z,,) fiir alle X € R.
2. Vm(gh o Lyt L, azm) = Vm(£17 agm) f’li?“ i 7& ]
3. Vim(zy, .., z,,) = 1, falls zq, ..., z,, ein Orthonormalsystem bilden.

Diese Abbildung ist gegeben durch

Vin(Zy, ooy 2,,) = \/det(éTé) mit A = (z],...,z)) € R&>™,

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass die angegebene Abbildung die Eigenschaften 1. — 3. erfiillt.
Es ist

T . T T T
é é = : (El 7"'7§m) = (gk&l )lgk,lgm'

Bekanntlich ist die Determinante die einzige multilineare, alternierende und normierte Abbil-
dung. Damit ist

x1
Zy
. Lo
Loy,
und fiir ¢ # j
Z1
.. gl
. . T T T T . T T
det 22"‘@] (217"'727: +gj ,...,&m) = det : (gla-"vlm)'
Loy,
Loy,

Daraus folgen bereits die Eigenschaften 1. und 2. Weiter ist 3. klar, da in diesem Fall éTé =
E .

~"Nun zeigen wir, dass es hochstens eine Abbildung V,,, mit den geforderten Eigenschaf-
ten geben kann. Wir unterscheiden zwei Félle: entweder sind die Vektoren z4, ..., 2z, linear
abhéngig oder unabhéingig. Im Falle der linearen Abhéngigkeit ist etwa Z;”Zl ajz; =0 (und

j pu—
oBdA A; #0,5=1,...,m). Dann gilt

0=Vnla1zy, ..oy am-12,,_1,0) = Vin(a1zy, ..., amzx,,) = a1+ am - Vin (21, s ,,)
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und damit ist Vp,(z, ..., 2,,) = 0 eindeutig bestimmt.

Als n#chstes zeigen wir, dass

Vm(gl,...,gi—&—/\gj,...,gm) =Vl(zy, .., z,,)

ceey gy

fiir alle z,...,2,,, A € R schon aus 1. und 2. folgt. Fiir A\ = 0 ist nichts zu zeigen, und fiir
A # 0 gilt ndmlich.

1
Vin Ty, ooy Ty + AL, o Ty, ) = WVm(gl, ey Ty F ATy, AT T )
1
= va(gh ooy Ly eeny )\gja ﬂim) = Vm(glﬂ agm)

Sind nun x4, ..., Z,, linear unabhéngig, so wiahlen wir uns nach dem Gram-Schmidt’schen Or-
thogonalisierungsverfahren ein Orthonormalsystem von span(z, ..., z,,) sowie Darstellungen
x; =) % ajz;. Damit gilt

Vi (@1, s zp,) = Vin(a1121, 02121 + a2229, oy @12y + - + GmmZp,)
= Vin(a1121, 02229, s GmmZm) = Q11 Gmm - Vin (215 s Zm) = Q11+ * Q.-

Insbesondere ist V,, (24, ..., Z,,,) bereits durch die Eigenschaften 1. — 3. eindeutig bestimmt. [J

Definition 26.38 (Gram’sche Matrix). Sei E/ C R™ offen und v € C'(E',R?) eine Im-
mersion. Die Abbildung
g 1z~ Dy(z)" - Dy(z) e R™™

i

heifit Gram’sche Matrix (oder Maftensor) von v in x € E'. Weiter setzen wir

9y(z) := det(g (z)).
Beispiel 26.39 (Lineare Immersion). Sei ' = R™ und v(z) := Az + b fir A € R>™
und b € R™. Dann ist

g =g (x)=ATA
5 X ==

Zu bemerken ist hierbei, dass

ein Skalarprodukt auf R™ definiert, falls g € Gl(m,R).
it

In Beispiel 26.35 haben wir bereits gesehen, dass (26.3) nicht zu einem wohl-definiertem
Integralbegriff gefithrt hat. Mit Hilfe der Gram’schen Determinante kénnen wir diesen Mangel
nun beseitigen.

Definition 26.40 (Integration auf einem Kartengebiet). Sei E € R? eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit mit einer globalen Karte. Sei weiter v € CY(E',RY) fir
ein E' C R™ offen seine Einbettung mit v(E') = E (eine solche existiert immer nach Lem-

ma 26.24). Dann definieren wir fir f € B(E,R)

| t@nsa) = [ jare = el = [ ra@)/n@inan  e6s)

wobei g die Gram’sche Determinante aus Definition 26.58 ist.
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Bemerkung 26. 41 (Wohldefiniertheit in (26.5) und Erweiterung). Wir miissen noch
zeigen, dass [, f g f(@)Ae(dz) unabhingig von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit
E ist. Seien h1erzu 7, € C(E], R%), i = 1,2 zwei dquivalente Einbettungen mit v, =7, 0¥ fiir
einen D1ﬁeomorph1smus 1 By — Ej. Zunichst ist

Dy, (z) = Dy, (¥(z)) - Dip(z)
und damit fiir die Gram’schen Determinanten 9, und 9y, Von 7, und 7,
94, (z) = det(D, (z) ' D7, (z)) = det(Dy(z) "Dy, (z) Dy, (2) D (z))
= (det(D(2)))? - det(D, () "D, (2)) = (det(D()))* - g, ().

Nach dem Transformationssatz, Theorem 25.13, gilt nun

Fy(@))\/ 97, (@)A™(dz) = | F(,(2(2)))1/ 97, (@(2)) - [det(D ¢(z)) A" (dz)

E) - B
f( @)y /9y, (@)A™ (dz).
B

Damit ist die Wohldefiniertheit in (26.5) gezeigt.
Es ist leicht, die Definition (26.5) auf Funktionen f € B(D,R) mit f(z) = 0 auflerhalb
einer Untermannigfaltigkeit £ = y(E’) C D fiir eine Einbettung v € C'(E/, R?) mittels

/ @) Ap(dz) = / fe(@)Ap(dz) (26.6)

fiir eine Untermannigfaltigkeit £ C R? zu definieren.

Bemerkung 26.42 (Ein Ma8 auf E). Sei E/ C R™ offen und v € C'(E’,R?) eine Einbet-
tung sowie E = y(E'). Dann kénnen wir mittels

Api A [ Lieay/n@Amd)

ein Mafl auf B(E) definieren.

Proposition 26.43 (Integration iiber einen Graphen). Sei m +n =d, E/ C R™ und
f €CYHE ,R™). Dann ist v : x — (z, f(z)) eine Einbettung und es gilt

9y(2) = det(E, + D f(z)" - D f(x)).

Istm=d—1, so gilt
9y(z) =1+ [|Df ()l

E
Beweis. Es gilt Dvy(z) = <d_1> Daraus folgt die erste Formel fiir die Gram’sche De-

D f(z)
terminante.
Sei nun m =d — 1 und vy, ...,v,4_; eine Orthonormalbasis mit v; = H%%”. Dann gilt
vi(E,  +Df(2)" - Df(x))y] = b+ 0ullDf(@)|| - 5llDf (2)l] = 8|l Df ()],
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Damit gilt fiir die Matrix O, die vy, ...,v,_; als Zeilenvektoren hat
9y(x) = det (0 (E,_, + D f(z)"- D f(x))-O)
=det(E, ,(1+|IDf(2)I]*) =1+ [|Df ()|
O

Beispiel 26.44 (Oberfliche einer d-dimensionalen Kugel). Wir betrachten die Kugel-
schale (oder Sphére)

541 .= 0B (0) := {(x1, ..., xq) : 23 4 - + 25 = 1}.

Offenbar ist fiir f(z) = \/1 —a? — - — a2 | gerade
ST N {z g > 0 = {(z, f(x)) 2 € B{H(0)}

2

die halbe Kugelschale. Mit dem letzten Resultat berechnen wir || D f(z)||* = HT'” e und damit

Yd = )\sd—l(sdil) - 2/d1 1+ HQf(g)sz}\Bf_l(Q)
B{(0)

2/ b ()
— X
B /1 [z B ©

1 ’f‘d_2
=2(d—1ag_1 - ——dr
O

1
=2(d —1)dag_1 - / r4=2.\/1 — r2dr,
0

wobei wir im letzten Schritt mit partieller Integration verwendet haben dass

gy, _ L1 (1))
/ =), VI ar

:dil(/ol —dr /\/7d2dr)

Wir zeigen nun
Ya = dog. (26.7)

Hierfiir berechnen wir
1
ag = 2/d C Vi- ||z||?dz = 2(d — l)ad_l/ V1= r2ri=2gp,
B (0) 0

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel 26.45 (Kurven-Integrale). In Verallgemeinerung von Definition 17.5 definieren
wir fiir eine offene Menge E C RY, f € CY(E,R), ein Intervall I und y € C'(I,E) das

Kurveintegral
/ fedAy / fly (t)|dt.
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Dies ist in volliger Analogie zu (26.5), denn

g,(t) =7 ()" - () = v (®),

also
/7(1)f . d)\l(]) = /IfW(t))\/mdt.

Wir erweitern nun die Definition 26.5 der Integration iiber ein Kartengebiet zur Integration
auf einer Untermannigfaltigkeit. Ist ndmlich D O F und f € B(D,R) mit f(z) =0 firz ¢ F,
so setzen wir einfach

/Dfd)\D 1=/Ef|Ed>\E- (26.8)

Zusammen mit der Zerlegung der Eins aus Lemma 26.11 ist es nun leicht, das Integral iiber
eine Untermannigfaltigkeit (die durch mehr als ein Kartengebiet gegeben ist) zu definieren.
Zunéchst jedoch formulieren wir ein wichtiges Lemma.

Lemma 26.46 (Zerlegungslemma). Sei D C R4, E' C R™, f € B(D,R) mit f(z) = 0
aufSerhalb einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit E = ~v(E') C D fiir eine Einbettung
v E CY(E',RY). Sei weiter hy, ha, ... € C(E,[0,1]) eine Zerlegung der Eins von D, so dass gilt:

1. fhq, fho,... sind integrierbar,

2. 2% [ |flhndp < 0.

Dann st f diber D integrierbar und es gilt

gjl [ ftnrn = [ 0.

Beweis. OBdA ist D = E und m = d. Falls m < d, so ist fE fd g = fE, J o vy/gd\™ und
damit konnen wir die Aussagen auf R" iibertragen.

Es gilt immer f =>">°, fhy. Gilt nun 1. und 2., so ist |f| (und damit f) nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz integrierbar. Weiter folgt die Aussage des Satzes nach dem
Satz der majorisierten Konvergenz. O

Folgende Definition erweitert den Integralbegriff auf einem Kartengebiet aus Definiti-
on 26.40. Sie benutzt das Zerlegungslemma 26.46.

Definition 26.47 (Integral auf einer Untermannigfaltigkeit). Sei E C R? eine m-
dimensionale Untermannigfalltigkeit und (E N Uy)gzep ein Atlas von E mit D C E abzihlbar
und (hg)gep eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung der Eins. (Einen solchen Atlas gibt es
nach Proposition 26.8 und die Zerlegung der Fins nach Lemma 26.11.)

Seien weiter y_ € CY(E},R?) Einbettungen mit E}, C R™ offen und v, (Ey) =ENUg, €
D (diese existieren nach Lemma 26.24). Dann definieren wir fir f € B(E,R)

/Ef(ﬂ?))\E(dx) = /Efd)\E = Ap(f] :nz_:l/E(f‘hn)dAE,
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falls alle Terme auf der rechten Seite existieren. Ist hier auf der rechten Seite {h, > 0} C
ENUg firx € D, so ist (siehe auch (26.8))

L mte= [ mlsoine = [ 0 ), )y o X" )

Bemerkung 26.48 (Wohl-Definiertheit des Integrals). Offenbar setzt die obige Defini-
tion den Integralbegriff auf einem Kartengebiet aus Definition 26.40 fort. (Dort hatten wir
eine globale Karte, damit ist F ein Atlas und 1 ist eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung
der Eins.) Wir miissen jedoch noch zeigen, dass wir das Integral auf Untermannigfaltigkeiten
wohl-definiert haben. Hierzu sei (E N Ty )wec fiir C C E abzéhlbar ein weiterer Atlas und
(gn)n=1,2,.. eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung der Eins. Weiter seien ﬁw € Cl(E’! , ]Rd)

mit Ej, offen Einbettungen mit 8_(E,,) = £ N T,. Wir miissen nun zeigen, dass

> [E (- h)ine = 3 /E (f - gm)dAs

gilt. OBdA sei f > 0 (sonst zerlegen wir f = f* — f7) und stellen fest, dass (E N U, N
Tw)weczep ein weiterer Atlas von E und (hpgm)n,m=1,2,.. ein diesem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins ist.

Fiir festes z € D sei n € Nmit {h, >0} C ENU, =7 _(£}). Nun erfiillen ENUy, f-hy

und (hpgm)m=12,.. die Voraussetzungen von Lemma 26.46. Deshalb gilt

[E 0 )ine = 3 /E (f - Tngu ).

Deshalb gilt (mit einer analogen Argumentation angewandt auf f - g,

n=1m=1 m=1n=1
=>" [ (7 amdr
m=1 E

womit die Wohldefiniertheit gezeigt ist.

26.5 Integration iiber eine C!-Fliche

Wir erweitern nun den Begriff der A\%-Nullmenge. Dies benétigen wir, um auf einer m-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit £ C R? eine Teilmenge N C E zu finden, die bei der
Integration iiber E vernachlissigbar sind. Folgende Definition schlieffit an Theorem 25.2 an.

Definition 26.49 (m-Nullmenge und C!'-Fliche). 1. Sei m < d. Eine Menge N C
R? ist eine m-Nullmenge, wenn es fir jedes € eine abzihlbare Familie von Wiirfeln
Wi, Wa, ... C R? mit Seitenlingen r1,72,... > 0 gibt, so dass

oo oo
N C UW” und Zr;”<s.
n=1 n=1
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2. Eine Menge E C R? ist eine m-dimensionale C* Fliche, falls es eine m-dimensionale,
offene (in Ox ) Untermannigfaltigkeit D C E gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) E\ D ist eine m-Nullmenge.

(b) D = E, wobei D der Abschluss von D in O ist. (Das bedeutet, dass E die Menge
der Hiufungspunkte von Folgen in D ist.)

Beispiel 26.50 (Kompakte Teilmengen von R{ sind m + 1-Nullmengen). Sei m < d.
Dann ist R7* M [0, 1]¢ (siehe (26.1)) eine m + 1-Nullmenge.

Denn: Sei € > 0. Wir betrachten Wiirfel der Kantenléinge £ > 0. Von diesem bendtigt man
1/e™ viele, um Ry N [0,1]¢ zu iiberdecken. AuBerdem gilt ™™ - L = ¢, also ist die Summe
der Seitenléngen der iiberdeckenden Wiirfel kleiner als e, wie gefordert. Daraus folgt die
Behauptung.

Offenbar ist nach Theorem 25.2 jede A%-Nullmenge genau eine d-Nullmenge. Wir zeigen
nun, dass m-Nullmengen dhnlichen Regeln unterliegen wie A%Nullmengen.

Proposition 26.51 (Eigenschaften von m-Nullmengen). Sei m < d.
1. Ist N eine m-Nullmenge und M C N. Dann ist auch M eine m-Nullmenge.
2. Sei N eine m-Nullmenge und m < d. Dann ist N auch eine m + 1-Nullmenge.

3. Seien N1, Na,... € R% alle m-Nullmengen. Dann ist auch N := U2y N eine m-
Nullmenge.

Beweis. 1. ist klar, da jede Uberdeckung von N mit Wiirfeln auch eine Uberdeckung von M
ist.

2.9 0 < € < 1 und Wy, Wa, ... C€ R? eine Familie von Wiirfeln mit Seitenlingen 71, ra, ... > 0
und Y 7, " < e. Es ist r1,72,... < 1, andernfalls wire die Summe mindestens 1. Deshalb

gilt
o o0
Zr;n“ < Zr;” < e.

Insbesondere ist N auch eine m + 1-Nullmenge.
3. Sei (W,f)k:m’m eine Uberdeckung von N, mit Seitenléingen (T£>k=l,2,-.. und Ezozl(rﬁ)m <
£2~¢. Dann ist (W]f)khg:ljgw_ eine Uberdeckung von N und

>

(=1 k=1

o0

oo
(ri)™ < ZEQ_Z =ec.
=1

Damit ist auch N eine m-Nullmenge. ]

Proposition 26.52 (Untermannigfaltigkeiten sind Nullmengen). Sei m < d und E
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R%. Dann ist E eine m + 1-Nullmenge, (ins-
besondere also auch eine d-Nullmenge).

Beweis. Da nach Proposition 26.8 eine Untermannigfaltigkeit die Vereinigung abzéhlbar vieler
Kartengebiete ist, geniigt es nach Proposition 26.51.3 zu zeigen, dass jedes Kartengebiet eine
m + 1-Nullmenge ist. Eine Karte ¢ : U — R? ist ein Diffeomoprhismus, also ist insbesondere
@1 stetig differenzierbar und bildet die m + 1-Nullmenge RZ* NV (fiir ein V C R? offen;
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siehe Beispiel 26.50) auf U N E fiir eine offene Menge U C R ab. Genau wie in Korollar 25.3
zeigt man, dass Bilder von m + 1-Nullmengen unter stetig differenzierbaren Abbildungen
m + 1-Nullmengen sind. Insbesondere ist das Kartengebiet U N E eine m + 1-Nullmenge. [J

Proposition 26.53 (Teilmengen von Untermannigfaltigkeiten als Nullmengen). Se:
E C R? eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, my, : R — R™ die Projektion auf die
ersten m Koordinaten. Dann ist N C E genau dann eine m-Nullmenge, wenn fiir jede Karte
0:U—=V (dh o(UNE)=VNRY und damit auch 7y 0 p(UNN) =7m0(V N@(N))) gilt,
dass ™ (w0 (UNN)) =0.

Beweis. Zunichst behaupten wir:
Eine Menge N C R ist genau dann eine m-Nullmenge, wenn \™ (7, (N)) = 0.

Denn: wir wissen bereits, dass eine Menge N C R? genau dann eine d-Nullmenge ist, wenn
A(N) = 0. (Siche hierzu Theorem 25.2 und die Definition 26.49.) Den Beweis der Behauptung
fithrt man entsprechend, konstruiert jedoch alles direkt als Teilmenge von R{'.

Nun zum Beweis der Behauptung: '=-’: Sei also N eine m-Nullmenge und ¢ : U — V eine
Karte. Damit ist wie in Korollar 25.3 auch o(U N N) C R* eine m-Nullmenge, also gilt nach
obiger Behauptung \™ (7, o (U N N)) = 0.

<" Da E nach Proposition 26.8 einen abzéhlbaren Atlas (U N E)zep mit D C E abzéhl-
bar besitzt und nach Proposition 26.51 die abzdhlbare Vereinigung von m-Nullmengen wieder
eine m-Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen, dass U, N N eine m-Nullmenge ist, z € D. Nach
obiger Behauptung ist (U, N N) eine m-Nullmenge und da ¢! stetig differenzierbar ist folgt
die Behauptung genau wie im letzten Beweis aus Korollar 25.3. O

Vom Integral einer Funktion f € B(RY, R) wissen wir, dass sich A[f] nicht #indert, wenn man
f auf einer A\%-Nullmenge abiéindert. Dies ist bei der Integration auf Untermannigfaltigkeiten
genauso, wie wir nun zeigen werden.

Theorem 26.54 (Integration auf Untermannigfaltigkeiten und m-Nullmengen). Sei
E C R? eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, N C E eine m-Nullmenge und f,h €
B(E,R). Dann gilt:

1. Sei f(z) = h(z) fir x € E\ N. Ezistiert Ag[f], so existiert auch \g[g] und es gilt
Aplf] = Aplgl.

2. Sei N abgeschlossen. Das Integral Ag[f] existiert genau dann, wenn Ap\n|[f|p\~] exi-
stiert. In diesem Fall sind beide Integrale gleich.

Beweis. Wir zeigen die Behauptungen nur in dem Fall, wenn E offen ist und es eine globale
Karte ¢ von E gibt. Der allgemeine Fall erschliefit sich dann mit Hilfe eines abzidhlbaren Atlas
von E; siehe Proposition 26.8. Nach Lemma 26.24 gibt es £/ C R™ und eine Einbettung
v € CHE',RY) mit v(E') = E. BEs ist N’ := 4 }(N) eine m-Nullmenge, also auch eine
A™-Nullmenge. B B

1. Wir schreiben direkt

Melf) = [ FO@)Va@A"dr) = [ FO@) VoA (d2)
= [ Mol /o™ d2) = sl
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falls eines der Integrale existiert.
2. Es ist 7 := 9|,-1(p\n) eine Einbettung mit Bild £\ N. (Hierbei haben wir verwendet, dass

N abgeschlossen und damit £\ N offen ist.) Deshalb schreiben wir, da E'\ y~!(E\ N) eine
A™-Nullmenge ist

A\ [f]e\] =/ fr(@) V(@) A" (dx) = - fr(@)vg(@) A" (dz) = Ap[f].

YHE\N)

O]

Wir kénnen nun die Integration auf C!-Flichen definieren. Wieder stellt dies eine Erweiterung
von Definition 26.47 dar.

Definition 26.55 (Integration auf einer m-dimensionalen C!-Fliche). Sei E = D U
(E\ D) eine m-dimensionale C'-Fliche, wobei D C E eine offene m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und E'\ D eine m-Nullmenge und D = E ist; siehe Definition 26.49. Dann
definieren wir fir f € B(E,R)

/E F(@)Ap(d) = /E Fdrg = Aplf] == /D flpdr,

falls die rechte Seite existiert.

Bemerkung 26.56 (Wohl-Definiertheit des Integrals). Wir miissen zeigen, dass die
Definition unabhéngig von der Untermannigfaltigkeit D ist. Zunéchst sei hierzu D := U{D C
E m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, D = E}. Dann ist D als Vereinigung von offenen
Mengen wieder offen, also auch eine offene Untermannigfaltigkeit. Sind nun D', D" C E offene
m-~dimensionale Untermannigfaltigkeiten, so dass E \ D', E'\ D" jeweils m-Nullmengen (und
abgeschlossen, da D', D" offen) sind und D' =D" = E. Dann gilt mit Theorem 26.54.2

Aplf] = Ae\e\onlf] = Aelf] = Ae\e\om [f]Apr [ f]-

27 Der Gauss’sche Integralsatz

In diesem Abschnitt steht der Satz von Gauss (oder divergence theorem auf englisch) im
Mittelpunkt. Wir formulieren ihn zunéchst fiir ein Vektorfeld, d.h. fiir eine Funktion f =
(f1, ..y f2) € CH(RY, RY). Wir setzen

27.1 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Wir beweisen hier einen einfachen Fall des Gauss’schen Integralsatzes, der den Zusammenhang
zum Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung, veranschaulicht. Hierbei ist |, op das
Integral auf einer C'-Fliche aus dem letzten Abschnitt.

Definition 27.1 (Divergenz eines Vektorfeldes). Sei E C R? offen und f € C'(E,R?)
ein Vektorfeld. Dann ist die Divergenz von f gegeben als

_ oA dfa

div(f)(z) : + 4+ . (27.1)
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Integration auf / fd\g Referenz
E

Kartengebict y(E') = E mit | = | f((@)Vg(z)A™(dz),

E' C R™ offen, v : ' — E Def. 26.40

Einbettung B wobei g Gram’sche Determinante aus De-

finition 26.38

= / flEnudAEnT,
ENU

Untermannigfaltigkeit (26.6)
falls ENU Kartengebiet, {f # 0} C ENU
e}
Untermannigfaltigkeit E = Z /E(f ~h)dAp,
(ENUyg)zep abzéhlbarer Atlas =t Def. 26.47
von F wobei (hp)n=12,.. dem Atlas untergeord-
nete Zerlegung der Eins
= / f’Dd)‘Da
D
C'-Fliche E mit £ = DU (E \ D), wobei D eine offe- Def. 26.55

ne m-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
E\ D eine m-Nullmenge, D = E

Tabelle 26.2: Definition des Integrals fE fdAg fiir eine Funktion f € B(E,R).
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Theorem 27.2 (Gauss’scher Integralsatz auf Quadern). Sei F = H?Zl[ai,bi] ein d-
dimensionaler Quader und OF der Rand von E (OFE := E\ E°). Wir schreiben OE = NW D,
wobei D die Vereinigung der (in OF) offenen Seiten des Quaders und N die Kanten des
Quaders sind. Weiter ist

OF — R4

0, falls x € N,
falls z ¢ N,z; = a;,
falls x ¢ N,z; = b;.

v:

27.2
L = (xlw"vxd) = —¢; ( )

17

Qia

(Dieses v werden wir unten als das duflere Finheitsnormalenfeld von E kennen lernen.) Dann
gilt

/div(f)(x))\d(da;)—/ (f(z),v(z))Nop(dz).
E OF

Beweis. Wir setzen Ej := H#k[aj,bj] and z_; 1= (T1, ..., Th—1, Tht 1, -y Tq). Wir schreiben
direkt mit Hilfe des Satzes von Fubini, Theorem 24.12, und des Hauptsatzes der Integral- und
Differentialrechnung, Theorem 8.27,

favperian =5 [ 8
=Z /E / i 3";@% Ao\ (da_y)

= Z/E fk Ly eeey ,...,l'd) — fk(:l,‘l, ceey Ak ...,:L'd)))\d_l(dg_k)

=Z /E ) b}<f<,>,,@>AEM{W}<@>

/ z)) Ao (dx).

O]

Bemerkung 27.3 (Veranschaulichung der Divergenz). Ist f € C!(E,RY) fiir E C R?
offen. Fiir x € F sei (). der Wiirfel um z mit Seitenlénge ¢ > 0 und dufleredem Einheitsnor-
malenfeld wie in (27.2). Dann gilt nach Theorem 27.2

div(f)(z) = lim — /8 @) ), ()

e—0 €d

Die rechte Seite liefert den Fluss des Vektorfeldes f(z) entlang der Oberfliche des Quaders
OF. Dies interpretiert man oft auch als Quelldichte des Vektorfeldes f.
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27.2 Das duflere Normalenvektorfeld eine Polyeders

Unser Ziel ist es, Theorem 27.2 auf allgemeinere Gebiete E C R? zu erweitern. Wir werden
dies fiir C!-Polyeder erreichen, deren Rand eine orientierbare (d.h. es ist klar wo innen und
auBen ist) Hyperfliche (d.h. eine d — 1-dimensionale C!-Fliche) bildet. Siehe Proposition 27.7.

Definition 27.4 (Hypefliche, C'-Rand, duflere Normale, Polyeder).

1. Eine d — 1-dimensionale C'-Fliche heifst Hyperfliche. Eine d — 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R heifst requlire Hyperfliche.

2. Sei E C R? offen. Ein Punkt x € OE heifit regulir, wenn es eine Umgebung U C RY
und h € C*(U,R) gibt mit Dh(zx) # 0 fiir alle x € U und ENU = {h < 0}. Die Menge
der reguliren Randpunkte heifst Oy G, weiter heifit OsE := OF \ Oy E singulirer Rand
von E. Weiter heifit E ein C'-Polyeder, wenn OsE eine d — 1-Nullmenge ist.

3. Sei E C RY eine requlire Hyperfliche und x € E. Ein Einheitsnormalenfeld ist eine
stetige Abbildung v : E — RY, so dass (siehe auch Definition 26.27) v(z) € N.E und
l(z)[| = 1.

4. FEine requlire Hyperfliche E heif$t orientierbar, wenn es ein Einheitsnormalenfeld v gibt.
Dann heift (E,v) eine orientierte Hyperfliche. Ist weiter f € B(E,R%), so definieren

wir das Integral
| sdaei= [ (fwire,
(E.v) E

falls die rechte Seite existiert.
Beispiel 27.5 (Einheitsnormalenfelder bei Graphen und Niveaumengen).

1. Sei g € CY(E',R) fiir U C R?L. Dann ist nach Proposition 26.29 fiir a = (x, g(z)) der
Normalenraum gegeben als N, = Ker(é—r) fiir é—r = (éd_l\(Qg(@)T). Fiir y € N, gilt
also yx, + Drg(z)yn = 0. Eine Losung hiervon ist offenbar y = (—Dg(z), 1). Damit sind

vig (=Dg(@),1) und vz (Dg(z), ~1)

1
T V1+[Dy(@)I? B 1+[|Dg(z)?

zwel Einheitsnormalenfelder.

2. Sei f € CH(E',R) fiir B’ C R? offen sowie E' = f~1(0). Ist Df(z) # 0 fiir alle z € E, so
sind D
y:g&%#@)undule—)

12f@l = [I2f @)l

zwel Einheitsnormalenfelder.

Lemma 27.6 (Anzahl von Einheitsnormalenfeldern). Sei E C R? ecine weg-
zusammenhdngende, requldre Hyperfliche. Dann gibt es entweder kein FEinheitsnormalenfeld,
oder genau zwer.

Beweis. Ist v ein Einheitsnormalenfeld, so ist auch —v eines. Weiter wissen wir, dass
dim(NzE) = 1 gilt. Sind also v,v zwei Einheitsnormalenfelder, so ist s :  — (v(z),v(z))
stetig (entlang jeden Weges in F) und s = +1. Ist s = 1, somuss v = 7, sonst ist v = —p. [
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Proposition 27.7 (Rand eines Polyeders als orientierbare Hyperfliche). Sei E C R¢
ein C'-Polyeder mit regulirem Rand Oy E. Dann gilt:

1. Der regulire Rand Oy E ist eine orientierbare Hyperfliche.
Insbesondere gilt: Fir jedes x € Oy E gibt es (nach eventueller Umnummerierung der
Koordinaten) einen offenen Quader Q = Q' x I, wobei I ein Intervall ist und eine

Abbildung f € CH(Q', I) mit
EnQ={(z,y): f(z) <y} oder ENQ = {(z,y) : f(z) >y},

sowie OENQ = {(z. f(@)) : 2 € Q')

2. Auf Oy E gibt es genau ein Einheitsnormalenfeld v derart, dass es fiir jedes x € Oy E
ein ty gibt, so dass fir 0 <t <ty gilt, dass x +tv(z) ¢ E,z —tv(z) € E.
Ist ENU = {h < 0} fiir eine Umgebung U von z fiir ein h € C*(U,R), so gilt

_ Dh(z)
v(z) = Dh(@) (27.3)

Beweis von Proposition 27.7. 1. OBdA ist die Umgebung U in Definition 27.4.2 ein offener
Quader Q. Es gibt also h € C}(Q,R) mit Dh(z) # 0 fiir x € Q und ENQ = {h < 0}, also
auch 0OENQ C N := {h = 0}.

Wir numerieren die Koorinaten so um, dass die letzte Koordinate von Dh(x) nicht 0 ist.
Damit haben wir mit Q = Q' x I, dass h € C}(Q’ x I,R) mit h(z,y) = 0 fiir (z,y) € OENQ.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Theorem 16.20, gibt es damit ein f € C}(Q’,R)
mit 0OENQ C N ={(z,y) : f(z) =y}

Nun hat h weder auf Z := {(z,y) : f(z) > y} noch auf Z_ := {(z,y) : f(z) < y} eine
Nullstelle (sonst miisste dort ja f(z) = y gelten). Weiter hat h auf Z; und Z_ unterschiedliche
Vorzeichen (sonst hitte h auf 0F N Q ein Maximum oder Minimum und damit géibe es z € @
mit Dh(z) =0). Also muss {h < 0} = Z_ oder {h < 0} = Z; gelten.

Wir miissen noch 0ENQ = {(z, f(z)) : € Q'} zeigen. 'C’ folgt wegen OF N Q C N. Weiter
ist

{(z, f(x) 2 € QY CO({(z,y) : flx) <y}U({(z,y): flz) >y}) COENQ.

2. Wir haben bereits in Beispiel 27.5 gesehen, dass v aus (27.3) ein Einheitsnormalenfeld ist.
Es bleibt also zu zeigen, dass z + tv(x) ¢ E ist. Hierzu betrachten wir « : t +— h(z + tv(x))
und berechnen o/ (t) = Dh(z + tv(z)) - v(z) und damit o/ (0) = (Dh(z) - Dh(z))/||Dh(z)|| =
||Dh(z)|| > 0. Da ENQ = {h < 0}, folgt die Behauptung. O

Definition 27.8 (AuBeres Normalenfeld). In der Situation wie in Proposition 27.7 heifit
v auch duperes Einheitsnormalenfeld. In diesem Fall definieren wir fir f € B(0y E,RY)

fdrp = / fdrg = / (f,v)dNoy 5.
OFE (OmEv) omE

falls die rechte Seite existiert.
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Beispiel 27.9 (AuBleres Einheitsnormalenfeld bei Graphen und Niveaumengen).
Sei U C R4 offen, g € CY(U,R) und E = {(z, %), g(x) < y}. Dann ist

o, (=Dg@),1)

T Vi+lDy(@)IP

das duflere Einheitsnormalenfeld.
Denn: Wir betrachten (z, g(z)) + tv(z) = (z(t), y(t)) mit

Dann gilt
d

7 WO = 9@(®))],—g = 1+1Dg(@)|[* >0

Daraus folgt nun (z,y) + tv(z) ¢ E und die Behauptung ist gezeigt.

27.3 Der Satz von Gauss
Definition 27.10. Sei E C R? offen und n > 1. Dann bezeichne

CHE,R") :={f e CY(E,R™): f, D f stetig auf E fortsetzbar.}.

Theorem 27.11 (Der Satz von Gauss). Sei E C R? ein C'-Polyeder und f € C'(E,R?).
Dann gilt

/ div(f)dAp = / fdhog. (27.4)
E OFE

Beweis. Wir gehen in drei Schritten vor. Zunéichst beweisen wir den Satz fiir Gebiete mit glat-
tem Rand und Vektorfelder mit kompakten Trager, danach fiir Gebiete mit glattem Rand.
Zuletzt betrachten wir dann die gefordert C!'-Polyeder, miissen uns hier also mit dem sin-
guldren Anteil des Randes beschéftigen.
1. Schritt: Sei U C R~ offen, I = (a,b) C R und g € C*(U,I) mit Graph T' = {(z, g(z)) :
x € U}. Weiter sei E = {(z,y) € U x Iy < g(x)} und f € C}(E,RY) habe kompakten Triger
in K C (U xI)UT. Dann gilt (27.4). B

Die Bedingung, dass der Triger von f die kompakte Menge K C (U x I)UT ist, bedeutet:
im Integral |, op JdApp spielen nur Werte von f auf OF eine Rolle. Wegen des kompakten
Trégers ist {f #0} CT.

Wir behaupten zuniichst

o, [ sz seras.  k=n

# Ok —/ fk(@g(z))ag@)dg, k=1,...n—1.
U dxy,

(27.5)

Fiir k = n folgt dies aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dem Satz
von Fubini und f(z,a) = 0 mit

gac a "
—d,)\E_ / / aj:ndxndx—fm 9().
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Fiir k = 1,...,n — 1 wihlen wir eine Funktion . € C}(R, [0,1]) mit

0, firz> —e¢,
Ne() = {

1, flirz < —2e.

Dann gilt mit majorisierter Konvergenz und partieller Integration (zuerst nach z, dann nach
r,,) weges des kompakten Trégers von f

IR

S

~ lim /E il wn = gz_)) =5 =>dz
9 09(z _n

. x)0g(z_,
~ iy [ MDAy,
9(@-—n) dg(z_,,
__/ (/ 6fka($2( )dxn) géxk )dl
/ folo gla 39( )

Damit ist (27.5) gezeigt.
Nun folgt die Aussage mit v aus Proposition 26.43 wegen

/dw £ Z/af;’;k z

- ot 5 o0 22

dzy,

- /U (f (@), (@) /T T D@ Pdz

:/8E(f,y>d)\aE=/aEfd)\8E-

2. Schritt: Sei E C R? eine offene, beschrinkte Menge, so dass OF eine orientierbare d — 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Weiter sei v das duflere Finheitsnormalenfeld und
f € CHE,RY). Dann gilt (27.4).

Wir wihlen zu y € OF eine Quaderumgebung U,, so dass 0E N U, als Graph wie in Schritt 1
dargestellt werden kann. Fiir y € E sei Uy = E. Dann ist (Uy), yei eine offene Uberdeckung

der kompakten Menge E, also gibt es eine endliche Telluberdeckung Uy )ye p mit D € E.
Nach Lemma 26.11 gibt es eine (Uy)yep untergeordnete Zerlegung der Eins (hy)yep (und
beachten, dass der Tréiger von h, eine kompakte Teilmenge von Uy ist). Wir betrachten nun
die Vektorfelder f - hy,y € D. Dann gilt

/le d)\E—/ fhydAgg.
O0E
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Fiir y € OF erfiillt nmlich hy f die Voraussetzungen von Schritt 1 und fiir y € E sind beide
Seiten 0, weil hy f eine kompakte Teilmenge von E' als Tréger hat. Damit ist die linke Seite 0
durch partielle Integration und die rechte da hy f auf E identisch 0 ist. Nun koénnen wir

/Ediv(f)dAE: Z/Ehydiv(f)d)\gz Z/Ediv(fhy)d)\];

yeD yeD
-5 [ st = [ s
yeD oFE oE

schreiben.

3. Schritt: Der allgemeine Fall, E ist eine C*-Polyeder.

Ziel ist es nun noch, den singuldren Rand dgF zu behandeln. Nach Definition der rechten
Seite in (27.4) spielt bei der Integration nur der regulidre Rand 0y, E eine Rolle. Zuerst stellen
wir fest, dass der Gauss’sche Integralsatz nach Schritt 2 schon gezeigt ist, falls der Tréger von
f eine kompakte Teilmenge von E ist, die OgF nicht trifft.

~ Zunichst ist dgE eine m — 1-Nullmenge. Wegen der Beschrinktheit von E ist dgFE kom-
pakt. Fiir € > 0 seien W7y, ..., Wiy, eine Uberdeckung von dgE mit Seitenlingen 71, ..., rn. >0
und rf_l 4+ 4+ rflvzl < e. Seien Wixk,..., Wy Wiirfel mit Seitenldngen 271, ..., 2ry, und
denselben Mittelpunkten. Wir wéhlen nun Funktionen hq,...,hn. € C L(RY), so dass

&
lw, <hs <Twy,  |IDhll < lwg

fiir eine (nur von d abhingige) Konstante ¢. (Um eine solche Funktion zu erhalten, wihlen
wir zuerst ein ¢ € C'(R) mit 11 € ¢ < 1|39 und setzen dann, falls 0 der Mittelpunkt
eines Wiirfels mit Seitenlédnge r ist, hx(x) = @(z1/7) -+ p(xq/r).) Wir setzen nun

Ne

he =[]0 = M)

k=1

und bemerken, dass h- f eine kompakte Teilmenge von E als Triiger hat, die OgE nicht trifft.
Also folgt nach Schritt 2, dass

/ div(h.f)d\g = / (hef,v)dNoE.
E oFE

Nun konvergiert h. f punktweise gegen 154 e f und damit konvergiert die rechte Seite gegen
die rechte Seite von (27.4) nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Fiir die linke
Seite gilt

div(he f) = hediv(f) + Dh. - f.

Nun ist

N, N,
€ 1 €
]/(Dha : f)d)\E‘ < C/ | Dhel||dAg < CZ/ lyrdAp < CY ri! < Ce
E - E = "k JE 1
fiir Konstanten C' > 0, die von Mal zu Mal verschieden sind. Nun schreiben wir
/div(f)d)\E = lim/ hgdiv(f)d)\E—F/(Dha'f)d)\E
E - e=0JE - E -

= lim Edlv(hei)d)\E:ig% 6E<h5f,u>dA3E:/6EfdA8E.
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Beispiel 27.12 (Oberfliche einer d-dimensionalen Kugel). Wir berechnen nun die
(d — 1-dimensionale) Oberfliche A\*~1(9B;(0)) einer (d-dimensionalen) Kugel Bj(0). Hier-
zu definieren wir das Vektorfeld f(z) = z. Fiir das duflere Normalenfeld v and B;(0) gilt
v(z) = z und damit (f(z),v(z)) = 1. Deswegen ist mit div(f)(z) = d gerade

= X 0B0) = [ o SN () = do

Dieses Resultat kennen wir schon aus Beispiel 26.44, (26.7).

27.4 Die Green’sche Formeln und harmonische Funktionen

Wir bringen nun einige Anwendungen des Gauss’schen Integralsatzes. Diese haben mit harmo-
nischen Funktionen, d.h. Lésungen u € C?(E,R) fiir eine offene, zusammenhingende Menge
E C R¢ der Gleichung
Ay e 0%u 0%u B
R +”.+8xd B
Solche Funktionen haben wir bereits in Beispiel 14.3 kennen gelernt. Wir haben dort bereits
gesehen, dass (abhéingig von der Dimension d)

0.

_ + - log |z, fir d = 2,
WD =17 1 fiir d > 2
(d=2)va  |z[1=2° ’

wobei 4 wie in (26.7) die Oberfliche der d—1-dimensionalen Kugeloberfléche ist, harmonische,
rotationssymmetrische Funktionen sind. (Man beachte, dass wir dort solche Funktionen bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt haben.) Weiter sind mit der Funktion u auch die
Funktionen

ugZ — u(z — a) (27.6)

fiir ein beliebiges a € R? harmonisch. Wir beginnen unsere Untersuchung mit den Green’schen
Formeln. Diese sind eine Anwendung des Integralsatzes auf ein Vektorfeld der Form z —
gradh(z) fiir ein h € CY(E,R) mit E C RY. (Solche Vektorfelder hatten wir Gradientenfelder
genannt. )

Theorem 27.13 (Green’sche Formeln). Sei 2 C RY ein C'-Polyeder, v das dupere Nor-
malenfeld an E und f,g € C%(E,R). Dann gilt

[ (g f.grad g) = [ figrad g.v)ags - [ Agde,
E oF E
/E (f Ag— g Af)drg = / (flgrad g.v) — glgrad f,0))dNgs.

OF

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass

Ou . Ou
ox1’ ' 0zg

Wendet man nun den Gauss’schen Integralsatz auf das Gradientenfeld fgrad g an, so gilt

div(fgrad g) = (grad f,grad g) + f Ag

div(grad u) = div( ) = Au.
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und damit durch Anwendung des Gauss’schen Satzes

[ temad fogmad g) + [ 7 8gixe = [ fomad gddop = [ flgmad g.0)ddgs
E E OF OF

Die zweite Formel erhélt man, indem man in die Rollen von f und ¢ in der ersten Formel
vertauscht und subtrahiert. O

Wir kommen nun zur Anwendung auf harmonische Funktionen. Zunéchst benétigen wir ein
Lemma.

Lemma 27.14 (Darstellung einer harmonischen Funktion). Sei D C RY eine offene
Menge, E C D ein beschrinktes Polyeder mit duferem Normalenfeld v und h € C?(D,R)
eine (auf D) harmonische Funktion. Dann gilt (mit der Funktion u, aus (27.6))

ha) = /a (h{grad ) = g {grad b 2) g

Beweis. Wir withlen ein ¢ > 0 mit B.(a) C E° und setzen E, := E \ B.(a). (Damit ist
0E, = OE W 0B.(a).) Fir z € B.(a) gilt v(z) = —** (das ist das duBere Normalenfeld

an E,) und grad u,(z) = 71d *L;ﬂ mit 4 aus Beispiel 26.44. Wir berechnen damit direkt fiir
z € B.(a) |
(grad ug(2), v(2)) = ~—g (27.7)
rad uq(z), v(z)) = — - .
grad uq(z),v(x B

Die zweite Green’sche Formel (angewandt auf die Funktionen u, und h) ergibt somit

/ (h(grad ug,v) —uq(grad h,v))dA\gp = —/ (h{grad ug,v) — uqs(grad h,v))dAgg
oF — OBe(a) -

Wir zeigen nun

h(a) = — lim h(grad uq, v)dAyp, 0 = lim ug(grad h, v)dAyp,
e—0 9B (a) e—0 9B.(a)

woraus die Behauptung folgt. Fiir die erste Behauptung geniigt es, (27.7) und die Stetigkeit
von h zu benutzen, da der Flicheninhalt von 0B (a) gerade 4?1 ist. Weiter sei M, :=
SUPgep. (o) lgrad h(z)|. Dann gilt |(grad h(z),v(z)) < M. und damit auch

27
Merge? M,-e fiir d > 2 0

M, .

<(loge) - 2me = M. -eloge, fird=2 .,

| / ualgrad h, 1)) dAog é{ loze) S 20
9B:(a) (d—2)yqe—2 d—2>

Nun folgt also die Behauptung. O
Proposition 27.15 (Mittelwerteigenschaft). Sei d > 2, E C R? offen und h € C?(E,R)
harmonisch. Dann gilt, falls B,(a) C E,

1
ha) = ——— / hdDog (a)-
(@) Yar¢ JoB, (a) “0B-(a)
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Beweis. Wir verwenden die Darstellung von h aus Lemma 27.14 fir £ = B,(a) und
Egrad ug(z),v(x)) = ﬁ fir x € By(a) (siche den Beweis des letzten Lemmas). Daraus
olgt

1
ha—/ hd, az—ur/ grad h,v)dAsp, (4
(a) T 208 @ (r) 6Br(g)< )dA9B, (a)

= —u(r)/ div(grad h)d\p, (q) =0
Br(a) a

nach dem Gauss’schen Integralsatz wegen div(grad h) = 0. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen,
das besagt, dass sie Maxima (und Minima) nur auf dem Rand eines Gebietes annehmen.

Korollar 27.16 (Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei E C R? eine
zusamenhdingende, offene Menge und h € C*(E,R) harmonisch auf E. Ist h nicht konstant,
dann nimmt h ihr globales Mazimum (und globales Minimum) auf OE an.

Beweis. Angenommen, das globale Maximum M von h linge in a € E, also M = h(a) =
sup,c g M(z). Dann gilt mit der Mittelwerteigenschaft fiir ein € > 0 mit B.(a) C E

1 /
—_— M — h(z))dAgp_(a)(dz) = 0.
o] 835(2)( (2))dAop. (a)(dz)

Da M — h > 0 nach Definition von M, muss also M = h gelten. Damit wére h konstant, was
aber ausgeschlossen war. Dies beweist die Behauptung. O

27.5 Der Satz von Stokes

Bereits in Bemerkung 17.19 haben wir die Rotation eines Vektorfeldes definiert. Diese benéti-
gen wir nun auch im Satz von Stokes. Wir besprechen hier nicht die allgemeinste Version
dieses Satzes, sondern nur zwei Versionen, eine in d = 2 (Theorem 27.19) und eine in d = 3
(Theorem 27.23). Wir wiederholen zunéchst die Rotation.

Definition 27.17 (Rotation). 1. Sei E C R? offen und f = (f1, f2) € C'(E,R?). Dann
15t

rot(f) := D1fa — Daf1

die Rotation von f.
2. Sei E CR? offen und f = (f1, f2, f3) €€ CY(E,R?). Dann ist

rot(f) := (Dafs — D3f2, Dsfi— Difs, Difa— Dsfr)
die Rotation von f.
Bemerkung 27.18 (Vektorprodukt). 1. Fiir & = (z1,22,23),y = (y1,¥2,y3) € R? ist
bekanntlich
XY= ($2y3 — T3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — IL‘2y1)
das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) aus z,y. Dies ist ein Vektor, der sowohl auf

z als auch auf y senkrecht steht (d.h. (z,z x g)iz (y,z x y) = 0) und als Lénge den
Flicheninhalt des von z und y aufgespannten Parallelogramms hat. Wegen Propositi-

on 26.37 ist damit |z x y| = |/det(A"A) mit A= (z7,y").
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2. Mit Hilfe des Vektorproduktes und V := (D1, Dy, D3) (im R3) schreiben wir auch

rot(f) =V x [.

Theorem 27.19 (Satz von Stokes in R?). Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet und E C D
sei offen mit stetig differenzierbarem Rand OF, d.h. es gibt eine Einbettung v : [a,b] — OE.
Auflerdem gelte fiir das dufere Normalenfeld

v((t) =

For2r?

mit D(z,y) = (y, —z). (Damit liegt E links von OE.) Ist f = (f1, f2) € CH(E,R?), so gilt
b
[ @) = [ ). @)
E a

Beweis. Wir setzen g = (g1,92) mit g1 = f2,92 = —f1 und verwenden den Gauss’schen
Integralsatz, Theorem 27.11. Damit ergibt sich

/ rot(f)dN? = / (D1 fol) — Dafi(x)) A2(dz)
E E

Wir verwenden das letzte Resultat zur Berechnung von Flécheninhalten.

Korollar 27.20 (Flichenformel). Sei E C R? eine Fliche mit einer Einbettung v =
(71,72) € CY(I,R?) fiir I = [a,b] des Randes OE. Dann gilt

1 /b
(E) =5 [ (nOr(0) = e (o)t

Beweis. Wir verwenden Theorem 27.19 mit f = (f1, f2) und fi(z,y) = —y, fo(z,y) = 2.

Daraus folgt rot(f) = 2 und damit die Aussage. O

Beispiel 27.21 (Kreisfliche). Wieder einmal berechnen wir den Inhalt eines Kreises. Sei
also E = B,(0) und () = (rcos(t),rsin(t)) fiir t € [0,27], also OF = ~([0,27]). Damit
berechnen wir aus dem letzten Korollar
2
r

M(B,(0) = = /27r (cos®(t) + sin?(t))dt = r’m.
0 2 J,
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Wir kommen nun zum Satz von Stokes in R3. Zuniichst bendtigen wir eine Darstellung des
Einheitsnormalenfeldes.

Lemma 27.22 (Einheitsnormalenfeld). Sei E' C R? offen und y € C*(E',R?) eine Ein-
bettung. Dann ist

Dll X Dgl

-1
——=—— 0%y
|D11 X D21| -

Vp =
mat
D1y x Dyy = (D172Davy3 — D1y3Day2, D1v3Dayy — D1v1Days, DiyiDavys — DiyaDayi)

ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf E = y(E").

Beweis. Nach Proposition 26.33 ist

Divi Divyo D1’73> (Dw)
N, E =Ker(D~(z))" = Ker = Ker =].
2(2) (23(@)) <D271 Dovy2  Doys Doy

Offenbar ist D1y x Dy ein Vektorprodukt im R3 und damit sowohl auf D17y als auch auf Dyy
senkrecht. Also ist D1y - (D1y x Dyy)" = Doy - (D1y x Day) " =0, also vp(v(z)) € Ny E.
Daraus folgt die Behauptung. O

Theorem 27.23 (Satz von Stokes im R?). Sei D C R3 eine 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, die die Spur einer Einbettung B € C*(D’,R3) fiir ein D' C R? offen ist. Weiter habe
E' C D’ einen stetig differenzierbaren Rand, der durch eine Einbettung v € C'([a,b],dE") fiir
a < b parametrisiert ist. Fir die Parametrisierung v = 80~ von OF gilt dann fir E = v(E)
und f € C*(D,R3) und dem Einheitsnormalenfeld vy aus Lemma 27.22 a

1 :

Bemerkung 27.24 (Rotation). Sei D C R? eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
E;, Es, ... eine Folge von Teilmengen von D mit Ey | {z}, auf die wir den Stokes’schen Satz
anwenden konnen. Dann gilt, falls Vs den Rand von dF;, nach der Bogenlidnge parametrisiert
(dh. 9| =1)

(rot(£) (), v (z)) = lim (1) /a DD,

Auf der rechten Seite steht die Zirkulation des Feldes f entlang des Randes 0Ej, die man
aufgrund der Gleichheit als die Rotation in Richtung vy (z) interpretiert.

Beweis. Zunéchst eine Voriiberlegung. Es gilt

DB (foB) = (DI”BI D1y D13

JiopB
Doy D2fo D253) .

faof
fsop
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Wir schreiben mit Theorem 27.19 (fiir das vierte Gleichheitszeichen)

b
/ i <Lj>d)\aE :/ <i<l(t))7j(t)>dt
a a

E 7]

Nun ist mit v aus Lemma 27.22 und der Gram’schen Determinante gg

Dig-((Df)" = Df)-Dof

0 Dofi — Difo D3fi — Difs\ (D2
= (D11 D12 D133) | Difa — D2 f1 0 Dsfa—Dafs | | D2f2
Difs —Dsf1 Dafs — Dsfo 0 D23

= (D2 f3 — D3 f2)(D183D2f2 — D132D2f33)
+ (D3 f1 — D1f3)(D181 D283 — D183 D2f31)
+ (D1f2 — Daf1)(D1B2D2f1 — D181 D2f32)
= —rot(f) - (D18 x D2f)

und damit
/ i(f VYA _/ (rot(f),vg o B /gad\ —/(rot(f) J )
o5 |7 L) GAE / f)vpoB),/9pdAe = wotlf), zp)dAe

und die Behauptung ist gezeigt. O



