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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (Ω,P(Ω),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X1, X2 zwei unabhängig Zu-
fallsvariablen auf Ω. Beweisen Sie:

(a) Sind λ1, λ2 > 0 und Xi Poisson-verteilt zum Parameter λi, i = 1, 2, so ist die Summe
X1 +X2 Poisson-verteilt zum Parameter λ1 + λ2.

(b) Für X1, X2 wie in Teil (a) ist X1 gegeben X1 + X2 = l binomialverteilt mit Parameter
n = l und p = λ1/(λ1 + λ2), d.h. für alle k = 0, 1, . . . , l gilt

P (X1 = k | X1 +X2 = l) =

(
l

k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k (
1− λ1

λ1 + λ2

)l−k
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (Ω,P(Ω),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X1, . . . , Xn unabhängige Zu-
fallsvariablen auf Ω. Zeigen Sie:

(a) Für Funktionen fi : R −→ R, i = 1, . . . , n, sind die Zufallsvariablen f1(X1), . . . , fn(Xn)
unabhängig.

(b) Für g : R2 −→ R sind die Zufallsvariablen g(X1, X2), X3, . . . , Xn unabhängig.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (Ω,P(Ω),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y Zufallsvariablen auf Ω.
Beweisen Sie:

(a) Gilt Var(X) = 0, so ist P(X = EX) = 1, d.h. X ist mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant.

(b) Gilt für beliebige ω1, ω2 ∈ Ω

X(ω1) < X(ω2) ⇒ Y (ω1) ≤ Y (ω2),

so sind X und Y positiv korreliert sind, d.h. es gilt Cov(X,Y ) ≥ 0.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei (Ω,P(Ω),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N eine Folge von Zu-
fallsvariablen mit 0 < Var(Xi) ≤ c ∈ R für alle i ∈ N, für die zusätzlich gilt, dass

ρij :=
Cov(Xi, Xj)√
Var(Xi)Var(Xj)

−→ 0 für |i− j| → ∞.

Zeigen Sie, dass (Xn)n∈N dem schwachen Gesetz großer Zahlen genügt, d.h. dass für beliebiges
ϵ > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

(Xi − EXi)

∣∣∣∣∣ > ϵ

)
= 0.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Was besagen die Markov- und die Chebychev-Ungleichung?

(ii) Wann sind zwei Zufallsvariablen X1 und X2 unabhängig?

(iii) Unter welcher Voraussetzung gilt Var(X1 +X2) = Var(X1) + Var(X2)?

(iv) Formulieren Sie das schwache Gesetz der großen Zahlen.

(v) Beweisen Sie das schwache Gesetz der großen Zahlen.
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