I
UNI
FRE:BURG

Wahrscheinlichkeitstheorie II1 Wintersemester 2024 /25

Vorlesung: Prof. Dr. Thorsten Schmidt
Ubung: Moritz Ritter

Ubungsblatt 6

Abgabe: Freitag, 28.11.2024.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass die folgenden diskontierten Finanzmarktmodelle ein
dquivalentes lokales Martingalmafs bis 7" besitzen. Im Folgenden sei W eine Standard-Brownsche
Bewegung mit ihrer natiirlichen Filtration.

1. HESTON-MODELL. Der Preisprozess ist gegeben durch
dS; = pSedt + /v SpdWy
mit Anfangswert Sy > 0, wobei der Varianzprozess v ein Cox-Ingersoll-Ross-Prozess ist:
dvy = k(0 — v)dt + £/1d By

mit Anfangswert vy > 0 und Konstanten x,0,£ > 0. Der Prozess B ist eine weitere
Standard-Brownsche Bewegung. Wir nehmen an, dass 2k0 > &2 gilt, was sicherstellt,
dass der Varianzprozess v strikt positiv ist. Das Heston-Modell ist ein Beispiel fiir ein
stochastisches Volatilitdtsmodell.

2. BERGOMI-MODELL. Der Preisprozess ist gegeben durch
dS; = pSydt 4+ \/€,S,dW,
mit Anfangswert Sy > 0, wobei die momentane Varianz £ durch
d§ = w§dBy

mit Anfangswert £y > 0 gegeben ist. Hier ist w > 0 ein Skalierungsfaktor, und B ist eine
weitere Standard-Brownsche Bewegung.

Aufgabe 2 (CIR-Prozess; 4 Punkte). 1. Uberpriifen Sie die Zuléssigkeitsbedingungen in [2],
um herauszufinden, unter welchen Bedingungen an b, 3,0 € R ein affinierter Prozess X auf
R, existiert, der

fiir eine Brownsche Bewegung W erfiillt.

2. Schreiben Sie die Funktionen F' und R auf, die diesen Parametern geméf [1, Theorem 7]
oder [2, Theorem 2.7| zugeordnet sind, und finden Sie Losungen ¢,¢: Ry x C_ — C der
Riccati-Gleichungen

Orp(t,u) = F(p(t,u),  Op(t,u) = R(P(t,u)).

Hinweis: Sie kénnen die Lisungen ¢, in der Literatur finden und tberpriifen, dass sie
die Riccati-Gleichungen erfiillen.



Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei W eine Standard Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie, dass der Prozess

t

1
0

folgende Gleichung erfiillt

B
dB; =~ ttdt+th

und zeigen Sie, dass lim E[B;] = 0.
t 1
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