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Aufgabe 1 (6 Punkte). Gegeben seien die Marktmodelle, deren Preise S(N)
k auf einemWahrschein-

lichkeitsraum (Ω(N),F (N), P ∗
N ) definiert sind. Dabei ist P ∗

N ein Martingalmaß für jedes der
Marktmodelle, das heißt, die diskontierten Preisprozesse

X
(N)
k :=

S
(N)
k

(1 + rN )k
, k = 0, . . . , N

bilden Martingale bezüglich der Filtration F (N)
k := σ(S

(N)
1 , . . . , S

(N)
k ).

Wir nehmen weiter an:

1. Die Anfangspreise S(N)
0 sind für alle N gleich und konstant, also S(N)

0 = S0 > 0.

2. Die Renditen R(N)
k :=

S
(N)
k −S(N)

k−1

S
(N)
k−1

für k = 1, . . . , N sind unabhängig unter P ∗
N und erfüllen

−1 < aN ≤ R(N)
k ≤ bN , für alle k = 1, . . . , N,

wobei aN → 0 und bN → 0 für N →∞ gilt.

3. Die Varianzen varN (R
(N)
k ) unter P ∗

N sind so, dass

σ2N :=
1

T

N∑
k=1

varN (R
(N)
k )→ σ2 ∈ (0, 1)

für N →∞ konvergiert.

Zeigen Sie unter diesen Annahmen, dass die Verteilungen der Endwerte S(N)
N unter P ∗

N schwach
gegen eine log-normal verteilte Zufallsvariable ST mit den Parametern

logS0 + rT − 1

2
σ2T und σ

√
T

konvergieren. Die Verteilung der Grenzzufallsvariablen ST lässt sich darstellen als

ST := S0 exp

(
σWT +

(
r − 1

2
σ2
)
T

)
,

wobei WT eine normalverteilte Zufallsvariable N(0, T ) mit Erwartungswert 0 und Varianz T ist.

Hinweis: Verwenden Sie Theorem A.41. in [1]. Dazu betrachten Sie die Taylorentwicklung von
log(1 + x) und erhalten damit eine geeignete Darstellung für log(S(N)).

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass die Folge von Endwerten S(N)
N der Binomial Modelle

aus Blatt 3 für r = rN = rT/N , a = aN = e−σ
√
T/N − 1 und b = bN = e−σ

√
T/N − 1 schwach

konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.



Aufgabe 3 (Das Black-Scholes-Modell; 6 Punkte). Wir betrachten das zweidimensionale Semi-
martingal S̃ = (S̃0

t , S̃
1
t )t≥0 ∈ S welches für r > −1, µ ∈ R, σ ∈ R+ und einer (bezüglich dem

Maß P ) Standard Brown’schen Bewegung W folgende Darstellung besitzt

dS̃0
t = rS̃0

t dt

und

dS̃1
t = µS̃1

t dt+ σS̃1
t dWt.

Geben Sie eine explizite Form von S̃ an. Zeigen Sie, dass es zu fixem T > 0 ein zu PT äquiv-
alentes Maß QT gibt, sodass der Prozess S gegeben durch S = S̃/S̃0 = (1, S̃1/S̃0) ein lokales
Martingal bis T ist.
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