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Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei H > 0 ein Claim, sodass

EglH] <00 ¥ Q€ M,..

Zeigen Sie, dass VT mit V;T = esssupge m, Eq[H|.#:] das kleinste M -supermartingal ist, dessen
Endwert H dominiert.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei H > 0 ein Claim, sodass
Eg[H] <0 V Qe M..

Zeigen Sie, dass eine Superhedgingstrategie £ mit Startkapital 7g,,(H) fiir H existiert. Zeigen
Sie weiter, dass ms,,(H) das minimale Startkapital fiir ein derartigen Superhedge ist, d.h.

Tsup(H) = inf{w € R|3 £, sodass m + G%(H) > H}
Aufgabe 3 (4 Punkte). Der risikolose Bond sei definiert als
SY =1+t t=0,...,T,

mit r > —1, und einem Asset S; = .5, dessen Rendite

S =51
R; = 5

im ¢t-ten Handelszeitraum nur zwei mogliche Werte a,b € R annehmen kann, so dass —1 < a < b.
Somit springt der Aktienkurs von S;_; entweder auf den hoheren Wert S; = S;_1(1+4b) oder auf
den niedrigeren Wert Sy = S;_1(1 + a). Wir konstruieren das Modell auf € mit

Q:={-1,+1} ={w=(y1,...,yr) |y € {~1,+1}}.

Bezeichne mit
Y%(‘f‘)) = fﬁrw:(y17'~'7yT)

die Projektion auf die t-te Koordinate, und definiere

Ri(w) :=a

1 —Yi(w) n bl +Yi(w) Ja, wenn Yi(w)=—1,
2 2 B b, wenn Y;(w) = +1.

Der Preisprozess wird modelliert als

t
Sp =S [J(1 + Ra),
k=1



wobei der Anfangswert Sy > 0 eine gegebene Konstante ist. Der diskontierte Preisprozess hat
die Form
L1+ Ry

- 147"

S,
= — = S
Xt =g =5 ;

Als Filtration nehmen wir

Fi:=0(So,...,5) =0(Xo,..., Xy), t=0,...,T.
Beachte, dass Fo = {0, Q}, und

Fr=cY1,....Yy) =0(Ry,...,Ry) furt=1,...,T;

F := Fr stimmt mit der Potenzmenge von (2 iiberein. Wahle eine beliebige Wahrscheinlichkeits-
maf P auf (2, F), sodass
P{w}] >0 fir alle w € Q.

Ein solches Modell wird als binomiales Modell oder CRR-Modell bezeichnet. Charakterisieren
Sie jene Parameterwerte a, b, r, fiir die das Modell arbitragefrei ist: Das CRR-Modell ist genau
dann arbitragefrei, wenn a < r < b. In diesem Fall ist das CRR-Modell vollstandig, und es gibt
ein eindeutig bestimmtes Martingalmaf Q.

Das Martingalmafs wird durch die Eigenschaft charakterisiert, dass die Zufallsvariablen Ry, ..., Ry
unter ) unabhéangig sind und folgende gemeinsame Verteilung besitzen

T—a

Q[Rt:b]:q:_b_a’

t=1,...,T.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Wir betrachten das Modell aus Aufgabe 3. Zeigen Sie: Der Werteprozess
Vi=Egl[H | F], t=0,...,T,

einer replizierenden Strategie fiir H hat die Form
Vi(w) = v (Sp, S1(w), - .., St(w)),

wobei die Funktion v; gegeben ist durch

Ut(ﬂfo,...,l}) =E* |:h («xﬂ,-..,xt,wts’l xtST—t>:| .

S0 8y
Leiten Sie eine rekursive Darstellung fiir v; her.

Aufgabe 5 (2 Punkte). Betrachten Sie das Modell aus Aufgabe 3 und die Funktion v; aus
Aufgabe 4. Geben Sie eine explizite Darstellung fiir v; an, falls H = h(Sr).

Aufgabe 6 (2 Punkte). Betrachten Sie das Modell aus Aufgabe 3. Geben Sie die zu Aufgabe 4
korrespondiere replizierende Strategie explizit an.



