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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien Z = (Zt)t=1,...,T unabhängig standard normalverteilte Zufallsvari-
ablen auf (Ω,F , P ) und sei F = (Ft)t=0,...,T die von Z erzeugte Filtration, wobei F0 = {∅,Ω}.
Für Konstanten X0 > 0, σi > 0, und µi ∈ R definieren wir den Prozess X bestehend aus
log-normalverteilten Zufallsvariablen wie folgt

Xt := X0

t∏
i=1

eσiZi+µi t = 0, . . . , T.

Konstruieren Sie ein äquivalentes Maß Q ∼ P , unter welchem die Zufallsvariablen Xt log-
normalverteilt sind und der Prozess X ein Martingal bildet.
Hinweis: Finden Sie Q ∼ P , sodass Z1, . . . , ZT unabhängig sind und Zt normalverteilt ist.
Finden Sie den Erwartungswert und die Varianz, sodass X ein Martingal ist. Wenn Z ∼ N (µ, σ),
so gilt E[eZ ] = eµ+σ

2/2.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass jedes Supermartingal (Xn)n∈N0 mit E[Xn] = E[X0]
für alle n ist bereits ein Martingal ist.

Aufgabe 3 (8 Punkte). Wir betrachten Sie das binomial Modell in einer Periode: Veran-
schaulichen Sie die Implikation ii)⇒ iii) aus Satz 21 in einer Skizze, indem Sie die Zufallsvari-
ablen auf Ω mit R2 identifizieren. Beweisen Sie anschließend die entsprechende Aussage direkt,
ohne die Anwendung von Theorem 25 oder der darauf basierenden Lemmata.


