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Aufgabe 1 (4 Punkte). Es sei T eine Stoppzeit und ¢ > 0. Zeigen Sie

i) T +t ist eine vorhersehbare Zeit.

ii) T =t ist eine vorhersehbare Zeit.
Hinweis: Verwenden Sie, dass &2 = o({A x {0}|A € Fo} U{[0,T]|T ist eine Stoppzeit}). Fir
einen Beweis dieser Aussage siehe [1, Theorem 2.2].
Aufgabe 2 (4 Punkte). Es sei A € & eine vorhersehbare Menge. Falls fiir jede vorhersehbare
Zeit T mit [T] C A gilt, dass P[T = oo] = 1, dann ist A eine verschwindende Menge.

Hinweis: Sie dirfen verwenden, dass A* = {w € Q|(w,t) € A fir eint € Ry} messbar ist.
Nehmen Sie an, dass A keine verschwindende Menge ist und verwenden Sie folgenden Satz, um
etnen Widerspruch zu zeigen.

Satz 1 (Satz vom vorhersehbaren Schnitt). [1, Theorem 2.14]; Es seien A € & eine vorhersehbare
Menge und Aq € &7 eine Menge mit
Ag ={w e Q: (w,t) € Afiireint € Ry}
Dann existiert zu jedem e > 0 eine vorhersehbare Zeit 7" mit [1] C A, sodass
PH{T =00} NAq) <e
Aufgabe 3 (4 Punkte). i) Es seien X,Y zwei vorhersehbare Prozesse, sodass

Xp =Yr fast sicher auf {T < oo}.

fiir jede vorhersehbare Zeit T'. Zeigen Sie, dass dann X und Y ununterscheidbar sind.
ii) Zeigen Sie die Eindeutigkeit in Theorem 87 der Vorlesung.

Hinweis: Wir sagen, dass A auf B fast sicher gilt, falls P[A N B] = P[B] oder dquivalent dazu
P[A°N B] =0.

Lebesgue-Stieltjes Mal} und Integration

Definition 1. Ein Mengensystem &7 € 2 heifit Semiring, falls gilt:
1. e

2. Fiir je zwei Mengen A, B € & ist B\ A endliche Vereinigung von paarweise disjunkten
Mengen aus 7.

3. & ist N—stabil.

Satz 2 (Fortsetzungssatz fiir Mafe). [2, Theorem 1.53]; Sei 7 ein Semiring und p: &/ — [0, 0]
eine additive, o-subadditive, o-endliche Mengenfunktion mit u()) = 0. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes, o-endliches Maf fi: o(27) — [0, 00] mit i(A) = p(A) fur alle A € &



Definition 2. Fiir eine rechtsstetige monoton wachsende Funktion f heift das Mak py auf
(R4, Z(Ry)) mit pr[{0}] = 0 (manchmal auch = f(0) das ist aber eine Sache der Definition)
und pi¢[(s,t]] = f(t) — f(s) fiir alle s,t € Ry, s < t, Lebesgue-Stieltjes Mak zur Funktion f.

Aufgabe 4 ( 4 Punkte). i) Beschreiben Sie, welche Voraussetzungen nachzurechnen sind,
um die Wohldefiniertheit von Definition 2 zu gewéhrleisten (Sie miissen diese nicht zeigen!).

ii) Sei f zusétzlich differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir messbare Abbildungen h: Ry — R
gilt, dass

[ wwytan) = [ b))

Ry Ry
falls eines der beiden Integrale existiert.
iii) Berechnen Sie f(O,t] h(u)df (u) = fR+ L(o.4h(u)pg(du) fiir
a) h(t) =t und f(t) = exp(t)
b) h messbar und f(t) = >, cn L, ,00)(t) fiir eine monoton wachsende Folge (an)nen-

Hinweis: Verwenden Sie fiir ii) den Satz iber monotone Klassen. Sie brauchen das Argument
nicht tm Detail ausfihren.
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