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Aufgabe 1 (Black-Scholes-Modell; 4 Punkte). Zeigen Sie, dass das Semimartingal

Xt = X0€O'Wt+t(u—0'2/2)

fir p € R,0 € Ry und einer Standard Brown’schen Bewegung W folgende Darstellung besitzt
dXt = /.,LXtdt + O'Xtth = Xtd(/ﬂf + O'Wt).

Aufgabe 2 (Vasicek-Modell; 4 Punkte). Zeigen Sie, dass das Semimartingal
t
X; = Xoe @+ b1 —e ™) 4 ge™ / e dWs
0

fiir b0 € R,a > 0 und einer Standard Brown’schen Bewegung W folgende Darstellung besitzt
dXt = a(b — Xt)dt + O'th.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Wir betrachten das zweidimensionale Semimartingal S = (S, .5});>0 €
& welches fir r > —1,u € R,0 € Ry und einer (beziiglich dem Mafs P) Standard Brown’schen
Bewegung W folgende Darstellung besitzt

dSY = rS%dt
und

dS} = pStdt + oSt dw;.

Geben Sie eine explizite Form von S an. Zeigen Sie, dass es zu fixem T > 0 ein zu Pr dquivalentes
Mak Q7 gibt, sodass der Prozess S gegeben durch S = §/5% = (1, 5'/5°) ein lokales Martingal
bis T ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Aussage aus Aufgabe 16 aus dem Skript (ohne Beweis).

Definition 1. Ein einfacher Prozess H (in Finanzmathe auch: einfache Handelsstrategie) ist ein
R-wertiger adaptierter stochastischer Prozess der Form

H = Z hilyr_y iz

i=1
fiir endliche Stoppzeiten 0 <79 <73 <--- <7, <oound h; € L®(%#,, ) firallei=1,...,n.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei S ein lokal beschrinkter cadlag Prozess. Die Menge K™l C
L>°(Q, o/, P) sei gegeben durch

n
Ksmple .— [(H . S)o|H = Z hily., | - einfacher Prozess, S™ beschrénkt}.
i=1

Weiter existiere ein Mafs () mit den Eigenschaften



1. @ ~ P, d.h. Q ist dquivalent zu P, und
2. der Prozess S ist ein lokales Martingal unter Q.
Sei weiter LY (Q, o7, P) = {f € L=(Q, o, P)|f > 0}. Zeigen Sie
Kstmple 0 1°(Q, o, P) = {0}.

Formulieren Sie eine 6konomische interpretation dieser Aussage.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 5.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte). Zeigen Sie: Ein lokal beschriankter cadlag Prozess S ist ein lokales
Martingal genau dann, wenn

E[(H - S)w] = 0,

fiir alle einfachen Prozesse H = > | hily;,_, 7], sodass S™ beschrénkt ist.

Hinweis: Betrachten Sie eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten (T))nen, sodass S™n ein
beschrinkter Prozess ist. Die Martingaleigenschaft von S™ folgt nun, falls E [SUT;L@UI] = SZ;‘
fiir alle Stoppzeiten o1 < o9 < T, (Diese Aussage muss ebenfalls gezeigt werden).



