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Aufgabe 1 (Black-Scholes-Modell; 4 Punkte). Zeigen Sie, dass das Semimartingal

Xt = X0e
σWt+t(µ−σ2/2)

für µ ∈ R, σ ∈ R+ und einer Standard Brown’schen Bewegung W folgende Darstellung besitzt

dXt = µXtdt+ σXtdWt = Xtd(µt+ σWt).

Aufgabe 2 (Vasicek-Modell; 4 Punkte). Zeigen Sie, dass das Semimartingal

Xt = X0e
−at + b(1− e−at) + σe−at

t∫
0

easdWs

für b, σ ∈ R, a ≥ 0 und einer Standard Brown’schen Bewegung W folgende Darstellung besitzt

dXt = a(b−Xt)dt+ σdWt.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Wir betrachten das zweidimensionale Semimartingal S̃ = (S̃0
t , S̃

1
t )t≥0 ∈

S welches für r > −1, µ ∈ R, σ ∈ R+ und einer (bezüglich dem Maß P ) Standard Brown’schen
Bewegung W folgende Darstellung besitzt

dS̃0
t = rS̃0

t dt

und

dS̃1
t = µS̃1

t dt+ σS̃1
t dWt.

Geben Sie eine explizite Form von S̃ an. Zeigen Sie, dass es zu fixem T > 0 ein zu PT äquivalentes
Maß QT gibt, sodass der Prozess S gegeben durch S = S̃/S̃0 = (1, S̃1/S̃0) ein lokales Martingal
bis T ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Aussage aus Aufgabe 16 aus dem Skript (ohne Beweis).

Definition 1. Ein einfacher Prozess H (in Finanzmathe auch: einfache Handelsstrategie) ist ein
R-wertiger adaptierter stochastischer Prozess der Form

H =
n∑
i=1

hi1Kτi−1,τiK

für endliche Stoppzeiten 0 ≤ τ0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τn <∞ und hi ∈ L∞(Fτi−1) für alle i = 1, . . . , n.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei S ein lokal beschränkter càdlàg Prozess. Die Menge Ksimple ⊂
L∞(Ω,A , P ) sei gegeben durch

Ksimple := {(H · S)∞|H =

n∑
i=1

hi1Kτi−1,τiK einfacher Prozess, Sτn beschränkt}.

Weiter existiere ein Maß Q mit den Eigenschaften



1. Q ∼ P , d.h. Q ist äquivalent zu P , und

2. der Prozess S ist ein lokales Martingal unter Q.

Sei weiter L∞+ (Ω,A , P ) := {f ∈ L∞(Ω,A , P )|f ≥ 0}. Zeigen Sie

Ksimple ∩ L∞+ (Ω,A , P ) = {0}.

Formulieren Sie eine ökonomische interpretation dieser Aussage.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 5.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte). Zeigen Sie: Ein lokal beschränkter càdlàg Prozess S ist ein lokales
Martingal genau dann, wenn

E [(H · S)∞] = 0,

für alle einfachen Prozesse H =
∑n

i=1 hi1Kτi−1,τiK, sodass S
τn beschränkt ist.

Hinweis: Betrachten Sie eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten (Tn)n∈N, sodass STn ein
beschränkter Prozess ist. Die Martingaleigenschaft von STn folgt nun, falls E

[
STnσ2 |Fσ1

]
= STnσ1

für alle Stoppzeiten σ1 ≤ σ2 ≤ Tn (Diese Aussage muss ebenfalls gezeigt werden).


