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Definition 1 (upc-Metrik). Sei D die Menge aller adaptierten càdlàg Prozesse von Ω×R+ nach
R. Wir definieren die Metrik ducp : D ×D → [0,∞) durch

(X,Y ) 7→
∑
n∈N

2−nE[(X − Y )∗n ∧ 1], (1)

wobei X∗n := sups≤n |Xs|. Ebenso definiert ducp eine Metrik auf dem Raum aller adaptierten
càglàd Prozesse.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Zeigen Sie folgende Aussagen:

i) Für Zufallsvariablen X,X1, X2, . . . gilt stochastische Konvergenz Xm → X genau dann,
wenn E[|Xm −X| ∧ 1]→ 0.

ii) Für adaptierte càdlàg (càglàd) Prozesse X,X1, X2, . . . gilt gleichmäßige Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit auf Kompakta (uniform convergence in probability on compacts - ucp)
Xn → X in ucp, dh.

lim
m→∞

P ((Xm −X)∗t > ε) = 0 für alle ε > 0 und t > 0,

genau dann, wenn ducp(Xm, X)→ 0.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei (Mn)n∈N eine Folge in H 2 mit Mn →M in H 2. Zeigen Sie, dass
dann sups≤t |Mn

s −Ms| → 0 in L2 für alle t > 0. Folgern Sie, dass die Konvergenz auch in ucp
gilt.

Definition 2.

i) Eine adaptierte Zerlegung ist eine Folge τ = (Tn)n∈N0 von Stoppzeiten mit T0 = 0,
supn∈N Tn =∞ und Tn < Tn+1 auf {Tn <∞} für alle n ∈ N0.

ii) Es seien X ∈ S ein Semimartingal, H ein adaptierter Prozess und τ = (Tn)n∈N0 eine
adaptierte Zerlegung. Dann nennen wir den Prozess τ(H ·X) definiert durch

τ(H ·X)t :=
∑
m∈N0

HTm(XTm+1∧t −XTm∧t), t ∈ R+

die τ -Riemann’sche Approximation von H ·X.

iii) Eine Folge (τn)n∈N von adaptierten Zerlegungen τn = (Tn,m)m∈N0 heißt eine Riemann’sche
Zerlegungsfolge, falls für alle t ∈ R+

sup
m∈N0

|Tn,m+1 ∧ t− Tn,m ∧ t| → 0 für n→∞.



Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei X ∈ S ein Semimartingal, H ein lokal beschränkter càg Prozess.
Weiter sei (τn)n∈N eine Riemann’sche Zerlegungsfolge.

i) Geben Sie den einfachen previsiblen Prozess Hn an, sodass τn(H ·X)t = Hn ·X. Dieser
darf hier auch als Reihe dargestellt werden.

ii) Zeigen Sie, dass Hn punktweise gegen H konvergiert.

iii) Folgern Sie, dass die τn-Riemann’schen Approximationen τn(H · X)t gegen H · X in ucp
konvergieren.

Aufgabe 4 (3 Punkte). SeienX,Y ∈ S. Zeigen Sie, dass die quadratische Kovariation [X,Y ] von
X und Y wie folgt approximiert werden kann: Sei (τn)n∈N eine Riemann’sche Zerlegungsfolge.
Dann gilt∑

m∈N0

(XTn,m+1∧· −XTn,m∧·)(YTn,m+1∧· − YTn,m∧·)→ [X,Y ] in ucp für n→∞.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunächst für die quadratische Variation [X] := [X,X] und
verwenden Sie dann die Polarisierungsformel

[X,Y ] = 1
2 [X + Y ]− 1

2([X] + [Y ]).

Definition 3. Es sei X ∈H 2
loc beliebig. Wir bezeichnen mit

i) L2(X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass H2 · 〈X,X〉 ∈ A+.

ii) L2
loc(X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass H2 · 〈X,X〉 ∈ A+

loc.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Es sei X ∈H 2
loc beliebig. Dann liegt jeder lokal beschränkte, previsible

Prozess H in L2
loc(X).


