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Definition 1 (upc-Metrik). Sei D die Menge aller adaptierten cadlag Prozesse von Q x Ry nach
R. Wir definieren die Metrik dyep: D x D — [0, 00) durch

(X,Y) = Y _27"B[(X = Y)L AT, (1)
neN
wobei X = sup,, |X;s|. Ebenso definiert dy., eine Metrik auf dem Raum aller adaptierten

caglad Prozesse.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Zeigen Sie folgende Aussagen:

i) Fiir Zufallsvariablen X, X!, X2, ... gilt stochastische Konvergenz X™ — X genau dann,
wenn E[|X™ — X|A 1] — 0.

ii) Fiir adaptierte cadlag (caglad) Prozesse X, X!, X2, ... gilt gleichmiRige Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit auf Kompakta (uniform convergence in probability on compacts - ucp)
X, — X in ucp, dh.

lim P((X™—X); >¢)=0 firallee>0undt >0,

m—00

genau dann, wenn dyq,(X™, X) — 0.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei (M"),en eine Folge in 5#2 mit M™ — M in 2. Zeigen Sie, dass
dann sup,<, |M§ — M| — 0 in L? fiir alle ¢ > 0. Folgern Sie, dass die Konvergenz auch in ucp
gilt.

Definition 2.

i) Eine adaptierte Zerlegung ist eine Folge 7 = (T})nen, von Stoppzeiten mit Ty = 0,
sup,en I = 0o und T;, < Ty auf {7}, < oo} fiir alle n € No.

ii) Es seien X € S ein Semimartingal, H ein adaptierter Prozess und 7 = (7},)nen, eine
adaptierte Zerlegung. Dann nennen wir den Prozess 7(H - X) definiert durch

T(H - X) = Z Hr, (X100t — XTpnt), tERY
meENy

die 7-Riemann’sche Approrimation von H - X.
iii) Eine Folge (7, )nen von adaptierten Zerlegungen 7, = (1}, m)men, heilit eine Riemann’sche

Zerlegungsfolge, falls fiir alle t € R

sup |Tms1 At —Tpm At| =0 fiir n — oo.
meENp



Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei X € . ein Semimartingal, H ein lokal beschriankter cag Prozess.
Weiter sei (7,,)nen eine Riemann’sche Zerlegungsfolge.

i) Geben Sie den einfachen previsiblen Prozess H™ an, sodass 7,(H - X); = H™ - X. Dieser
darf hier auch als Reihe dargestellt werden.

ii) Zeigen Sie, dass H™ punktweise gegen H konvergiert.
iii) Folgern Sie, dass die 7,-Riemann’schen Approximationen 7,(H - X); gegen H - X in ucp

konvergieren.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Seien X, Y € S. Zeigen Sie, dass die quadratische Kovariation [X, Y] von
X und Y wie folgt approximiert werden kann: Sei (73,)nen eine Riemann’sche Zerlegungsfolge.
Dann gilt

> (Xt orn = X1 ) V1 i = Y, on) = (X, Y] in uep fiir n — oo
meENy

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zundchst fir die quadratische Variation [X] = [X,X] und
verwenden Sie dann die Polarisierungsformel

[(X,Y] = 3[X +Y] - 3([X] + [Y)]).

Definition 3. Es sei X € ,%’ﬁc beliebig. Wir bezeichnen mit
i) L?(X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass H? - (X, X) € A*.
ii) L? (X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass H? - (X, X) € A}

loc*

Aufgabe 5 (4 Punkte). Es sei X € 42,
Prozess H in L? (X).

loc

beliebig. Dann liegt jeder lokal beschrankte, previsible



