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Ubungen zur Vorlesung
»Hidden Markov Models*

Blatt 6

Abgabetermin: Dienstag, 28.11.2023, bis 14:15 Uhr in der Vorlesung.
(Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Auf diesem Ubungsblatt haben Sie die Moglichkeit, 4 Bonuspunkte zu erzielen.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei | X| < co und Q ein Ubergangskern auf (X, X). Zeigen Sie:

a) Gilt Q(z,{z'}) > 0 fiir alle z,2" € X, so folgt, dass @ der starken Doeblin-Bedinung
genugt.

b) Existiert ein m € N, sodass Q™ (x,{x'}) > 0 fiir alle z,2’ € X, so geniigt (Q™) der
starken Doeblin-Bedingung. Insbesondere geniigt () dann der Doeblin-Bedingung.

Aufgabe 2 (442* Punkte)

Sei (Uy)>1 eine iid-Folge von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter p = 1. Sei
(Xk)r>0 die Markovkette mit Zustandsraum X = {0,1,2,3}, welche durch die Rekursion
Xi = (Xg—1 + Ux) mod 4 sowie Xy ~ v fiir ein W-MaBl v auf der Potenzmenge von X
gegeben ist. Sei weiter Yy, := 140 93(X}), k € No. Zeigen Sie:

(1) (Xk, Yi)g>0 ist ein Hidden Markov Model (HMM).

(ii) Untersuchen Sie den Ubergangskern @ von (Xj)g>o auf die Doeblin-Bedingung fiir
m = 1,2, 3,4. Folgern Sie die gleichméfiige Ergodizitit von (Xj)g>0.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1. Sie diirfen beliebige Hilfsmittel zum Potenzieren von
Matrizen verwenden.
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Hinweis: Zeigen Sie zundchst mit Hilfe von Bemerkung 2.3, dass mit yo.x := (Yo,---,Yk)
folgende Gleichheiten gelten:

(0) = yr (T k1 [H0:k—1] (0) + 7 —1 -1 [Yo:6-1](3)) ,
(1) = (1= y) (7o p—1pp—1 Wosk—1](1) + 7 — 151 [W0:k—1](0))
(2) = Yk (%,kﬂ\kq[yo:k—l](?) + Wu,kfl\kfl[yO:k—l](l)) )

(3) = (1 —wr) (ﬂ'u,k71|k71[y0:k71](3) + ﬂu,k71|k71[y0:k71](2)) .

Dazu kann es hilfreich sein, die Kerne Q und G mit stochastischen Matrizen zu identifizieren.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Gegeben seien a, 0% € (0,00). Wir betrachten den Ubergangskern eines Ornstein-Uhlenbeck-
Prozesses gegeben durch

2
D) — —at i _ 2ot
Qi(z,-) := N(me , 2a(1 e ))
fiir t > 0 und Qo(x,-) := 0. Zeigen Sie:
i) Fir 5,2 > 0 gilt QsQt = Q.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 4 fiirv = Qs(x,-), x € R und die iblichen Rechenregeln
fiir normalverteilte Zufallsvariablen.

ii) Zeigen Sie, dass @ := @1 nicht der starken Doeblin-Bedingung geniigt.

Hinweis: Diese Aussage soll direkt und nicht mit Hilfe von iii) gezeigt werden.

iii) Zeigen Sie, dass @) nicht der Doeblin-Bedingung geniigt.

Hinweis: Gehen Sie dabei wie folgt vor: Finden Sie zundchst ein invariantes Maf$ © fiir
Q. Dieses ist wieder eine Normalverteilung. Verwenden Sie hierzu Aufgabe 4 um Ihre
Rechnungen zu vereinfachen. Zeigen Sie nun, dass die Markovkette mit Ubergangskern
Q und Startverteilung ™ nicht gleichmdjig ergodisch ist und folgern Sie die zu zeigende
Aussage.

Aufgabe 4 (2* Punkte)

Seien X(, X7 unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in (X, X’). Weiter sei g: X x X - R
messbar, @ ein Ubergangskern auf (X, X) und v ein Mafl auf X. Zeigen Sie: Sind g(xg, X1) ~
Q(xo, -) fiir alle g € X und Xy ~ v so folgt g(Xo, X1) ~ vQ.



