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Aufgabe 1 (4 Punkte). Betrachten Sie die Folge von (deterministischen) Prozessen (X n)n∈N
gegeben durch Xn

t := nt1[0,1/n](t) + (2− nt)1(1/n,2/n](t). Zeigen Sie, dass X n Pfade in C([0,∞))
hat. Zeigen Sie weiter für X ≡ 0, dass X n ⇒fdd X für n→∞, aber nicht X n ⇒ X für n→∞.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien Y1, Y2, . . . identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[Y1] = 0 ,
Var[Y1] = 1 , Cov(Yi, Y

3
j ) = 0 ∀i 6= j und E[Y 4

1 ] <∞ .

Zeigen Sie, dass (X n)n∈N als Folge in C([0,∞)) straff ist für X n = (Xn
t )t∈[0,∞) mit

Xn
t =

1√
n
(Y1 + . . .+ Ybntc + (nt− bntc)Ybntc+1) .

Hinweis: Verwenden Sie Theorem 16.22 und rechnen Sie die dort vorausgesetzte Abschätzung für
lim supn→∞ anstelle von supn∈N nach. Wieso dürfen Sie das?

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien Y1, Y2, . . . unabhängige, identisch verteilte, quadratisch integrier-
bare Zufallsvariablen mit E[Y1] = a und

St = (Y1 + . . .+ Ybtc + (t− btc)Ybtc+1).

i) Zeigen Sie, dass

sup
0≤s≤t

∣∣ 1
n
Ssn − as

∣∣ n→∞−−−→P 0.

ii) Folgern Sie aus i), dass

(Snt/n)t∈[0,∞) →P (at)t∈[0,∞) in C([0,∞)).

iii) Zeigen oder widerlegen Sie

(Snt/n)t∈[0,∞) =⇒ (at)t∈[0,∞) in C([0,∞)).

Hinweis: Zeigen Sie zunächst

sup
s≤t
|Sns − ans| ≤ max

k=1,...,bntc+1
|Sk − ak|.

und verwenden Sie dann die Doob’sche Ungleichung für p = 2.

Aufgabe 4 (4 Punkte Bonus). Sei (Pi)i∈I eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf Rd.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

i) (Pi)i∈I ist straff.
ii) Für alle Projektionen π1, . . . , πd ist (P πki )i∈I straff.

Gilt diese Aussage auch für eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf C([0,∞))?

Aufgabe 5 (4 Punkte Bonus). Seien X n und X wir im Satz von Donsker, Theorem 16.21, und
ζ eine aufsteigende Partition wir in Definition 16.3. Zeigen oder widerlegen Sie:

ν2,t,ξ(X n)
n→∞
===⇒ ν2,t,ξ(X ).

Wie passt ihr Ergebnis mit dem Satz von Donsker zusammen?


