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1. Ein kurzer Ausflug in die
Maltheorie

Die Entwicklung eines prazisen Begriffs fiir Wahrscheinlichkeit hat die Mathematiker sehr
lange beschiftigt. Es war die Idee von Andrei N. Kolmogorov (1903-1987) das Hilfsmit-
tel ,Maf$“ aus der Analysis hierfiir zu verwenden und Zugang zu der méchtigen Maf-
Integrationstheorie von Henri L. Lebesgue (1875-1941) zu erlangen.

Aus diesem Grund sind die Begriffe Maf und Integral fiir Stochastiker besonders wich-
tig. Im Unterschied zur Analysis, beziehungsweise zum Lebesgue-Maf auf R™, sind wir
allerdings stets an endlichen Mafen (1(€2) = 1) interessiert, aber mit einem beliebigen (.
Dieser Abschnitt wiederholt kurz die notwendigen Techniken aus der Analysis III.

1.1 Einfiihrung

Ein zentrales Konzept wird die Erzeugung von o-Algebren sein, worauf wir einen be-
sonderen Augenmerk richten. Sei €2 eine (beliebige) Menge und £?(£2) die Menge aller
Teilmengen von (2.

Definition 1.1. Ein Mengensystem . C 2(Q) heift o-Algebra (auf ), falls fiir alle
A Ay, Ay, ... € F gilt, dass

i) o7
(i) A°e F
(i) U~ A, € F

Mit #(Q2) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von Omega. Der Schnitt von (be-
liebig vielen) o-Algebren ist wieder eine o-Algebra (— Ubung), so dass man fiir ein
¢ C () die von C erzeugte o-Algebra definiert durch

o(¢) = ﬂ {ﬁ D% : F ist J—Algebra}.

Ein topologischer Raum (€2, O) ist ein Raum € mit einer Menge O C Z(€2), wobei die
Elemente von O als offen bezeichnet werden, so dass



1.1 Einfiihrung

i) @,Qe€0
(ii) der endliche Schnitt von offenen Mengen ist wieder offen

(iii) die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Definition 1.2. Sei (€2, 0) ein topologischer Raum. Dann heifit Z(Q2) = o(0) die
Borel-o-Algebra auf (2, 0).

Hat € eine abziihlbare Basis' B, so ist 0(0) = o(B). — Ubung.

Insbesondere erzeugt C' = {(—o0,z] : € Q} die Borel-o-Algebra #(R). Das gilt auch
fiir die 2-Punkt-Kompaktifizierung

R=RU{-00,0}.

Oft gibt es geeignete, einfache erzeugende Systeme?

Definition 1.3. Ein Mengensystem 2 C () heifst Dynkin-System, falls fiir alle
Al, AQ, Ag, ..ED gllt

i) Qe
(11) A1§A2:>A2\A1€.@

n=1

Natiirlich ist jede o-Algebra ein Dynkin-System. Ein Mengensystem % heifst durchschnitts-
stabil, fall mit A, B € € auch AN B € ¢.

Lemma 1.4. Ist Z ein Dynkin-System und € C 2 durchschnittsstabil, so gilt

(%) C 2.

Insbesondere ist jedes durchschnittsstabile Dynkin-System eine o-Algebra.

'Eine Menge B heift Basis, falls sich jede offene Menge als Vereinigung beliebig vieler Mengen aus B

schreiben lasst.
2In der englischen Literatur heifit ein durchschnittliches System 7-System; ein Dynkin-System A-System

(s. Billingsley(1995)).



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafstheorie

Beweis. Wir definieren

AN@) = ﬂ{,@ O % : % Dynkin-System}

Da der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist, ist A(¢") C 2. Der
Rest des Beweises unterteilt sich in drei Schritte:

1.

A(%) ist durchschnittsstabil: Seien A, B € A\(¥). Sind A, B € %, so folgt auch
ANB e € C A¥). Sei nun lediglich B € € und

D5 ={ACQ:ANB e \%)}.

Dann ist Zg ein Dynkin-System, denn fiir Ay, As, ... € D gilt
(i) Q € Ip
(ii) Sind A1 N B, A, N B € A\(¥) mit A; C A, so folgt

(AN B)\ (A4 N B) = (A2 \ A1) N B € A(%).

(iii) ebenso A;N B C A;;1 N B =
(UAZ-) nB=|J (A,-mB) € A(%).

Da € C Zg folgt nun A\(¢") C Zp.
Wir erhalten fir A € A\(¢)) C Zp, dass

ANBeXNP). (Def. von Z5)
Nun setzen wir fiir A € \(%)

D4 ={BCQ:ANBeXN?)}.

Wie vorher zeigt man, dass %4 ein Dynkin-System ist mit € C Z4. Wieder folgt
AE) C D4, also fir A, B € \(¥¢) gerade

ANBeXN?). Das war 1)

A(F) ist o-Algebra: Fiir Ay, As,... € A(%) ist

(HAZ) = <QA’LC> € A(?) (A€ 92,9 D)’nkin)l

und

= 0 exe)
n=1 n=11i=1



1.1 Einfiihrung

3. Abschliefend erhalten wir 0(¢’) C o(A(€)) = A(¥) C €.

]

Nun kommen wir zu den wichtigen Begriffen Maf$ und Kapazitat. Die folgenden Begriffe
kann man auch fiir Ringe und Halbringe anstelle von o-Algebren definieren. Auch kann
man signierte Mafe mit moglicherweise negativen Werten betrachten. Wir setzen Rsg =
Rzo U {OO}

Definition 1.5. Sei .# eine o-Algebra und u : .F — Rsq. Gilt fiir (4;)i>1 C F
paarweise disjunkt, dass

(i) p(@)=0,

(ii) ,u(iz‘h) = f:ﬂ(Ai)7

so heifst p Maf. Das Mak p heit endlich, falls () < oo, und es heifst o-finit, falls
es (An)neny C F gibt, so dass ) . Ap = Q und pu(A,) < oo, fiir alle n € N.

Die Eigenschaft (ii) heifit o-Additivitit. Interessant ist es, sich Mengenfunktionen anzu-
schauen, wo in (ii) < auftaucht, p also nur sub-additiv (monoton) ist. Dann heifft g
Kapazitat oder — was wir spater noch kennen lernen — dufieres Mak.

Endliche, additive Mengenfunktionen heifsen oft Inhalt, o-additive Mengenfunktionen,
die nicht auf o-Algebren definiert sind, Pramafs.

Die Fortsetzung von Mafsen ist ein wichtiges Hilfsmittel: Das Lebesgue-Mak etwa definiert
man durch

w([a, b)) :=b—a a,beQ

und setzt dann geeignet auf o(Q) fort. Wie das technisch funktioniert, soll nun erlautert
werden.

Definition 1.6. Ein Mengensystem {@} # 7 C () heifst Halbring, falls

(i) oeH

(i) ABe X =ANBeX (durchschnittsstabil )
(iii) Fir A, B € A gibt es p.d. Mengen CY,...,C, € S, s.d.

i=1




1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Definition 1.7. Ein nicht-leeres Mengensystem &Z C Z2(2) heifit Ring, falls
(i) o9eZx

(i) ABe#Z=AUBeZ

(i) A, BeZ=B\AcX.

Ein Ring Z heiftt Algebra, falls Q) € Z. Eine o-Algebra erfiillt zusétzlich die o-Additivitét.
Beispiel 1.8. 77 = {(a,b],a,b € Q,a < b} ist Halbring und o(5#) = AB(R).

Wir nennen eine Funktion p : 5 — Rsq additiv, falls fiir alle paarweise disjunkten
A, B € 7 mit AU B € 5 gilt, dass

p(AU B) = u(A) + u(B).

Lemma 1.9. Sei S ein Halbring mit p : 7 — Rsq U {oo} additiv. Dann gilt:
(i) p ist monoton und subadditiv

(i1) p ist o-additiv = p ist o-subadditiv

Wir beginnen mit einer Aussage, die wir noch 6fter brauchen: Sei .5# ein Halbring und
Ay, ..., A, € 7 Dann ist

n n n ki
UJai=>_B:=> > D, (1.10)
i=1 i=1 i=1 j=1

mit disjunkten Mengen By, ..., B, € J bzw. (D, ;) € . Den Beweis hierfiir fithren wir
mit Induktion: Fiir n = 2 folgt das aus der Halbring-Eigenschaft (ii). Gilt die Behauptung
fiir ein n, so ist

n n k
Bn+1 = An+1 \ UAi = (An+1 \ UAz> \Al - ZDZ’\AI'
=1 =2 =1

N e’
:Zlf:l D;

Da . ein Halbring ist gibt es (E;;);=1,.x so dass

.....

k;
Di \ Al = Z E’ij7 also ist
j=1

kK
Buni=) Y Ey.

i=1 j=1



1.1 Einfiihrung

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass g monoton ist. Seien A, B € 7, AC B =
k
B=A+B\A=A+) D,
i=1
mit D; € S, also ist u(B) = u(A) + S0, u(D;) > pu(A).
Nun zeigen wir, dass p auch subadditiv ist: Seien Ay, ..., A,,J;_; 4; € . Dann ist

n n n k; n ks
u(UAz-) = M(ZB;) = ”(ZZD“) =Y u(Dy)
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n k; n
YD D)+ =D (A (1.11)
i=1 j=1 i=1
Als Letztes fehlt noch p o-additiv = p o-subadditiv. Dies folgt direkt wie (1.11). ]

Beispiel 1.12. Die Riickrichtung gilt nicht: Man wihle zum Beispiel den Halbring ¢ =
{n : n € N} UN. Fiir zwei unterschiedliche Mengen A und B ist dann A N B entweder
leer oder enthélt nur ein Element. Wir wéhlen ein o-subadditives Mafs durch

u(A) = {; o

Allerdings ist dann

P(Z@}) — Z% £1=P(N)

neN

und p ist demnach nicht o-additiv.

Ist 77 ein Halbring, so nennen wir
R(H) = {ZAi Ay, A e A pdone N}
i=1

den von 7 erzeugten Ring.

Lemma 1.13. Sei € ein Halbring mit u : 7 — RsoU {oo} endlich und additiv. Auf

RH () definieren wir
(o4 =Y w(A)

fir Ay,..., A, € H p.d. Dann ist p die einzige additive Fortsetzung auf Z die auf
FC mit p ubereinstimmt. Auferdem gilt: p o-additiv < p o-additiv.
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Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass g wohldefiniert ist. Seien dazu Ay, ..
zwel paarweise disjunkte Darstellung der gleichen Menge, also > 7" | A;

folgt

B = i BN A,
i=1
ZN(AZ) = Z ZN(AZ N BJ) = ZU(BJ)
=1 =1 j=1 J=1

und somit die Behauptung.

Sei .4 C P(N2). Dann heifit p: 4 — R

e stetig von unten, falls M(Uoo Ai) = lim;_,o pu(A;) fiir A C Ay C

i=1

alle ¢ > 1 und | J°, A; €

'7AmaBla"'7Bn

= Y-y Bi. Dann

,Azejlfur

e mit ;(A;) < oo stetig von oben, falls p((;2; 4;) = lim p(A4;) fiir Ay O Ay D ..., mit

AZ'G%

e mit ;(A;) < oo stetig von oben in @, falls die obige Eigenschaft V(;2, 4; = & gilt.

Satz 1.14. Sei Z ein Ring und p : Z — Rsq additiv und pu(2) = 0,
(i) p ist o-additiv

(i1) p ist o-subadditiv

(iii) p ist stetig von unten

(v) w ist stetig von oben in &

(v) w ist stetig von oben

Dann gilt: (i) & (i) < (iii) = (v) < (v) und (iv) = (iii) falls p(A) < co YA € Z.

10




1.1 Einfiihrung

Beweis:
(i) = (ii): Lemma 1.9
(ii) = (i): Seien A;, As,... € #Z, p.d. so dass | J;o, A; € #

4 monoton

> uAs) = Tim 7)) = Tim (3o 4) ST p( 3o A) < 3 Ay
=1 =1 =1 ;
(i) = (iii): Seien Ay C Ay C--- € Z und |J;2, A; € Z. Dann ist
p(A) = Do mANA) = lim 37 p(ANA) = lim (A,
=1 =1 =1

(iii) = (i): Seien Ay, As,... € Z p.d. und |J2, 4; € #. Damn ist (U;_, A; € %)

monoton wachsend, und

M(i&') = r}g&ﬂ(i&) = i_o:,u(Az)

n>1

(iii) = (iv): (Ubergang zu Komplementen) Seien 4; O A; O ... € Z mit () 4; = & und
B,=A1\A,. Dannist By C By C ... und |JB; = A; da [ A; = @. Auferdem ist

p(Ar) = lim p(By,) = lim p(A;) — p(An)

= p(Ar) = lim p(Ay),
so dass lim,, . (A,) = 0 folgt. Hierbei haben wir p(A4;) < co. genutzt.
(iv) = (v): Seilen Ay D Ay D --- De Zund A=()_, A, € %Z. Setze B, = A, \ A und

nutze (iv).
(v) = (iv): Kklar

(iv) = (iii): (mit g endlich) Seien A; C Ay C -+ € Z und |J;°, A; € #. Setze B, =
U;; Ai \ Ay, so dass ﬂzo:l B, = @, also

0= lim u(B,) = p([OJA,) — lim p(A;). O

n—00 ) n—»00
i=1

11



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.2 Die Fortsetzung von Malden

In diesem Abschnitt wollen wir nun von einem Halbring auf eine o-Algebra einen Inhalt
geeignet zu einem Maf fortsetzen.

Satz 1.15 (Eindeutigkeit). Sei € C Z(QQ) durchschnittsstabil, es gebe C; C Cy C ...,
mit C,, € €, n>1, so dass | J,—, Cr, = Q und F = o(€). Weiterhin seien p,v : F —

R>o Mafe, so dass i1 . V}% o-finit sind.
Dann st
p=veuC)=0c(C) VCeF.
Beweis:
»=" klar

,<=" Sei C € ¢ mit u(C) = v(C) < co und
De:={AeZ n(ANC)=0(ANC} D ¥.
Dann ist - Dynkin-System, denn:
(i) Q€ Ze,
(i) A, B€ e,
ACB=pu((B\A)NC)=uwBNC)—pu(AnC)=v(BNC)—vANC)
=v((B\A)NC), also B\ A€ %Zc.

(iii) Ist Ay C Ay C -+ € Do mit |J;2, A € D, so folgt wegen der o-Stetigkeit von
v

M(G/h ﬁC) = lim p(A,NC) = lim v(A,NC) = V<6Ai>

) n—00 n—00 )
i=1 i=1

Dann ist .# = o(C) = Y¢, was ebenfalls fiir alle C,, gilt. Nun betrachten wir A € .7.
Dann ist ANC,, € Y, also u(ANC,) =v(ANC,). Wir erhalten

u(A) = lim p(ANC,) = lim v(ANC,) =v(A). O

Wir kommen zu den von C. Carathéodory (1873-1950) eingefiihrten, zentralen Begriff
von einem &dufseren Maft. Wie bereits erwdahnt, wird lediglich die o-Additivitdt durch die
o-Subaddititivtat ersetzt. In der folgenden Definition wird aber auch die Wortgebung
aufseres Mafs klar, vergleiche Satz 1.18. Alternativ wird fiir subadditive Mengenfunktionen
(auf o-Algebran) auch der Begriff Kapazitat verwendet.

12



1.2 Die Fortsetzung von Mafsen

Definition 1.16. Eine Abbildung 1 : 2(Q) — Rxg heifit dufieres Maf, falls

(i) n(2)=0
(i) ACBCQ=n(A) <n(B) (Monotonie)
(ili) Fiir Ay, Ay, --- € 2(Q) gilt

77( G Al) < i n(A;) (o-Subadditivitit)
il =il

Ein dufleres Mafs ist natiirlich auch subadditiv. Da es auf allen Teilmengen von €2 definiert
ist, gibt es zunéchst keinen verniinftigen Begriff der Mefsbarkeit.

Definition 1.17. Ist n ein dufseres Mafs und A C €2, so heilst A o-messbar, falls fiir
alle B C Q)
n(B) = n(BNA)+n(BnNAY).

Damit ist eine Menge A genau dann messbar, wenn sie jede Menge B C () zerlegt in die
disjunkten Mengen BN A, B N A¢, auf denen sich n additiv verhélt.

Satz 1.18. Sei 5 ein Halbring und p ein Inhalt auf 7. Setze fiir A C Q (inf @ = o0)

1*(A) = inf{iu(An):An e H,AC []An}. (1.19)

n=1

Dann st p* aufSeres Maf.

(1.19) < w(A) :inf{iu(An) :AnE%p.d.,AgiAn}

n=1

Beweis. Offensichtlich ist ©* monoton und p*(@) = u(@) = 0.
Seien Ay, Ag,--- C Q. Ist pu(A,) = oo fiir ein n € N, so sind wir fertig.

Sei also p*(A,) < coVn und € > 0. Dann gibt es (Infimum!) fiir jedes n € N eine Folge
(Buk)k>1 C A, so dass A, C Uy By, und

> (Bur) < i (An) +2- 27
k=1

13
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Nun ist (B )nk eine abzdhlbare Familie von Mengen aus .7 und

G A, C G G Bk, also
n=1 n=1 k=1

(U An) D0 wlBu) < D0 (An) +2-27)

n=1 k=1 n=1
n=1
Da ¢ beliebig war, ist p* aufseres Mak. n

Satz 1.20. Sei p* ein dufleres Mafs. Dann ist

Fr={Ae Z(Q): A ist u*-messbar}

eine o-Algebra und p* ein Majs.

F*

*

Beweis. (i): Wir zeigen zunéchst, dass .#* eine Algebra ist.

NeF und Ae "= A°c F° (direkt aus Def. von p*-messbar)

Seien A, B € .#* und C' C ). Dann ist

p (C) > p* (CNA)+ p*(Cn A (A € Fx)

>
> (CNA)+p(CNANB)+p (CNA“NBY)  (BeZ™)
> (CN(AUB))+ p (CN(AUB))

1
und somit sind AU B € .#*. Sind A, B auch noch paarweise disjunkt, so folgt

p(C) > p (CNA) +p(CNB)+p (CN(AUB)°). (1.21)

(ii) Nun zeigen wir: Sind (A4,),>14; € F* p.d. = A =2, € F* und p* ist o-additiv:
Zunéchst folgt > | A; € F* aus (i). Fir jedes C C Q gilt

(O > /f‘(Cm <i1AZ>) +M*(Cﬂ (ilA’>c>

> Zu*(C NA;) + " (CNA°. (Monotonie & (1.21))
i=1

14




1.2 Die Fortsetzung von Mafsen
Dies gilt fiir alle n, also folgt

pi(C) > Zu*(o N A;) 4 p*(C N A9
> 4 (CNA) + pH(C N AY) > 1°(C)

wegen der Sub-o-Additivitit. Es folgt A € .#* und mit A = C die o-Additivitat von
W O

Theorem 1.22 (Fortsetzungssatz). Sei 5# ein Halbring und u : 5 — R ein Inhalt.

(i) Dann sind alle Mengen aus .7 p*-messbar.

(i) Ist p o-additiv, so gilt p*| , = p.
(iii) Ist p nicht o-additiv, so gibt es A € 7, so dass p*(A) < u(A).

Insbesondere ist p*

#+ Malk und damit auch p* ()"

Beweis. (i) Sei A € # und C' C Q mit p*(C') < oo (fiir u*(C) = oo ist nicht zu zeigen)
und (By)n>1 C Z(H) so, dass C C | J;2, B, und p*(C') +¢ > > ju(B,,) (existiert,
da p*(C) < ).

Wir betrachten den auf Z(.%) erzeugten Inhalt .

p(C)+e>> Ji(Ba) =Y A(B.NA)+ > (B, N A)
: > u:(C NA)+ u*(C_m A°).

Da e > 0 beliebig, folgt A € .7*.

(ii) Sei A € 2. Fiir jedes € > 0 gibt es (Ay)n>1 C 2, so dass A C |J,5; A, und (Def.
)
“(A) > 4,) > A,) > p(A) > puf(A
WA+ D )_u<U ) = ) 2 (4)

und es folgt u*(A) = u(A).
(iii) Ist p nicht o-additiv, so gibt es p.d. (A,) €, A=3_ .| A, € K mit

u(fjAn) # fjumn).

Allerdings ist stets (p Inhalt) > > u(A,) < u(Zf;l An>, also >~ u(A,)
p(A). Nun ist p*(A,) = p(A) und p*  o-additiv, also >~ p*(A4,) = p*(A)
p(A).

A A
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Man kann noch zeigen, dass

F*={A\N: A€ o(H#),NeQ,u(N) =0}

1.3 MalRe auf R

Wir konnen nun das Lebesgue-Mafs A eindeutig auf #(R) definieren durch
A((a, b)) =b—a, a,b € Q mit a <b.

Wir setzen hierbei (a,a] = @. Ebenso erhalten wir eine Charakterisierung aller Wahr-
scheinlichkeitsmake auf Z(R).

Satz 1.23. Eine Funktion P : B(R) — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ genau
dann, wenn es eine wachsende rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1] gibt, so dass

P((a,b]) = F(b) — F(a), a,b e Q,a <b.

Offensichtlich ist P eindeutig durch F' bestimmt)!
Beweis. ,,= *: klar
w<= "t Wir zeigen, dass P eine g-additive Mengenfunktion auf dem Erzeugenden-Halbring
K ={(a,b]:a <b, a,be Q} ist.
Seien also {(a;, b;] : i > 1} paarweise disjunkt (p.d.) und } ;- (a;, bi] = (a,b]. Ohne

Einschrinkung kénnen wir umordnen in {(c¢;, ¢; 1]} mit ;o (ci, ¢i1] = (a,b] und
¢ > ¢y > ... Dann gilt ¢; — a und ¢; = b. (!)

Da F rechtsstetig ist, folgt

P((a,b]) = F(b) — F(a) = F(c;) — lim F(c,)

n—0o0

=Y Flew) = Flea1) = Y P((Cny cnoa).

Die Behauptung folgt nun aus Theorem 1.22. O]
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1.3 Make auf R

Fiir uns wichtig werden Verteilungen, also Bildmafe sein.

Definition 1.24. Ein Tripel (2,.%, 1) heift Mafraum, falls % o-Algebra und p Maf
auf (Q,.F) ist.

Das Paar (2, .%#) bezeichnen wir als messbaren Raum.

Definition 1.25. Sei (2, %, 1) ein Makraum, .#’ eine o-Algebra auf . Eine Funktion
f:Q — Q heilst F-F'-messbar, falls

f1(A) € Z fiir alle A € F'.
Fiir ein solches f heifst fou : %" — Rso U {0}, definiert durch
flA) = p(fHA)) =pweQ: flw) e 4), Aed

Bildmaf von p unter f.

Man zeigt leicht, dass f.u wieder ein MaR ist. f,u wird oft auch als f.(u), o f~1 notiert
und push-forward genannt.

Die von f erzeugte o-Algebra f~!(.%’) ist in der Tat eine o-Algebra. Ebenso gilt fiir
o(¢") = F', dass

o(f7H(E") = [ (a(€")).
Ist (U, #') = (R, #(R)), so heifst f reellwertig und ist f .#-%(R)-messbar, so nennen
wir f Borel-messbar, oder oft auch einfach messbar.

17



1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Messbarkeit ist ein wichtiger Begriff, so dass wir ein paar Rechenregeln wiederholen. Wir
schreiben R = R U {—00, c0}.

Lemma 1.26. Seien (Q, %), (U, F"), (', F") Mafsraume auf f: Q — Q59 : Q' —
Q.

(i) F' =o(¢') = f messbar< f~1(€¢')CF
(i1) f,g messbar = f o g messbar

(111) stetige Abbildungen sind messbar (auf topologischen Raumen !) bzgl. der Borel-o-
Algebren.

(iv) FEine reellwertige Funktion f ist genau dann Borel-messbar, falls

{w: flw) <z}eF Vr e Q

n
(v) f= ZCi]lAi ist messbar < Ay,..., A, € F.
i=1

(vi) f,g:Q— R messbar = f-g,a-f+b-g, g]l{g#o} messbar (a,b € R)

(vii) fi, f2,--- : Q — R messbar = sup, f,inf, f,,limsup, f,,liminf, f, sind
messbar.

Den Beweis kann man als eine Ubungsaufgabe fithren. Am interessantesten ist wohl der
Beweis fiir die Messbarkeit von sup,, fy:

{w :sup fr(w) <z} = ﬂ{w Cfalw) <z} e 7.

n>1

Eine wichtige Eigenschaft nicht-negativer, messbarer Funktionen ist, dass sie stets durch
einfache Funktionen approximierbar sind: Wir setzen:

A — {E<f<i} j=0,....n-2"-1
= a j=n-2 |
Mit
n2“j
In = Q—n]l{Aj,n}
j=0

erhalten wir die gewiinschte, monotone Approximation, f,, T f > 0. Dies ist der Schliissel
zum Integral! Wir definieren fiir einfache Funktionen

/fdpJ = /Zci]lAid,u = ZC"/A dp = Zcm(Ai)
i=1 i=1 ¢ i=1
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1.3 Make auf R

und fiir messbare, nicht-negative Funktionen und f, 1 f

/fd,u = lim /fnd,u = sup{/gd,u : g einfach und 0 < g < f}
n—oo

Dieses Integral konnen wir fortsetzten, falls mindestens ein Integral [ f*du, [ f~du end-
lich ist. Dann definieren wir

L p) = {f:Q%@:/\f]du<oo} (und analog .Z?)

Leider hat dieser Raum schlechte Trennungseigenschaften: Gibt es eine nichtleere Null-
Menge, so gibt es immer verschiedene mefbare Funktionen, die den Abstand Null haben.
Um das zu beheben, und letzten Endes Banach-Réume zu erhalten, betrachtet man Aqui-
valenzklassen, siche auch Abschnitt VI.2 in Elstrodt(2013). Auch im Buch Bauer(1990)

gibt es ein kleines Kapitel iiber LP-Raume.

Auf den messbaren Funktionen kann man folgende Aquivalenzrelation einfithren: f ~
g falls u(f = g) = 1. Die hierdurch erhaltenen Aquivalenzklassen definieren die LP-
Réume. In der Notation machen wir dies durch die Unterscheidung . und L kenntlich.
Im Folgenden kiirzt f.1. fast tiberall ab, etwa f < g f.1i. ist gleichbedeutend mit pu(w €
Q:f>g)=0.

Satz 1.27. Seien f,q, f1, fo,... meflbar. Dann gilt:

(i) f<gfi=[fdu<[gdu

(i) | [ fdu| < [|fldp (Dreiecksungleichung)
(i) [(af +bg)du = [ fdu+b [ gdu (Linearitt)
() f=0fid = [fdu=0

(v) [ fdp<oo= f < oo f i

Als Ubung beweisen wir den Substitutionssatz

Satz 1.28. g € L (fup) = go f € L (u) und

/QOfduz /gd(f*u)-

Beweis. Es gentigt, die Aussage fiir einfache nicht-negative g zu zeigen. Der allgemeine
Fall folgt durch Approximation.
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Seig=> 1 cla =gof=>3", cliea,, also

n

> afu(a) = [ gdir. =

=12

/QOfdu = an(f € A) =
=1

Auferst wichtig sind die folgenden Konvergenzsétze.

Theorem 1.29 (Monotone Konvergenz). Sei (2, 7, 1) Mafraum, f, > 0 und f: Q —
R messbar mit f, T f f.i. =

lim fnd,u:/fd,u.
n—oo

Beweis. Folgt direkt aus der monotonen Konvergenz (Teil (vi) in 1.27) mit

gn = (f = fa) L{weufu @)t f@)}- O

Bemerkung 1.30. Auf die Forderung f > 0 kann nicht verzichtet werden. Betrachten
wir das Lebesgue-Maf und die Funktionenfolge

fn(m> = _]l{xg—n}u

so konvergiert f, 1 f = 0 monoton, aber [ f,du = —occ und [ fdu = 0.

Theorem 1.31 (Fatou). Sei (Q,.%,u) Makraum fi, fo,... : € — R messbar mit
frn > 0. Dann gilt

n—o0

liminf/fnd,u > /liminffndu.
n—oo

Beweis. Ist n fest, so gilt fiir alle j > n, dass f; > infy>, fr. Wegen der Monotonie des

Integrals erhdlt man, dass
}§£ / fidp > / g Jrdp.

Fir n — oo erhalten wir

liminf/fndu > sup/inf frdp = /liminf fndp
neN kzn n—00

n—oo

wegen monotoner Konvergenz ( gf frx Tliminf f,). ]
>n n—00
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1.3 Make auf R

Theorem 1.32 (Majorisierte Konvergenz). Sei (€2, %, u) Makraum und f, g, (fn)n>1 :
(2 — R messbar.

Sei |fn] < g f.ii. mit g € £ (u) und lim,_,o f, = f. Dann gilt

lim fndu:/fd,u.
n—oo

Beweis. Zunéchst sei ohne Einschrankung |f,| < g Vw € Q. Die Idee ist, Fatou auf g+ f,

g — f anzuwenden, wobei g+ f, > 0 und g — f,, > 0 aus der Voraussetzung folgt. Es gilt,
dass

(1) /(g+ fdp < liggf/(g+fn)du = /gdu+1ig£f/fndu

(2) /(g — fdu < /gdu — lim sup/fndp, indem wir Fatou auf (g — f,) anwenden.

n—o0

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir, dass

) ©)
/fdu < liminf/fnd,u < limsup/fndu < /fdﬂ. O

n—o0

Wir erinnern kurz an die L”(u)-Raume

LP(p) = {f : Q — R messbar mit || f|, < co} und

11, = ([ 1£ram) ™

[flloe = inf{ K" (| f] > K) = 0}.

Es gilt fiir messbare f, g, dass

(1) 0<pgr<oound +o=72 |[fgll <Ifllllgll, (Holder-Ungleichung)

r

(ii)) 1<p<oc: Nf+all, < |Ifll,+ llgll, (Minkowski-Ungleichung)

Definition 1.33 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge (f,,)n>1 C £?(1) konver-
giert im p-ten Mittel, falls

1= Flly — 0.

Wir schreiben
ZLP ()

fo —

n—o0
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Konvergiert eine Folge im p-ten Mittel, so auch im g¢-ten Mittel, falls ¢ < p. (Holder)
Auferdem ist ZP(u), p > 1 vollstindig (jede Cauchy-Folge konvergiert); das ist der
beriihmte Satz von Riesz-Fischer, siche etwa Satz VI.2.5 in Elstrodt(2013). Allerdings ist
£P(u1) kein (!) normierter Raum, denn N, = ([ |f|Pdp)"? ist lediglich eine Halbnorm.

Dies kénnen wir, wie bereits erwihnt, beheben durch Ubergang zu Aquivalenzklassen:
LP(y1) ist ein normierter und vollsténder Raum, und damit ein Banach-Raum.

Bemerkung 1.34 (Allgemeine LP-Riume). Man kann den LP-Begriff auf die so genann-
ten Bochner-Lesbesgue-Réume erweitern: Ist (E, || - ||) ein Banach-Raum, so lésst sich fiir
messbare Abbildungen X : 2 — E die Halbnorm

1/p
| X = ( [uxr dP)

definieren und man erhilt den Raum Z?(Q, </, P; E,|| - ||). Durch Ubergang zu den
Aquivalenzklassen erhiilt man den Bochner-Lesbesgue Raum LP(€2,.o7, P; E, || - ||). Dieser
ist ein Banach-Raum. Im Unterschied zu reellwertigen Zufallsvariablen ist allerdings der
Dual-Raum von allgemeinerer Gestalt, er hangt natiirlich von dem Dual £’ ab.
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1.4 Hilbertraume
1.4 Hilbertraume

Auf dem £?(u) hat man eine besondere Struktur, denn dieser Raum ist sogar ein Hilbert-

raum mit Skalarprodukt

(f,9) = /fgdu-

Dann lassen sich die allgemeinen Resultate anwenden (siche Werner(2000)).

Lemma 1.35 (Parallelogrammidentitét). Ein Banachraum (X, || - ||) ist genau dann
ein Hilbertraum falls ¥ f, g gilt, dass

1F + gll* + 1f = gll* = 2(1F1I* + Nlgll®)-

Beweis. Siehe Werner(2000), Satz V.1.6.

Satz 1.36. Sei M ein abgeschlossener, linearer Unterraum des Hilbertraums H und
f € H. Dann gibt es genau ein g € M, hL M, so dass

f=g+h.

Beweis. Siehe Werner(2000), Theorem V.3.4.

Satz 1.37 (Riesz-Fréchet). Sei H ein Hilbertraum und F : H — R. F' ist genau dann
stetig und linear, falls es ein f € H gibt, so dass

F(h)=(f,h)  Vhe H.

Hierber ist f eindeutig.

Beweis. Siehe Werner(2000), V.3.6.
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.5 Signierte Malie und der Satz von Radon-Nikodym

Wir wenden uns kurz diesem allgemeineren Begriff zu. Vorstellen kann man sich ein si-
gniertes Mak als Ladungsverteilung mit positiver und negativer Ladung. Sei (£2,.%) ein
fester messbarer Raum.

Definition 1.38. Eine Abbildung v : .% — R heilt signiertes Mafs, falls
i) v(@)=0
(i) v(#F) = {v(F) : F € #} ist entweder Teilmenge von (—o0,+4o00] oder von
[—00, 00).

(iii) Sind (4,) € F p.d., so gilt

(e 9]

V<ZAn> = iy(An).

= n=1

Beispiel 1.39. Hat man Mafe u1, po, wobei eines davon endlich ist, so ist v = p; — o
signiertes Mafs. In der Tat hat jedes signierte Mafs eine solche Gestalt und p, po sind bei
geeignet ,minimaler Wahl sogar eindeutig.

Definition 1.40. Ist v signiertes Maf und F € .Z.

(i) F heilt v-positiv, falls v(A) > 0 fiir alle # 5 AC F
(ii) F heikt v-negativ,  falls v(A) <O fiir alle # 5 AC F
(i) F heifst v-Nullmenge, falls v(A) =0 fiir alle % 3 A C

Lemma 1.41. Ist v : F — [—00,00) signiertes Maf§ und A € .F mit v(A) # —oc0 =
es ezistiert eine positive Menge P mit v(P) > v(A).

Beweis. (i) Wir zeigen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es .# 3 A. C A mit v(A.) > v(A) und
v(B) > —e¢ fir alle # 5 B C A..

Durch Widerspruch: Angenommen, es existiert € > 0, so dass die Behauptung falsch
ist. Dann enthélt jede messbare Menge C' C A mit v(C) D v(A) ein B € #, so
dass v(B) < —e. Wir erhalten eine Folge By C A, B, C A\ (ByU---U Bj_1) mit
v(By) < —g, k>1=v(Y.By) = —00. ¢

Wir erhalten eine fallende Folge (A1/,) € % und P := (A, ist positiv sowie
v(Ai/m) > v(A), also auch lim,,_,o v(Ay/n) = v(P). -
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1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

Satz 1.42 (Hahn-Zerlegung). Zu jedem signierten Mafl v existiert eine disjunkte Zerle-
gung 0 = P+ N, in eine v-positive Menge P € .F und eine v-negative Menge N € 7.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v(.#) C [—00, 00) und o = sup{v(A) :
A € Z}. Nach Lemma 1.4 gibt es eine Folge positiver Mengen (A,) mit v(4,) — «a.
Dann ist P = |J,»; A, € # positiv und v(P) > v(A4,), also v(P) = a. Aukerdem ist
nach Voraussetzung v(P) < co und somit o € R.

Nun ist N = P¢ negativ: Gibe es B C N mit N(B) > 0, so wire v(P U B) > a. O

Man sieht leicht, dass diese Zerlegung eindeutig bis auf Nullmengen ist.

Fiir ein signiertes Maft v mit Hahn-Zerlegung Q2 = P + N heifen

vt(A) =v(ANP) -
v (A) =v(ANN) }’ Ae7

positive (negative) Variation von v. Da P und N bis auf Nullmengen eindeutig sind, ist
v/~ wohldefiniert.

Definition 1.43. Zwei signierte Mafe p, v heifen singuldr (und wir schreiben plwv),
falls Q = A+ A°, A € F mit pu(A) =0, v(A°) =0.

Satz 1.44 (Jordan-Zerlegung). Jedes signierte Maf v erfullt v = v +v~ mit v Lv~.
Diese Zerlegung ist minimal, d.h.: ist v = o — o mit Maflen o, 0, von denen mindestens
eines endlich ist, so ist vt < p, v~ < 0.

Beweis. Es bleibt lediglich die Minimalitét:
vHA)=v(ANP)=o(ANP)—c(ANP) < o(ANP) < o(A). O
Beispiel 1.45. Sei f: Q — R quasi-integrierbar. Dann ist durch
dp = fdx

ein signiertes Ma® definiert und P = f~1([0,00]), N = f~([—00,0)).
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Definition 1.46. Wieder betrachten wir den festen mefibaren Raum (€2, .%).
(i) Das (signierte) Mafs v heilt absolut stetig bzgl. des Mafes p, falls

wA)=0=rv(A4) =0 fir alle A € Z.

Dann schreiben wir v < p. Gilt zusétzlich ¢ < v, so heiken p und v dquivalent
und wir schreiben p ~ v.

(i) Gilt
o) = | fn

fiir alle A € .#, so heifst f Dichte von v bzgl. ;1 und wir schreiben

— = oder dv = fdpu.

Der Schliissel zu dem Satz von Radon-Nikodym ist folgendes Lemma:

Lemma 1.47. Sind v, o endliche Majffe mit v < o, so gibt es seine messbare Funktion
h:Q—[0,1] mit

dv = hdp. (1.48)

Beweis. Die Voraussetzungen ergeben, dass L?*(9) C L*(v) C L'(v). Damit ist die Ab-
bildung f — [, fdv, mit f € L?*(o) wohldefiniert und stetig (da L* vollsténdig ist).
AuBerdem ist L*(p) ein Hilbertraum. Nach Satz 1.37 von Riesz-Fréchet gibt es h € L?(p),

so dass
[ v =s)= [ nde

Dies gilt fiir alle f € L?(p), insbesondere fiir f = 1p, F' € .#. Man sieht direkt, dass
h(2) € [0,1] o-fs. O
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1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

Wir sammeln einige technische Eigenschaften

Lemma 1.49. Sei u ein Mafy auf (Q,.F) und f, g : Q — R messbar.
(i) Sind f,g € L (n) und gilt

[ taus [gn,  aez, (1.50)
A A

so folgt f < g u-fast sicher.
(i) Istv o-finit und dv = fdu = gdp, so folgt

f=9 ufs
(11i) Ist p o-finit und sind f, g quasi-integrierbar mit dv = fdu = gdu, so folgt

f=9 s

(iv) Seien f:Q — Rso und g : Q — R messbar. Dann gilt

[o-tan = [(¢- 9y

Beweis. (i) Wir setzen A, = {f > g+ +} € F,sodass A, T A={f > g} € F. Wir
erhalten, dass

/,;nfduz/,%(g—*—%)du:/;gd’u_'_ —u(A /fdwr —p(An),

also u(A,) = 0 (da [ fdpu < oc0). Da aber A,, T A, folgt auch p(A) = 0. Gilt in
(1.50) sogar Gleichheit, so erhalten wir damit auch f = g u-fast sicher.

(ii) Dav o-finit ist, gibt es ) € Qy C - C . F, so dass U, 2 = Q und v(£,) < co.
Wir setzen A, = Q,N{f < g} = [, (f—g)du =v(A,)—v(A,) =0, also u(A,) = 0.
Damit ist

u(f > g) = (UA): lim p(A,) = 0.

n—00
n>1

(iii) Wir zeigen die Behauptung fiir < - das Resultat folgt durch Vertauschung von f
und ¢g. Aus Symmetriegriinden kénnen wir f~ integrierbar annehmen. Dann ist auch
g~ integrierbar. Sei (£,,) eine Folge wachsender, messbarer Mengen mit 1(2,) < oo
und ,, — Q. Wir setzen

A=, N{g <n}1{g <o} = A
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Dann ist u(A4,) < oo und gl 4, € Z'(u). Fiir alle F € F folgt, dass

—00 < / fladu< / gl du < oo.
F F
Mit F' = Q erhalten wir, dass auch fl,, € £*(u) ist. Nach Teil (i) folgt, dass
fla, < gly, p-fast sicher (und zwar fiir alle n).

Mit n — oo folgt, dass flijcoor < gligcnoy p-fast sicher. Auf der Menge A°{g = oo}
gilt das natiirlich auch und die Behauptung folgt.

(iv) Offensichtlich ist fiir g = 14

ot -am = [ gan= [ pan

Die tibliche Approximation von messbaren g liefert das Resultat.
O

Beispiel 1.51. Nattirlich kennen wir bereits Dichten bzgl. des Lebesgue-Mafes (Normal-
verteilungen etc.). Jede diskrete Verteilung hat allerdings auch eine Dichte beziiglich des

Zahlmafes
p-Ya.

n>1

mit dem Dirac-Maf 0., (A) := 1 4(x,) und geeignet gewéihlten (z,,).

Satz 1.52 (Radon-Nikodym). Es sei p o-finites Maff und v ein signiertes Maf, so
dass v < p. Dann hat v eine (u-f.s.) eindeutige Dichte f : Q) — RU{—o00,00} bzgl. .

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus (f, g quasi-i.b., u o-finit) Lemma 1.49. Mit der Jordan-
Zerlegung ist v < p < v < pund v~ < p, so dass wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen koénnen, dass v ein Maf ist.

(1) p,v endlich =
Wir betrachten 7 = p + v. Nach Lemma 1.47 existieren h, g so dass du = gdT und
dv = hdr. Wir setzen N = {g = 0}, so dass u(NN) = 0, also auch v(N) = 0, da

v .
Definiere hx)
x
= —1
f(:E) g(:l,’) {zeN}
N V(A) = (AN N°) = / hdr
ANNe

=/Wfdu=/Afdu
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1.5 Signierte Mafe und der Satz von Radon-Nikodym

(2) p endlich = Setze
a=sup{u(B): Be .Z,v(B) <o} (< 00).
Dann gibtes B; C By C - -+ C . mit v(B,,) < 0o, u(B,) — «, also ,u(Un21 B,) = «a.
Fir Ae . #, AC (UB,), v(A) < oo gilt
a+p(A) = lim p(B, UA) <a,
also p(A) = 0 und somit v(A) = 0.
Wir erhalten A C (|J B,)¢ = u(A) = v(A) =0 oder u(A) >0, v(A) = co.

Esist E, := B, \ By,_1, E1 = By, F :=J E, eine Folge p.d. Mengen mit v(FE,) <
0o & 3£, mit d(1p,v) = fudu

VvV = <Z]1En—|—]1Ec> -V

n>1
:and,quoo-]lEcdu: (an—i—oo-]lEc)d,u
n>1 n>1

(3) u o-finit
= Es existieren p.d. (€,), #(€,) < oo, sodass Q=) ., Q,.
Wir definieren du,, = 1g, du, v, = 1q, dv B
und wenden (2) an = dv,, = f,du, und > f,1 4, ist Dichte von v bzgl. pu. O

Beispiel 1.53. Auf o-Finitheit kann nicht verzichtet werden: Q # @, ¥ = {@,Q},
w(@) =0, p(Q) = oo, ¥(@) =0, ¥(Q) = 1, so ist ¥ < p, aber es gibt keine Dichte
(c-o00#1).

Satz 1.54 (Lebesgue-Zerlegung). Ist u o-finites Maf$ und v o-finites, signiertes Maf,
so gibt es genau eine Zerlequng
V=0+0

mit signierten Mafen o,v, so dass o << p, o Lp.

Beweis. Wieder geniigt es nach Satz 1.44, Mafe zu betrachten.

Wir setzen 7 = pu+ v < #152 Jg so dass du = gdr.
atz 1.

Definiere N = {g = 0} und

o(A) =v(ANN°, o(A)=v(ANN), Ae F. O

Eindeutigkeit: UA
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.6 Produktraume

Die grundlegende Idee dieses Kapitels ist es auf dem Raum €2; x €25 ein Mafs einzufiihren
- zunéchst werden wir zeigen, dass Mengen vom Typ A; x Ay auf diesem Raum eine o-
Algebra erzeugen und sich darauf ein Mafs konstruieren lésst, was die Masse (A1) - (Az)
vergibt.

Fiir uns interessant werden polnische Radume sein, da auf ihnen die zentralen Grenzwert-
sitze der Stochastik gelten werden.?

Definition 1.55. Ein topologischer Raum (€2, &) heift polnisch, falls
(i) es eine abzihlbare Menge ' C Q gibt, so dass Q = €,

(ii) er vollstéindig metrisierbar ist.?

Beispiel 1.56. (i) (%[0, 1],sup) ist polnisch,
(i) (€]0,00),d) mit

9 k>1 281+ di(f, 9) o ?Oulf}) f =l

ist polnisch (Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta) und
(iii) jeder kompakte metrische Raum ist polnisch.
Fiir eine Familie (€2;);c; von Mengen heifst
X Qi = {(wi)ier : wi € i}
icl

Produktraum der (£2;);c;. Fiir H C J C I definieren wir die Projektionen

T X Q; — X durch

jeJ heH

Wi]((wj)jEI) = (Wh)hen-

AuRerdem schreiben wir f; = 7 und m; = 7y, @ € I

3Fiir einen topologischen Raum (€2, &) mit A C Q setzen wir
A= U{O CA:0€e 0} (Innere von A)
A= m{F DA:F°e0} (Abschluss von A)
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1.6 Produktraume

Definition 1.57. Ist (;, 0;);c; eine Familie von topologischen Rdumen, so heifst die
von

{ X 4;%x X ;7 C1,J endlich}

JjeJ i€I\J

erzeugte Topologie Produkttopologie auf Q = X Q,.
iel

Beziiglich der Produkttopologie & sind alle Projektionen m;, i € J stetig:

i A) =Aix X Qe A€l

' jendiy

Besonders schone Eigenschaften erhédlt man unter Abzahlbarkeit.

Satz 1.58. Sei (€, O;)ien eine Familie polnischer Raume. Dann ist der Produktraum
versehen mit der Produkttopologie wieder polnisch.

Beweis. Da §); separabel ist, gibt es abzéhlbare viele Q) = {wy,ws,...} C Q;, so dass

@ = (); fiir alle ¢ € N. Mit d; bezeichnen wir die vollstandige Metrik, die &; erzeugt. Fiir
w,w' € Q= X, wird durch
ieN
1
d(w,o') = =(di(wi,w]) A 1)

i
i>1

eine vollstdndige Metrik auf 2 definiert, die die Produkt-Topologie & erzeugt.
Fiir ' € X Q) ist

ieN
By = {w e X Q1 w; # W fiir endlich viele i € N}
ieN
abzahlbar und dicht in 2 und die Behauptung folgt. O

Definition 1.59. Fiir eine Familie (£2;,.%;);c; von Mafrdumen heifst die o-Algebra

®ﬁi ::0({ X A; % X Q:JCI, I endlich,AiEﬁi}>

iel jeJ ieI\J

die Produkt-o-Algebra auf Q = X Q,. Ist .%;, = Z;, so schreiben wir auch F! =
ieJ
Rier Z-
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Wieder sind die Projektionen vertraglich mit der Konstruktion: Da

i A) =A4x X e T

Jjen{i) Pt

ist 7; messbar bzgl. ®;c;.%;. Aukerdem ist

Q7 —o({aix X o;:a¢ezicr}).

il jeI{i}

Unter geeigneten Voraussetzungen ist die Borel-o-Algebra der Produkttopologie gleich der
Produkt-o-Algebren der einzelnen Borel-o-Algebren. Abzéhlbarkeit ist eine solche (vgl.
Elstrodt, Kapitel IIL.5).

Lemma 1.60. Ist I abzihlbar und (S, O;) polnisch fir jedes i € 1, so gilt

B(Q) = R B().

iel

Insbesondere gilt Z(R%) = @7, B(R?).

Beweis: Wir nutzen folgendes, einfaches topologisches Resultat: Ist (€2, &) separabel, so
hat & eine abzahlbare Basis 4, d.h.

G- {UBi;Bi cBicll behebig}

el

Da alle (€2, 0;),1 € I, separabel sind, haben sie jeweils abzdhlbare Basen ;. Dann ist

#={ X 4;x X ;17 C1,J endlich, 4; € %, |

jeJ iel\J
eine abzéhlbare Basis von (€2, €). Dann ist o(#) = #(f2) (siche das folgende Lemma).
Aufserdem ist Z C Q),.; B(), also B(Q) C Q,c; B().
Umgekehrt ist fir A; € .%;

A; % je?f{i}(zj e a({Ai x jg\<{i} Qi1 A € @-})
C B(Q). O

Man erhélt leicht folgendes Resultat iiber erzeugende Halbringe:

32



1.6 Produktraume

Lemma 1.61. (i) Sei I endlich, 7€ Halbringe mit o(5¢) = %#;. Dann ist

%::{ XAi:Aieji”i,iEI}
i€l

ein Halbring mit o(H) = Q,c; Fi-
(ii) Sei I beliebig, 7 durchschnittstabil und o(;) = F;. Dann ist

# ={ X a;x X Q20 C1,J endlich, A; € %, € T}

jeJ i€I\J

durchschnittstabil mit o(H) = Q,c; Fi-
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie
1.7 Der Satz von Fubini

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir MaRe auf Produktraumen sind Ubergangskerne, falls

Definition 1.62. Seien (€2;,.%1) und (€9, .%2) Messrdume.

Eine Abbildung & : €; x %3 — Rsq heifit Ubergangskern, falls
(i) fiir alle wy € € ist k(wy, -) ein Maf auf (2, %)

(ii) fiir alle Ay € F5 ist k(-, Ay) Fi-messbar.

Ein Ubergangskern heift o-finit, falls es Ay, Ao, ... T Qy gibt mit Supq, k(wi, Ap) < 00
firallen=1,2,...

Er heifst stochastischer Kern oder Markovscher Kern, falls

H(wl, QQ) = il fir alle wr € Ql.

Beispiel 1.63 (Markov-Kette).
Sei Q@ = {wy,...,w,} mit Wahrscheinlichkeiten (p;;)1<; j<n, so dass mit 2?21 pij = 1Vi.
Dann ist

H(Wu ) = Zpij5wj
j=1

ein stochastischer Kern von (2, (1)) nach (Q, 22(1)). Die (p;;) bilden die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten einer homogenen Markov-Kette.

Lemma 1.64 (Messbarkeit integrierbarer Schritte). Sei x ein o-finiter Ubergangskern
und f:Q X Qo = Ry P ® Fy-messbar. Dann ist

le/f(wl,wg)m(wl,de)

F1-messbar.

Beweis (Skizze). Zunéchst nehmen wir x(wi,{2) < oo an. (Dann Erweiterung mittels

Ay, Ay T Qs.) Wir betrachten
9 = {A € QF:w — /]IA(WQ)K(wl,dwg) ist ﬁzl—messbar}
Dies ist ein durchschnittstabiles Dynkin-System mit 7 = {A; x Ay, A; € %} C 2. Nun

gilt 0(H) = F, ® Fy, also 0(H) = F1 @ Fy C P C F R F5 und die Aussage folgt fiir
f =14, Ae 7R F.
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1.7 Der Satz von Fubini

Wir erhalten die Aussage fiir Treppenfunktionen und mit monotoner Konvergenz fiir alle
messbaren f > 0. O

Theorem 1.65 (Ionescu-Tulcea). Seien (§;,.%;), i = 0,...,n Messrdume, u ein o-
i—1

finites Maf auf (Qo,.%) und &; o-finite Ubergangskerne von (X €, ® ;) nach
j=0 j=

(Q, F) firi=1,...,n.

Dann gibt es genau ein o-finites Maf x = ® ki auf (X Q;, ® F;), so dass
j=0 j=0
K(Ag X - / / Fn(Woy « « «yWn_1, dwy,) - - - K1 (wo, dwy ) u(dwy).  (1.66)
Ao n

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir n = 1, der allgemeine Fall folgt dann per Induktion.
Der Beweis ist eine typische Anwendung des Mafkfortsetzungssatzes: Wir starten mit dem
durchschnittstabilen Halbring

a={ X a:4e7)
i=0
und betrachten die durch (1.66) definierte Mengenfunktion x auf JZ.

(i) & ist o-finit: Seien (') C % so dass (1) T Q' ¢ = 0,1 und p(Q°) < oo und
Supoeoo K1 (wo, Q) =: Cp, < 0.

= 0 x Q) // (w?, dw") pu(dw®)
QO Ql

< Copl(9y) <

Da Q2 x QL 1 Qg x Q ist k o-finit.
(i) k ist o-additiv: Fir Ay, Ay € 7 p.d. mit A=>"7 A, € H ist

://ﬂA(wO,wl)Hl(WO»dwl)

/Z/h wo, wy )1 (wo, dwy)

n>1

Z//]lA wo, w1 )1 (wo, dwy ) pu(dwp)

n>1

wobei wir fiir (*) monotone Konvergenz nutzten. Mit dem Mafsfortsetzungssatz er-
halten wir die Behauptung. O
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Bemerkung 1.67. Mit etwas mehr Aufwand kann man die Aussage auch fiir n = oo
beweisen, siche Bogachev(1991).

Theorem 1.68 (Satz von Fubini) Seien (Q4, %), po, ki und £ = po @, k; wie in
Theorem 1.65 gegeben und f : X Qp — R>( messbar bzgl. @ .%;. Dann gilt

/fd/fu:/ /fwo,..., nn(wo,...,wn_ldwn)>---ﬁl(wo,dw1)>p(dw0).

(1.69)

Die Aussage gilt auch fiir beliebig messbare .# mit [ |f|dx < co.

Beweis. Die Messbarkeit der einzelnen Integrale folgt nach Lemma 1.64.

Fiir alle A € @, .%; betrachten wir A — [, dx =: I(A). Zunichst gilt fiir A € { X A
i=0

A; € 9,-}, dass I(A) = k(A) und somit (1.69). Wegen der Linearitdt des Integrals und dem

Satz der monotonen Konvergenz folgt (1.69) fiir alle nicht-negativen, messbaren Funktio-
nen.

O
Die aus der Analysis bekannte Aussage fiir Produktmafe pg ® --+ ® p, erhdlt man als
einfachen Spezialfall!

Beispiel 1.70 (Mehrdimensionales Lebesgue-Mak). Mit Ay = ®?:1 A bezeichnen wir das
Lebesgue-Maf auf dem R?

f(f’%?/):ﬁﬁ/f(x,y)dyzo Vo
= ffffcy (dy)A(dx) fffxy (dx)A(dy) = 0.

Allerdings ist |f| nicht bzgl. Ay integrierbar!

Aus Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale kann man also nicht auf die Inte-
grierbarkeit des Integrand schlieften.

Betrachten wir zwei unabhéngige Zufallsvariable X und Y, so heift die Verteilung von
X +Y die Faltung. Die fithrt zu folgendem Konzept.
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1.8 Der Existenzsatz von Kolmogorov

Definition 1.71. Seien fi1,. .., u, o-finite Mafe auf Z(R), p = Q;_; t; deren Pro-
duktmaf und S(x) =21 + -+ - + x,, © € R". Dann heifst

Sl 1= by k- [y

die Faltung der Mafse pq, ..., fiy.

Aufgabe 1.72. Haben die Mafe p; Dichten f; bzgl. \;; ¢ = 1,2 und setzt man

funlt) = [ Fu(s)A = )N(@9)
so gilt
P*V = fuw - A (Fubini)
Betrachte P(X+Y <z)=P(X <z —y)!

Aufgabe 1.73. Die Faltung zweier Normalverteilungen ist wieder normalverteilt.

1.8 Der Existenzsatz von Kolmogorov

Bisher haben wir endliche bzw. abzédhlbare Produktraume betrachtet, was fiir unsere An-
wendungen nicht ausreichen wird. Der Satz von Kolmogorov erlaubt die Erweiterungen auf
grofsere Raume, kommt allerdings nicht ohne die Voraussetzung aus, dass diese polnisch
sind.

Als Beispiele konnen wir den unendlichen Wiirfelwurf betrachten und die Ergebnisse als
eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),en auffassen. Oder wir betrachten einen Zahlprozess
(Ni)i>o (das ist ein Prozess, der in Null startet und dann jeweils an einer zufélligen Zeit
um 1 springt).

Beispiel 1.74. (i) R?= @d ist separabel und vollsténdig
(ii) Sei K C R kompakt = (C(K),sup) = (C(K), || ||) ist polnisch (Weierstraf’scher

Approximationssatz — Polynome)

Wir erinnern daran, dass 7, die Projektion von .J auf H bezeichnete.

Definition 1.75. Sei (Q,.%#) ein Mafkraum und I eine beliebige Indexmenge. Eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafe P = (P; : J C I, J endlich) heikt projektive
Familie, falls P; Wahrscheinlichkeitsmaf auf (7, . #7) und

J
PH:ﬂ'H*PJ

fiir alle H C J C I, J endlich.
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1. Ein kurzer Ausflug in die Mafitheorie

Beispiel 1.76. Betrachten wir etwa den Poisson-Prozess (NV;);>o: In diesem Fall gilt
P(N, €{0,1,2,...} =1), N is wachsend und

k
P(Ny, =n;, j<k)=]]e

j=1

7)\(tj7tj,1) )\(tj B tjfl)nj_njil
(n; —n;1)!

Man erhélt man eine projektive Familie durch die endlich-dimensionalen Randverteilun-
gen

fiy. 0 (H) = P((Nyy,...,Ny,) € H), HeR"

Die bestimmen allerdings die Verteilung des Prozesses noch nicht vollstdndig! Konstruie-
ren Sie einen Prozess N’ mit den gleichen Randverteilungen als Ubungsaufgabe.

Definition 1.77. Existiert fiir eine solche projektive Familie P ein Wahrscheinlich-
keitsmaR P; auf Z! = ®;c;.%; mit P; = 7wy * Py fiir alle J C I, J endlich, so heifit P;
projektiver Limes der Familie P. Wir schreiben

P] :@PJ
Jel

mit der Konvention J € I = J C J und J endlich.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Abschnitt beginnen wir nun mit einer systematischen Entwicklung von Zufalls-
variablen und Konvergenzen von Zufallsvariablen mit den dazugehérigen Hilfsmitteln.
Dabei werden wir natiirlich massiv von der im ersten Kapitel entwickelten Mafstheorie
profitieren. Zentrale Resultate in diesem Abschnitt sind ein allgemeines starkes Gesetz
der grofen Zahl und ein allgemeiner zentraler Grenzwertsatz. Zunéchst beginnen wir mit
Grundlagen, die einige Resultate aus der Stochastik I wiederholen und in etwas allgemei-
nerer Form formulieren.

2.1 Grundlagen

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .%#, P) und einen Bildraum (€', .%#’).
Eine Abbildung
X: Q=

heift Zufallsvariable, falls sie .% — .Z#’-messbar ist. Wir schreiben

X' B)={weQ: X(w) € B},
o(X)={X"YB):Bec "}

fiir das Urbild von X und die von X erzeugte o-Algebra. Das Bildmalfs
X.P(B)=P(X(B)): ' —[0,1]

heifst Verteilung von X. Haben X und Y die gleiche Verteilung (equality in law), so
schreiben wir
XZvy.

Wir sagen, X hat die Dichte f bzgl. des Mafses v, falls X,P = f - v, also

P(XGA):/fdu, AecF
A

Fiir eine messbare Zufallsvariable X > 0 definieren wir

E[X] = / XdP
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

und im Falle der Quasi-integrierbarkeit den Erwartungswert als Summe der Integrale der
Positiv- und Negativ-Teile.

Monotonie und Linearitdt des Integrals liefern fiir Zufallsvariable X, Y die Regeln
ElaX +bY] = aE[X] + bE[Y],
0<X <Y = FE[X|<E[Y]
Eine Zufallsvariable ist mefbar beziiglich der von X erzeugten Filtration, wenn sie als

mefkbare Funktion von X geschrieben werden kann. Das die Umkehrung iiberraschender-
weise auch gilt zeigt folgendes Lemma.

Lemma 2.1. Sei X : Q — Q' eine Zufallsvariable. Z : Q — R ist genau dann o(X)-
messbar, falls

Z = f(X)
mit f:Q - R F' — B(R)-messbar.

Beweis. <= klar.

,=* Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei Z > 0. (Ansonsten betrachte Z = Z* —
Z~.) Der Beweis benutzt die Approximation von Z durch Elementarfunktionen und geht
in drei Schritten:

(i) Sei Z =14, A € 0(X). Dann existiert A’ € .#’ mit X *(4’) = A, also
Z:]IA:]IX—l(A/):]IA/OX:>f:]1A/.

(ii) Mit Linearitét erhalten wir die Aussage fiir einfache Z = ) ¢;14,.
(iii) Ist Z > 0 messbar, so gibt es einfache (Z"),>1 T Z und Z,, = foo X =

(Supfn)OXzsupfnoX:supZn:Z

und mit f = sup f,, sind wir fertig, denn nach Lemma 1.26 ist sup f,, mefkbar. [
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2.1 Grundlagen

Als néachstes Resultat beweisen wir eine Reihe von wichtigen Ungleichungen, die wir im
Folgenden stindig benutzen werden. Vorab definieren wir noch || - ||, = E[|X|?]'/?. Die
Minkowski-Ungleichung wird zeigen, dass dies fiir p > 1 auch eine Norm auf dem L? ist.

Satz 2.2. Seien X, Y reellwertige Zufallsvariablen. Dann gilt:

(1) Fir alle monoton wachsenden f : Rsq — R und € > 0 so dass f() >0

Elf(|X
P(|X|>¢) < W, Markov-Ungleichung
(ii) fiir E[X?] < oo, dass
X
P(|X —E[X]| >¢) < Vaz(z ), Tschebyscheff-Ungleichung

. . 1 1 . 1
(111) fur0<p,q,7“§oomzt;+a—;, dass
1 XY < 11X, 1Y llq Holder-Ungleichung

firp=q =2 undr =1 erhalten wir die wichtige Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

(iv) firl <p< oo, dass

I X +Y, <1 X, + 1Yl Minkowski-Ungleichung

(v) fir0<p<gq, und X € L, dass

X < 15Xl

Bevor wir diesen Satz beweisen schlieffen wir noch die wichtige Jensen-Ungleichung an:

Satz 2.3 (Jensensche Ungleichung). Sei g : R — R konver und x € £*. Dann gilt
E[g(X)] > g(E[X]).

Gleichheit gilt genau dann, wenn fir jede Gerade a 4+ bx tangential zu g an x = E[X]
gilt, dass P(g(X) =a+bX) = 1.

Beweis zu Satz 2.2:
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

(i) Da f(e) > 0 und f(x) > 0 ist, folgt fiir alle x € R, dass

Loizey < Lgstenzs@r = Lf sgens )
< JUzD) < J(zD)

1 .
= o) =) T fe)
Durch Monotonie des Erwartungswertes folgt die Behauptung.

(i) Wir verwenden (i): Setzen wir Y = | X — E[X]| und wihlen f(z) = z* auf R>q (diese
Funktion ist monoton), so gibt (i) das Resultat.

(iii) Zunéchst ist e” konvex und damit fir z,y > 0

(xy)" = exp(rlogz + rlogy) = exp (i
D

r T T A
Das wenden wir an auf X' = II‘))f(H'p’ Y’ = ”‘;,/”L und erhalten
El|X|P EY|
p Xl q Yl
also E[XY]]
1> FB[(XY) = ——r—,
IXURIYILG

und die Behauptung folgt.

(iv) Dieser Beweis ist trickreicher. Zunéchst ist

o+ yl” = o +yl - o+ y < ol o+ gl Qyl - e+ oy

Mit (iii) folgt, dass
Ellz] - |z +ylP7] < Nzl - llle +yP~,  mit 5+ 7 =1

Dabei ist

e+ yP ™l = Bl + )0 = oyl = e+l
da (p—l)-q:pundgzp—l.
Das liefert Bz + yl"] = [lz + ylI7 < (lzll, + lylly) - |z + yl5~

(v) Zunichst ist z + 27/7 konkav auf Rsg, also folgt mit Satz 2.3
E[|X 7] = B[(|X]7)"/1] < (B[X )"/

und wir sind fertig. O
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2.1 Grundlagen

Beweis zu Satz 2.3: Fiir eine konvexe Funktion f gibt es an jedem Punkt x eine Tangente
Yy — a+ by, so dass

fly) > a+by Vy.

Hierbei kann die Gerade auch als f(z) + b(y — x) parametrisiert werden. Wir betrachten
diese unterstiitzende Gerade am Punkt E[X].

Dann ist
fly) = F(EIX]) +b- (y — E[X]).
Anwendung des Erwarungswertes liefert

E[f(X)] = f(E[X]) +b- (E[X] = E[X]) = f(E[X]). =

Beweis. Fiir eine konvexe Funktion gibt es zu jedem Punkt = eine Gerade g durch z, so
dass f > g. Wéhlen wir z = E[X], so bedeutet das, es gibt a € R mit

f@) = f(BIX]) + a(z’ — E[X]).

Wir erhalten E[f(z)] > f(E[X]) + 0 und die Behauptung folgt. O
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2 Charakteristische Funktionen

Als ein wichtiges Hilfsmittel zur Charakterisierung von Verteilungen erweisen sich Fourier-
und Laplace-Transformierte.

Definition 2.4. Ist X eine d-dimensionale Zufallsvariable, so heift ¢ : R? — C, gege-
ben durch '
p(t) = Ble'Y]

charakteristische Funktion von X.

Die Funktion . : R? — R U {00}, gegeben durch
ZL(t) = Ele” %)

heifst (verallgemeinerte) Laplace-Transformierte von X.

Oft ist die genaue Bezeichnung Laplace/Fourier-Transformierte in der Literatur unter-
schiedlich, je nach Anwendungsgebiet. In diesem Skript habe ich mich fiir die obige No-
tation entschieden, weil sie in dieser Form fiir die Stochastik die einfachsten Ausdriicke
liefert. Die Fourier-Transformierte ist gegeben durch (2r)~"72E[e~**)]. Hierfiir ergeben
sich insbesondere wichtige Resultate zur Fourier-Inversion.

Satz 2.5. Es qilt
(i) |o(t)| <1 fir alle t € R? und o(0) = 1.
(i1) p ist gleichmafig stetig,
(ii1)  pax1o(t) = ePpx(at) a€RbeRYteR?

Beweis. (i) und (iii) sind klar.
Fiir (ii) verwenden wir, dass mit majorisierter Konvergenz folgt:
(i

‘E[eitX . (eihX _ 1)” S }E[(eihX . 1)” B O,

=

also sup,cg |p(t + h) — p(t)] < |E[(ehX —1)]| 30,50 dass ¢ gleichmiRig stetig ist. [
H

Beispiel 2.6. Folgende Beispiele sind wichtige Fourier-Transformierte:

(i) Ist X ~ B(n,p), so erhalten wir

n

Bl =3 ()t = (1= p gty

k=1
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2.2 Charakteristische Funktionen

(ii) Ist X ~ Poiss(A), so erhalten wir

; pLE it it
E[eztx] — 2 :efAyeztk — ef)\e)\e — e)\(e 71).
k>0 )

(iii) Als Ubungsaufgaben kénnte man leicht die Laplace-transformierte an Stelle der
charakteristischen Funktion berechnen, oder etwa mit der momentenerzeugenden

Funktion E[e*X] einige der ersten Momente.

Wir fiigen weitere Rechenregeln fiir die charakteristische Funktion an.

Lemma 2.7. Es qilt, dass
(i) oax =px oA, mit A c R4,
(it) PXta = Ps, P,

(m) PP = ¥P - PQ,

() opxsp, = H ©p,-
i=1

Bewers. Zunéchst ist

Oax = E[ei(t,AX)] _ E[ei<ATt,X>] _ gﬁx(ATt).

(ii) folgt aus (iv). Weiterhin ist

proqls,t) = / (0 4P @ Q(u, )

. / ( / ei<5’“>ei<t’”))d}7(u))dQ(v) = p - Pq.

Teil (iv) beweisen wir mit Induktion. Sei hierzu m = 2. Dann ist

orp(t) = / 0Py % Py)(v)

_ / ( / ei“’“*”))dPl(u))dPg(v) = on (t)ep,(t)

und der Beweis ist abgeschlossen.

]

Beispiel 2.8 (Charakteristische Funktion der Exponentialverteilung). Fiir X ~ Exp(\)

errechnet man

) oo (it—A)x ] © A
E itX =\ / itx f)\zd =\ € _ .
N e it — A X — it

0
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiel 2.9 (Charakteristische Funktion der Normalverteilung). Ist X ~ N(u,0?), so
gilt zunichst, dass Ele'*] = E[e!#+io¢] mit ¢ ~ N(0,1). Wir konnen uns also auf X ~
N (0, 1) konzentrieren. Dann ist

, 1 A a?
o(t) = Ele"X = —2/61t$€_2d1‘.
7r

Ein eleganter Weg, diese Funktion zu bestimmen, ist durch Ableiten. Wir erhalten mit
partieller Integration, dass

1 .
") = — [ e™ize
¢'(t) \/%/
1 ) 22
= +(i2)E/61m6_2 = —th(t),

mit ¢(0) = 1. Diese Gleichung hat eine eindeutige Losung,
p(t) = e 7.

22
2

Satz 2.10. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable.

(i) Ist X € LP, so ist px p-mal stetig differenzierbar und

eP ) = E[(iX)*e),  k=0,...,p

(ii) Fir X € L? gilt
2
o(t) =1+ itE[X] — %E[XQ] +e(t) - 2

mit e(t) — 0.
t—0

Beweis. (i) Da X € LP existiert der Erwartungswert fir & < p. Wir nutzen Induktion:
k = 0 klar. Gelte die Behauptung fiir ein k. Dann ist

dkt+1eite (ix)kei(tJrh)x _ (ix)keit:v ethr _ 1
= li ) <1 ’ F
dtk+1 s h = asol” h I
da |e®] < 1. Weiterhin gilt, dass
. 6ihm -1 ) ihx + (ih;)Q + ...
lim = lim ’
h—0  h h—0 h

h 2
< |z| - lim 1+|hx|+‘ ]
h—0

+...):|$|’

und somit gibt es fiir % eine integrierbare Majorante. Damit folgt
d

go(kn)(t) _ E[a(iX)keitX] — E[(iX)kJrleitX].

Ebenso folgert man Stetigkeit der Ableitung mit majorisierter Konvergenz.
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2.2 Charakteristische Funktionen

(ii) Die Taylor-Entwicklung mit Restglied liefert

] t2 2
e =1 4itX —

(cos 01t X + isin Ot X)

mit Zufallsvariablen 0y, 6, und |6;| < 1, ¢ = 1,2. Das ergibt

o(t) =1+ itE[X] — gE[XQ] +e(t)

mit 2¢(t) = E[X?(1 —cos 611X —isin Ot X)] 28 ) wegen majorisierter Konvergenz.
[

Die Fourierinversion besagt, dass man aus der Fourier-Transformierten die urspriingliche
Funktion unter schwachen Voraussetzungen (Stetigkeit) errechnen kann. Fiir uns wird dies
erlauben aus der Fourier-Transformierten die Dichte zu berechnen (oder die Verteilungs-
funktion).

Satz 2.11. Sei P € #,(R, %) und ¢ die zugehirige charakteristische Funktion. Ist ¢ €
L2, so gilt

T o

ist eine Lesbesque-Dichte von P. Auerdem ist f gleichmdfig stetig und beschrdnkt.

f(a) =~ / e () dE

Bewers. Zunéchst ist
]' —it(x itx 1
f(z+h) — f(z)] < G/}e ) it () dt < ;/|gp(t)|dt<oo.

Dann ist f gleichméfig stetig und beshrankt, wie .

Wir erhalten

/abf(x)dx = /ab %(/e”ﬂo(t)dt) dx
_ 2% / o) / b e ) di

1 c —ita __ ,—ith
— lim —/ o(t)

c—o00 27T e 1t

= P((a.0) + 5(P{a} + P{b}) > 0

Lassen wir nun a und b nach undendlich gehen, erhalten wir [ f = 1, also ist f Dichte
von P. O
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

2.3 Stochastische, fast sichere und L’-Konvergenz

Wir werden nun verschiedene Konvergenzen kennenlernen.

unter gleichgradiger Integrierbarkeit

T

T

LP-
Konvergenz

stochastische
Konvergenz

Fast sichere
Konvergenz

\/ \_/

entlang einer Teilfolge
falls X konstant

Konvergenz
in Verteilung

Zusammenfassend ist die Konvergenz in Verteilung die schwéchste Konvergenzform, sie
wird von fast sicherer, LP- und stochastischer Konvergenz impliziert. Fast sicherere und
LP-Konvergenz sind zwei recht unterschiedliche Konvergenzarten, fiir die jeweils unter
Zusatzbedingungen Beziehungen aufgezeigt werden konnen. Eine kennen wir schon aus der
Stochastik I: Der Ubergang zu Teilfolgen. Ein neues Konzept, was wir in Kiirze einfiihren
werden, ersetzt das Kriterium majorisierte Konvergenz durch eine schwéchere Bedingung,
gleichgradige Integrierbarkeit, welche erlaubt aus fast sicherer Konvergenz LP-Konvergenz
zu schliefien.
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2.3 Stochastische, fast sichere und LP-Konvergenz

Definition 2.12. Seien X, X;, X5, ... Zufallsvariable in einem metrischen Raum (E, d).

(i) Gilt
lim d(X,,X)=0  P-fs,

n—o0

so konvergiert (X,,) fast sicher gegen X

5 X).

n—oo

(Xn

(i) Gilt fiir alle € > 0, dass

lim P(d(X,,X)>¢) =0,

n—o0

so konvergiert (X,,) stochastisch gegen X

(X, = X).

n—00

(iii) Sind X, (X,,) reellwertig und gilt fiir p > 0, dass

lim E[|X, — X|"] =0,

n—o0

so konvergiert (X,,) in LP (oder im p-ten Mittel) gegen X

(X, 22 X).

n—o0

Beispiel 2.13 (Gegenbeispiele). (i) Stochastische Konvergenz impliziert nicht fast si-
chere Konvergenz: Sei

el aelb)
Ay = [o,ﬂ,..., Ag = [21]

und X, = Lyyea,y mit U ~ U(0,1).

= lim P(|X,| >¢)= lim P(U € A,) =0,

n—oo n—oo

f.s.
aber X,, /= 0, denn fiir jedes n € N gilbt es n > n; mit X,, = 1.

(ii) fs. impliziert nicht L': Sei U ~ U[0,1] und B, = [0, ] und X,, = n- L{yep,;. Dann
X, BN 0, aber
EX,)=n-P(U € B,) =1.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Lemma 2.14. Seien X,Y, X1, Xo, ... Zufallsvariable auf dem metrischen Raum (E,d).
Gilt X, 5 X, X, B Y, so folgt
X =Y P-fs.

Beweis. Aus der stochastischen Konvergenz folgt fiir alle ¢ > 0, dass

P(d(X,Y) > 2¢) < P(d(X,,X) > ¢ oder d(X,,Y) > ¢) -0,
n—

also ist P(d(X,Y’) > 2¢) = 0. Hieraus folgt

P(d(X, Y) > l) ~0. O

P(X#Y)zP(D{d(X,Y)>%}> < ,

o]
k=

1

Lemma 2.15. Seien X, X, ... Zufallsvariable auf dem metrischen Raum (E,d). Dann
qilt
X, 2 X & E[d(X,, X)A1] — 0.

n—oo n—oo

Beweis. ,,=" Aus X, A x folgt Ve > 0, dass
lim E[d(X,, X) A1) < lim (¢ + P(d(X,, X) > ¢)) = <.

n—oo n—o0

<" Umgekehrt folgt mit 0 < ¢ < 1 aus der Markov-Ungleichung, dass
Eld(X,, X)A1
[ )M — 0. O

£ n—00

P(d(X,, X) >¢) <

Satz 2.16. Es gelten folgende Aussagen:
(i) Fast-sichere impliziert stochastische Konvergenz

(ii) Fast-sichere Konvergenz ist dquivalent zu

lirrlnP< Utz -z > g}) —0.

k>n

(111) ZP(|Zn —Z|>e)<o0 Ve>0 = Z,— Z fast sicher.

Das Kriterium (ii) nennt man auch Cauchy-Kriterium fir die fast-sichere Konvergenz.
Wir erhalten
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2.3 Stochastische, fast sichere und LP-Konvergenz

Korollar 2.17. Gilt Z, R Z, so emistiert eine Teilfolge Z, ), welche fast sicher gegen Z
konvergiert.

Beweis. Wahle n(j) so dass P (| Z,;—Z| > %) < J% Behauptung folgt aus (ii) des vorigen
Satzes. 0

Beweis von Satz 2.16. Teil (1)+(ii): Zunéchst einmal ist
1:P(limZn:Z):P<ﬂU N1z - 2| gg}). (2.18)
" e>0n>1k>n

Die Mengen (;»,,{|Zx—Z| < ¢} sind monoton wachsend in n und ¢, was wir nun geschickt
ausnutzen. Mit der o-Stetigkeit von P folgt, dass (2.18) dquivalent dazu ist, dass

1:P<U N1z - 2 gg}) (2.19)

fir alle! € > 0. Eine zweite Anwendung der o-Stetigkeit liefert, dass (2.18) dquivalent
dazu ist, dass

liéﬂP( N1z -2l < 5}) —1 Ve > 0.
k>n

Hieraus folgt
O:IimP<U{|Zk—Z\ >5}), (2.20)
" k>n
was die Behauptung (ii) zeigt. Weiterhin ist
hmp( Uiz -2 > g}> > lim P(|Z, — Z| > ¢)
n o n
und somit folgt die gesuchte stochastische Konvergenz.

Teil (iii): Fiir ein festes € > 0 folgt mit Borel-Cantelli (Das Resultat werden wir aber erst
in Theorem 2.37 beweisen), dass

ip(|zn—2| Se) <0 = P(ﬂ U112 - 2| >e}> —0
n=1 n k>n
Das Komplement ist
p(U N1z - 2| gg}) ~ 1. (2.21)
n k>n

Da ¢ beliebig gewihlt war, liefert die Aquivalenz (2.19) nun die fast sichere Konvergenz.

]

n der Tat: Ist 1 = P(N.>0A:) und gilt A. D A,/ fiir e > €/, so folgt 1 = P(Ny>04,-1) = lim,, P(A4,-1).
Da lim, P(A,-1) < P(A,,—1) fiir alle n’ > 1, folgt sogar, dass 1 = P(A4,-1) fir alle n > 1 und
schliefslich 1 = P(A.) fiir alle € > 0.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Fiir die Folgerung, dass fast sichere Konvergenz LP-Konvergenz impliziert, benotigen wir
eine integrierbare Majorante. Im Folgenden wollen wir diese Forderung abschwéchen.

Definition 2.22. Eine Familie von reellen Zufallsvariablen (X;);c; heift gleichgradig
(uniform) integrierbar, falls

lim SUPE“Xi’l{\Xibk}] =0.

k—oo ;er

Die englische Ubersetzung ist uniformly integrable.

Beispiel 2.23. (i) Integrierbare Majorante: Sei Y € L' und sup |X;| < Y. Dann ist
(X;)ier gleichgradig integrierbar, denn nach majorisierter Konvergenz

sup E[| Xi[Lqx, >0 ] < B[[Y[Tgyisn] — 0.
el —00

(ii) Jede endliche Familie integrierbarer Zufallsvariablen ist gleichgradig integrierbar,
denn sup,;,, | X;| € L' und

sup E[|Xi[1yx 1] < E[ sup [Xi[Lgupixisiy] — 0.
1<i<n 1<i<n k—o0

(iii) Fir X, = nlye,1yy, U~ Ul0,1] ist fir n > k
El|Xullyx,>k] = E[X.),
also ist (X,,) nicht gleichgradig integrierbar.
(iv) Ist sup;es || Xi||14e < 0o mit € > 0, so ist
Sup Bl Xi[Lx,>] = sup B[[X[ x>k

o EX
<sup —— — 0.
el ke k—o0

Lemma 2.24. Es sind dquivalent:
(i) (Xi)ier ist gleichgradig integrierbar
(i) sup E[|X;]] <oo wund lim sup supE[|X;|14] =0

iel e—0 A:P(A)<e i€l
(iii) lim sup E[(|X;| — k)*] = 0.
k—oo i€l

w) FEs gibt f:Rsg — Ry mit@—>ooundsupiIEf Xi])] < o0.
2 2 €

& T—r00
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2.3 Stochastische, fast sichere und LP-Konvergenz

Bewezs:

(i) = (44): Fiir 0 > 0 gibt es k = k(J), sodass sup;c; E[|X;|1{x,>k1] < 6. Dann ist fiir
alle A € F

E(|Xi|14] = E[|X;|Langx, >k + Bl XL angxi <k}
<d+k-P(A).

Mit A = () folgt

sup F[|X;|]] <0+ k < 0.

i€l
Auferdem ist

sup supE[|Xi|]<d+k-e— 4
A:P(A)<e i€l =0
Da § beliebig war folgt (ii).
(i) = (4ii): Zunéchst ist (|X;| — k) < | Xi|1qx, >k}~ Sei e > 0 und k = k(e), so dass

super B[ Xi]]

2 < €.

Fiir ¢ — 0 folgt, dass k(¢) — oo und wir erhalten

lim sup E[(|X;| — k)*] = lim sup E[(| X;| — k(e))*]

k—oo i€l e—0 el

< lim sup E| X Lx, > k(e)}]

e—0 €l

<lim sup supE[|X;|1a]=0.
e—=0 A:P(A)<e i€l

(i17) = (iv): Wir wahlen (k,) 1 oo, so dass sup;c; E[(|X;| — k) T] < 27". Wir setzen

fla) == k)"

n>1

Dann ist f monoton wachsend und konvex. Fiir x > 2k, ist @ > 22;1 (1 — k—") >

X
3, also @ — 00. Auflerdem gilt wegen monotoner Konvergenz, dass
T—00

ELF(xD] = D EI(X] ~ k) < Y27 = 1.

n>1 n>1

(iv) = (i): Setze a(k) := inf,>, L2 so dass limy_, a(k) = co. Dann gilt

T

1
S'U?E[|Xi|]l{|xi|2k}] < — SUPE[f(lXiD]lﬂXiEk}]
1€

a(k) er
1
< msilé?E[f(lXim — 0 O
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiel 2.25. Ist X € L! und ist (X;);cs gleichgradig integrierbar, so ist (X; — X);es
gleichgradig integrierbar: Zunéchst ist X gleichgradig integrierbar nach Beispiel 2.23. Au-
Rerdem ist

sup E[|X; — X|] < E[|X]] + sup E[|X;]] < o0

icl i€l

und

sup sup B[|X; — X[14] < sup sup E[|X;[1a]+ sup E[X[1s] —0
A:P(A)<e i€l A:P(A)<e i€l A:P(A)<e e—0

und nach Lemma 2.24 ist (X; — X);e; gleichgradig integrierbar. Die Umkehrung folgt
analog.

Der folgende Satz ist der Konvergenzsatz von Vitali.

Theorem 2.26. Sei 0 < p < co und Xy, Xy, ... € LP. Dann sind dquivalent
(i) Esgibt X € P und X,, 25 X

(ii) (| X,[P) ist gleichgradig integrierbar und es gibt eine Zufallsvariable X mit X, AN
X.

Gilt (i) oder (ii), so stimmen die Limiten iiberein.

Beweis. (i) = (ii): Mit der Markov-Ungleichung gilt fiir alle € > 0, dass

X, — X7 _ 1% = X1

P(|Xn_X|>5>§
ep ep

— 0,

so dass X, P x.

Nun verwenden wir Lemma 2.24 (ii): Sei € > 0 und N = N(e) so, dass || X, — X]||, <
€ Vn > N. Dann ist

sup B[ X, [P = sup || X,,|[2"!
< sup ||Xn|’§Al + sup [| X, — X||§“ +HX||§M < 0
n<N n>N

. J/
-~

Sgp/\l

unter Verwendung der Minkowski-Ungleichung?.

2Das kann als Ubungsaufgabe nachgerechnet werden. Sie kénnen einfach 0 < p < 1 und p > 1 getrennt
betrachten.
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2.3 Stochastische, fast sichere und LP-Konvergenz

Fir A € % erhalten wir ebenso

inL
sup (E[|X,[P14]) "7 = sup |\Xn]1A|yg“
< sup || X Lal[2 + sup [[(Xy — X)LalPM 4[| X 1450
n<N n>N

N

VvV
<epAl

Da || X1 4]/, — 0 fir P(A) — 0, folgt

lim sup sup E[|X,|P1,] < M
0=0 A:P(A)<5 neN

Die Behauptung folgt, weil ¢ > 0 beliebig war.
(17) = (i) Aus X, Pox folgt die Existenz einer Teilfolge (nj) so dass X, tsox

Aufserdem ist sup E[| X, |P] < oo nach Lemma 2.24(ii). Nach dem Lemma von Fatou,
Theorem 2.60, ist

E[|X|P] = F[liminf | X, [P] <sup E[|X,["] < oo
und somit X € LP. Weiterhin ist | X,, — X |? gleichgradig integrierbar (siehe Beispiel
2.95).

Da nach Voraussetzung
P(|X, — X|>d) — 0,

n—oo
folgt
Jim B[lX, — XP] = lim B[X, — XLy, x>0 + im B[|Xn — X|"Lyx,-x1<a)]
<
<o’
und die Behauptung folgt, weil § beliebig war. m

Korollar 2.27. Seien 0 < p < 00, X1, Xs,... € LP und X,, L X. Dann sind aquivalent
(i) X, 5 X

(ii) || Xnll, = 11X,

(15i) (| Xn|P)n>1 ist gleichgradig integrierbar

Wir schliefsen noch einige Bemerkungen tiber Konvergenz in Verteilung an, welche wir
aber spéter noch ausfiihrlicher behandeln. Wir betrachten den metrischen Raum (FE, d).
Wir bezeichnen

A (E) = {p : p Wahrscheinlichkeitsmaf auf #(E)}
P (E) ={p: p Mak auf Z(F) mit p(F) <1}
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Aus dem Kontext heraus sollte keine Verwechslungsgefahr von . (E) mit der Potenz-
menge von E bestehen. Mit C,(E) bezeichnen wir die Menge der stetigen, beschrankten,
reellwertigen Funktionen auf Z.

Definition 2.28. Die Folge Pi, P, ... € .4 (E) konvergiert schwach gegen P € .4 (E),
falls

/ fdP, — | fdP
n—oo
fir alle f € Cy(E). Wir schreiben dann P, = P.

Lemma 2.29. Gilt p,, = p und p, = v = p = v.

Beweis. Nach Satz 1.15 reicht es, u(A) = v(A) fiir alle abgeschlossenen A C E zu zeigen,
da die Menge der abgeschlossenen Mengen ein durchschnitsstabiler Erzeuger von #(F)
ist. Setze

d(xz,A) = inf d(z,y)

yceA

fm(z) == (1—m-d(z, A))+.

Dann gilt f,,, = 14, also

m—r0o0 N— 00

p(A) = lim [ fpdp= lim lim [ f,du, = lim/fmdy —v(A)

wegen majorisierter Konvergenz. [

Definition 2.30. Sind X, X, X5, ... Zufallsvariable auf (92, A4, P), (1,4, P),
(Qs, As, P5), ... mit Werten in Z. Wir sagen X, Xy, ... konvergieren in Verteilung
gegen X falls (X,,).P, = X.P. Wir schreiben

X, = X.

Satz 2.31. X, D x = X, = X. Ist X konstant, so gilt auch die Umkehrung.
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2.4 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

Beweis. Sei also X, Ly X, Wir zeigen die Behauptung durch Widerspruch. Angenommen
fur f € Cy(Z) gilt lim,, o E[f(X,)] # E[f(X)]. Dann gibt es eine Teilfolge n; und ein
€ > 0, so dass

lim [E[f(Xn,)] — E[f(z)]| > €.

k—o0

Da X, L x gibt es eine Teilfolge (n,),e = 1,2,..., so dass X, I x . Mit majori-
sierter Konvergenz folgt

lim B[f(X,, )] = BLf(X)],
ein Widerspruch.
Ist umgekehrt X = ¢ € Z. Dann ist © — d(z,c) A1 € Cy(F) und somit

E[d(X,,¢) A ] — Bld(X,c) A1] =0,

also X, A x wegen der Definition von stochastischer Konvergenz. ]

Sind X, Xy, X,, ... identisch verteilt = X,, = X, allerdings gilt typischerweise weder f. s.
noch stochastische Konvergenz (aufter wenn X konstant ist, wie ein folgender Satz zeigt).

2.4 Das starke Gesetz der grollen Zahlen

Ein zentrales Konzept dieses Grenzwertsatzes ist die Unabhéngigkeit. Wir werden in die-
sem Zusammenhang auch die wichtigen Hilfsmittel von Borel-Cantelli und das Kolmogo-
rov’sche 0-1-Gesetz kennenlernen.

Definition 2.32. (i) Eine Familie messbarer (d.h. A; € %) Mengen (A4;);c; heift

unabhdingig, falls
P(N4) =TI Py (2.33)
jeI jel
fiir alle I C .% endlich.

(ii) FEine Familie von Mengensystemen (C;);er, C; € % Vi € I heifst unabhdngig, falls
(2.33) fir alle I C %, .F endlich und A; € Cj, j € I, gilt.

(iii) Eine Familie von Zufallsvarialben (X;);c; heifst unabhdngig, falls (o(X;))ier un-
abhéngig sind.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Man erhélt unmittelbar, dass (X;);c; unabhéngig sind, falls sich ihre gemeinsamen Ver-
teilungen als Produkt von den Marginalien ergibt, d.h.

P(X;€ Aiel) =] P(X: € A)
el fiir alle I C %, I endlich.

& ((Xi)ier)s = ®(Xi)*P

i€l

Als wichtiges Hilfsmittel erweist sich das folgende ,Blockungslem®:

Lemma 2.34. Seien (Q, F/), (Qf, Z!), i € J, messbare Riume und (X;);c; unab-

2 K3

héingige Zufallsvariable mit X; : Q — QL. Sind ¢; : Q) — QF messbar, i € J, so ist

(i (Xi))ies unabhdngig.

Beweis. Zunéchst ist o(p;(X;)) C 0(X;), da ; messbar. Da o(X;);c; bereits unabhéngig
sind, folgt die Behauptung. n

Zwei Zufallsvariablen heifen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0. Wir erhalten leicht, dass
Unabhéngigkeit Unkorreliertheit impliziert.

Satz 2.35. Sind X,Y € L' unabhingig, so ist X -Y € L' und

E[XY] = E[X]- E[Y].

Beweis. Die Aussage gilt zivilerweise fiir X = 14 und Y = 1. Mit Linearitat folgt die
Aussage fiir einfache X, Y mit monotoner Konvergenz fiir Positiv- /Negativteile und somit
die Behauptung. O

Beispiel 2.36. Ist X ~ N(0,1), so ist X, X? unkorreliert aber nicht unabhingig.

Sind Aq, A, . .. Ereignisse, so definiert der folgende Limes Superior das Ereignis ,,unendlich
viele der (4,,) treten ein®.

Definition 2.37. Fiir Ay, Ay, --- € % definieren wir

limsup A4, := m U A,

C=CE n>1m>n
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2.4 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

Theorem 2.38 (Borel-Cantelli).

(i) Seien Ay, Ay, - € F =

ZP ) < 0o = P(limsup A4,) = 0.

n—oo
(ii) Sind die (A,),>1 unabhéngig, so gilt

Z P(A,) =00 = P(limsupA4,) =1

n—o0

Bewezs:

(i) Stetigkeit von oben von P impliziert

P(limsup A,) = lim P( A ) < lim 3 P(A,

n—00 n—00
m>n m>n

(i) Fir z € [0,1] gilt: log(1 — z) < —z also folgt mit Stetigkeit von unten, dass

P((limsup A,)°) = P( U m Afn>

n>1lm>n
= nh_)m;exp ( Z: log 1 - P(Am))>
SJEEOGXP<_ZP<A7”)>:O' -
m>n

Beispiel 2.39 (Unendlicher Miinzwurf). X3, X,,... id, X; € {0,1} und
1 e}
P(X,=1)= 3= Z P(A,) = oo = fast sicher erscheint unendlich mal Kopf.

Auf die Unabhéngigkeit kann nicht verzichtet werden: Ist

B1 = BQ = Bn = {Xl = KOpf},

so gilt - P(B,) = oo, aber P(limsup B,) = P(X; = Kopf) = -

n—oo

Die Aussagen ,unendlich oft tritt Kopf ein“ bilden eine spezielle Klasse von Ereignissen,
die wir nun genau untersuchen.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 2.40. Sei (C;);cs eine Familie unabhangiger Mengensysteme. Ist jedes C;, i € J,
durchschnittstabil, so sind auch (0(C;))ics unabhdngig.

Beweis. Sei J = {ji1,...,jn} C I und ohne Einschrinkung |J| > 1. Wir definieren
9= {A €J:P(ANA,N---NA;)=P(A)- HP(AJ,)}.
=2

Dann ist & Dynkin-System, denn
1) ACB,A,Be 2= B\Aec2:Mit C=(_, A4, ist

P(B \A N ﬁ Aji) = P(BNC) — P(ANC) = (P(B) - P(A)) [[ P(A;)

n

=P(B\4) - [] P(4;)

=2

2) Fir Ay, Ag,... € Zmit Ay C Ay C--- ist  (o-Stetigkeit von unten)

P( G A 0) @ fim P(A4,,NC) = lim P(A,)- ﬁP(Aji)
n=1 i=3

m—ro0 n—o0

(239 P( U An> TIPs).
n=1 =2
Da C}, durchschnittstabil ist, ist o(C;,) C 2, also folgt
P(ANA,N---N4;,) = PA) - [] P(4;)
i=2

fir alle A € 0(C;,). Da die Wahl von iy beliebig war, erhélt man die Aussage. O

Bemerkung 2.41. (i) Als leichte Folgerung erhélt man, dass (4;);c; genau dann un-
abhéngig sind, falls (1 4,);c; unabhéngig sind.

(ii) Ist (J;)ies eine Familie unabhéngiger o-Algebren und Z = {I; : K € K} eine
Partition von J, so sind auch (¢(.%; : i + I;) : k + K) unabhéngig.

2.4.1 Der Beweis des starken Gesetzes
Dieser Abschnitt widmet sich dem Beweis des starken Gesetzes der grofen Zahl. Wir
werden noch einige Hilfsmittel entwickeln, bevor wir den Beweis fiithren kénnen.

Ein erstes, zentrales Hilfsmittel ist die Maximalungleichung von Kolmogorov. Sie wird oft
mit Hilfe von Stoppzeiten® bewiesen, was in dem Setting hier aber nicht nétig ist und wir

3Siehe etwa Riischendorf(2016), Satz 2.6.3.
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2.4 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

prasentieren einen elementaren Beweis.

Satz 2.42 (Maximal-Ungleichung). Seien X, Xs,... stochastisch unabhingige, reell-
wertige Zufallsvariablen mit E[X;] = 0, Var(X;) = 07 < oo und S, = Y, ; X;. Dann
gilt fiir alle € > 0, das

1<k<n

P( max |Sg| > s) < éiai (2.43)
k=1

Beweis. Zentral in dem Beweis ist die disjunkte Zerlegung von {maxj<y<,|Sk| > €} in

> opy Ag mit Ay = {|Sk| > €, |S;| < e fiir j < k}.

Dann ist

SQ
P(Ag) = E|1ys,e1>1,5,|<e, j<k}} < E[g—;“l,qk].

Als néchsten Schritt mdchten wir S7 durch S? abschiitzen, wofiir wir die Unabhéngigkeit
und Zentriertheit der (X;) ausnutzen. Denn es gilt, dass

E[Si(Sn — Si)La,] =0,
E[(Sn - Sk)Q]lAk} >0

und somit
1
P(Ay) < 672E|:(Sk + (S, — Sk))z]lAk} =¢2E [Ss]lAk] < 2 Zai

und die Behauptung ist bewiesen.

]

Kombinieren wir die Maximal-Ungleichung mit unseren Konvergenzkriterien fiir fast-
sichere Konvergenz erhalten wir folgenden Konvergenzsatz. Bemerkenswert ist hieran,
dass nicht i.i.d. vorausgesetzt wird, sondern lediglich Unabhéngigkeit (und eben Sum-
mierbarkeit der Varianzen).

Satz 2.44. Sind X1, X, ... unabhingig und gilt E[X,] =0 fir alle n > 1 sowie

Z Var(X,,) < oo,
n=1

so konvergiert 2@1 X,, P-fast sicher.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Beweis. Zunachst miissen wir nach dem Cauchy-Kriterium fiir fast-sichere Konvergenz,
Satz 2.16 (ii) zeigen, dass

P(sup |Sp — S| > 5) —0
n>m
fiir m — oo. Die Maximal-Ungleichung liefert aber bereits, dass
T
P( max [S, — S| > g) <5 Y Var(x,).

m<n<k 82
n=m-+1

Mit Hilfe der o-Stetigkeit folgt, dass

1 o
— > =1 > < — .
P(212171?L|Sn S| 2 6) kh_{go P(mng%gk |Sk| > 5> <5 n:EmHVar(Xk)

Fiir m — oo konvergiert der letzte Ausdruck gegen Null und die Behauptung ist bewiesen.

]

Oft wollen wir eine Folge von Zufallsvariablen nur ein bisschen verdndern, ohne dass sich
das Konvergenzverhalten dndert.

Definition 2.45. Zwei Folgen von Zufallsvariablen (X,,) und (Y;,) heifen stochastisch
aquivalent, falls

D P(X, #Y,) < 0. (2.46)

n>1

Mit dem Satz von Borell-Cantelli folgt sofort, dass beide Folgen fast sicher konvergieren,
falls sie stochastisch dquivalent sind: Denn (2.46) impliziert, dass

P(limsup{X, # Y,}) =0.

D.h. es existiert eine Menge A mit Wahrscheinlichkeit eins und eine Zufallsvariable ny € N,
so dass fiir alle w € A und n > no(w) gilt, dass X, (w) = Y,(w). Dann folgt, dass
> 1 (Xn —Y,) fast sicher konvergiert.

Zentrales Konvergenzkriterium wird der folgende Drei- Rethensatz sein:

Satz 2.47. Seien X1, X,,... unabhdngige Zufallsvariablen. Dann konvergiert S, =
> r_1 Xk genau dann P-fast sicher, falls ein ¢ € (0,00) existiert, so dass die folgenden
dreit Reihen konvergieren:

(@) Y P(Xal 2 0), (i) Y Var(Xalgxaze) (i) Y B[Xalgx, el

n>1 n>1 n>1
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2.4 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

Beweis. Betrachten wir Y,, = X, 1{x, > — E[X,1{x,>¢]. Dann impliziert Bedingung
(ii) mit Satz 2.44, dass >, _, Y}, fast sicher konvergiert. Mit (iii) erhalten wir, dass auch

> Xz = Y Ye+ > E[Xid x50
k=1 k=1 k=1

konvergiert.

Bedingung (i) impliziert, dass (X)) und (X, 1{x,|>¢}) asymptotisch dquivalent sind, denn

> P(Xy # Xalgx,zq) = > P(IXa] > 0).

n>1 n>1

Nach obiger Bemerkung konvergiert also auch y ;_, X,. O

Als letzter Schritt bendtigen wir das Kronecker Lemma.

Lemma 2.48. Secien x1, xo,... reelle Zahlen, a1, aq, ... positive Zahlen mit a,, T oo so,
dass o= konvergiert. Dann gilt, dass

gzgzgxk——%(l

Beweis folgt.

Wir erhalten das starke Gesetz der grofen Zahl von Kolmogorov unter der Annahme iiber
existierende zweite Momente. Im Folgenden soll diese Annahme noch so weit wie mdglich
abgeschwacht werden.

Theorem 2.49 (Starkes Gesetz groRer Zahlen). Seien X, Xy, -+ C L? unabhingige
und reellwertige Zufallsvariablen. Gibt es eine Folge positiver Zahlen a,, 1 0o, so dass

Var(X,
3 (Xn)

< 00,

so folgt, dass

P-fast sicher.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Beweis. Wir setzen Y, = (a,) (X, — E[X,]). Dann sind Y}, Y5, ... unabhingig, zentriert
und > Var(Y,) < oo nach Voraussetzung. Nach Satz 2.44 konvergiert » ,_, Y, P-fast
sicher.

Nach dem Kronecker Lemma folgt, dass
ignaY—iEn(X — E[Xy]) — 0
an 2= B = k k

k=1

P-fast sicher. O

Theorem 2.50 (Starkes Gesetz grofer Zahlen unter L'-Voraussetzung). Seien
Xy, Xo, ... reellwertige Zufallsvariablen und i.i.d. Gilt E[|X;]|] < oo, so folgt, dass

1 n
- > X — E[X4),

k=1

P-fast sicher.

Fir den Fall, dass E[|X;|] = oo folgt Divergenz, siche etwa Riischendorf(2016), Satz
2.6.13.

Beweis. Die Idee fiir den Beweis ist, die Zufallsvariablen geschickt abzuschneiden. Hier-
zu setzen wir Y, = X, 1y x,|<n}, n > 1. Wir zeigen, dass (X,) und (Y;) asymptotisch
aquivalent sind, denn

Y PXa#Y) =) P(Xa>n)=) P(Xi|>n)

n>1 n>1 n>1
=> Y Pl<|Xi|<j+1)
n>1 j>n
J
=N P<|Xi|<j+1) =) jPG<|Xi|<j+1)
j>1 n=1 Jj=1

< F[IX1|] < >0
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2.4 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

Nun kann man Theorem 2.49 anwenden, und zwar auf (Y,,). In der Tat, es gilt

Var(Yy,)
I R I N

n>1 n>1 n>1
_ Z / (X1)2dP
n>1 {7-1<|X1|<5}
=1
= (X1)%dP -
-Z: /{j1<|xl|<j} nz; n?

<Z/ '-\Xl\dP-Z%.
n=j

5>1 {1-1<1X1 <5}

Die letzte Reihe konnen wir direkt auswerten: Zunéchst ist fir j =1, Y., ., &5 = %2. Fiir
J>1ist

= 1 1 1o 1
DS A= =
= n (j—1,00) T rlji-1 j5-—1
Multiplizieren wir diese Reihe mit j, so erhalten wir zwei als obere Schranke
o0 2
1 =<2 j5=1
J Z =S 6]

Es folgt, dass

Theorem 2.49 impliziert nun, dass

n

S (¥~ B[Y]) — 0

j=1

P-fast sicher, wobei E[Y;] — E[X;] mit Hilfe von majorisierter Konvergenz. Nutzt man
nun das Lemma von Césaro, so folgt die Behauptung. O]
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2.4.2 Empirische Verteilungen und der Satz von Glivenko-Cantelli

Als wichtige Anwendung des starken Gesetzes der grofsen Zahl betrachten wir empirische
Verteilungen. Diese sind das zentrale Hilfsmittel der nichtparametrischen Statistik, da sie
unter sehr geringen Annahmen in der Lage sind, statistische Aussagen zu treffen.

Definition 2.51. Seien X;, X5, ... Zufallsvariablen. Dann heifst das Mak p,,, definiert

durch
1 n
n = — Ox,
o 1=~ 2; X;
die empirische Verteilung von X1, ..., X,,. Sind die Zufallsvarialben reellwertig, so heifst

1 n
Fn(x) = EZ]I{XZSI}’ r€e€R
=1

die empirische Verteilungsfunktion.

Theorem 2.52 (Glivenko-Cantelli). Sind X, X5, ... reellwertig und iid (unabhéngig
und identisch verteilt), mit X; ~ F, so gilt

sup | F,(z) — F()] L5,

z€R n—oo

Beweis. Wir setzen Y, = 1(x, <, und Z,, = 1{x, <1 Nach dem starken Gesetz der grofsen
Zahlen gilt

R =13 25 By = P

1 & s,
Fur=) = =37 L5 pa-).
=1

Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz auch gleichméfig ist. Dazu fixieren wir ein N
und setzen

x?::inf{xER:F(m)Z

und
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Nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen gilt also

RY % o,
Auferdem ist fiir z € (), z >
1
Fo(z) < Fo(a)) < Fy(a)) + RY < F(z) + RY + v (F@)+x2Fa(a) )
1
Fu(w) 2 Fo(wiy) = Fa(wily) = By 2 Fo) = Ry — .
1 s. 1

Damit ist sup |F,(X) — F(X)| < ~ RY TR N Da die linke Seite nicht von N
abhéngt, folgt die Aussage durch N — oc. O
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2.5 Schwache Konvergenz

Wir betrachten den metrischen Raum (£, d). Wir bezeichnen

A (E) = {p : p Wahrscheinlichkeitsmaf auf Z(F)}
M (E) = {p: p Mab auf B(F) mit u(F) < 1},

wobei man die Schranke 1 auch durch eine beliebige andere Konstante ersetzen kann (man
erhélt dann den Raum der beschrénkten Mafe). Uns interessiert hier ganz besonders der
Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeitsmafien, weswegen die Konstante 1 von besonde-
rem Interesse ist. Allgemeinere Betrachtungen findet man z.B. bei Bauer(1990). Weiterhin
bezeichnen wir mit C,(E) die Menge der stetigen, beschrinkten, reellwertigen Funktionen
auf Z, sowie mit C.(E) die Menge der stetigen, reellwertigen Funktionen mit kompaktem
Trager.

Definition 2.53. Die Folge Py, P, ... € .4 (FE) konvergiert schwach gegen P € 4 (F),
falls

/ fap, — [ fap

fir alle f € Cy(F). Wir schreiben dann P, = P.

Bei dieser Definition féllt auf, dass die Gesamtmasse P(€2) = 1 in allen Féllen gleich
bleibt. Dies ist eine besondere Eigenschaft der schwachen Konvergenz. Im allgemeineren
Rahmen fallt dies als Zusatzbedingung auf - weswegen wir ein noch schwécheres Konzept
der Konvergenz einfiihren, die vage Konvergenz. Eine schéne Darstellung zur vagen Kon-
vergenz findet sich in Bauer(1990). Zunédchst einmal bemerken wir, dass fiir ein endliches
MaR P und eine Funktion f € C.(E) die Integrale [ fdP := Pf stets definiert sind. Die
Konvergenz der reellen Zahlen Pf, impliziert dass der Grenzwert wie die einzelnen Fol-
genglieder eine Linearform auf C.(FE) bildet. Nach dem Darstellungssatz von Riesz lasst
sich zu diesem Grenzwert wieder ein Mafl zuordnen, was folgenden Begriff motiviert.

Definition 2.54. Seien i, pa, ... C <1 (E) und p ein Maf auf AB(F). Gilt

[ fdna— [ sau

fir alle f € C.(F), so konvergiert die Folge (11,,) vage gegen p, und wir schreiben

[in = [
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Vage Konvergenz kann man auch fiir allgemeinere Mafe als Wahrscheinlichkeitsmafe de-
finieren (Radon-Mafse, das sind lokal endliche und von innen regulére Mafe), was wir hier
aber nicht bendtigen.

Im Gegensatz zu der schwachen Konvergenz kann man bei der vagen Konvergenz Masse
verlieren, wie folgendes Resultat zeigt.

Lemma 2.55. Sind Py, Py, ... Wahrscheinlichkeitsmafie auf B(R) und p Maff auf
AB(R) mit P, =, u, so gilt u(R) < 1.

Beweis: Wir wihlen (f,) C C.(R) mit f,, T 1. Mit monotoner Konvergenz folgt

u(R) = sup/fndu =sup lim [ f,dP, <1. O]

n>1 n>1 k—o0

Wir erinnern an die Konvergenz in Verteilung:

Definition 2.56. Sind X, X;, Xs,... Zufallsvariable auf (2,4, P), (4,41, P)),
(Qs, As, P5), ... mit Werten in F. Wir sagen Xy, Xo,... konvergieren in Verteilung
gegen X, falls (X,,).P; = X, P und schreiben

X, = X.

Bemerkung 2.57. e Damit gilt X,, = X & P,(f(X,) € ) — P(f(X) € +)
Vf e G(E).

e Da f € Cy(F) ist der schwache Limes von Wahrscheinlichkeitsmafen immer ein
Wahrscheinlichkeitsmaf.

Allerdings ist 1 & 1o(FE), so dass dies fir die vage Konvergenz nicht gelten muss.

e Die schwache Topologie ist die schwéchste Topologie bzgl. der P — [ fdP fiir
alle f € Cy(FE) stetig ist. Ebenso ist die vage Topologie die schwiichste Tobologie,
beziiglich der dies fiir alle f € C.(E) gilt.

Beispiel 2.58. (i) Seien x,x1,23,... € R mit 2, — . Setze P = d,, P, = dx,. Dann
gilt P, = P, da

/ JdP, = f(2n) = [(z) = / fdp
fir alle f € Cy(R).

(ii) Gilt x,, = n, so folgt P, =, 0, allerdings nicht P, = 0, da 0 kein Wahrscheinlich-
keitsmafs ist.
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(i) Sind X, X, Xy, ... identisch verteilt so gilt X,, = X, allerdings gilt typischerweise
weder fast sichere noch stochastische Konvergenz.

(iv) Der zentrale Grenzwertsatz.

Als wichtiges Resultat erhalten wir den Satz von Skorokhod, der einen Zusammenhang
zwischen schwacher und fast sicherer Konvergenz bildet.

Theorem 2.59 (Skorokhod). Sei (E,r) vollstindig* und separabel, X, X, ... Zufalls-
variable mit Werten in £. Dann sind dquivalent

(i) X,=X

(ii) Es gibt ein (¢, A, P") mit Zufallsvariablen Y)Y}, Y5 und Y, L%y sowie Y £ X ,
% .
Y2X, i=12...

Beweis. <= klar.

,=" Wir setzen hier noch die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraumes mit abzéhlbar
vielen unabhéngigen Zufallsvariablen voraus. Dies werden wir in Kiirze noch beweisen.

Zunichst nehmen wir £ = {1,...,m} an. Setze py = P(X = k) und p; = P(X,, > k),
k € E. Nimmt man U ~ UJ0, 1] unabhéngig von X, so kann man leicht Zufallsvariablen

&n £ X, konstruieren, so dass &, = k, falls X = k und U < %. Da pi} — py, folgt &, = X
aus X, = X, und da es auch nur endlichviele Werte sind sogar f.s.

Sei nun F allgemein. Wir fixieren p € N und teilen £ in Borel-Mengen B, Bs,... mit
Durchmesser kleiner 277 mit P(X € dB,) = 0.

Nun wéhlen wir m grofs genug so, dass
P(x=JB) <27
k<m

und setzen By := E'\ |U,.<,, Br-

Fir £k = 0,...,m setzen wir ¢ = k falls x € By und &, = k falls X,, € By,n € N.

Dann gilt &, = £ und wegen des Resultats iiber endliches E finden wir &Y Z &n, so dass
& =& f.s. O

4Hinweis: Kallenberg verwendet das Theorem ohne die Vollstindigkeit, damit ist die Existenz von iid
Variablen etwas schwerer!
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Satz 2.60 (Helly-Bray). Seien Py, Ps, ... € #(R). Dann gibt es eine Teilfolge (Py, )k>1
und pp € M<1(R), so dass
P, =, 1.

Anders formuliert, sagt dieser Satz, dass der Raum aller Verteilungsfunktionen von Mafsen
€ M<1(R) folgenkompakt ist. Man erhélt, dass fiir eine Folge (P,) mit einem einzigen
Haufungspunkt p bereits Verteilungskonvergenz folgt.

Beweis. Die Werte der Verteilungsfunktion Fi, Fy, ... der (P,) leben auf dem kompakten
Intervall [0, 1]. Wir nutzen eine Abzéhlung (x,) von Q und finden wegen der Kompaktheit
von [0, 1] eine Teilfolge (F,,,) und eine Funktion G, so dass

k—o0

mit G(z;) € [0, 1] fiir alle ¢ > 1. Nun definieren wir
F(z) =mf{G(r):r€0:r >z},

und mit (F,,) ist auch G und somit F' monoton sowie rechtsstetig. Damit existiert ein
zugehoriges Mak p, so dass u((x,y]) = F(y) — F(z), v <y € R.

Wir zeigen noch P, =, p. Dazu sei f € C.(R). Ohne Einschrankung sei f > 0. Nach
Konstruktion gilt F,(x) — F(z) an allen Stetigkeitsstellen von F. Da F wachsend und
rechtsstetig ist, gibt es nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen D C R. Es folgt fiir jedes
[z,y] mit x,y € D

Bu(U) = w(U)

ebenso wie fiir endliche Vereinigungen, welche wir mit ) bezeichnen.

Wir wihlen B C R offen und (Uy), (Vi) <V, so dass U, 1+ B, Vi, | B =

(Ziel: lim inf = lim sup)

lim liminf P, (Uy) < liminf P, (B)

k—oo m—oo n—oo

[ du= lim (v
B n—oo

<limsup P,(B) < limsup P,(V;) = lim u(V,) = / dp (2.61)
n—00 T n—00 k—o0 B
lim
k—o0

Da u(f > t) = 0 fur Lebesgue-fast sicher folgt mit majorisierter Konvergenz
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(Pu(f >1) <1)
0 (2.61) [
/fd,u:/ p(f >t)ydt < / liminf P, (f > t)dt
0 0
< liminf/ Pn(f>t)dt:hminf/fdpn
0
< limsup/fdPnzlimsup/ P,(f > t)dt
0
< [twsup Ra(r > 0ar < [ ts = vde= [ i,
0
also lim [ fdP, = [ fdpu. O

Wir benoétigen folgendes niitzliche Resultat was man mit dem Fubini-Theorem beweist
(1): Fiir reellwertiges X > 0 ist

Theorem 2.62 (Portmanteau). Seien X, X, Xy, ... Zufallsvarialbe mit werten in F.
Dann sind dugivalent

i) X,= X
) E[f(X,)] = E[f(X)] fir alle Lipschitz-stetigen und beschrénkte f
) liminf, . P(X, € G) > P(X € G) fiir alle offenen G C F
(iv) limsup,_,. P(X, € F) < P(X € F) fur alle abgeschlossenen F' C E
) lim, . P(X,, € B) = P(X € B) fiir alle B € #(F) mit P(X € 0B) = 0.

Die B € #(E) mit P(X € 0B) heiken auch P,X-randlos. 9B = B\ B® (B = Abschluss,
B® = Innere von B).

Bewezs:
(1) = (di): klar

(i1) = (v): Sei F' C E abgeschlossen und f Lipschitz-ststig, so dass fr | 1p (etwa
fm() = (1= mr(z, F))7) )
(i

= limsup P(X,, + F) < infg>q limsup,,_, F[fx(X,)]] = infes1 E[fi(X)] = P(x €
F)

(iv) < (iii): Setze G = E\ F bzw. F = E\ G.
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(13i) = (1): Sei f > 0 stetig. Dann ist

BLf(X)] = /OOO PUX) > 1) dt < /0 Tliminf P(X, € G)dl (2.63)

P(X € G) mit
G ={xz: f(z) > t} offen
= f7H(t,00))

Fatou

< liminf /OO P(f(X,) > t)dt = liminf E[f(X,)]
0

Ist f beschréinkt, etwa |f| < ¢, so folgt —f + ¢ > 0, also

(2.63)

limsup E[f(X,)] = c—liminf B[—f(X,) + ¢ "= ¢ — B[—f(X) + (]
= E[f(X)]=E[f(X)+-c
@9 liminf E[f(X,) + ] — ¢ = liminf E[f(X,)]
und sonst (i).
(v) = (v): Fiir B € B(E):
P(X € BY 2 liminf P(X, € BY) < limsup P(X, € B) < P(X ¢ B).

D e
<P(X,€EB)

Ist P(X € OB) = 0, so folgt P(X € B°) = P(X € B), also P(X,, € B) > P(X €
B).

(v) = (iv): Sei F' C E abgeschlossen. Wir setzen F© := {z € E : r(X < F) < ¢} fir
e > 0. Die Mengen 0F¢ C {x : r(X, F) = €} sind disjunkt, also gilt

P(X € 9F%) =0

fir Lebesgue-fast alle e. Wir wéhlen eine Folge (gx) | 0, so dass ¢ =
limsup P(X,, € F) < ]1€r>1f1 limsup P(X,, € F**)

— inf P(X € F%)

k>1

P(X €F). m

— |l

Stetigkeit von oben
F" abg.

Korollar 2.64. Seien X, X1, Xs, ... reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunkti-
on F, P, F;,... Dann

X, = X & F,(z) = F(x) fir alle Stetigkeitsstellen x von F.
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Beweis. ,=* Ist X Stetigkeitsstelle von F, so ist P(X € d(—o0,z]) = P(X =x) =0
@ Fo(z) = P(X, € (—00,2]) — F(z).

»<=" Wir verwenden (ii) des vorigen Theorems: Ohne Einschrankung sei |f| < 1, f stetig
mit Lipschitz-Konstante 1. Fiir € > 0 wéhlen wir N € N und Stetigkeitspunkte vy, ..., yxn
von F' so, dass

F(y) < ¢, Flyn)>1—¢

und y; —y;—1 < ¢€,i=1,..., N. Dann gilt nach Voraussetzung F,,(y;) — F(y;) und

N-1
< T cooye) + Ligyo0) + Z(f(%) + E)H(yi,yiﬂ}'

=1

Es folgt, dass

liir;s;}p E[f(X,)] < limsup [Fn(yo) +1—F,(yn) + ' (f (i) + ) (Fr(yigr — Fn(yz))]
<34 Y S (Flvio) — Fw)
< e+ Bl ()]

Verwenden wir 1 — f, so erhalten wir eine analoge Aussage fiir den liminf und die Be-
hauptung folgt mit ¢ — 0. m

Korollar 2.65 (Slutsky).

X, =X, dX,Y,)50=Y,= X

Beweis. Ubungsaufgabe O

Theorem 2.66 (Continuous mapping Theorem). Seien (E,d) und (E’,d’) metrische
Réume, f: E — E' messbar und puy = {x € E : f nicht stetig an X} messbar.

(i) Gilt P = P und P(Uy) =0, so folgt f.P, = f.P
(i) Gilt X, = X und P(X € Uy) =0, so folgt f(X,) = f(X)

Beweis. (ii) folgt direkt aus (i) mit P, = X,,.P
Fiir Teil (i) betrachte G C E' offen und 2 € f~H(G) N Uy.
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2.5 Schwache Konvergenz

Da f stetig in z ist, ist f~1(G) offen und so existiert 6 > 0 dass f(y) € G fiir alle y € E
mit d(x,y) <.

Dann ist ¢~'(G) N Uf C (¢~'(G))° und mit dem Portmanteau-Theorem 2.62 (i = iii)
folgt

£.P(G) = P(F1G) "7 PG NS < P(FUG)))
< liminf P,((/7(G))°) < liminf P ((f74(G)))

= liminf f,P,(G)

und wieder mit dem Portmanteau-Theorem 2.62 (i7i = i) folgt die Behauptung. O

2.5.1 Straffheit und relative Kompaktheit

Nun betrachten wir wieder einen allgemeinen metrischen Raum (E, 7). Mit K bezeichnen
wir die kompakten Mengen in F£.

Definition 2.67. Eine Familie (P,);c; € . (F) heifst straff, falls

sup inf P(K) = 1.
KeK iel

Eine Familie (z;);e; von Zufallsvarialben heifst straff, falls (X;.P);es straff sind, also

sup inf P(X; € K) = 1.
KekK iel

Bemerkung 2.68. Aquivalente Formulierungen:
(i) Fir alle e > 0 gibt es K € K, so dass inf;c; Pi(K) > 1 —«.
(i) Ist E =R% soist (P)ics straff <

supinf P;(B,(0)) =1 (B(0) ={z: ||lz[| <7})

r>0 el

(iii) Wir haben gezeigt, dass P straff ist, falls (E,r) vollstindig und separabel ist.
Damit folgt dies fiir jede endliche Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen.
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Lemma 2.69. Eine abzihlbare Familie (P,),>1 C A4 (E) auf einem polnischen Raum
E ist genau dann straff, wenn

sup liminf P,(K) = 1. (2.70)
Kek n>1

Beweis. ,,=": klar, da liminf P,,(K) > inf P,(K)
,<"t Sei e > 0 und K so, dass liminf P,(K) > 1 — 5

Wir wahlen ngy so, dass inf,>,, P,(K) > 1 —¢ und K,...,K,, € K so, dass
P.(K,) >1—¢,n=1,...,np. Da K' = K1 U---UK,, € K wieder kompakt
ist und inf P,(K’) > 1 — ¢ folgt die Straftheit. (Zu jedem K finde ich K" > K, so
dass inf P,(K') > 1—¢.) O

Beispiel 2.71. (i) Ist £ kompakt, so ist jede Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen
kompakt.

(ii) Sind (X;)ser reellwertig mit

sup E[| X;]] < oo,
icl

so ist (X;) straff: Denn es gilt

ElX;
inf sup P(|X;| > r) < inf supM =0
r>0 ;1 r>0 ;7 r
(iii) (0n)n>1 ist nicht straff.

(iv) Verteilungskonvergente Folgen sind straff.

(v) Die Menge der Normalverteilungen {N(u,0?).(u,0) € O} ist genau dann straff
wenn O beschrankt ist.

Lemma 2.72. Seien Py, Ps,... € #(R) und pn € M<1(R) mit
P, =, 1.

Dann ist n(R) =1 genau dann, wenn (P,) straff ist. In diesem Fall folgt P, = p.

Korollar 2.73. Seien P, Py, P,,... € Z(R). Gilt P, = P, so ist (P,) straff.
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2.5 Schwache Konvergenz

Definition 2.74. Auf einem topologischen Raum (2, &) heiftt K C Q

(i) kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung be-
sitzt,

(ii) relativ kompakt, falls K kompakt ist,

(i) relativ folgenkompakt, falls es fiir jede Folge wy,ws,... € K eine konvergente
Teilfolge gibt.

(iv) Ist d eine Metrik, die & erzeugt, so heifst K C €2 total beschrankt, falls es fiir jedes
e>0ein N € Nund wy,...,wy € K gibt, so dass K C ngl B (wy).

Die Menge K heifst folgenkompakt, falls jede Folge wy,ws, ... € K eine konvergente Teilfol-
ge mit Grenzwert & € K hat - im Unterschied dazu haben in einer relativ folgenkompakten
Menge die Teilfogen Grenzwerte in K.

Satz 2.75. Sei (E,d) ein metrischer Raum und O die von d erzeugte Topologie.

(i) K ist relativ kompakt

(it) Sind F; C K abgeschlossen, i € I, (,o; F; = @, dann gibt es endliches I < I mit
Nics Fi = 2.

(i1i) K ist relativ folgenkompakt.
(iv) K ist total beschrankt.

Dann gilt () < (i) < (i) = (iii).

Ist (E,d) separabel, so folgt (iii) = (ii).
Ist (E,d) vollstindig, so folgt (iv) = (iii).

Ist der Raum (FE, d) also polnisch, so sind die Eigenschaften dquivalent.

Beweis. (i) = (iv): Sei K kompakt und ¢ > 0.

Wir wihlen eine offene Uberdeckung |J ., Br(w) von K, also gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung, d.h. es gibt wy, ..., wy, so dass K C Uﬁ:}:l Bg(wy). Da € beliebig
war, folgt, dass K total beschriankt ist.

(i) = (i1): Seien F; C K abgeschlossen und (., F; = @. Dann ist |J FY = (N F;)° = €.

Dies ist natiirlich eine offene Uberdeckung von K, also gibt es endliches I C J, so
dass K C ;e F-
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Auferdem ist dann ( U
< sein.

(i) = (1): Seien O; offen und K C J,.; O;. Wir setzen F; = OfNK, so dass Ff € 0 und

Nics Fi = KN (JO;)¢ = @. Also gibt es nach Voraussetzung (ii) endliches I C J
mit (), Fj = &. Dann ist

=Njes Fy C K°, aber F; C K, also muss [

jed J) jEJ

K'ulJoi=|JFr=2

jeJ jeJ

also K C | e O; und somit K kompakt.

(ii) = (iii): Seien wi,wy, ... € K. Wir setzen F,, = {w,,w,_1,...} C K. Angenommen es
gibt keine konvergente Teilfolge von (wy,). Dann ist ()", F,, = @.

Mit (ii) folgt dann, dass es ein N € N gibt mit @ = ﬂfj:l F, = Fy,da Fy # @.

(iii) = (i): Diesen Teil unterteilen wir in zwei Schritte: Erstens, falls (F, d) separabel ist,
erhalten wir: Sei £’ abzéhlbar mit £/ = F und # = {Bi1(w) : w € E',n € N}.
Dann ist # abzéhlbare Basis von ¢, und wir schreiben # = {C}, (s, .. .}.

Zweitens: Angenommen K ist nicht kompakt: Dann gibt es 4; € €, i € J mit
K C |J,e; Ai und es gibt keine endliche Teiliiberdeckung. Wir setzen fiir 7 € J

sowie J := (J,c; 0 € N. Dann ist 4; = UjeJi C}, also
ieJ ieJ jed; jes

Damit sind die (C}) eine offene Uberdeckung. Da es fiir (A;) keine Teiliiberdeckung
gibt, gibt es ebenso keine fiir die (C;). Wir setzen w, € K\, <, Cj- Da K relativ

folgenkompakt ist, hat (w,) einen Hiufungspunkt in w € K. Da K C Cj, gibt es
J<J

k € J mit w € C}. Da C} offen liegen unendlich viele der w,, in C}, andererseits ist

Wi cpi>k £

(i1i) = (iv): Seien wy,ws, ... € K. Wir konstruieren eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge
ist. Da F vollstandig ist, ist die Folge auch konvergent und somit K relativ folgen-
kompakt.

Wir wahlen E, | 0. Da K total beschrankt ist, gibt es N € N ¢-Bélle, die K
iberdecken. Mindestens einer dieser Bélle enthélt unendlich viele der (w). Die-
se haben dann hochstens den Abstand 2e;. Wir wéhlen ein wy, davon. Dieser e;-
Ball wird durch endlich viele eo5-Bélle tiberdeckt. Mindestens einer dieser Bélle ent-
hélt unendlich viele der (w;) und wir wahlen wy, # wy,. Iterieren liefert (wg,) mit
d(wkn,wkm) S 25m/\n- ]
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2.6 Der Satz von Prochorow

2.6 Der Satz von Prochorow

Theorem 2.76 (Prochorow). Sei (£, d) polnisch. Dann ist (P;);c; genau dann straff,
wenn (P;);er relativ kompakt bzgl. der schwachen Topologie ist.

Hierbei heiftt relativ kompakt beziiglich der schwachen Topologie (da wir auf einem pol-
nischen Raum arbeiten) , dass jede Folge eine schwach konvergente Teilfolge hat. Relative
Kompaktheit ist ein wichtiger Begriff und der Satz von Prochorow schlégt die Briicke zur
Analysis (iiber den Satz von Arzela—Ascoli).

Der folgende Beweis enthélt auch die niitzliche Tatsache, dass aus relativer Kompaktheit
Gleichung (2.77) folgt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Aus relativer Kompaktheit folgt Ve > 0 4N € N und
x1,...,xn € E s.d. (B. offener Ball)

N
1zr€1£P,< U Bg(xk)> >1—e. (2.77)
k=1
Angenommen, das gilt nicht. Dann existiert € > 0 so dass fiir alle zq,...,zx, N € N ein

P, . existiert mit
N
P, ( U Ba(a:k)> >1-—c.
k=1

Da nach Voraussetzung (P;) relativ kompakt ist, also auch relativ folgenkompakt (nach
Satz 2.75) ist, also gibt es eine Teilfolge (P;, ) die schwach gegen ein P € .# (E) konver-
giert. Wegen der Separabilitiat von £ und des Portmanteau-Theorems gilt

N N
1 = P(E) = sup P( U Be(xz-)) < sup liminf P, ( U Be(xi)> <1-¢
k=1 k=1

NeN NeN M—o0

ein Widerspruch.

Nun zeigen wir: aus (2.77) folgt Straffheit. Sei dazu e > 0. Fiir j € N wihlen wir 27, ..., 2/

? nj
so, dass
U]

. ' (o _E
iQfPZ<UBE(%)> > 15

k=1

Wir setzen
oo Ny

K = ﬂ U Bé(mi)

j=1k=1
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Dann ist K total beschrankt. Da E vollstdndig und separabel ist, ist K relativ kompakt
nach Satz 2.75, also K kompakt. Aufserdem ist

nj

sup PA(R") < sup > P (B4 () <230 ==

i€l iel 1 b1

also ist (P;);er straff.

Im Folgenden betrachten wir die Umkehrung. Ziel ist es, zu zeigen, dass (P;);e; relativ
folgenkompakt ist. Sei also (@Q).>1 eine Teilfolge von (P;);cr. Da (B;) straff ist, konnen
wir kompakte Mengen K; C Ky C -+ so wahlen dass fiir jedes j > 1
. 1

J

n>1

Nun méchten wir messbare Mengen geeignet durch diese kompakten Mengen approximie-
ren. Da der Raum (E, d) separabel ist, gibt es abzdhlbar viele 1, xo, ... und &1, €9, ..., so
dass die Menge {(B., (zx))i>1 : k € N} die o-Algebra B(F) erzeugt. Wir setzen®

= { U Kjk m Bak(.l’k) N, e N, (jk)kzl - N}

k=1

Dann ist ¢ ein Halbring und ein durchschnittstabiler Erzeuger von #(FE). Da s ab-
zéhlbar ist, finden wir eine Teilfolge (Q,, ), so dass (@, (A)) fir alle A € J konvergiert
(denn [0, 1] ist kompakt).

Wir setzen p(A) = limg_yoo Qn, (A), A € . Diesen Inhalt kann man eindeutig zu einem
Mafs p auf B(F) fortsetzen. Dann gilt, dass

1
1> u(B) > sup p(K;) = sup Jim Qu, (K;) > sup (1 ) =1

§>1 j>1 k—oo j>1 J

Fiir jedes offene G gilt, dass

WG = sup p(H)= sup lim Q, (H) < liminf Q,, (G).
Hes:HCG He#:HCG k=0

Damit erhalten wir ),,, = P aus dem Portmanteau-Theorem 2.62 und somit die Behaup-
tung. O

Auf einem polnischen Raum kann man die volle Wahrscheinlichkeit durch kompakte Men-
gen ausschopfen, was sich als sehr niitzlich erweisen wird.

°(Be(x) = {ll2’ — 2|l < &}).
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2.6 Der Satz von Prochorow

Lemma 2.78. Ist (2, 0) polnisch und p ein endliches Maf$ auf B(0), so existiert zu
jedem e > 0 eine kompakte Menge K, so dass u(2\ K) < e.

Beweis: Sei € > 0. Aus der Separabilitéit folgt
U 1 ( fiir alle n > 1 und geeignete (wy)>1.

Mit Stetigkeit von oben erhélt man

—,M(Q\GB;(LL),?))— lim M(Q\UB% )

Demnach gibt es N,, € N so dass N(Q \Uy», B )) < 55

Die Menge A =2, k "y B1 (wp) ist total beschrankt also ist A kompakt nach Satz
2.75°

Als Folgerung erhalten wir, dass auf einem polnischen Raum jede ein-elementige Familie
(P) straff ist.

SHierbei nutzen wir, dass

2(U(UB)) =Un\ (Us)
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir den zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg und Fel-
ler. Das wesentliche Hilfsmittel werden die charakteristischen Funktionen sein, die wir
zunédchst einfiihren. Anschlieffend beweisen wir den Satz von Lévy, welcher schwache
Konvergenz mit Hilfe von charakteristischen Funktionen (oder allgemeiner: separieren-
den Funktionenklassen) verkniipft.

3.1 Charakteristische Funktionen

Definition 3.1. Eine Menge M C C(E) von stetigen Funktionen auf E heifst punkte-
trennend, falls fiir alle z # y € E ein f € M existiert, so dass f(x) # f(y).

M heikt separierend, falls aus P,Q € .#(E) und Ep[f] = Eg|f] fir alle f € M folgt,
dass P = Q.

Beispiel 3.2. Cy(FE) ist punktetrennend und separierend: Wahle f(z) = d(z,y) A 1. Ist
P # @, so gibt es einen offenen Ball A mit P(A) # Q(A). Wir wihlen f, T 14 und
erhalten P(A) = lim Ep[f,] und Q(A) = lim Eg|f,]. Wére Cy(E) nicht separierend, so
erhielten wir Q(A) = P(A), ein Widerspruch.

Wir nennen ein Mengensystem M C C(E) Algebra, falls

i) 1eM
(ii) af +pBg e M fir a,f € Rund f,g € M
(ili) fgeM frgeM

Theorem 3.3 (Stone-Weierstrafs). Sei (F,d) kompakt und M C Cy(E) eine punkte-
trennende Algebra. Dann liegt M dicht in Cy(Z) bzgl. der Supremumsnorm.
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3.1 Charakteristische Funktionen

Theorem 3.4. Sei (F,d) vollstandig und separabel. Ist M C C,(FE) punktetrennend
und folgt aus f,g € M dass fg € M, dann ist M separierend.

Wir erhalten direkt

Satz 3.5. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R wird eindeutig durch die charakteristi-
sche Funktion bestimmit.

Der Grund hierfiir ist, dass , e™*, u € R? eine separierende Familie auf dem R? ist, wie
man nun leicht mit Theorem 3.4 sieht.

Beweis zu Theorem 3.4: Ohne Einschrankung ist M eine Algebra, denn aus Eq|f] = Ep|f]
und ebenso fiir G folgt aEq|f| + BE[f] = aEp|f] + BEp|[f], sowie Ep[l] = Egl[1].

Nach Lemma 2.78 kénnen wir K kompakt wihlen, so dass P(K) > 1—c und Q(K) > 1—-¢.
Nach dem Stone-Weierstrak-Theorem gibt es fir g € Cy(E) (g,) € M so dass

sup |gn () — g(z)| — 0. (3.6)

zeK n—o0

Wir betrachten ge*":gz, so dass aufserhalb von K diese Funktionenklasse schnell verschwin-
det. Durch Ableiten und Null setzen errechnet man das folgende Maximum

/1
sup ze~ = 72y [ —.
zeR 2e

Wir erhalten, dass

|E[ge*"] — E[ge " 1x]| < Ce™ - P(K®) < C - /e — 0. (3.7)

e—0

Wir schétzen ab:

| Eplge™""] = Eqlge™"|

(1) < |Eplge™"] — Eplge " 1]|

(2) + | Eplge " 1] — Eplgne 1 ]|
(3) + | Eplgne 1] = Ep[gne™™"|
(4) + |Eplgne™"] — Eglgne™%]]

(5) + | Eqlgne™%] — Eglgne " 1]|
(6) + | Eqlgne ™9 1] — Eglge " 1]]
(7) + | Eqlgne™*" 1] = Eqlge™"]]
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

Dann gilt (1), (3), (5), (7) — 0 wegen (3.7) und (2) und (6) — 0 wegen (3.6). Da
M Algebra ist, kann g,e % durch Funktionen f. in M approximiert werden (Stone-
Weierstrah). Es folgt

|Erlg] - Eolg)l < lim £. = 0.

Da g € Cy(F) beliebig und C,(E) separierend folgt P = Q). O
Bemerkung 3.8. Wir erhalten unmittelbar

(i) Auf dem (RY, Z(R?)) bestimmen charakteristische Funktionen eindeutig das Wahr-
scheinlichkeitsmals.

(ii) Eine Familie reellwertiger Zufallsvariablen (X;);cs ist genau dann unabhéngig, wenn
fir alle endlichen J C [

E[Heiuj‘Xj] — H E[eiu]'XjL (uj>j€J g RO.
jed jeJ

Aus Satz 3.5 erhalt man unmittelbar das Cramér-Wold Device.

Korollar 3.9. Seien X,Y d-dimensionale Zuvallsvariablen. Dann gilt

X2 = #xX)Z@Y) We{teR':t|=1}.

3.2 Der Satz von Lévy

Als néchsten grofsen Schritt beweisen wir den Satz von Lévy. Der Satz von Lévy wird
schwache Konvergenz vollstdndig mit Hilfe von charakteristischen Funktionen klassifizie-
ren.

Satz 3.10. Sei (E,d) vollstindig und separabel und P, Py, Ps, ... € #(F).
Dann sind dquivalent:

(i) P,=P

(1) (Pn)n>1 ist straff und es gibt eine separierende Familie M C Cy(Z), s. d.

P.,(f) = P(f) VfeM.

Beweis. ,,=" Kklar
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3.2 Der Satz von Lévy

,<" Angenommen (FP,) ist straff, aber P, # P.
Dann gibt es € > 0, f € Cy(Z) und eine Teilfolge, so dass

|Ep, [f] — Ep[f]| > ¢ fiir alle k. (3.11)
= Nach dem Satz von Prohorov gibt es eine Teilfolge (P, ) der straffen Familie
(P k=1, so dass Py, Qe M (E).

Dann ist
|Eplf] = Eqlf)l = liminf (Ep[f] - Er,, [f]) +liminf (Ep, [f] - Balf]) > =
nach (3.11), also P # ). Andererseits gilt nach Voraussetzung Vg € M, dass

Eplg] = lim Ep, [g] = Eqlg],

l—00

ein Widerspruch daszu, dss M separierend ist. O

Im unendlichdimensionalen Banachrdumen sind abgeschlossene Kugeln nicht mehr kom-
pakt (dies folgt aus dem Kopaktheitssatz von Riesz: ein normierter Vektorraum ist end-
lichdimensional genau dann, wenn B; kompakt ist).

Der Satz von Arzela-Ascoli verkniipft Kompaktheit elegant mit folgendem Stetigkeitsbe-
griff:

Definition 3.12. Eine Familie von reellwertigen Funktionen M auf dem R? heifst
gleichgradig stetig in x € R?, falls

sup | f(x) — fy)] = 0.

fem

Dies kann man natiirlich auch allgemein fiir Funktionen auf metrischen Rdumen definieren.
(GleichméRige Stetigkeit bezieht sich allerdings nur auf eine Funktion!)

Bemerkung 3.13. Handelt es sich um eine Folge ( f,,) von Funktionen, so ist gleichgradige

Stetigkeit dquivalent zu
y—T

lim sup |fn(*r) - fn(y)’ — 0.

n—0o0

Wir erhalten folgendes Lemma:

Lemma 3.14. Sei (f,) C C(R?) und gelte f,(t) — f(t) Vt € RY.

Dann ist (f,) genau dann gleichgradig stetig in 0, wenn f in O stetig ist.
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

Beweis. ,, =" |f(x) — f(0) = |lim f,,(¢t) — lim £,(0) | < limsup|f.(t) — f.(0)| — 0,
=tim(fa (1)~ (0))
da (f,,) gleichgradig stetig ist in 0.

S Timsup | £,(1) = £,(0)] < limsup (1,() = F()]+ £(©) = FO)] +[7(0) = £,(0))

Wir benotigen noch eine handliche Abschéatzung fiir die Fourier-Transformierte.

Lemma 3.15. Fir aller > 0 und P € Z(R)

P((=00,~r]U[r,00)) < g/%u _ op(t))dt.

=P

Beweis. Wir betrachten X mit Verteilung P. Dann ist

/6(1 — op(t)dt = E[/c(l — "¥)at] = 2¢ - E[%em{ <] (3.16)

—C —C

da e = cosx + isinxz ist, und cos symmetrisch ist um Null, folgt cost |£_céX: 0,

sin t lf_céxz 2sincX, also ist

Gleichung (3.16) = 2¢ (E [1 - Sircl;,XD. 1

. >0 fi <2
Nun ist M{ ir fz] < 2,

Tol<s fir |z > 2 ?
alsol—ﬁ%zéﬁir|x|22:> /\

L eX B _ -
Gl (3.16) > 20E|:(1 — Sln;( )]1{|CX‘>2}} =0 10 \/l \VR 50
c = a

> ¢ P(leX]| > 2).

Die Behauptung folgt nun mit ¢ = % O]

Satz 3.17 (Arzela-Ascoli). Sei (P,)ie; C A (RY). (P;) ist gleichgradig stetig in 0 genau
dann, wenn (P;);cr straff ist.
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Beweis: Wir beweisen lediglich die eine Richtung: gleichgradige Stetigkeit an 0 impliziert
Straffheit.

Es geniigt zu zeigen, dass ([, Pi)ier fiir alle Projektionen [],, ..., [ ], straff ist, und somit
kénnen wir ohne Einschrankung d = 1 annehmen.

Zunéchst ist pp, (0) =1 fiir alle i € J. Mit der Voraussetzung folgt, dass

sup |1 — ¢p (t)| =)
il

Wir erhalten

2/r
supinf P;([—r,r]) > 1 — inf supi/ (1 —p(t))dt

r>0 ieJ r>0 ieJ

2/7«
> 1 —in f/ Sup(2 — op (1)) dt

r>0 —2/r icJ

> 1—2inf sup sup(l — ¢, (t)) = 1. O
r>01[0,2/5] i€J

Theorem 3.18 (Lévy). Seien (P,) € Z(R?) und ¢p, (t) = ¢(t) Vt € R? mit ¢ : R —
C. Ist @ stetig in 0, so folgt P, — P fiir ein P € Z(R?) und ¢ = ¢p.

Beweis. Da ¢p, punktweise konvergieren und ¢ in 0 stetig ist, folgt mit Lemma 3.14, dass
(pp,) in 0 gleichgradig stetig ist. Mit Satz 3.17 folgt also, dass (P,) straff ist, also relativ
folgenkompakt. Wir withlen eine teilfolge P, = P € 2(RY).
Da die Abbildung x + €® stetig und beschrinkt ist, folgt

op,, (t) = @p(t) fir alle t € R”.
Nach Voraussetzung gilt auf ¢p, (t) = @p(t), also ¢ = ¢p. O
Beispiel 3.19 (Satz von de Moivre-Laplace). Ist S,, binomialverteilt, S,, ~ B(n,p), so

konvergiert die standardisierte Zufallsvariable S? gegen eine Standard-Normalverteilung,
Seom . AF(0,1);

Iso S* = 22 —F_
a0 2n \/np(1-p)

Zunéchst ist S, = Y | X; mit X; ~ Bin(1, p), also

Ps,(t) = (peit +(1— p))n
und s,/ () = (1 = p) + peVram)",
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

also
i np it \"Nn
P > e Vi ((1 —p) —|—pe\/m>
B <(1 - p)eit Vi + pe \/npi(tl—m —it/ i) >

aylor 1 t2 1 3/2
Tay! (( —p)(l—it r___- —‘itg(L) >
n(l=p) 2n(l-p) b \n(l-p)/
ﬁO(ﬁ)
t/I—p 1£2(1— 1 AN
+p(1+Z v p>+‘“3<L> ))
J 2 np b~ \n(1—p)
Ho(ﬁ)
* p 1-p L™, %
_ <1 _ 5(E T ) +C - 3/2> — e = N (t)

Fiir die Laplace-Transformierte erhélt man eine analoge Aussage.
Beispiel 3.20. Gilt X,, ~Geom(p,) und n - p, — A, so folgt 2= =Exp(\):

Wir erhalten, dass

itk

(1 - pn)kil ' pneT

NE

E[eit%} =

>
Il

1

(e X (1= -e) )

k=0

1 1 1—(1—py)n
1—pn(1—(1—pn)eirf N 1—(1—pn)eif>
__O—pJer 1

B 1—(1=pyen e

it
nppen . A o
- it . - EX )\
(1—(1—puler A—it PV

_it 1t 1 ‘
nle n —(1—p,)) = <1_E+O<ﬁ> —1+pn> =—it+n-p,
3.2.1 Der zentrale Grenzwertsatz
Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg (1922) und Feller (1935, Theorem 3.21, ver-

allgemeinert den Satz von de Moivre und Laplace sowie den zentralen Grenzwertsatz
von Lindeberg und Lévy. Hierbei wird die Annahmen von unabhéngig und identischer
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3.2 Der Satz von Lévy

Verteilung durch die Annahme von Unabhéngigkeit in Kombination mit der Lindeberg-
Bedingung (LB) ersetzt. Lindeberg zeigte hierbei zunéchst, aus (ii) folgt (i), wéhrend
Feller die Riickrichtung bewies.

Theorem 3.21 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller).

Sei (Xyj)n=12.. j=1...m, eine Familie von Zufallsvariablen, so dass fiir n = 1,2,... die
Zufallsvariablen X, ..., X,,,, unabhéngig sind. Sei aulerdem

S EXny] =, ) Var(Xy) 5 o7

j=1 j=1

und X ~ A (u,0?). Dann sind folgende Aussagen fquivalent:

Jj=1,...mn

(i) Zan 22X X und sup Var[X,;] =20,
j=1

(ii) Z E[(an — BlXn) L {1x0;-BlXosll>e} |~ O fiir alle € > 0. (LB)

Jj=1

Als einfache Folgerund erhalten wir den zentralen Grenzwertsatz fiir i.i.d. Zufallsvariablen,
den wir bereits in der Stochastik I kennengelernt hatten.

Korollar 3.22. Seien X1, X5, ... i.i.d. mit E[X ] = u, Var(X;) = 6% € (0,00). Dann
gilt
1 - X — M n—oo
— — A4(0,1).
=y 0.1
Beweis. Sei m,, = n und X,,; = )\(/7%‘ Dann erfiillt die Familie (X,,;)n=12,.j=1,.n die
Voraussetzungen von Theorem 3.21 mit u = 0,02 = 1. AuRerdem gilt
& 1
2 2 n—oo
DB x, ] = B0 = 1)Ly, poevam] 0 0
j=1
mit majorisierter Konvergenz. O

Oftmals ist die Lindeberg-Bedingung nicht einfach nachzupriifen. Einfacher ist oft die
stirkere! Lyapunov-Bedingung.

! Aktuelle deutsche Schreibweise nach Wikipedia ist Lyapunow, im Englischen of Lyapunov.
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

Bemerkung 3.23. Die Lyapunov-Bedingung gilt im Kontext von Theorem 3.21, falls fiir

eind >0 .
> E[|X,; — E[X,]T] 0.
j=1

Die Lyapunov-Bedingung impliziert die Lindeberg-Bedingung: Ohne Einschrankung sei
E[X,;] =0. Es gilt fiir e > 0

| |2+5

|2+5
2
T 1\$|>6 < o 1|x|>6 <

|z
i

Gilt nun die Lyapunoff-Bedingung, so folgt die Lindeberg-Bedingung aus

m mp
n 1 n oo

Z E Xn]]l{‘meg} —5 Z |an|2+5 —>—> 0. &

J=1 J=1

Der Beweis von Theorem 3.21 basiert auf der geschickten Verwendung der charakteristi-
schen Funktionen der Zufallsvariable X,,; und Taylor-Approximationen. Wir bereiten den
Beweis des Theorems mit zwei Lemmata vor.

Lemma 3.24. Fir kompleze Zahlen zy,...,z,, 25, ...,z mit |z;| < 1,]zl| < 1 firi =
1,...,n qilt

n n
JIESIEt
k=1 k=1

< = 2l (3.25)
k=1

Beweis. Die Idee fiir den Beweis ist recht simpel: Wir haben
Z129 — 2129 = 21(22 — 25) + (21 — 21)25.

Fiigt man nun Betrige hinzu, kann man |2z;| und |2}| durch 1 abschétzen und die Unglei-
chung folgt fiir n = 2. Der Rest ist Induktion: Fiir n = 1 ist die Gleichung offensichtlich
richtig. Gilt (3.25) fiir ein n, so ist

n n n
/
_Zn+1<||zk_||zk)‘+<zn+l n+1 ||Z
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

< Z |2k = 2]+ |21 — 201
k=1

Daraus folgt die Behauptung. m

Wir verwenden weiterhin folgende Taylor-Approximation der Exponentialfunktion.

Lemma 3.26. Seit € C und n € Z,. Dann gilt
|t’n+1

T SICNPE
-3 . 2
¢ I A a3 (3:27)

k=0
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3.2 Der Satz von Lévy

Beweis. Die zentrale Idee fiir die Approximation ist

t
et —1= z/ e"ds
0

zu nutzen in Kombination mit Jensen. So folgt

t t
|eit—1|:‘/ eisds‘ g/ l%*|ds = |¢].
0 0

Aufderdem haben wir natiirlich
e — 1] <14+1=2.

Wir bezeichnen mit h,(t) die Differenz auf der linken Seite von (3.27). Fiir n = 0 haben
wir die Behauptung bereits gezeigt. Allgemein gilt fiir t € R,n € N

(i)t n+l
‘/ s)ds| = | — (e 1)+zz(k+1 = Jie Z ‘ Bt (8)].
Mittels Induktion erhalten wir nun
L 2|s|" 20t
P (t)] < ‘ ——d ‘ = ————, und
i (B)] < /0 n nl(n + 2) o
t n+1 n+1
[s["" i3
B (¢ <‘/ ds| = .
POl | J G ® = v i+ 9
woraus (3.27) folgt. O

Im folgenden Beweis werden wir fiir Funktionen a und b a < b schreiben, falls es eine
Konstante C' gibt mit a < Cb.

Beweis (Theorem 3.21). Ohne Einschrankung sei E[X,,;] = 4 = 0 und 0 = 1. Wir setzen

on; = Var[X,],

Mn
2 2 n—oo

o, = U > 0 17
7j=1

Yuj(t) = B[],

Wir zeigen zunéchst den Satz von Lindeberg: aus der Lindeberg-Bedingung (ii) folgt (i):
Da fiir jedes € > 0

_sup o2, §62+] sup - E[X2 1 x,, 5] < €2 +ZE (X2 x, ey > €2, (3.28)
=1,..., Mn =1,..., =1

ist der zweite Teil von (i) bereits gezeigt.
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

m, unabhéngige Zufallsvariablen mit Zm ~ N(0,02.). Dann ist

Seien (an)n 1.2,.5=1,... -

= >0 Znj ~ N(0,07). Insbesondere gilt also Z, 22X X, was man etwa direkt

aus der Form der charakteristischen Funktion der Normalverteilung abliest (siche Beispiel
2.9).

~ 1
Sei Y, = e~ 2" die charakteristische Funktion von Zyn;- Dann geniigt es zu zeigen, siehe
Theorem 3.18, dass

j=1
fur alle t. Mittels Lemma 3.24 und Lemma 3.26 schreiben wir
L =TT dut)] < Z s (8) = Ty (1)
j=1 j=1
~ 1
= Z |9 (t) — 1+ t2 b= (n(t) =1+ 51t2a§j)|
§Z|¢nj( — 1+ 12?2 |+Z|¢w ) — 1+ 1t%02 .
j=1
Nun haben wir durch Lemma 3.26, dass

2t | X * - [it] | Xy
2! 3!

[ (t) — 1+ 1t2 2 2l <E[

! | < B AL

Weiter ist durch Einfligen von 1y x, 1<c} + x>}

DB ANXGD <€) on+ Y B, ) 0 &
j=1 j=1 j=1

Nutzen wir Lemma 3.26 mit n = 1, so erhalten wir

1 /202 2 t4
e 2" — 1410707 < % S
also
2]62"1 -1+ t22|<20n]<0 sup aij’H—”m
j=1,....,mn

wegen (3.28). Damit ist (3.29) bereits bewiesen.

Nun zeigen wir den Satz von Feller, (i) impliziert (ii). Nach dem zweiten Teil von (i) ist
fiir jedes € > 0 mit der Tschebyscheff-Ungleichung

o°.
_sup Pl|X,;] > €] < sup - — 0. (3.30)
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3.2 Der Satz von Lévy

Mit Lemma 3.26 gilt

n—o0

‘jup |thni(8) = 1] < _sup ER At X,,0] < 2 _sup P[| Xnj| > €] +€lt|] —— €]t

Insbesondere ist > 7™ log ),,;(t) fiir jedes ¢ definiert, falls n grof genug ist. Aus der Giil-
tigkeit von (i) folgt

n—>oo t2
Zlogd}m —3 (3.31)

Auferdem gilt wegen v/, ;(0) = iE[X,;] = 0,4y,(0) = — Var[X,,;] = —07; mit Hilfe einer
Taylorentwicklung von 1),,; um 0

[ () = 1] < oyt

und
\Zlog Uy (1) Z(% E S [dugt) — 1
= -~ (3.32)
Z yt|4<|t|4 sup o2, 0.
=1 b A mn

Da aus der Konvergenz einer imaginiren Reihe die Konvergenz ihres Realteils folgt, folgern
wir aus (3.31) und (3.32) wegen Re(¢,;(t)) = E[cos(tX,;)]

ZE[cos(tan) - =
j=1

2

Fiir € > 0 ist nun wegen 0 < 1 — cos(f) < %

0< hmsupZE i3 [ Xnj| > €] = limsup 1 — ZE wis [ Xl < €]

n—00 n—00
j=1

2
<limsup 1— — ZE (1 — cos(tXy,); | Xn;| <€

2
= lim sup - ZE (1 — cos(tXy;)); | Xnj| > €]

n—o0

< limsup — 3 ZP | X > €]

n—oo
< ap hzﬂfo&pZ =
(3.33)
Da t,e > 0 willkiirlich waren, ist 2. gezeigt, wenn man in der letzten Ungleichungskette
too betrachtet. O
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

3.2.2 Konvergenz des Binomialmodells gegen das Black-Scholes
Modell

Zwei wichtige Modelle fiir Aktienkurse sind das Binomialmodell und das Black-Scholes
Modell. Fiir Literatur verweisen wir auf Foéllmer and Schied(2011).

Zentrales Hilfsmittel wird ein zentraler Grenzwertsatz unter Beschranktheitsannahmen
sein, welchen wir als erstes Beweisen.

Theorem 3.34. Seien Y7, ..., Y,, unabhéingig fiir alle n > 1 mit
(1) |Yk’n| < Tn P-f.s. mit Yn — O,

() S ElYi] — n.

(i) > Var(Yi,) — 0® < o0
k=1

Dann gilt, dass
ZY’“” Z N (p,0%).

k=1
Fiir den Beweis des Theorems weifst man die Lyapunov-Bedingung nach.

Als néchstes fithren wir das Binomialmodell ein, zunéchst fiir ein festes n. Der Markt
besteht aus einem Bankkonto mit Preisprozess SY und einer Aktie mit Preisprozess S*.
Als Zeitskala betrachten wir 0,1, ..., n. Das Bankkonto entwickelt sich mit dem Zinssatz,
so dass

Dariiber hinaus gilt fiir die Aktie ein multiplikatives Modell,
St = St = Si—1(1 + Ryy).
Hierbei ist R, = Ry, der Return oder die Rendite der Periode t. Wir betrachten ) =

{=1,1}" und setzen
R, — a, fallsw,=—1
b, falls w; = 1.

Wir nehmen dariiber hinaus an, dass

t=1

mit p(1) = p. Unter
. T'n — Qn
b= b, — ay,
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3.2 Der Satz von Lévy

gilt, dass
1
E|——Su.| = So.
(L4r)n"" 0

Fiir die Konvergenz machen wir die folgenden Annahmen mit einem festen Zeithorizont
T > 0:

(1) limgeo(l+7,)" =€,

(i) —1 < a, < Ry < B, mit ay, B, — 0,
(ii)) >°p, Var(Ry,) — o*T € (0, 00).
Theorem 3.35. Unter (i) - (iii) gilt, dass

Son Z, St = Spexp <0WT + (r— U—)T),

Die Log-Normalverteilung auf der rechten Seite der obigen Gleichung spezifiziert exakt
das beriihmte Black-Scholes Modell?.

3.2.3 Mehrdimensionale Grenzwertsatze

Bisher haben wir schwache Grenzwertsétze nur fiir den Fall R—wertiger Zufallsvariablen
betrachtet. Wir verallgemeinern dies nun zu R% wertigen Zufallsgrofen. Insbesondere ge-
ben wir eine Variante des mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatzes an. Einen Vek-
tor im R? fassen wir als Spaltenvektor auf®. Das Skalarprodukt schreibt sich dann als
(a,b) =a'b.

Definition 3.36. Seien i € R? und ¥ € R%*? cine strikt positiv definite symmetrische
Matrix.*® Die d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert 1 und Covarianz-
matrix > hat die Dichte

fla) = o (-ie-w"=" - p).

Satz 3.37. Seien € RY, X = AAT € R¥4 strikt positiv definit und symmetrisch. Dann
sind dquivalent:

(i) X~ N (D)
(ii) {(t,X) ~ AN ((t,u ), t"t) fiir jedes t € R?

2Siehe die mit einem Nobelpreis gewiirdigte Arbeit Black and Scholes(1973).
3Im Skriptum von Prof. Pfaffelhuber sind dies gerade Zeilenvektoren.
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3. Der Zentrale Grenzwertsatz

(iii) @x(t) = exp <i(t, wy — %tTEt> fiir jedes t € R%.
In jedem dieser Falle gilt

(iv) X ZAY +p fiirY ~ (0, 1dy)

(v) EXi|=pw firi=1,...,d

(vi) Cov(X;, X;) =23 firi,j=1,...,d

Theorem 3.38. Seien X, X,,... unabhéingige, identische verteilte Zufallsvariablen
mit Werten in R? mit E[X,] = p € R? und Cov[X,,;, X,.;] = ¥y fir 4,5 = 1,...,d.
Dann gilt

1 « .
%Z(Xz — 1) = N5
i=1

Beweis. Wir wenden den eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz, Korollar 3.22, auf
die unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen ¢tX;,tX5,... an. Dieser liefert

1 ¢ n—og
tT% (X —p) E30TX
i=1

Da t beliebig war, folgt die Aussage mit Hilfe des Cramer-Wold Device. m
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4. Martingale und bedingte
Erwartungen

In diesem Abschnitt wird das duflerst niitzliche Hilfsmittel Martingale eingefiihrt und die
Konvergenzaussagen aus dem letzten Abschnitt damit deutlich iiber die i.i.d.-Situation
hinaus verallgemeinert.

4.1 Bedingte Erwartung

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf reellwertig Zufallsvariablen (und bedingte Er-
wartungswerte, Martingale, etc.). Eine Erweiterung auf d-dimensionale Zufallsvariablen
erhalt man direkt.

In Stochastik I haben wir bereits bedingte Erwartungswerte im Fall beschrieben, wenn
A = (B;)ics eine abzdhlbare Partition von (2 ist:

EX|# = ) 1p(w)E[X]|B]

:P(B;)>0

Hierbei kann man E[X | B;] = P(B;)~! E[X1p,] setzen, analog zu der bedingten Wahr-
scheinlichkeit. Ist X diskret (oder abzéhlbar) mit Werten in X und

EX|B]=) z-P(X=x|B).

TEX

Damit ist E[X | 4] eine Zufallsvariable. Gegenstand dieses Abschnittes ist es, diese Defini-
tion deutlich zu verallgemeinern. Wir betrachten einen Wahscheinlichkeitsraum (€2, o7, P)
und erinnern an den Banch-Raum L' der integrierbaren Zufallsvariablen.

Definition 4.1. Ist X € L' eine Zufallsvariable und .% C & eine Sub-o-Algebra, so
heifst Y bedingte Erwartung von X gegeben %, falls

(i) Y ist .#-messbar
(il) E[ZY] = E[ZX] fiir alle beschrankten .#-messbaren Z.
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Wir schreiben E[X | .Z] fiir ein jedes solches Y: Wie wir es bereits kennen , ist der beding-
te Erwartungswert eine Aquivalenzklasse von Zufallsvariablen und Y ein Représentant.
Alle Gleichungen bezgl. bedingten Erwartungswerten sind also im fast sicheren Sinn zu
verstehen. Der Punkt (ii) ist dquivalent zu

/F YdP = /F XdP (4.2)

fir alle F' € .%. In der Tat reicht es sogar (4.2) nur fiir alle Elemente eines durchschnitt-
stabilen Erzeugendensystems ¢ C % zu fordern.

Zunachst beweisen wir die Existenz und Eindeutigkeit des bedingten Erwartungswertes.

Theorem 4.3. Zu jedem X € L'(P) und jeder Sub-o-Algebra .# existiert ein Y €
L'(P) welches die Bedingung (4.2) erfiillt. Ist Y’ ebenfalls eine bedingte Erwartung von
X gegeben .Z,soist Y =Y.

Bewers. Fiir die Existenz nutzen wir den Satz von Radon-Nikodym. Wir definieren

u(F) = / XdP.
F
Dann ist wegen u(Q2) = E[X]| < oo das Mak p endlich, aber signiert. Weiterhin ist
p< Pz

Nach dem Satz von Radon-Nikodym, Satz 1.52, existiert dann eine Dichte Y, so dass Y
Z-messbar ist und

w(F) = / YdP, fiir alle F € 7.
F

Nun zeigen wir, dass Y € L': Betrachten F' = {Y > 0} € .Z, so gilt

E[|Y|]:/YdP—/ YdP
F c
:/XdP— XdP
F Fe

§/|X\dP+/ X|dP = E[|X|] < oo
F Fe¢

und somit Y € L'(P).

Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir eine bedingte Erwartung Y’ und F = {Y' - Y >
0} € #. Dann ist

/F(Y—Y’)dP:/(X—X)dP:O

F
und ebenso fiir F¢, also Y =Y’ P-f.s. n
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Satz 4.4. Fiir die bedingte Erwartung und X,Y € L' gilt:
(i) Linearitit: ElaX +Y | #] =aE[X | Z]+E[Y | Z]
(i) Monotonie: X <Y = FE[X | Z] < E]Y | 7]
(iii) Ist X F-messbar und X,Y, X -Y € L' = E[XY | Z| = XE[Y | Z#].
() Ist 9 C.F eine o-Algebra, so ist (Turm-FEigenschaft)

E[E[X | #]|¥9] = E[X | ¥9].

(v) Ist X unabhdngig von F, so ist

Beweis. (i) Wir wihlen F' € .#. Dann ist

/E[aX+Y|3’]dP:/aX+YdP:a/XdP—I—/YdP
F F F F
:a/e[X|9]dP+/E[Y\,/@]dP
F F

_ /(aE[X | F| + E[Y | Z])dP.

(ii) Wir zeigen X > 0= E[X | #] > 0. (ii) folgt dann mit (i).
Zunéchst ist X1 gx|#)<0p = 0, also auch der Erwartungswert hiervon.

Wire P(E[X | #] <0) > 0, so wére

/ E[X | Z|dP = / XdP <0,
{E[X|#]<0} {(E[X|Z]<0}

ein Widerspruch.

(iii) Fiir F € .7 gilt
/ E[XY | F)dP = / XYdP.
F F

Wir wéhlen eine Folge einfacher Funktionen (X"), X, = > x;14, mit A; € Z, so
dass X™ 1 X und betrachten Y > 0.
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Dann ist | X"Y| = | X"Y < |X|Y = |XY| und ebenso X"E[Y | #| < |X|E[Y | Z].
Mit majorisierter Konvergenz folgt

N N
/ X"YdP = Zx/ YdP = Zw/ E[Y | Z|dP
F i=1 FnA? i=1 FnA?
= / X"EY | #|dP — / XE[Y | #|dP.
F F
Ein symmetrisches Argument liefert die Aussage fiir Y < 0 und die Behauptung

folgt, da
/XYsz/XY%lP%—/XY‘dP.
F F F

(iv) Wir betrachten G € ¢ und erhalten, da G € .7,

/GE[X|g]dP:/GXdP:/GE[X]ﬁ]dP:/GE[E[Xyg?} | 4]dP.

(v) Ist X von .Z unabhingig, so ist fir F' € .F
/ E[X | #]dP - / 12 XdP = E[14]E[X] = / E[X]dP
F F
und die Behauptung folgt. O]

Im obigen Beweis ist die Messbarkeit (bzgl. %) meist offensichtlich, so dass wir die jewei-
lige Uberpriifung nicht immer explizit auffithren.

Ganz analog zum Erwartungswert erhalten wir aus der Linearitdt des bedingten Erwar-
tungswertes die Giiltigkeit der Jensenschen Ungleichung.

Satz 4.5 (Jensen Ungleichung fiir den bedingten Erwartungswert). Sei ¢ : R — R
konver und X € L'. Dann gilt

Elp(X) | F] = o(E[X | F]).

Satz 4.6. Seien X', X2, ... € L' und entweder
(i) X €L und X"t X f s. oder
(ii) X, — X f.s. und IY € L', so dass | X"| < |Y]| Vn.

Dann gilt
E[X, | #F) — E[X | #] f.s. und in L.
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Beweis. Fiir die L'-Konvergenz hat man mit der Jensenschen Ungleichung

E[|EX, | 7] - BEIX | Z]|] = E[|E[X, - X | Z]|]
< E[|X, — X|] — 0.

Fiir die fast sichere Konvergenz unterscheiden wir die beiden Félle:
(i) Zunéchst ist wegen der Monotonie der bedingten Erwartung

E[X" | .Z]| < E[X"" | Z] - sup E[X" | F] =Y.
Mit dem Satz der monotonen Konvergenz folgt (zweimal angewendet)

/ YdP = lim | E[X" | Z]dP
F

n—o0 F

= lim X"dP—/XdP,
F

und somit folgt Y = lim,, . E[X" | #] = E[X | Z].
(ii) Wir setzen
Y™ =sup X* | limsup X" = X f.s. und

k>n n
A gf X% 4 liminf X" = X f.s.

Dann ist
Y <Z"< X"<Y"<Y, alsoY", Z" e L.

Mit (i) erhalten wir
EX |9 = lim E[Z" | #| < lim E[X" | #| < lim E[Y" | #| = E[X | ¥]

n—o0 n—oo n—o0

fast sicher und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 4.7. Die bedingte Erwartung kann man in L? auch als Projektion auffassen:
In dem Hilbertraum H = L? gilt fiir einen abgeschlossenen linearen Teilraum M, dass
jedes X € H zerlegt werden kann in

X=Y+Z
mit Y € M und ZLM. Wir setzen M ={X': X' =Y f.s..Y ist #-messbar}.
Dann ist X — E[X | Z]LM, also
0= {1 X = EIX | #]) = [ (X~ X | #)ap
F
und Y ist in der Tat die bedingte Erwartung von X gegeben L.

Eine besondere Rolle kommt dem Fall zu, wo .% von einer Zufallsvariable erzeugt wird.

Wir hatten bereits gezeigt (Satz 2.1), dass eine Zufallsvariable Y genau dann o(Z) messbar
ist, falls es eine Funktion f gibt, so dass Z = f(z).
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Definition 4.8. Ist .# = o(Z), so heift die Funktion

f(z) = EX | Z =~
gegeben durch E[X | Z] = f(Z) Faktorisierung von X gegeben ..

Beispiel 4.9. Seien X, Xo,... i.i.d. mit g = E[X;] < co. Wir setzen S, = > | X;.
Dann ist

Und:
1

Beispiel 4.10 (Die bedingte Dichte). Haben die Zufallsvariabe X,Y die gemeinsame
Dichte f(z,vy), so ist die bedingte Dichte gegeben durch:

_ Sy

Die bedingte Dichte beschreibt die bedingte Verteilung:
P <elY=y)= [ flni

Denn: Fiir alle A, B € #A(R) gilt

P(XeAY eB)= dxdy = d d
( . © ) /Bﬂ{y:f(y)>0}/Af($’y) o /Bﬂf(y)>0/f; f(y) xf(y) Y

| Sy

Wir erhalten also

/ E[l(xea | Y]dP = / G(Y)dP
YeB YeB

und aus der vorigen Rechnung:

/ IxeadP=P(X €AY €A = / G(y)f(y)dy
YeB yeB

und somit die Behauptung.
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4.1 Bedingte Erwartung

Beispiel 4.11. Sind X, Y gemeinsam standard-normalverteilt mit Korrelation o, so erhélt
man die iiberraschende Aussage, dass

E[X | Y] = oY.

Die beweist man wie folgt:

_1 (@?—02ay+y?) 1

fly)=e 2 1=e

o
201
= e 2
f(y) NG
so dass
e lw) 1 < 122 — 201y + 12 —y2(1—92)>
xr = ex R _
Y V2 P2 1—0? 1 — p?
1 1(z — oy)
L (- Ly
v 2T 2 (1-0?)

Man beachte, dass X | Y wieder normalverteilt ist, allerdings mit veringerter Varianz:
1—¢* <1 (falls g # 0).

Dieser einfache Zusammenhang ist die Basis des Kalman-Filters. Ein Algorithmus zur
Berechnung von Groflen, die unter gestorter Beobachtung gemacht werden. Sie wurde
unter anderem bei der Apollo-Mission zum Mond eingesetzt (und bei allen GPS-Systemen

Aufgabe 4.12. Die Faktorisierung 16st die Gleichung (E[X |Y]=f(Y))

/ f(y)dP,(y) = XdP  fir alle B € Z(R) (4.13)
B YeB

Lemma 4.14. Sei X von Z unabhangig. Dann folgt fiir jede messbare Funktion T :
R? - R s.d. E[|T(X,Z)]] < oo,

E[T(X,2)| Z = 2] = E[T(X, 2)].

Beweis. Fiir alle A € B(R) ist

/ E[T(X,Z) | Z = z]dP?(2) / T(X,Z)dP
A ZeA

/A /R T(x,2)dPX(z) dP?(z)

[\ S/
-~

=E[T(X,2)]

und die Behauptung folgt. O
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4. Martingale und bedingte Erwartungen
4.2 Stochastische Prozesse und Martingale

Nun kommen wir zu dem wichtigen Begriff von Martingalen.

Definition 4.15. Eine Filtration F = (%#,),>1 ist eine wachsende Folge von Sub-o-
Algebren.

Wachsend heifst hierbei schlicht, dass .%,, C %, 1, es geht also keine Information verlo-
ren. Auferdem ist stets %, C &.

Definition 4.16. Eine Folge X = (X,,),>; von Zufallsvariablen heifst stochastischer
Prozess (in diskreter Zeit). Zu einem stochastischen Prozess X = (X,,) heift F* =
(ZX) gegeben durch

FX =0(Xy,...,X,)

die natirliche Filtration von X.

Im Folgenden betrachten wir stets eine feste Filtration IF, die nicht die natiirliche Filtration
von X sein muss.

Definition 4.17. Einen stochastischer Prozess X nennt man vorhersehbar (beziiglich
F), wenn X,, %, _j-messbar ist, fir alle n > 1. X nennt man adaptiert (an F), wenn
X, Z,-messbar ist fiir alle n > 1.

Wir schreiben kurz X C L', falls E[|X,|] < oo fiir alle n > 1.

Definition 4.18. Ein adaptierter stochastischer Prozess X C L' heiRt

Martingal, falls E[ X1 | Zn] = X,
Submartingal, falls E[X,41 | Zn) > X,
Supermartingal, falls E[X,41 | Zn] < X,

Beispiel 4.19 (Fortsetzung). Sind (Y;,) iid und

Xn_ilyza

so ist X ein Martingal (Sub-/Super-), falls E[Y;] =0 (> 0, < 0).
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4.2 Stochastische Prozesse und Martingale

Lemma 4.20. Die Bedingungen in Definition 4.18 sind jeweils dquivalent zu
E[X.. | %] = X,

fir alle m > n (bzw. >, < fiir Sub-/Supermartingal).

Beispiel 4.21 (Das Black-Scholes-Modell). Wir betrachten eine Tages-Rendite
Zn i=exp(m+o0-&,),
wobei (&,) iid N(0, 1) sind. Das Black-Scholes-Modell ist gegeben durch

Sn:SOﬁZn:SOexp (m-n—l—aifi).
i=1 i=1

Wir erhalten
E[S,11] | Zn] = emE[e”&] - S,

Da ¢ ~ N(0,1) folgt

o2

Ele’] =e=.
S ist also genau dann ein Martingal, falls m = —%2.

Satz 4.22 (Doob-Meyer-Zerlegung). Jeder adaptierte Prozess X C L' besitzt eine
Zerlegung

X=A+M,

wobei M ein Martingal ist und A vorhersehbar ist. Ist Ay = 0, so ist die Zerlegung f.s.
eindeutig.

Beweis. Wir definieren
Ay =) E[X; =Xy | Fia]. A =0. (4.23)
i=2
Dann ist A vorhersehbar und M := X — A ein Martingal:
E[Mn - M, | ynfl] = E[Xn D, G | fg\nfl] - (An - An71> = 0.
E[Xn—Xp_1]|Fn_1]
Zur Eindeutigkeit: Gilt X = M + A mit einem Martingal M, so ist

E[Xn - anl ‘ ynfl] = E[Mn - Mnfl ’ ynfl] + (An - Anfl)
- n—1 — Mn—l + (An - An—l) - An - An—la

also gilt (4.23) fast sicher. O
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Definition 4.24. Eine zufdllige Zeit ist eine messbare Abbildung
7: 0 — Ny U {oo}.
Sie heifst (IF)-Stoppzeit, falls

{r=n}e#  Vn>L1

Bemerkung 4.25. 7 ist genau dann eine Stoppzeit, wenn

{r <n}eZ, Vn > 1.

Definition 4.26. Fiir eine Stoppzeit 7 definieren wir durch
Fr={Fed Fn{r=n}e.%, VYn>0}

die o-Algebra der 7-Vergangenheit.

Aufgabe 4.27. Gilt 7 < ¢ fiir zwei Stoppzeiten 7, so ist .%, C .%,.

Fiir einen stochastischen Prozess (X,,),>; und eine allgemeine Stoppzeit 7 ist X, nur
dann wohldefiniert, falls 7 < co. Andernfalls muss man X, dem Prozess hinzufiigen und
die Aussagen in dieser Hinrichtung entsprechend anpassen. Fiir die .7,-Messbarkeit kann
man diesen Aspekt allerdings vernachléssigen, da {7 = oo} nie beriicksichtigt wird. Wir
setzen in diesem Fall X = 0.

Lemma 4.28. Ist X adaptiert, so ist X, F.-messbar. Aufiderm ist T stets %, -
messbar.

Beweis. Zunéchst ist {7 = m} € %, da

{r=m} falls m =n,

1] sonst.

{T:m}ﬂ{T:n}:{

In beiden Fillen ist die Menge .%,-messbar.

Ebenso ist
{X;eAtn{r=n}={X, e A}n{r=n}e. %, VAcHBR),

also ist X, .%#,-messbar. O
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4.2 Stochastische Prozesse und Martingale

Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit 7 bezeichnen wir durch
X" = (XT/\n)n21
den an 7 gestoppten Prozess.

Der folgende, beriihmte Satz von J.L.Doob besagt, dass man ein Martingal durch noch so
geschicktes Stoppen nicht schlagen kann (es bleibt ein Martingal - betrachtet hier als faires
Spiel). Es gibt eine Variante, das Optional Sampling Theorem, dass die Zufallsvariable
X, betrachtet, der an 7 gesamplete Prozess.

Satz 4.29 (Optional Stopping Theorem). Ist X ein (Sub-/Super-)Martingal, so ist X7
ein (Sub-/Super-)Martingal.

Beweis. Zunéachst ist
n—1

Xonr = Z XZH{T:z} + Xn]l{Tzn}

i=1

Damit ist X, o, -Z,-messbar, also X7 adaptiert. Weiterhin ist

(X(n—l—l)/\T - Xn/\T) = ]1{T>’I’L} (XnJrl - Xn):

also

E[X:L-s-l - X, | tajn] = ]1{7'>n}E[Xn+1 — Xn | ﬁn] =0 (Z 0 |§ O)v
falls X ein Martingal (Sub-/Supermartingal), und die Behauptung folgt. O
Beispiel 4.30. Typische Beispiele von Stoppzeiten sind Ersteintrittszeiten.

Bisher haben wir stets (!) endliche Zeithorizonte betrachtet. In vielen (aber nicht allen)

Féllen kann das abgeschwicht werden.

Beispiel 4.31 (Symmetrische Irrfahrt). Seien X,, =Y " | &, & € {—1,1} iid mit P(§ =
1) = % Dann ist
Ty :=inf{k > 1: X,, = k}

eine Stoppzeit! Auferdem ist P(7} < oco) = 1. Aber

141, <o} ST, = K11, <0}

also F[X7,] = k. Kann X7k dann noch ein Martingal sein wenn X+ — k P-fast sicher?
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Satz 4.32 (Wald). (X,,),>1 seien identisch verteilt, E[|X1|] < oo, adaptiert und X, 11
sei von F#, unabhdngig, n > 1.

Fir S, =" X;, n>1 gilt: Ist T Stoppzeit und E[T] < 0o, so folgt
E[S:] = E[r] - E[X].
Sind auferdem E[X?] < oo, E[X,] =0, so folgt

E[S? = Blr] - E[x?).

Beweis. Fiir ein beschréanktes 7 konnte man direkt S™ betrachten und wire fertig. Die
allgemeinere Voraussetzung macht ein anderes Vorgehen notig. Zunéchst folgt aus E[r] <
00, dss P(7 = 0o) = 0. Weiterhin ist

BS: 1= EllS: L] < Y0 Y Bl XilLp—n]

n>1 n>1 i=1

) N

= 3D BlIXil ) = 3 BlIXili )
i>1 n=i i1

(*) gilt unter Existenz, was aus (4.33) folgt

Nun ist aber 1755 =1 — 10y =1 — 1;;1) F;—1-messbar, also
Bl Xi[[lr>n = B[ X[ P(T > i),

und wir erhalten die Integrierbarkeit von S, aus

E(|S,]] <) P(r > i) E[|Xi|] = E[7] - E[|X1]] < o0. (4.33)
=1 — B[lX4]

Dieselben Uberlegungen mit S, anstelle von |S,| liefern den ersten Teil.
Fiir den zweiten Teil betrachten wir

Y, = X, 1o
Fir m > n gilt
EYnYn] = EXn1romyLirony E[Xm [ Fmga]]-
T
Wir erhalten
> EY?] = E[X}]) P(r >n) = E[X{]E[r] < .

n>1 n>1

Wir erhalten

||Ym oot Yn” = (E[(Ym +-- +Yn)2])Y2 = (E[Ynzz] +- E[Xi])Y2>
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4.3 Wichtige Ungleichungen

und wir erhalten Ly-Konvergenz von S2° | V2 22 5™ ¥2 und somit ist Sy = 3, ¥;2
in L?. Wir erhalten

E[S2] = lim E[(iY)Q] = lim E[Y?] = iE[YiZ]

= E[X7]E[7].
Aus Teil 1 folgt E[S;] = E[r]E[X;] = 0. O
4.3 Wichtige Ungleichungen
Wir setzen
M, = max Xj;,
1<i<k

das Maximum der ersten & Beobachtungen.

Satz 4.34 (Maximal-Ungleichung). Ist X ein Submartingal und o > 0, so folgt

1 1
P(M, >a) < SElIXalLiaza] < —Ef|Xa]]

Beweis: Sei y = inf{k > 1: X}, > a} A n. Dann folgt
{Mn ZO&}Q{Tl Sk}:{Mk 2&}65-5]{,
also {M,, > a} € Z#,, .

Nun folgt auf M,, > «, dass X, > «, also

X submart.
aP(MnZQ)S/ X, dP < / X, dP
{Mn2>a}

{Mnza}

< / X+dP < E[X!] < E[[X.]). =
{MTLZO‘}

Die zweite wichtige Ungleichung benutzt upcrossings.

- 3

Y e

T1 T2 73

upcrossing
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Wir schauen uns a < 8 an und definieren 7 :=inf{i > 1: X; < o} mit inf @ =n

inf{k > 7,1 : X; > B}, k gerade,
Th 1=
, inf{k > 7,1 : X; < a}, k ungerade.

Wir definieren

Ula,g) als das grofste n, so dass X, <a<fp<X

2k—1

Satz 4.35 (Upcrossing Inequality). Sei X ein Submartingal. Dann ist

El|Xa|*] + o] Bl Xl +|af

EUag] < 5 a >~ 3-a

Beweis: Wir setzen Y;, = max(Xy, — «,0) = (X — @)t und 6 = 8 — «a.

Dann ist die Fragestellung dquivalent zu den U[0, 8]-Upcrossings von Yi,...,Y,. Wegen
Jansen’s Ungleichung ist auch Y ein Submartingal.

Tn

Wir betrachten gerades & < n

Tn—1

= (=it =U{ma=iYin<0,... Y1 <0, >0} € F
=1 Ee,gj
also ist 7, Stoppzeit. Ein dhnliches Argument zeigt dies auch fiir £ ungerade.

Da die 73, strikt wachsen, ist 7,, = n.

n

= Y, = Y;—m > Yv—n - Y;—l = Z(YT]C - YTkA) = Z + Z - (1> + <2)

k=2

Da Y > 0 und Y ein Submartingal ist, folgt (es gilt E[Y;,] > 0 nach dem Optional
Sampling Theorem, also F[(1)] > 0), so dass E[Y,,] > E|[(2)]. Aber Y,,, > 0, so dass

()>U[a5] 0 und E[ ]>9 E[U ﬂ
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4.3 Wichtige Ungleichungen

Formuliert in X erhalten wir
(8 — Q)EUas] < El(X, — )L x,—az0)] < E[Xa|"] + a0 (4.36)

Man kann hier auch die einfacher Abschétzung --- < E[|X,|] + @ nehmen und erhilt die
obige Formulierung der Ungleichung.

Wir erhalten ein erstes Konvergenzresultat. Fiir ein Submartingal folgt sup,, F[|X,|] < co
bereits aus sup,, F[X,[] < 0o, denn

E[|Xa[] = 2E[X,] - E[X,] < 2E[X,]] — E[X3].

Satz 4.37. Sei (X,,) ein Submartingal und K = sup,, E[|X,|] < co. Dann gibt es eine
Zufallsvariable X mit E[|X|] < K, so dass

x, I x.

Beweis. Wir fixieren «, # und notieren mit U™ = U[Z 4 die Upcrossings von Xi,...,X,,.
Nach dem Upcrossing-Lemma ist
X,[*] +la] _ K + o]

f—a T -
Nun ist U" = U (o] wachsend und beschrankt, also folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz, dass sup U™ = U[Z g € Ly, also f.s. endlich ist.

Wir setzen X* = limsup X,, und X, = liminf X,,. Ist X, < a < f < X*, dann gilt
U=U}, 5 — 00, also P(X, <a < < X*)=0. Es gilt

{(X.<x}=J{X.<a<p<X}

wobei wir iiber alle o < 8 € Q summieren. Da die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit 0
hat, so auch die linke und X, — X* = X, f.s.

Bisher ist X* € RU {—o00,00}. Nach Fatou ist

B[|X|] < liminf B[|X,|] < K, also P(X € R) = 1. O

Satz 4.38 (Doob’s LP-Ungleichung). Sei X ein Martingal oder ein positives Supermar-
tingal und p > 1. Dann gilt

Elsup | X ") < (=2=) EIX, 7.
m<n p— 1
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Bemerkung 4.39. Eine Schranke nach unten ist leicht zu finden:

E[|X") < E[sup [ X,.[7].
m<n

Beweis. Die Idee ist, die Maximalungleichung anzuwenden. Man nutzt

YAK K
(yNK)P = / pPldz = / ]l{z<y}pzp*1dt.
0 0

Somit ist
E[sup(|Xm| A K)?] = E[(sup | Xm| A K)P]  x7 monoton auf ksg
m<n m<n
K
= E[/ ]1{Z<Sup|Xm|}pzp’1dz}
0
F b. . K
uzlm/ pP 1 P(sup | X, | > 2)dz
0
Max.Ungl. K 5
< /0 P2 B[ XL sup, o, X[ 223]d2
|X| Submartingal nach Jensen
Fubini sup | Xm |AK
= pE[|Xn|/ 2P72dz]
0
= L B, | (sup [ X A K]
p—1
Nun verwenden wir die Holder-Ungleichung ||z -y|| = ||z|[,||z||, mit %%—% =1,alsog= -5

p -1
= EHXanE[(SUPlXM A K)P
Wir potenzieren beide Seiten mit p und teilen durch E[(sup |X,,| A K)P]P~! =

Elsup(1Xall) = Jim Blsup( Xl AKY] < (25 ) EIX.P)

n<m T
- monot.K.

Man sieht direkt, dass die Argumentation auch fiir positive Submartingale funktioniert.
O

Wir erhalten noch folgenden Zusammenhang zur gleichgradigen Integrierbarkeit:

Theorem 4.40. Sei X € L'. Dann ist die Familie
{E[X|¥9] 9 C #,90-Algebra}

gleichgradig integrierbar.

112



4.4 Doob’s Martingalkonvergenzsatz

4.4 Doob’'s Martingalkonvergenzsatz

Lemma 4.41. Gilt X, Ly X und sind X, X € L, so folgt fiir jede Sub-c-Algebra .F,
dass

E[X, | #] —~— E[X | Z]

Beweis. Die bedingten Erwartungswerte existieren, da X,,, X € L' nach Voraussetzung.
Wir erhalten
ElE[X, | 7] - EX | Z]|] < E[| X, — X]] = 0. O

Im Folgenden schreiben wir X, € L°(.Z,,) fiir eine .Z,,-messbare Zufallsvariable.

Theorem 4.42. Sei X = (X,,>1) ein gleichgradig integrierbares Submartingal. Dann
gilt

(i) Es existiert Zufallsvariable X, € L'(Z), s.d.

5. L1
x, I x|

(ii) Fur alle n > 1 gilt, dass
BXu|F] 2 Xo,

d.h. (X,)nenufoo} ist ein Submartingal.

Beweis. Fiir Teil 1 beobachten wir, dass nach Lemma 2.24 aus gleichgradiger Integrier-
barkeit folgt, dass sup E[X,] < oo. Nach Satz 4.37 folgt die fast sichere Konvergenz.
Zusammen mit gleichgradiger Integrierbarkeit folgt mit dem Satz von Vitali, Satz 2.26
auch die L!- Konvergenz.

Fiir Teil 2 gehen wir wie folgt vor: Da X, L Xo und X, € L', X € L' folgt nach
Lemma 4.41, dass

E[X, | Z. 5 E[X, | 7],
also auch )
1AE[ X | F0l D 14E[Xo | F), VA€ Z,
denn

ElMaY = 2)|] = E[14]Y — Z]] < E[|Y — Z]].
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4. Martingale und bedingte Erwartungen

Wir erhalten

E.E[Xw | Zo)l = lim E[1AE[X, | Z]] > E[14X,], VA€ Z,,

m—r 00

da X Submartingal und es folgt

EXw | %] > Xn [l

Theorem 4.43 (Martingalkonvergenzsatz). Sei Foo = ({5, #n), p > 1 und X ein
Martingal so dass sup E[| X, |P] < co = 3 X Foo-messbar mit E[| X |P] < oo und

x, Lo x|

Weiterhin ist (| X,|?)n>1 gleichgradig integrierbar.

Beweis. Wegen sup E[| X, |P] < oo ist (X,,) gleichgradig integrierbar. Nach dem vorigen
Theorem gibt es X,,, s.d.
X, = X

p
Elsup | X,|"] = lim E[sup |X,,[?] < lim (L) E[|X,]] < oo.
n n—o00 m<n p— 1

Somit ist (| X,|?) gleichgradig integrierbar = El|Xx|F] < sup E[|X,[F] < co.
n—oo
Fatou

Nun haben wir X, EiR Xoo und (|X,|7) ist gleichgradig integrierbar, so dass X, %x. O

Lemma 4.44. Ist X ein nicht-negatives Supermartingal, so existiert Xo, € L' mit
E[X..] < E[Xo] und X, L2 X...

Beweis. Dann ist —X ein Submartingal mit X < 0, also folgt nach dem Martingalkon-
vergenzsatz X — X,,. Mit Fatou folgt

E[X.] < liminf E[X,] < E[X). O

Theorem 4.45 (Martingalkonvergenzssatz von Lévy). Sei X € L'. Dann ist X, :=
E[X|.#,] ein gleichgradig integrierbares Martingal und

s LY
x, I x
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