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WARNUNG: Dieses Skript enthilt noch viele Fehler. Es wurde teilweise in grofler
Eile geschrieben. Fiir alle Fehler bin ich selbst verantwortlich. Ich hoffe, in Zu-
kunft eine Version mit weniger Fehlern bereit stellen zu kénnen.

Vorbemerkung

Dieses Manuskript ist parallel zu Vorlesungen entstanden, die ich in den Wintersemestern
2010, 2018 und 2019 an der Universitat Freiburg gehalten habe. Es stellt eine Grundlage der
modernen Stochastik dar und wird ergénzt werden das Skript zur Vorlesung Stochastische
Integration.

Die Stochastik ist ein Gebiet der Mathematik, das sich bis heute stéindig weiterentwickelt.
Sie ist weder ein Gebiet der reinen noch der angewandten Mathematik, sondern beides. Auf der
einen Seite stehen oftmals intuitive Ideen im Vordergrund, deren Formalisierung entscheidende
Fortschritte bringt. Auf der anderen Seite fiihrt der so entwickelte Formalismus ein Eigenleben,
und ist unerlésslich im formalen Umgang mit der Stochastik.

Die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie basiert auf der Mafstheorie, die wir zu Beginn
des Skriptes wiederholen. Der Teil iiber Wahrscheinlichkeitstheorie umfasst die verschiede-
nen Konvergenzarten (fast sicher, stochastik, schwach, LP), die in der Stochastik vorkommen.
Weiter wird der Begriff der bedingten Erwartung eingefiihrt, der im Teil iiber Stochastische
Prozesse die Behandlung von Martingalen einldutet. Zentral in diesem Abschnitt sind der
Poisson-Prozess sowie die Brown’sche Bewegung, Markov-Prozesse und stationére Prozes-
se. Im Teil iiber Stochastische Integration entwickeln wir as stochastische Integral beziiglich
stetiger Semimartingale, und erhalten damit grundlegende Resultate iiber stochastische Dif-
ferentialgleichungen. Die einzige konsequent behandelte Anwendung des erarbeiteten Stoffes
stellt die Finanzmathematik dar. Neben einer Einfiihrung im ersten Teil, in der wir ein zeit-
diskretes Finanzmarkt-Modell behandeln, erfolgt im letzten Teil eine behandlung zeit-stetiger
Finanzmérkte.

Es gibt viele Lehrbiicher der Stochastik. Besonders erwéhnen méchte ich hier allerdings jedoch
nur ein paar, die mir beim Schreiben des Skriptes stets wertvolle Dienste erwiesen:

e Kallenberg, Olaf. Foundations of Modern Probability Theory. Springer, Second edition,
2010

e Klenke, Achim. Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, 2. Auflage, 2008

e Lamberton, Damien; Lapeyre, Bernard. Introduction to Stochastic Calculus Applied to
Finance. Chapman and Hall/CRC Financial Mathematics. 2. Auflage, 2007

e (Oksendal, Bernt. Stochastic Differential Equations: An Introduction with Applications.
Springer, 6. Auflage, 2003

e Rogers, L.C.D.; Williams, David. Diffusions, Markov Processes and Martingales: Volume
2, It6 Calculus. Cambridge Mathematical Library, 2. Auflage, 2000
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6 1 Wiederholung Topologie

Teil T
Maf3theorie

Die Mafitheorie war bereits Teil der Vorlesung Analysis 3. Es mag zunichst verwundern,
dass ein Gebiet, in dem es um Messen von Teilmengen eines Grundraumes geht, etwas mit
Stochastik zu tun hat. Insbesondere sind die in der Analysis betrachteten Grundriume meist
Teilmengen von reellen Zahlen, Zufallsvariablen kénnen jedoch Werte in ganz anderen Mengen
annehmen. (Man denke etwa an die Menge {Kopf, Zahl}, die beim Minzwurf auftritt.) Wie
sich jStochaedoch herausstellt, gelten fiir Flichenmessungen &hnliche Rechenregeln wie fiir
Wahrscheinlichkeiten. Klar ist beispielsweise, dass man Flidchen zweier disjunkter Mengen
addieren muss, wenn man deren gemeinsamen Inhalt berechnen will. Genauso muss man die
Wahrscheinlichkeit fiir zwei disjunkte Ereignisse addieren, wenn man die Wahrscheinlichkeit
ausrechnen will, dass eines der beiden Ereignisse eintritt.

In diesem Kapitel bezeichnet Q # () (irgend)eine Menge und alle aufgefiihrten Men-
gensysteme! sind Teilmengen der Potenzmenge von 2, die wir mit 2 bezeichnen. Alle
betrachteten Mengensysteme seien o.E. nicht leer. Zentrale Begriffe werden o-Algebra und
(Wahrscheinlichkeits-)Mafl sein.

1 Wiederholung Topologie

Topologien werden in der Mathematik immer dann gebraucht, wenn ein Konvergenzbegriff
eingefithrt wird. Auch wenn Topologien in den bisherigen Vorlesungen nur am Rande be-
handelt wurden, sind doch einige Konvergenzbegriffe bekannt. Auch zwischen Mafitheorie
und Topologie gibt es viele Verbindungen. Insbesondere werden wir Mafle auf topologischen
R#Aumen betrachten. Dabei werden die zugrunde liegenden o-Algebren von Topologie erzeugt
(siehe Definition 2.7). Deshalb wiederholen wir zundchst Grundbegriffe der Topologie.

1.1 Grundlagen

Unter einer Topologie versteht man eine Familie offener Teilmengen eines Grundraumes ().
Was offene Mengen sind, ist etwa schon aus der Analysis bekannt. In metrischen Raumen
nennt man eine Menge A genau dann offen, wenn fiir jedes w € A auch ein offener Ball B.(w) C
A fiir ein € > 0. Dieser Fall von metrischen Rdumen ist in der Praxis auch am wichtigsten. In
der Maftheorie kommt dem Fall von separablen Topologien, die von vollstédndigen Metriken
erzeugt werden, eine besondere Bedeutung zu. Solche Riume heiflen polnisch.

Definition 1.1. 1. Eine Funktion r : Q x Q — R heifst Metrik, falls (i) r(w,w’) # 0 fir
w# W, (i) r(w,w) =rw, w) firalew,w € Q und (iii) r(w,w”) < r(w,w)+rWw, ")
fiir alle w,w' ;" € Q. Das Paar (,r) ist ein metrischer Raum.

Fiir w € Q und & > 0 bezeichnen wir mit B (w) := {w’ € Q: r(w,w’) < &} den offenen
Ball um w mit Radius €.

! Als Mengensystem bezeichnet man eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind.
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. Fine Metrik r auf Q0 heiffit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Ist also

w1, Wws, ... € Q mit

Ve>0 AN eN Vn,m > N: r(wy,wn) <,

so gibt es ein w € Q mit r(wp, w) ——= 0.

. Ein Mengensystem O C 2 heifit Topologie, falls (i) 0,Q € O, (i) ist A,B € O, so ist

auch AN B € O (iii) ist I beliebig und ist A; € O,i € I, so ist auch J;c; Ai € O. Das
Paar (2, 0) heifsit topologischer Raum. Mengen A € O heiffen offen, Mengen A C Q)
mit A° € O heiffen abgeschlossen.

. Ist (2, 0) ein topologischer Raum und A C Q. Dann heifit

A= J{foca:0c0}
das Innere von A und
Z::ﬂ{FQA:FCEO}

den Abschluss von A.

. Ein topologischer Raum (2, O) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Menge ' C Q

gibt mit o =qQ.

. Sei (Q,0) ein topologischer Raum und B C O. Dann heif$t B eine Basis von O, falls

VAe O Vwe A d3BeB:we BCA.
Dies ist genau dann der Fall, wenn
O={ACQ: Ywe A IBeB:we BC A} (1.1)

oder (dquivalent dazu)

= { \UBi:BieBicl, I beliebig}. (1.2)
i€l

. Sei B C 2. Dann wird durch (1.1) oder (1.2) eine Topologie O(B) definiert, die von B

erzeugte Topologie.

. Sei (2,7) ein metrischer Raum und

B:={B.(w):e>0,we Q}. (1.3)

Dann ist O(B) die von r erzeugte Topologie. Falls speziell Q@ C R? und r der euklidische
Abstand ist, heifst die in (1.1) oder (1.2) definierte Topologie die euklidische Topologie.

. Der Raum (2, O) heifst (vollstindig) metrisierbar, wenn es eine (vollstindige) Metrik

r auf Q gibt, so dass (1.1) gilt. Der Raum (€2, O) heifst polnisch, falls er separabel und
vollstindig metrisierbar ist.
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10. Seien (Q,0) und (', 0’) topologische Riume. Dann heifit eine Abbildung f : Q — &
stetig, falls f~1(A") € O fiir alle A’ € O' gilt.

Beispiel 1.2 (Der Raum R). Wir werden oftmals Funktionen mit Werten in
R:=RU{-00,00} oder Ry :=R; U{oo}

betrachten.? Um diese Riéume als topologische Riume betrachten zu kénnen, setzen wir

R —[-1,1],
%arctan(x), z € R,
Q:
€ +_) 17 x = OO7
-1, Tr = —00
und definieren die Metrik
re(z,y) = lp(z) —e(y),  =yeR

Der von rg definierte topologische Raum (R, O) erweitert die euklidische Topologie (R, O)
auf R insofern, als dass {ANR : A € O} = O. Dies gilt deshalb, weil ¢ stetig auf R ist mit
stetiger Umkehrfunktion. Weiter gilt, dass (R, Q) separabel ist und rg ist eine vollsténdige
Metrik.

Auf R kann man wie in der Analysis gewohnt rechnen. Etwa ist a - co = oo fiir a > 0.
Allerdings sind die Ausdriicke wie oo — oo und 0o/o0o nicht definiert.

Bemerkung 1.3 (Zusammenhang zwischen Metrik und Topologie). Sei (2,0) ein

topologischer Raum und w, w1, ws, ... € . Wir definieren
Wn 2% W= YO € O :w e O = w, € O fiir fast alle n € N. (1.4)

Insbesondere ergibt so jede Topologie auf €2 einen Konvergenzbegriff fiir Folgen in €.

Dieser Konvergenzbegriff stimmt mit dem auf metrischen Rdumen bekannten Begriff iiber-
ein: ist namlich r eine Metrik auf €2, die O erzeugt, dann gilt die rechte Seite aus (1.4) genau
dann, wenn fiir alle e > 0 gilt, dass r(wy,w) < ¢ fiir fast alle n € N.

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffes aus (1.4) sehen wir nun folgende bekannte Eigenschaft ein:

Lemma 1.4 (Abschluss bei metrischen Ridumen). Sei (Q2,7) ein metrischer Raum und
O die von r erzeugte Topologie. Fir ' C Q sind dquivalent:

1. F ist abgeschlossen.
2. Fiir alle wi,wa,... € F und w € Q mit wy, 2720w gilt w € F.

Insbesondere gilt: fiir jedes A C Q besteht der Abschluss A genau aus den Hiufungspunkten
von A.

2Die Schreibweise R suggeriert, dass hier der Abschluss von R gemeint ist. Dies stimmt nicht, da die hinzu-
gewonnenen Elemente —oo, 00 nicht in R liegen, Abschliisse von Mengen aber immer héchstens die Elemente
des Grundraumes enthalten kénnen. Topologisch gesehen ist R die Zwei-Punkte-Kompaktifizierung von R.
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Beweis. '1.=2.: Angenommen, es giibe w1, ws, ... € F, konvergent gegen w € F°, dann wére,
da F°¢ € O auch w, € F*€ fiir fast alle n. Dies ist im Widerspruch zur Voraussetzung.

’2.=1.”: Angenommen, F' wire nicht abgeschlossen, F'¢ also nicht offen. Dann gibt es w € F,
so dass fiir alle ¢ > 0 gilt, dass B-(w) € F°. Wihle £1,¢2,... > 0 mit® ¢, | 0 und w, €
B., (w) N F. Dann gilt wi,ws, ... € F, wp —% w, aber w € F¢. O

Lemma 1.5 (Abzéhlbare Basis und separable Rdume). Sei (2,7) ein separabler, me-
trischer Raum, O die von r erzeugte Topologie, Q' abzihlbar mit Q' = Q und

B:={B.(w):c€Qy,weQ}.
Dann ist B abzihlbar und O(B) = O.

Beweis. Klar ist, dass B abzihlbar ist und O(B) C O. Sei B wie in (1.3). Dann ist fiir
B.(w) e B
B.w= |J B
B>BCB:(w)

also B C O(B) und damit O = O(B) C O(B). O

Beispiel 1.6 (Zwei polnische Riume). 1. Sei O die euklidische Topologie auf R¢. Die-
se wird nach Definition 1.1.9 durch die euklidische Metrik definiert. Bekannt ist, dass
diese vollstindig ist. Weiter ist Q¢ abzéhlbar und jedes w € R? ist Haufungspunkt einer
Folge in Q¢. Insbesondere ist also Q¢ = R% nach Lemma 1.4, also ist R¢ separabel.
Insgesamt ist also (R?, O) polnisch.

2. Sei K C R kompakt und ©Q = Cr(K) die Menge der stetigen Funktionen w : K — R.
Auf Q sei

r(wy,ws) = sup |wi(z) — wa ()|
rzeK

der Supremumsabstand. Bekannt ist wieder, dass r vollstandig ist. Auerdem ldsst sich
jedes w € Q nach dem Weierstraf’schen Approximationssatz gleichméflig durch Polyno-
me approximieren. Sei ' die abzihlbare Menge der Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten. Dann gilt auch, dass / = Q. Damit ist (2, O) separabel, also polnisch.

1.2 Kompakte Mengen

Topologische Ridume konnen sehr grof3 sein. Man denke schon an den Raum R, in dem es
Folgen gibt, die divergieren. Nun werden kompakten Menge als kleinere Teilmengen eines
topologischen Raumes betrachtet. In solchen kompakten Mengen gibt es immer konvergente
Teilfolgen.

Definition 1.7 (Relativ kompakt, kompakt, relativ folgenkompakt, total be-
schrinkt). Sei (Q,O) ein topologischer Raum und K C €.

1. Die Menge K heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Das bedeutet: sind O; € O,i € I und K C |J;c; O;, dann gibt es* Jel

3Wir schreiben &y, JO0fallse; >e2 > ... und &, 700
4Wir schreiben J € I, falls J C I und J endlich ist.
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2. Die Menge K heifit relativ kompakt, falls K kompakt ist.

3. Die Menge K heifst relativ folgenkompakt, falls gilt: fiir jede Folge wi,wa,... € K gibt
es eine konvergente Teilfolge, d.h. wy,,wWk,, ... € K und w € Q mit wg, — w wie in
(1.4).

4. Seir eine Metrik, die O erzeugt. Dann heiffit K C <) total beschriankt, wenn es fiir jedes
e>0en NeNundwy,...,wy € K gibt, so dass K C Ui:[:l B (wp)-

Lemma 1.8 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen). Sei (Q,7) ein metrischer Raum
und O die von r erzeugte Topologie. Ist K C Q kompakt, dann ist K auch abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass K€ offen ist. Sei hierzu w € K. Fiir alle w’ € K wihlen wir .,
und &,/, so dass Bs_,(w) N Be_,(w') = (. Dann ist offenbar |J,,cx Be ,(w') 2 K, also gibt
es J € K mit K C J, ;B (). Setze § := mingeyd,y > 0. Dann ist Bs(w) N K C
Bs(w) NUyey Be, (W) =0, also Bs(w) € K¢ Da w € K¢ beliebig war, ist K¢ offen, K also
abgeschlossen. O

Folgender Satz iiber kompakte Mengen unterstreicht zum ersten Mal, warum polnischen
R&umen eine besondere Bedeutung zukommt.

Proposition 1.9 (Charakterisierung relativ kompakter Mengen). Sei (2,7) ein me-
trischer Raum, O die von r erzeugte Topologie und K C §2. Betrachte folgende Aussagen:

1. K ist relativ kompakt.

2. Es gilt: sind F; C K abgeschlossen, i € I und Nict Fi = 0, dann gibt es J € I mit
ﬂiEJ Fy=9.

3. K 1ist relativ folgenkompakt.
4. K ist total beschrinkt.

Dann gilt
4. =1 = 2.= 3.

Auferdem gilt auch 3. = 2. falls (2, O) separabel ist und 4. = 3. falls (Q,r) vollstindig
ist. Insbesondere sind alle vier Aussagen dquivalent, falls (2, O) polnisch ist.

Korollar 1.10. Sei (2,7) ein metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie. Dann sind
abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wieder kompakt.

Beweis. Sei K C Q kompakt und A C K abgeschlossen. Eine abgeschlossene Menge ist
genau dann kompakt, wenn sie relativ kompakt ist. Aus Proposition 1.9.2 liest man wegen
der Relativkompaktheit von K ab, dass fiir F; € O¢,¢ € I mit F; C A C K und miel F=0
ein J € I existiert mit (),.; F; = 0. Wieder mit Proposition 1.9.2 folgt daraus, dass A relativ
kompakt, also kompakt ist. ]

Beweis von Proposition 1.9. '1.=4.”: Sei K kompakt und € > 0. Offenbar ist |J,,¢j B:(w) 2
K eine offene Uberdeckung. Damit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
Wi, ..., wy mit K C Uﬁ;l B:(wyp). Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
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&
'1.=2.": Sei nun Fj,i € I wie angegeben. Dann ist (J;o; Ff = (ﬂiel E) =
kompakt ist, gibt es J € I mit K C J,;c; Ff. Damit ist (o, F; = (UieJ Fic)
F; C K vorausgesetzt war, ist ();c; Fi = 0.

2.=1.7: Sei O; € O,i € I mit K C Uiel O;. Setze F; = Of N K, dann ist Ff € O und
R C _

Niet Fi = KN (Ui 0:) = 0. Alsogibt es J € I mit (;; Fi = 0. Damit ist K“UUje, O; =

Uses FE =, also ;e ; Oi 2 K. Mit anderen Worten ist K kompakt.

2.=3.: Sei wy,we,... € K. Wir setzen F,, = {w,,wnt1,...} € K. Angenommen, es gibt
keine konvergente Teilfolge von wy,ws, ... Dann ist (oo, F, = 0. Aus 2. folgt dann, dass es
ein N € N gibt mit § = ﬂgil F,, = Fiy. Dies ist ein Widerspruch, da Fy nach Konstruktion
nicht leer ist; also gibt es eine konvergente Teilfolge.

'3.=1. falls (€2, O) separabel ist: Sei ' abziihlbar mit ' = Qund B := {By,(w) : w € ', n €
N}. Damit ist B eine Basis von O und auch abzéhlbar. Wir schreiben B = {By, Ba, .. .}.

Angenommen K ist nicht kompakt. Das heifit, es gibt 4; € O, € I mit K C |J;c; A; und
es gibt keine endliche Teiliiberdeckung. Wir setzen fiir ¢ € [

Ji:{jENingAi}gN

sowie J := {J;c; Ji € N. Damit ist 4; = UjeJi Bj, also

kclJa=JUBi=UB:

iel iel jeJ; jeJ

Klar ist, dass nun B; € O,j € J eine abzéhlbare Uberdeckung von K darstellt. Da es keine
endliche Teiliiberdeckung fiir die A;,7 € I gibt, kann es auch keine endliche Teiliiberdeckung
fir Bj,j € J geben. (Jedes Bj; ist schliellich Teilmenge eines A;’s.) Fiir n € N setzen wir
wn € K\U iedi<n Bj. Nach Voraussetzung hat die Folge w1, wy, ... € K einen Hiufungspunkt
weK.DaKC UjeJ Bj, gibt es k € J C N mit w € By,. Damit liegen einerseits (da By, offen
ist) unendlich viele der w,, in By, andererseits ist w; ¢ By fir alle ¢ > k£ nach Konstruktion.
Dies ist ein Widerspruch, also ist K kompakt.

'4.<="3. falls (2, ) vollsténdig ist: Sei wi,ws,... € K. Wir konstruieren eine Teilfolge, die
Cauchy-Folge ist. Diese konvergiert, da (£2,7) vollstandig ist, und K ist als relativ folgenkom-
pakt erkannt. Wahle eine Folge £1,£2,... > 0 mit ¢, | 0. Da K total beschrinkt ist, gibt
es endlich viele £1-Bélle, die K iiberdecken. Mindestens einer dieser Bille muss unendlich
viele der w,, enthalten. Diese haben jeweils hochstens Abstand 2¢;. Wéhle wy, als einer dieser
unendlich vielen Punkte. Da dieser £1-Ball durch endlich viele eo-Bille tiberdeckt wird, gibt
es einen dieser £9-Bille, der unendlich viele der w,, enth&lt. Diese haben jeweils hochstens
Abstand 2e2. Wahle wy, # wg, als einen dieser unendlich vielen Punkten. Durch weiteres
Vorgehen erhalten wir eine Folge wg, ,wk,, ... € K, so dass r(wg, , wk,,) < 2eman. Mit anderen
Worten haben wir wie angekiindigt eine Cauchy-Teilfolge in K gefunden. O

Beispiel 1.11 (Kompakte metrische Riume sind polnisch). Sei (2, r) ein metrischer
Raum und O die von r erzeugte Topologie. Falls Q kompakt ist, dann ist (£2, O) polnisch.
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Wir zeigen, dass r vollstdndig ist. Sei wi,ws,... € Q eine Cauchy-Folge. Da K relativ
folgenkompakt nach Proposition 1.9 ist, gibt es eine konvergente Teilfolge wy,,wk,,... Sei
w € Q der Grenzwert der konvergenten Teilfolge. Seie > 0 und N € N, so dass r(wy,,w,) < £/2
fir m,n > N und r(wg,,w) < /2 fiir k, > N. Dann gilt fir m > N, dass r(wp,w) <

1(Wim, Wi, ) + 7wy, ,w) < e. Daraus folgt, dass w, —— w

Fiir die Separabilitéit von (€2, O) sei €1,e2,... > 0 mit &, | 0. Da K total beschréinkt ist,
gibt es fiir alle n € N ein k,, und wy1, ..., wpk, mit K C UZ; Be, (wnk,, ). Sei ' ={wpk 1 n €
N,k = 1,...,k,}. Dann ist ' abzidhlbar und fiir jedes w € Q und jedes n € N gibt es ein
k(w,n) € {1,..., kp} mit r(Wy(yny,w) < ep. Damit gilt (wy n), w) 2% w. Also ist ¥ = Q.

2 Mengensysteme

Die Wahrscheinlichkeitstheorie formalisiert das umgangssprachlich verwendete Wort wahr-
scheinlich. Dies ist (im weitesten Sinne) eine Eigenschaft eines moglichen Ausgangs eines
Experimentes. Grundlegend in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der Begriff des Ereignisses,
der alles beschreiben soll, was bei dem Experiment passieren kann. Ereignisse werden durch
Teilmengen eines abstrakten Grundraumes, der immer €2 genannt wird, dargestellt. Ziel dieses
Abschnittes ist es, mdglichst vielen Teilmengen von ) eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen.
Dies fiihrt auf den Begriff der o-Algebra, denn diese enthalten genau die Teilmengen des
Grundraumes, denen dann im néchsten Abschnitt Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.
Mit anderen Worten werden Elemente von o-Algebren Ereignisse im obigen Sinne sein. Die
anderen in diesem Abschnitt eingefithrten Mengensysteme werden dazu dienen, geeignete o-
Algebren zu definieren.

2.1 Halbringe, Ringe und o-Algebren

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Begriffe haben einen einfachen Zusammenhang. Ist
niamlich C C 2%, so gilt

C ist o-Algebra — C(Cist Ring = C( ist Halbring.

Beziehungen zwischen den Mengensystemen sind in Tabelle 2.1 festgehalten.
Definition 2.1 (Halbring, Ring, o-Algebra).

1. Ein Mengensystem H heifit schnittstabil, falls mit A, B € H auch AN B € H gilt. Es
heifit vereinigungsstabil, falls mit A,B € H auch AU B € H gilt. Es heifit komple-
mentstabil, wenn mit A € H auch A° € H gilt. Es heifit differenzmengenstabil, falls mit
A,B € H auch B\ A € H gilt.

2. Ein nicht-leeres Mengensystem H ist ein Halbring (auf Q), falls es (i) schnittstabil ist,
und (ii) wenn es fir A, B € H Mengen C1,...,Cy € H gibt mit® B\ A=W, C;.

3. FEin Mengensystem R heifit Ring (auf ), falls (i) mit A,B € R ist auch AUB € R
und (i) mit A, B € R ist auch B\ A€ R.

SWir schreiben AW B fiir AU B, falls AN B = 0.
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C Halbring | C Ring | C o-Algebra
C schnittstabil ° o )
C o-schnittstabil o
C vereinigungsstabil . o
C o-vereinigungsstabil °
C differenzmengenstabil ° )
C komplementstabil °
B\A=W"_,C; . o o
QecC o

Tabelle 2.1: Fiir C C 2 wird hier die Beziehung zwischen Halbringen, Ringen und o-
Algebren dargestellt. Ein e bedeutet, dass in der Definition des Mengensystems (Spalte)
die entsprechende Eigenschaft (Zeile) gefordert ist. Ein o bedeutet, dass die entsprechende
Eigenschaft aus den definierenden Eigenschaften des Mengensystems folgt.

4. Ein Mengensystem F heifst o-Algebra (auf Q), falls mit A, Ay, As,... € F auch
AU Ay € F gilt. Dann heifst (Q, F) ein Messraum.

Bemerkung 2.2 (Beziehungen zwischen den und weitere Mengensystemen).

1. Jeder Ring ist ein Halbring: Um dies einzusehen, ist nur nachzupriifen, dass jeder Ring
R schnittstabil ist. Dies folgt aus der Differenzmengenstabilitéit, da mit A, B € R auch
ANB=A\(A\B)eR.

2. Jede o-Algebra ist schnittstabil und damit ein Ring: Das ist klar, da A;jNAy = (AJUAS)®
und B\ A= Bn A°.

3. Algebra und Verband: Eine Algebra ist ein vereinigungs- und komplementstabiles Men-
gensystem. Ein schnitt- und vereinigungsstabiles Mengensystem heifit Verband. Unsere
Darstellung kommt jedoch ohne diese Begriffe aus.

Beispiel 2.3 (Halbringe, o-Algebren).
1. Halboffene Intervalle bilden einen Halbring: Sei 2 = R. Dann definiert
H:={(a,b] :a,b e Q,a<b}

einen Halbring. Denn es gilt fiir a; < by, a} < b}, dass® (a1, b1]N(a), b)) = (a1 Vay, b1 AbY]
und (a1, b1] \ (a},0]] = (a1,a] A bi] W (b, b1], wobei (a,b] = 0, falls a > b.

5Wie iiblich bezeichnet = A y := min(x,y) und = V y := max(z,y)
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2. FEinfache Beispiele fiir o-Algebren: Die einfachsten Beispiele fiir o-Algebren sind {0, Q}
und 2. (Beides sind iibrigens auch Topologien.) Fiir iiberabzihlbares €2 ist ein nicht
ganz so triviales Beispiel fiir eine o-Algebra das Mengensystem

{A CQ: A abzidhlbar oder A° abzéhlbar}.

(Dieses Mengensystem ist kein Topologie.)

Ein weiteres Beispiel werden wir in Abschnitt 4.1 antreffen: Falls 7’ eine o-Algebra auf
Q' ist und f: Q — . Dann ist

o(f) ={fYA): A eF}c2® (2.1)
eine o-Algebra auf Q. Ist niimlich A’, A}, Ay, ... € o(f),soist (f~1(A"))¢ = f~H((4)°) €
o(f) und U £1(AL) = £ (U 4)) € o(f).

In der Praxis am weitaus hiufigsten benttigt man Borel’sche o-Algebren; siehe Defini-
tion 2.7.

2.2 Erzeuger und Erweiterungen

Auf der einen Seite ist es Ziel der Mafltheorie, Mengenfunktionen auf o-Algebren zu definieren.
Auf der anderen Seite kann man oftmals nur Halbringe konkret angeben, nicht jedoch o-
Algebren; siehe Beispiel 2.3.1. Allerdings gibt es fiir jeden Halbring H einen kleinsten Ring,
der H enthélt, R(H). Genauso gibt es eine kleinste o-Algebra F, die einen Halbring H (oder
einen Ring R) enthilt, o(H). Damit erzeugt jeder Halbring H eine o-Algebra.

Bemerkung 2.4 (Erzeugte Mengensysteme). Leicht iiberzeugt man sich, dass der
Schnitt von Ringen (o-Algebren) wieder ein Ring (o-Algebra) ist. Insbesondere bendtigen
wir folgende Begriffe:
Sei C C 2%, dann ist

R(C) =) {R SC:R Ring}
der von C erzeugte Ring und

o(C) = m {F OC: F U—Algebra}
die von C erzeugte o-Algebra. Klar ist, dass R(R(H)) = R(H) und o(c(H)) = o(H).
Lemma 2.5 (Von Halbring erzeugter Ring). Sei H ein Halbring. Dann ist

R(H) = { L—lj A Ay, ..., Ay € H disjunkt,n € N}
k=1

der von ‘H erzeugte Ring.

Beispiel 2.6 (Von Intervallen erzeugter Ring). Sei H der von halboffenen Intervallen
erzeugte Halbring aus Beispiel 2.3. Dann ist also

R(H) = { [ (bl s ar,. .y an,br, e by € Q,
k=1

ak<bk,k:1,...,nundak<bk+1,k:1,...,n—1}

der von H erzeugte Ring.
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Beweis von Lemma 2.5. Klar ist, dass R(#H) schnittstabil ist. Um zu zeigen, dass R(H)
ein Ring ist, zeigen wir zunichst die Differenzmengenstabilitit. Sei Ay,..., A, € H und
Bi,..., B, € H, jeweils disjunkt. Dann gilt

(L%Ai)\(@BJ) :L‘BﬁAi\BjGR(H)
i=1 -1

j i=1j=1

Um die Vereinigungsstabilitidt von R(H) zu zeigen sei A, B € R(H). Dann ist auch AU B =
(ANB)W(A\B)W(B\ A) € R(H), da Schnitt- und Differenzmengenstabilitit schon gezeigt
sind.

Es gibt keinen kleineren Ring, der H enthélt. Schlieflich miisste dieser vereinigungsstabil
sein, und ist damit eine Obermenge von R(H). O

Definition 2.7 (Borel’sche o-Algebra). Sei (£, O) ein topologischer Raum. Dann bezeich-
net man mit B(Q) := o(O) die Borel’sche o-Algebra auf Q. Ist Q C R?, so bezeichnen wir
mit B(Q) die Borel’sche a-Algebra, die von der euklidischen Topologie auf R erzeugt wird. Ist
Q C R, so ist B(Q) die Borel’sche o-Algebra, die von der Topologie aus Beispiel 1.2 erzeugt
wird. Mengen in B(R) bezeichnet man auch als (Borel-)messbare Mengen.

Lemma 2.8 (Abzihlbare Basis und Borel’sche o-Algebra). Sei (2, O) ein topologischer
Raum mit abzihlbarer Basis C C O. Dann gilt 0(O) = o(C). Insbesondere ist Q separabel.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass O C o(C). Dies ist jedoch klar, da A € O als abzéhlbare
Vereinigung von Mengen aus C dargestellt werden kann. Siehe Lemma 1.5. O

Lemma 2.9 (Borel’sche o-Algebra wird von Intervallen erzeugt). Sei

—00,b] : b€ Q} oder
]:a,beQ,a<b}
):a,b e Q,a<b}

Dann ist 0(C;) = BR), i =1,...,4.

Beweis. Das Mengensystem C3 ist eine abzihlbare Basis der euklidischen Topologie auf R.
Fiir diesen Fall folgt die Aussage aus Lemma 2.8.

Wir zeigen die Aussage nur fiir C; und Cs, die fiir C4 folgt analog. Zunéchst ist Cy :=
{A\B: A, B € C} ={(a,b] : a,b € Q,a < b} C o(Cq) der von C; erzeugte Halbring aus
Beispiel 2.3. Damit ist 0(C1) = 0(C2) und es geniigt zu zeigen, dass o(C2) = B(R).

Sei hierzu O wie in Definition 1.1.8 mit = R. Wir zeigen (i) aus A € O folgt, dass
A € 0(C3), und (ii) aus A € Cy folgt, dass A € o(O). Daraus folgt dann O C ¢(C2) C ¢(0O),
also 0(0) = o(C9).

Fiir (i) sei also A € O. Wir behaupten

A= J{(a,b]: (a,b] € A,a,b € Q}, (2.2)

und bemerken, dass die rechte Seite ein Element von o(Cq) ist. In (2.2) ist "D’ klar. Um
'C’ einzusehen, wéhlen wir x € A. Dann gibt es nach Definition von O ein € > 0, so dass
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B.(z) C A. Allerdings gibt es auch a,b € Q mit a < b und z € (a,b] C B.(x). Damit ist 'C’
gezeigt und (i) folgt.
Fiir (ii) gehen wir &hnlich vor; sei A € Co. Dann ist offenbar

A= ﬁ ab+
n=1

a (a,b+1) €0, ist also A € 5(0). O

Beispiel 2.10 (Borel-messbare Mengen). Natiirlich sind alle abz&hlbaren Durchschnitte
und Vereinigungen von Intervallen nach Lemma 2.9 in B(R). Sei beispielsweise

A =1[0,3]U[3,1],
Ay =1[0,5]U[3, 21U (S, T1U 3, 1],

1 2 3 6 7 8 9 18 197,720 21 24 2571, (126
A3 =10, U [55, 55) U5, 5] U 57, 95 U5, 57] U [55, 57] U [57, 52 U [5=, 1],

dann bezeichnet A = ()2, das Cantor’sche Diskontinuum. Diese Menge ist als abzihlbarer
Schnitt von endlichen Vereinigungen von Intervallen messbar. Wir werden in Beispiel 3.26 ein
Beispiel fiir eine nicht Borel-messbare Menge kennen lernen.

2.3 Dynkin-Systeme

Oftmals muss man in der Mafitheorie zeigen, dass ein bestimmtes Mengensystem F eine o-
Algebra ist und einen Halbring H beinhaltet. Die in diesem Abschnitt behandelten Dynkin-
Systeme sind dabei sehr hilfreich. Es geniigt ndmlich wegen Theorem 2.13 zu zeigen, dass F
ein schnittstabiles Dynkin-System mit H C F ist. Dies ist oftmals einfacher, als direkt zu
zeigen, dass F eine o-Algebra ist.

Definition 2.11 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D heifst Dynkin-System (auf Q2),
falls (i) Q € D, (ii) mit A, B € D und A C B ist auch B\ A € D und (iii) mit A1, Aa,... €D
mit Ay C Ay C A3 C ... ist auch ;2| Ap € D.

Beispiel 2.12 (o-Algebren sind Dynkin-Systeme). Jede o-Algebra ist ein Dynkin-
System: Sei F eine o-Algebra. Dann ist mit A, B € F auch A¢ € F und damit 2 = AUA® € F
sowie B\ A=BnNA®e F.

Theorem 2.13 (Schnittstabile Dynkin-Systeme). Sei D ein Dynkin-System und C C D
schnittstabil. Dann ist 0(C) C D. Insbesondere ist jedes schnittstabile Dynkin-System eine
o-Algebra.

Beweis. Genau wie in Lemma 2.4 definiert man das von C erzeugte Dynkin-System A\(C). Da
offenbar der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist, gilt A(C) C D. Wir
werden zeigen, dass A(C) eine o-Algebra ist, denn dann ist o(C) C o(A(C)) = A(C) €D

Wir zeigen hierzu, dass A(C) schnittstabil ist. Dann ist ndmlich fiir A;, As,... € A(C)

n

4= ((n]Ag)c € A(C)
; i=1

=1
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und, da A(C) ein Dynkin-System ist | J;; A, = Up—; Ui, 4i € A(C).
Wir miissen also zeigen, dass mit A, B € A(C) auch AN B € A\(C) gilt. Falls A, B € C, so
ist dies wegen der Schnittstabilitit von C klar. Fir B € C setzen wir

Dp:={ACQ:ANB e AC)}.

Dann ist Dp ein Dynkin-System, da (i) 2 € Dp, (ii) fir A,C C Dpist ANB,CNB e AC)
also mit A C C auch ANB C CNB,also (C\A)NB = (CnNnB)\(ANB) € AC)
und (iii) fiir A1,Ay,... € Dgist AiNB, A NDB,... € )\(C) und falls A; € Ay C -+ ist
AiNBC AN BC---, woraus (U;:OZIA”) NB= (U;;O:lAn OB) € A(C) folgt.

Da C C Dp und Dp ein Dynkin-System ist, ist auch A(C) C Dp. Dies bedeutet, dass fiir
A€ X(C) und B € C auch AN B € A\(C). Wir setzen nun fiir ein A € A\(C)

Bsa:={BCQ:AnBe XC)}.

Wie oben zeigt man, dass B4 ein Dynkin-System mit C C By ist. Damit ist wieder A\(C) C By4.
Insbesondere ist mit A, B € A(C) auch AN B € A(C) und die erste Behauptung ist gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt, wenn man C := D setzt. O

2.4 Kompakte Systeme

Nachdem wir im Abschnitt 1.2 kompakte Teilmengen von §2 kennen gelernt haben, stellen wir
nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen Systemen kompakter Mengen und der Mafitheo-
rie vor. Solche kompakten Systeme spielen eine wichtige Rolle beim Beweis von Theorem 3.9.
Hier wird gezeigt, dass aus der Additivitiat einer Mengenfunktion und einer Approximations-
eigenschaft bzgl. eines kompakten Systems die o-Additivitdt der Mengenfunktion folgt.

Definition 2.14 (Kompaktes System). Ein schnittstabiles Mengensystem K heifst kom-
paktes System (auf Q), falls aus (\,- | Kn =0 mit K1, K»,... € K folgt, dass es ein N € N
gibt mit ﬂnNzl K,=0.

Beispiel 2.15 (Kompakte Mengen). Kompakte Mengen bilden ein kompaktes System: Sei
(Q, r) ein metrischer Raum und O die von r erzeugte Topologie. Dann ist jedes schnittstabile
K C{K C Q: K kompakt} ein kompaktes System. Denn: sei (2 ; K;,, = (). Dann ist sowohl
K1, als auch L, := K1 N K, C Ky firn=1,2,... nach Lemma 1.8 abgeschlossen und wegen
der Kompaktheit von K gibt es ein N mit ﬂgzl K, = () nach Proposition 1.9.

Lemma 2.16 (Erweiterung kompakter Systeme). Sei K ein kompaktes System. Dann
st auch

K, :_{OKi:Kl,...,KneK,neN}
=1

ein kompaktes System.

Beweis. Klar ist, dass K schnittstabil ist. Seien L1, Lo, ... € Ky mit ﬂﬁ;l L, # 0 fiir alle
N € N. Zu zeigen ist, dass dann auch ()2, L, # (). Dazu zeigen wir mit Induktion iiber N
folgende Aussage:

Es gibt fiir jedes N € N Mengen K;,..., Ky € Kmit K, C L,,n=1,...,N, so
dass fiir alle k € Ny gilt dass K1 N---N Ky N Lyy1 N---N Lyyg # 0.
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Sei N = 1. Da Ly = U/, K fir K{,....k,, € Kund ()2 L, = UM K, 0ol Ln # 0
fiir jedes N € N, gibt es ein j = 1,...,m1, so dass KJ’ N ﬂivzl L, # 0 fiir Jedes N € N. Setze
K = KJ’-, und die Behauptung ist fiir N = 1 gezeigt.

Gelte die Behauptung fiir N — 1. Wieder ist Ly = ;2 K7 fir K7,..., K}, = € K. Damit
gilt nach der Induktionsvoraussetzung fiir alle k € N, dass

my
Km--.mKN,m(UKJ’-’>mLN+1m---mLN+k
j=1
my
= UK1ﬂ"'ﬂKN_lﬂKJI-,ﬂLN+1ﬂ“'ﬂL]\p,.k#@.

Damit gibt es ein j, so dass K1 N---NKy_1 N KJ’-’ NLyy1N---NLyyg # 0 fiir alle k € N.
Setze Ky := K, was den Induktionsbeweis abschlieft.

Setzt man k = 0 in obiger Behauptung, sieht man, dass es K1, Ks,... € KX und K,, C L,
n € N gibt mit ﬂﬁrzl K, # { fiir alle N € N. Da K ein kompaktes System ist, gilt insbesondere

o0 o
0#JK.cULn
n=1 n=1
und die Behauptung ist gezeigt. O

3 Malfle

Will man Mengen messen, also etwa jeder Menge ihren Inhalt zuordnen, scheinen einige
Forderungen natiirlich. Dies ist aus der Stochastik bekannt, wo 'messen’ bedeutet, dass einer
Menge eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird. Etwa sollte die leere Menge (ein Ereignis,
das nie eintritt) Masse 0 zugeordnet werden, oder die Massen sollten sich abzdhlbar additiv
verhalten, sieche (3.1). Zentral in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist deshalb der Begriff des
Wahrscheinlichkeitsmafles. Wie sich herausstellt, sind Mafle auf o-Algebren zu definieren,
damit die Forderung der abzihlbaren Additivitét erfiillt werden kann. In diesem Abschnitt
geben wir die wichtigsten Schritte an, solche Mafle zu konstruieren. Als wichtigstes Beispiel
eines Mafles dient dabei das Lebesgue-Maf. Dies ist zwar kein Wahrscheinlichkeitsmaf, jedoch
funktioniert seine Konstruktion analog zur Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien.

3.1 Mengenfunktionen

Wir werden nun Funktionen u : C — R betrachten, wenn C ein Halbring, Ring oder eine
o-Algebra ist. Fiir die Stochastik am wichtigsten ist dabei sicherlich der Begriff des Wahr-
scheinlichkeitsmafles, das den Spezialfall u(€Q2) = 1 beschreibt.

Definition 3.1 (Maf und #uBeres MaB). Sei F C 2 und p: F — R,

1. Die Abbildung p heift endlich additiv, falls fir disjunkte A, ..., A, € F mit\4,_, Ay €
F gilt, dass

(Q b) = XhAk (3.1)
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Ste heifst subadditiv, falls fir (beliebige) A, ..., A, € F mit p_, Ax € F gilt, dass
u( U Ak) < n(Ap). (3.2)
k=1 k=1

2. Eine Abbildung p : F — Ry heifst o-additiv, falls (3.1) auch fir n = oo gilt. Sie heifst
o-sub-additiv, wenn (3.2) auch fir n = co gilt. Sie heifst monoton, wenn aus A, B € F
mit A C B folgt, dass u(A) < u(B).

3. Falls es eine Folge Q1,Qa, ... € F mit ;- Q= Q und p(y,) < oo fiirallen =1,2, ...
gilt, so heifit p o-endlich.

4. Sei F eine o-Algebra und p : F — Ry. Ist p auch o-additiv, so heifit p ein Maf
(auf F) und (2, F,p) ist ein MaBraum. Gilt p(2) < oo, so heiffit u endliches Mafl
und falls p(Q2) = 1, so heifit u ein Wahrscheinlichkeitsmafi oder eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung oder auch einfach eine Verteilung. Auferdem heifst (Q, F, ) dann ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

5. Sei (2,0) ein topologischer Raum und p ein Maf$ auf B(O). Dann heifit die kleinste
abgeschlossene Menge F' (d.h. F° € O) mit u(F°) =0 der Trager von p.

6. Eine o-subadditiv, monotone Abbildung p* : 2% — R, heifit dueres MaB, falls p* () =
0. Fine Menge A C Q heifst p*-messbar, falls

u(B) = u(E 0 A) + p(E N A%) (3.3)
fiir alle E C Q gilt.

7. Sei F schnittstabil und K C F ein kompaktes System. Dann heif$t p von innen
K—reguldr, falls fir alle A € K

n(A) = sup p(K).
K3KCA

Beispiel 3.2 (Beispiele von Mengenfunktionen). 1. Wir werden uns oft mit Men-
genfunktionen auf H = {(a,b] : a,b € Q,a < b} aus 2.3 beschiftigen. Etwa definiert
w((a,b]) = b — a eine additive, o-endliche Mengenfunktion. Wir werden diese Funkti-
on in eindeutiger Weise auf die Borel’sche o-Algebra B(R) = o(H) (siche Lemma 2.9)
erweitern und so das Lebesgue-Maf} konstruieren, siehe Korollar 3.17.

2. Einfache Beispiele fiir Mengenfunktionen sind die Dirac-Mafle. Ist w’ € Q, so ist

5 22— {0,1}
Y A Hl{w’eA}

ein (Wahrscheinlichkeits-)MaSf.

3. Fiir p; = 0w,, 4 € I heiBt ), ; dy, ein Zahlmaf.
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4. Sind p;,7 € I Mafle auf einer o-Algebra F. Dann ist fiir a; € Ry,i € I, auch Ziel ;b
ein Maf. Beispiele hierfiir sind aus der Vorlesung Stochastik wohlbekannt. Dort war
etwa mit F = 2% und §; wie in 2.

o

’Yk
HPoi(y) +— Z ei'yg : 5k
k=0 ’
die Poisson-Verteilung auf 2N mit Parameter -,

o

Hgeo(p) = Z(l - p)kilp - O,

k=1
die geometrische Verteilung mit Erfolgsparameter p und

n

n —
B = D <k>p’“(1 —p)" 0

k=0
die Binomialverteilung B(n,p).
Bemerkung 3.3 (Inhalte und Pridmafle). Endlich additive Mengenfunktionen heiflen
oft Inhalt, o-additive Mengenfunktionen, die nicht auf o-Algebren definiert sind, heiflen oft

Pramafle. Die auf einer Borel’schen o-Algebra definierten, beziiglich der kompakten Mengen
von innen reguldaren Mafle heiflen Radon-Mafle. Wir werden diese Begriffe nicht verwenden.

Lemma 3.4 (Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halbring und p: H — R,
endlich additiv. Dann ist i monoton und subadditiv. AufSerdem ist u genau dann o-additiv
wenn es o-subadditiv ist.

Beweis. Wir beginnen mit einer Argumentation, die wir hdufiger brauchen werden. Fiir
A1, Ag,... € Hund B, = A, \ <U" 1A> und n > 2 gibt es Dq,..., Dy € H disjunkt mit

B, = L’dz’:l D;. Die Behauptung ist klar fiir n = 2, da ‘H ein Halbring ist. Gilt die Behauptung
fiir ein n, so ist Bp11 = Apt1 \ (U;;l AZ-) = <An+1 \ <U?:2 Al)) \ A;. Nach Voraussetzung
gibt es D1, ..., Dy mit Api1\ (U;“;Q Ai) — ¥, D;. Damit ist B,y = (LﬂleDQ N AS =
Lﬂle(Di\Al). Fir alle i = 1,...,k gibt es Mengen Ej1, ..., Ey, € H mit D; \ A; = &Jf;l E;;.
Damit gilt B+, = L+J§:1 L—ijfl:l E;; und die Behauptung ist gezeigt.

Wir zeigen nun, dass g monoton ist. Sei A, B € H mit A C B. Dann gibt es disjunkte
Dy,...,Di € Hmit B\ A= Lﬂle D;, also B= AW &szl D; und damit wegen der Additivitat
von p auch u(B) = u(A)+ 3% 1u(Dy) > u(A). Genauso zeigt man, dass aus Ei, ..., E, € H
disjunkt mit Lﬂle E; C A € H folgt, dass Ef 1 (E;) < p(A).

Fiir die Subadditivitéit seien Ay, ..., A, € H mit |J; A; € H. Wir setzen By = A, By =
A\ A1, B3 = A3\ (A1 U AQ) . Nach oben Gesagtem gibt es fiir jedesi =1,...,kein k; € N
und Mengen D;; € H, j = ki mit B; = U 1 Dij. Damit gilt (J;-, Ai =W, B =
Wi, UJ 1 Dij. Weiter ist A; = B O] Ul LA, also

ki

A(VEES % LI wiit

=1 j=1
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Wir zeigen nun p ist o-additiv <= p ist o-sub-additiv.
=’ folgt genauso wie die Subadditivitdt von p. Fiir Fiir '<’ sei A1, Ag, ... € H disjunkt mit
A=J;2, A, € H. Da p monoton ist, gilt

[e'¢) N N o0
= 1 = 1 <
;umn) Jim 3 () ngnoo”@l An) < p(A) < 2_: H(Ay)
wegen der o-Subadditivitt. O

Lemma 3.5 (Fortsetzung von Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halb-
ring, R der von H erzeugte Ring aus Lemma 2.5 und p eine endlich additive Funktion auf
‘H. Definiere die Mengenfunktion i auf R durch

n n
/7< ) Ai) = u(A)
i=1 i=1
fir Ay, ..., A, € H disjunkt. Dann ist @ die einzige additive Fortsetzung von p auf R, die
auf H mit p tibereinstimmt. Auflerdem ist i genau dann o-additiv, wenn p o-additiv ist.
Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass i wohldefiniert ist. Sei hierzu Aq,..., A, B1,..., B, € H
mit L‘!’J?il Az = E’J?:l Bj. Da
n m
Ai:t"JAimBj; Bj:LﬂAiﬂBja
j=1 i=1

gilt wegen der endlichen Additivitdt von 1

Proposition 3.6 (Einschluss-/Ausschlussformel). Sei p eine additive Mengenfunktion
auf einem Ring R und I endlich. Dann gilt fiir A; € R, i € I, dass

() = Z(—I)MHM(]@ 45)

iel JCI
Fiir I ={1,2} gilt also
p(A1 U Ag) = p(Ar) + p(A2) — p(A1 N Ag)
und fir T = {1,2,3}

(A1 U Ap U Ag) = p(Ar) + p(A2) + p(As)
— [L(Al N Ag) — ,u(Al N Ag) — ,LL(AQ N Ag) + ,u(Al NAs N Ag)
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Beweis. Wir verwenden Induktion iiber |I|. Fiir |I| = 2 ist die Behauptung wegen A; U Ay =
A1 W (A2 \ A1) und (A2 \ A1) W (A N Az) = Ay klar. Gilt sie fir I ={1,...,n}, so ist wegen
der Additivitdt von p

3.2

n+1

(U 4;) —N(L_J (4 U Ania))
(VA U ) 49))

3

M |

0£IC{L,...n} jeJ
= Z (D (Ansn) + () 49) = () 450 Ai))
0AJC{1,...,n} jed jeJ
=p(Ani)+ > MH( ( 1 4)) ) M( (4N An+1)))
0£IC{L,m } jeJ jeJ
= Z ‘J|+1 (ﬂ A ) O
JQ{l,...,n-i-l} jeJ

o-Additivitit

Die endliche Additivitdt von Mengenfunktionen ist eine Forderung, die man oft nachpriifen
kann. Anders sieht es mit der o-Additivitat aus. Wir werden nun alternative Formulierungen
fiir o-Additivitdt kennen lernen.

Proposition 3.7 (Stetigkeit von unten und von oben). Sei R ein Ring und pn: R — Ry
endlich additiv. Betrachte folgende Eigenschaften:

1. p ist o-additiv

2. p ist o-subadditiv

3. p ist stetig von unten, d.h. fir A,A1,As,--- € R und A1 C Ay C ... mit A= Uzozl A
ist p(A) = limy o0 1(Ar).

4. w ist stetig von oben in (O, d.h. fir Ay, Ag, - € R, u(A1) < oo und A; 2 Ay D ... mit
Moy An =0 ist limy, 00 p(Ay) = 0.

5. p ist stetig von oben, d.h. fir A, Aj, Ag,--- € R, u(A1) < oo und A1 2 As D ... mit
A=  Ay dst p(A) = limy, oo p(Ay).

Dann gilt

l. «<— 2. «<— 3. — 4. <— 5..

Auflerdem gilt 4. = 3., falls p(A) < oo fiir alle A € R.

Beweis. 1.<2. folgt aus Lemma 3.5, da R ein Halbring ist.

1.=3.: Sei p also o-additiv und A, Ay, A, -+ € R wie in 3. Dann gilt mit Ay = ()

ZMA \ Ap-1) = lim ZMA \Ano1) = lim p(Ay).

n=1
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3.=1.: Sei By, By, -+ € R paarweise disjunkt und B = |#,-; B, € R. Dann gilt fiir Ay =
Yot Bn
p(B) = lim pu(Ay) = Zu

N—oo

4.=5.: Sei A, A1, Ag,--- € R wie in 5. vorausgesetzt. Weiter sei B,, := A, \ A. Dann erfiillt
By, By, ... die Voraussetzungen von 4., also gilt u(Bn) —— 0, also u(A,) = u(Bn) +

n—o0

n(A) — p(A).
5.=4.: ist klar.

3.=4.: Sei Ay, Ag, -+ € R wie in 4. vorausgesetzt. Setze B,, := A; \ Ap,n € N. Dann erfiillt
B = Ay, By, Bs, - € R die Voraussetzungen von 3., und damit gilt p(A41) = limy, 00 pu(Bp) =
(A1) — limy, o0 p(Ay,), woraus 4. folgt.

4.=3. falls u(A) < oo fiir alle A € R. Sei A, A1, Ay,--- € R wie in 3. vorausgesetzt. Setze
B, := A\ A, € R,n € N. Dann gilt (72, B, = 0, also 0 = lim,_, u(By) = p(A) —
lim,, 00 4(Ay,), woraus 3. folgt. Hier geht in der letzten Gleichheit die Voraussetzung ein,
dass pu(A) < oo. O

Wir wollen nun von innen beziiglich eines kompakten Systems reguldre Mengenfunktionen
néher beleuchten. In vielen Situationen ist die Forderung, dass ein Maf} beziiglich eines kom-
pakten Systems von innen regulér ist, erfiillt. Diese Tatsache, die durch das folgende Lemma
gezeigt wird, wird fiir die Theorie schwacher Konvergenz eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 3.8. Ist (Q2,0) polnisch und p ein endliches Maf auf B(O), so existiert zu jedem
e > 0 eine kompakte Menge K C Q mit u(2\ K) < e.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass alle kompakten Mengen nach Lemma 1.8 auch abge-
schlossen sind, also sind alle kompakten Mengen in B(O) und damit ist (2 \ K) im Lemma
wohldefiniert.

Sei ¢ > 0. Da (2 separabel ist, gibt es fiir jedes n = 1,2,... Punkte wl,wy, -- € Q mit
Q = U2 Bijn(wp). Da v von oben stetig ist (Proposition 3.7), gilt

= {0\ U Bi(wi)) = Jim p(Q\ [VJ By jn(wi) )
k=1 k=1

Damit gibt es ein N,, € N mit M(Q \ Uffgl Bl/n(w£)> < g/2". Nun ist

oo Np

A= U Byale})

n=1k=1

nach Definition total beschrinkt, also relativ kompakt nach Lemma 1.9. Auflerdem gilt fiir
die kompakte Menge A

n n

u(@\ ) < @\ ) < (U (20U Buned)) = S(00 U Bl <=

n=1 k=1 n=1 k=1
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Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Theorem 3.9 (Von innen regulire additive Mengenfunktionen sind o-additiv). Sei
H ein Halbring und p @ H — Ry endlich, endlich additiv und fir ein kompaktes System
K C H von innen requldr. Dann ist p auch o-additiv.

Beweis. Wie in Lemma 3.5 kann man die Mengenfunktion p auf eindeutige Weise auf den
von H erzeugten Ring R(H) (siche Lemma 2.5) erweitern. Weiter ist nach Lemma 2.16 das
System Ky C R(H), das durch Vereinigungsbildung aus Mengen von K besteht, ebenfalls
kompakt. Wihlt man nun ¢ > 0 und A = |J! | A; € R(H) mit Ay,..., A, € H, so gibt es
kompakte Mengen K1,..., K, € K C H mit u(4;) < p(K;) + £ fir i = 1,...,n. Damit gilt
fiir die Erweiterung von p auf den Ring R(H)

M(QAZ-) = iﬂ(Ai) < (iu(&)) +5:M(QK1‘) +e.

Damit ist ¢ von innen ICy-regulér. Also ist o.E. der Halbring H ein Ring und K vereinigungs-
stabil.

Wir zeigen nun, dass u stetig von oben in () ist. Dies geniigt nach Proposition 3.7 wegen
der Endlichkeit von p auf H. Seien Ay, Ao, -- € H mit A D Ay O --- und ﬂzozl A, = 0 und
g > 0. Wiahle K1, K>,--- € K mit K, C A,,n € N und

p(An) < p(Ky) +e27".

Es gilt (2, Kn € (oo An = 0. Deswegen gibt es ein N € N mit ﬂﬁle K, = (. Damit gilt

N N N
Av=Avn (U E:) = U Av\ Ko € [ 40\ K
n=1 n=1 n=1

Daraus folgt wegen der Subadditivitit und der Monotonie von p fiir alle m > N

N N
wAm) < p(AN) <D A\ Ky) <ey 27" <e.
n=1 n=1
Damit ist die Behauptung gezeigt, da € > 0 beliebig war. 0

3.3 Eindeutigkeit und Fortsetzung von Maflen

Angenommen, eine additive Mengenfunktion p : H — R, ist gegeben. Wir beschiftigen
uns damit, wann es moglich ist, diese Mengenfunktion zu einem Maf§ (d.h. einer o-additiven
Mengenfunktion) auf o(H) auszuweiten. Ziel ist es dabei, Bedingungen aufzustellen, wann
das Mafl durch p schon eindeutig gegeben ist. Das Resultat ist in Theorem 3.15 zusammen
gefasst. Siehe auch Tabelle 3.1 fiir eine Ubersicht, wie die Resultate vergangener Kapitel damit
zusammen hingen.

Proposition 3.10 (Eindeutigkeit von Maflen). Sei F eine o-Algebra und p,v : F — Ry
Mapjse. Sei C ein durchschnittstabiles Mengensystem, so dass o(C) = F und plc,v|c sind
o-endlich. Dann ist p = v genau dann, wenn pu(A) = v(A) fir alle A € C gilt.
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Lemma 3.4 | Theorem 3.9 | Theorem 3.15

w1 endlich additiv o o

u endlich o

u o-endlich o

1 definiert auf Halbring ) ) o

u o-additiv o/e ° o

w o-subadditiv e/o

(4 von innen KC-regulér o

p eindeutig auf o(H) fortsetzbar .

Tabelle 3.1: Um den Carathéodory’schen Fortsetzungssatz anwenden zu koénnen, spie-
len Lemma 3.4 und Theorem 3.9 eine Rolle. In der Tabelle bedeuten die o’s jeweils die
Voraussetzungen des Satzes und e die Folgerungen. Wie man leicht ablesen kann, gilt der
Carathéodory’sche Fortsetzungssatz z.B. dann, wenn g endlich und von innen K-regulér ist.

Korollar 3.11 (Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaf3en). Sei F eine o-Algebra
und p,v @ F — [0,1] seien WahrscheinlichkeitsmafSe. Sei C ein durchschnittstabiles Men-
gensystem mit o(C) = F. Dann ist p = v genau dann, wenn u(A) = v(A) fir alle A € C
gilt.

Beweis. O.E. ist Q € C, da pu(2) = v(Q2) = 1 gilt. Damit sind x und v insbesondere o-endlich
und die Aussage folgt aus Proposition 3.10. 0

Beweis von Proposition 3.10. Die ’genau dann’-Richtung ist klar. Fiir die 'wenn’-Richtung
setzen wir fiir ein C' € C mit pu(C) =v(C) < oo

De:={AcF: u(AnC)=v(ANC)} DC.
Wir zeigen, dass D¢ ein Dynkin System ist. Klar ist, dass Q € D¢. Ist weiter A, B € D und
ACB,soist u((B\A)NC) =u(BNC)—pu(ANC) =v(BNC)—v(ANC) =v((B\A)NCO),

also B\ A € D¢. Ist A1, Ag,--- € Dmit Ay C Ay CA3C---€Dound A =J," | A, € F,
so ist wegen Proposition 3.7.

wANC) = le (A, NC) = lim v(A,NC)=v(ANC),

n—oo

also A € D¢. Damit ist D¢ fiir alle C' € C mit p(C') < oo ein Dynkin-System und damit gilt
wegen Theorem 2.13, dass F = 0(C) = D¢ Sei 21,Qa, -+ € Cmit Q,, T Q und pu(2y,),v(Qy) <
oo,n =1,2,... Dann gilt fiir alle n = 1,2,..., dass u(ANQ,) =v(ANQ,) fir alle A € F.
Daraus folgt dann fiir A € F, da p und v stetig von unten sind,

w(A) = 1i_>m wWANQ,) = 1i_>m v(ANQy,) =rv(4),

d.h. p=v. 0
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Das folgende Theorem erklért, warum der Begriff der o-Algebra zentral ist.

Theorem 3.12 (p*-messbare Mengen sind eine o-Algebra). Sei u* ein dufleres Maf
auf Q und F* die Menge der p*-messbaren Mengen. Dann ist F* eine o-Algebra und p :=
| r+ ein Mafs. Auflerdem ist N :={N C Q: p*(N) =0} C F*.

Bemerkung 3.13 (Nullmengen und Eigenschaften fast iiberall). Mengen N mit
u(N) = 0 heien auch (u-)Nullmengen. Weiter sagen wir, dass A C Q (u)-fast diberall gilt,
wenn A° C N und N eine p-Nullmenge ist. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, sagen wir
anstatt 'fast iiberall’ auch fast sicher.

Beweis von Theorem 3.12. Wir zeigen zunichst, dass F* eine o-Algebra ist. Klar ist, dass
i (B) = 5 (0) + p*(E) = 1" (E N 0) + * (E 1 ),
d.h. ) € F*. Weiter ist klar, dass aus A € F* auch A¢ € F* folgt. Mit A, B € F* ist wegen
(ENANB)W(ENAY) = EN (AN B)¢ und der Subadditivitit von p*
p(E)=p (ENA)+p*(ENA) =p*(ENA)NDB)+u*((ENA)NB°) + u* (EN A%
> (EN(ANB))+p (EN(ANB)Y) > u*(E).

Damit ist AN B € F*. Seien nun Ay, Ag, -+ € F* disjunkt und B,, = §J;_; Ax und B =
U2, Bn = lHr2; Ax. Da F* durchschnitt- und komplementstabil ist, ist auch By, B, - - - € F*.
Weiter zeigen wir, dass p*(ENBy) =Y p_y p*(ENAg) fir alle E C Q gilt. Fiir n = 1 ist dies
klar, und gilt es fiir ein n, so folgt, da B, € F*,

W (ENBpt1) =p (ENBpt1 N By) + p* (EN Byt N By

n+1
= (ENBy) + p*(ENApyy) Z” (EN Ap).

Damit gilt wegen der Monotonie von u*

o0 n

p(ENB) <Y p'(ENAy)= lim > wr(ENA) = lim p*(EN By) < p*(EN B),
k= k=1
also
p (ENB) = lim 1*(EN By) Z“ (E N Ag). (3.4)

Als néchstes zeigen wir, dass B € F* ist, woraus folgt, dass F* eine o-Algebra ist. Es gilt
némlich fiir £ C , wegen (3.4) und der Subadditivitit von p*

pH(E) = lim p*(ENBy) + p"(ENBy) > p*(EN B) + p* (BN BY) > p(E),

woraus B € F* folgt. Weiter folgt aus (3.4), dass p* auf F* sogar o-additiv ist, d.h. dass
= p*|F+ ein MaB ist.
Sei nun N C Q so, dass p*(N) = 0 und E C Q. Dann ist wegen der Monotonie von p*
auch p*(ENN) =0, also
W (E) = 1 (B O N®) = (B0 NY) + " (B N)

und damit N € F*. O
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Proposition 3.14 (Von endlich additiver Mengenfunktion erzeugtes dufleres Maf3).
Sei H ein Halbring und p: H — Ry endlich additiv. Fir A C Q sei

*(A) := inf G
w(A) geu(A)Gegu( )

wobet
U(A) := {G C H hdichstens abzihlbar, A C U G}
Geg
die Menge der hichstens abzihlbaren Uberdeckungen von A ist und pu*(A) = oo fallsU(A) = (.
Dann ist i* ein dufleres Maf.

Beweis. Die Abbildung p* ist monoton, und da ) € H ist p*(0) = 0 wegen der endlichen
Additivitdt von pu; siehe Lemma 3.4. (Es ist ndmlich u(0) = w(0) + u(0), woraus u(@) = 0
folgt.) Um die o-Subadditivitidt von p* zu priifen, wihlen wir Ay, Ay, --- C Q. Firn =1,2,...
und € > 0 gibt es Mengen G, € H, k € K, hochstens abzéhlbar mit

Ang U Gnka
ke,

B > 3 (Gr) — 27
ken

Daraus folgt wegen ;2 An € UnZ; Urex, Gnks der Monotonie von p* und der Definition
von pu*

u*( U An) <Y Gk e+ ut(An).
n=1 n=1

n=1keK,
Mit & — 0 folgt die o-Subadditivitit von p*, d.h. p* ist ein dufleres Maf. O

Theorem 3.15 (Fortsetzung einer o-additiven Mengenfunktion). Sei H ein Halbring
und p: H — Ry o-endlich und o-additiv. Weiter sei i = p*|z« mit u* aus Proposition 3.14
und F* aus Theorem 3.12. Dann ist o(H) C F* und [i|y(3) ist das einzige Mafs, das auf H
mit p dbereinstimmdt.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass p sowohl endlich additiv als auch o-subadditiv ist
nach Lemma 3.4. Nach Proposition 3.14 ist p* ein dufleres Mafl und nach Theorem 3.12 ist
F* eine o-Algebra.

Schritt 1: p* stimmt auf H mit p iberein: Sei H € H. Wihle IC hochstens abzéhlbar und
Hy € H, k€ Kmit H C |J,cx Hi und

pr(H) > p(Hy) — e
kel
Damit gilt wegen H = |J;cxc Hy N H und der o-Subadditivitét von p

pH(H) < p(H) <Y p(HgNH) < p(Hy) < p*(H) +¢,
kel ke
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wobei wir im zweiten '<’ die endliche Additivitdt von p verwendet haben. Mit ¢ — 0 folgt,
dass p*(H) = p(H).

Schritt 2: o(H) C F*: Sei E C Q,H € H und € > 0. Wihle K hochstens abzéhlbar und
Hy € H,k € Kmit p*(E) > >, i #(Hy) — €. Dann gilt wegen der endlichen Additivitét von

1
pE) +e> Y p(Hy) =Y p(Hy 0 H)+ Y p(Hy 0 H) > p*(EN H) + p*(E N HE).
ke kek kel
Mit € — 0 und der o-Subadditivitdt von p* folgt u*(E) = p*(ENH) + p*(EN H®), d.h. H
ist u*-messbar und damit H C F*. Da F* nach Theorem 3.12 eine o-Algebra ist, folgt auch
o(H) C F*.

Schritt 3: Eindeutigkeit: Nach Theorem 3.12 ist f ein MaB, also auch |y = p*|o20)-
Sei v : 0(H) — Ry ein weiteres MaB, das auf X mit p iibereinstimmt. Da pu = f]y als
o-endlich vorausgesetzt war, ist auch v|y o-endlich. Mit Proposition 3.10 folgt wegen der
Durchschnittstabilitét von H, dass 1 = v auf o(H) gilt.

Nun sind alle Behauptungen bewiesen. O

In obigem Theorem wird nur klar, dass o(H) C F*. Das niichste Resultat zeigt, wodurch sich
Mengen in F* von Mengen in o(#) unterscheiden.

Proposition 3.16 (Charakterisierung von F* aus Proposition 3.14). Sei H ein Halb-
ring, i : H — Ry o-endlich und o-additiv, u* wie in Proposition 3.1 und F*, N wie in
Theorem 3.12. Dann ist

F*={A\N:Aeco(H),N e N}.

Insbesondere ist die rechte Seite eine o-Algebra.

Beweis. '2’: Nach Theorem 3.15 ist o(H) C F* und nach Theorem 3.12 ist A/ C F*. Daraus
folgt bereits '2’, da F* komplementstabil ist.

'C’: Sei B € F*. Weiter seien Q1,Qo, -+ € H mit u(Q,) <oo,n=1,2,... und Q@ = J,;2; Qp.
Sei €1,&9,--- > 0 mit ¢; | 0. Fiir B, := BN, wahlen wir IC,; hochstens abzihlbar, A, €
H,neNkeKy, By C Ukejgm. Apir und

p(Bn) = > plApig) — 27"
ke
Damit gilt
pr(AN\B) <) 27 =¢.
n=1
Setze A =(\;2; Ai € o(H). Dann ist BC A, N :=A\BC A, \ B,neNund

p*(N) = p*(A\ B) <limsup p*(4; \ B) <limsupe; = 0.

1—00 i—00

Damit folgt die Behauptung, da B = A\ N. O
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3.4 Mafle auf B(R)

Aus der Vorlesung Stochastik kennt man bereits Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Dichte.
Diese sind Mafle auf B(R). Wir werden hier die in den letzten Kapiteln erarbeitete allgemeine
Theorie anwenden, um solche Mafle zu charakterisieren.

Proposition 3.17 (Lebesgue-Maf3 auf R). Es gibt genau ein Maff X auf (R, B(R)), so dass
A(a, b)) =b—a (3.5)
fiira,b e Q mita <b.

Beweis. Nach Beispiel 2.3 ist # = {(a,b] : a,b € Q,a < b} ein Halbring. Genauso ist IE =
{(a,b], [a,b), (a,b),[a,b] : a,b € Q,a < b} ein Halbring mit o(H) = B(R). Wir definieren A auf

‘H durch N N N N
X((a,b]) = Alfa, b)) = A((a,b)) = A([a,B]) = b — a.

Dann ist \ klar o-endlich. Es ist €= {[a,b] :a,b€ Q,a<b}C H ein kompaktes System nach
Beispiel 2.3. Aulerdem ist klar A von innen K-regulér und damit o-additiv nach Theorem 3.9.
Nach Theorem 3.15 gibt es damit genau eine Fortsetzung von A auf o(H) = B(R). O

Proposition 3.18 (Charakterisierung der o-endlichen Mafle auf R). Eine Funktion p :
B(R) — Ry ist genau dann ein o-endliches Mafl, wenn es eine nicht-fallende und rechtsstetige
Funktion G : R — R gibt mit

u((a,8]) = G(b) - Gla) (3.6)

fir a,b € Q mit a < b. Ist G eine weitere Funktion G : R — R fiir die (3.6) gilt, so ist
G = G + c fiir ein c € R.

Korollar 3.19 (Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsmafle auf R). Eine Funk-
tion i : B(R) — [0, 1] ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf, wenn es eine nicht-fallende
und rechtsstetige Funktion F: R — [0,1] gibt mit limp oo F'(b) = 1 und

u((a,b]) = F(b) — F(a) (3.7)
fir a,b € Q mit a <b. In diesem Fall ist F' eindeutig durch p festgelegt.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 3.18, da der Bildbereich von F' nur fiir
eine rechtsstetige, nicht-fallende Funktion genau [0, 1] sein kann. O

Beweis von Proposition 3.18. '=": Sei also u ein o-endliches Maf3 auf B(R). Definiere dann
G(0) = 0, sowie G(x) := p((0,z]) fiir x > 0 und G(z) := p((z,0]) fir x < 0. Dann ist
G rechtsstetig, nicht fallend, und (etwa fir 0 < a < b) u((a,b]) = p((0,0]) — u((0,a]) =
G(b) — G(a).

'<’": Der Beweis verlduft dhnlich zu dem Beweis von Korollar 3.17. Sei H = {(a,b] : a,b €
Q, a < b} der Halbring der halboffenen Intervalle mit Enden in rationalen Zahlen. Wir zeigen,
dass durch (3.6) eine o-additive Mengenfunktion p auf #H definiert wird. Dann sieht man
mit Theorem 3.15, dass p auf eindeutige Weise zu einem o-endlichen Mafl auf o(H) = B(R)
erweitert werden kann. Sei also ai,as,... disjunkt so, dass ;- (an,ant1] = (a,b] € H.
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Ohne Einschrinkung ist a; > a9 > ... Dann ist b = a; und a, 27 4. Es gilt wegen der
Rechtsstetigkeit von G, dass

p(a,b) = G(b) — G(a) = G(a1) — hm G(an) ZG an) — G(an+1) Zu Apy pt1])

und damit ist die o-Additivitdt von u gezeigt.
Sei nun G eine weitere Funktion, fiir die (3.6) gilt. Dann gilt fiir alle a € R

G(b) = G(a) + u((a,b]) = G(b) + G(a) — G(a)
und die Behauptung folgt mit ¢ = G(a) — G(a). O

Definition 3.20 (Lebesgue-Mafl und Verteilungsfunktion). 1. Das eindeutig defi-
nierte Maf8 A aus Korollar 8.17 heif$t ein-dimensionales Lebesgue-Mays.

2. Fir ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf B(R) heifst die Funktion F aus Korollar 3.19
Verteilungsfunktion.

Beispiel 3.21 (Bekannte Verteilungsfunktionen). Sei f : R — R stiickweise stetig,
so dass” ffooo f(x)dx = 1 gilt. Wie aus der Vorlesung Stochastik bekannt, heifit eine solche
Funktion eine Dichte. Solche Dichtefunktionen definieren vermoge

= /:; fla)da

eine Verteilungsfunktion. Auf der anderen Seite definiert jede dieser Verteilungsfunktionen we-

gen Korollar 3.19 auf eindeutige Art und Weise ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Verteilungen mit

Dichten werden wir genauer im Satz von Radon-Nikodym (siehe Abschnitt 5.4) beleuchten.
Wie bereits bekannt, ist

. 0, =<0,
Foon(@ = [ loy@da={z, 0<a<1, (3.8)
- 1, z>1

die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1]. Weiter ist fiir x > 0

Fopn () = / 110,00) (a))\ef)‘“da =1—e ™ (3.9)

—o0
die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter A. Auflerdem ist

(a=p?\, _.
Fnuo2)(T) = \/ﬁ/ exp 557 )da—. O () (3.10)

die Verteilungsfunktion der Normalverteilung N (p,0?) mit dem Erwartungswert p und der

Varianz o2.

"Wir setzen hier das Riemann-Integral fab f(x)dx als bekannt voraus. (Siehe auch Definition 4.21.) Einen
weiteren Integralbegriff, das Lebesgue-Integral, werden wir in Kapitel 4 kennen lernen.
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3.5 Bildmalfle

Sei p ein Mafl auf 7. Wenn man nun den Grundraum vermége einer Funktion f : Q —
transformiert, kann man auf €’ ein zu der Transformation korrespondierendes Maf} definieren,
das sogenannte Bildma8. Sei etwa Q := [0, 1], F = B([0,1]) und f : u +— 1 — u. Wir werden
dann sehen, dass das Bildmall von py(g,1) unter f wieder ug(g 1) ist. Wir erinnern zunéchst
an die Situation aus Beispiel 2.3.2 und definieren das Bildma8.

Definition 3.22 (BildmaB). Ist (Q, F,u) ein Mafraum, (', F') ein Messraum und f :
Q — Q, so dass o(f) C F fir o(f) aus (2.1). Dann definieren wir eine Mengenfunktion
fape s F' = Ry durch

fe(A) = p(f7HAN)) =pu(fe A), A eF.

Hier heift fop auch BildmaBl von p unter f.
Ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf$, so heifit fiu auch Verteilung von f.

Bemerkung 3.23 (Messbare Funktionen). Ist o(f) € F wie in obiger Definition, so
sagen wir, dass f (nach F/F’) messbar ist. Dieses Konzept wird uns im néchsten Abschnitt
beschiftigen.

Proposition 3.24 (Bildma8 ist ein MaB). Sei (Q, F, ), (U, F), f: Q — Q und fop wie
in Definition 3.22. Dann ist fop ein Mafl auf F'.

Beweis. Seien A}, AL, --- € F' disjunkt, so gilt

far( W 4) = u(r () 4)) = (W) = 3w = 3 fo )
n=1 n=1 n=1 n=1

Damit ist f.u also o-additiv und die Behauptung ist gezeigt. O

Beispiel 3.25 (Bekannte Transformationen). 1. Fiir Q =[0,1] ist {[0,0) : 0 <b < 1}
ein schnittstabiles Erzeugendensystem von B([0, 1]). Sei 1 = pyr(o,1) die Gleichverteilung
auf [0, 1] mit Verteilungsfunktion Fy;( 1) aus (3.8) und f: u+> 1 —wu. Dann ist fop = p,
denn

fen([0,0)) = ,Ul(ffl([ov b)) = u([1=0b,1]) = FU(O,l)(l) - FU(O,l)(1 —b) =1b.

Damit stimmen g und f,p auf einem schnittstabilen Erzeuger iiberein und die Aussage
folgt mit Proposition 3.10.

2. Sei Q =R, fy : v~ o+ y fiir ein y € R und A das Lebesgue-Mafl aus Korollar 3.17.
Dann ist (fy)«A = A, denn

(fy)eA((a:B]) = A(f, ([a,0]) = A[a — 9,0~ y]) = b —a.
Man sagt auch, dass das Lebesgue-Maf} translationsinvariant ist.

3. Sei Q = [0,1],92 = Ry, jeweils versehen mit der Borel’schen o-Algebra. Weiter sei
B = fiy(,1) mit Verteilungsfunktion Fyoqy aus (3.8) und f : z —§log(:c) fiir ein
A > 0. Dann ist fipt = flexp(r), WODel fieyxp(n) die Verteilungsfunktion Fiepyy aus (3.9)
hat. Denn es gilt fiir x > 0

Fon[0,2]) = (£ ([0,2])) = p(le 1)) = 1 — e,
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Beispiel 3.26 (Beispiel einer nicht Borel-messbaren Menge, Vitali-Menge).
Bisher gab es noch kein Beispiel fiir eine Menge, die nicht in B(R) liegt. Eine solche werden
wir nun konstruieren. Sie ist als Vitali-Menge bekannt. Hierzu definieren wir auf R eine
Aquivalenzrelation durch z ~y <= y — z € Q. Beziiglich dieser Aquivalenzrelation zerfillt
R in Aquivalenzklassen der Form {z + ¢ : ¢ € Q}. Wir wihlen aus jeder Aquivalenzklasse
eine Zahl aus [0, 1] aus und bilden damit die Menge V. (Es sei hier angemerkt, dass dieses
Auswiéhlen mittels des Auswahlaxioms der Mengenlehre geschieht und damit keinen trivialen
Schritt darstellt.) Weiter sei nun fiir ¢ € Q N [—1, 1]

Vo={z+q: 2V}

Dann ist [0,1] € W eqni—1,1 Ve € [-1,2].
Angenommen, die Menge V' wére messbar. Dann wéren auch die Mengen V, messbar und,
wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles aus Beispiel 3.25.2 wire A(V;) nicht

von ¢ abhdngig. Sei also A(V,) =: a > 0. AuBlerdem wére dann wegen der Monotonie des
Lebesgue-Mafles
1< > AVy)= > ac<3.
qeQn[—1,1] qeQN[—1,1]

Dies ist jedoch nicht moglich, weder fiir a = 0 noch fiir a > 0. Wegen diesem Widerspruch
muss also V' ¢ B(R) gelten.

4 Messbare Funktionen und das Integral

In diesem Kapitel sei immer (2, F, ) ein Mafiraum. Wir kénnen mittlerweile mit dem Maf} p
Mafen den Inhalt von Mengen aus F messen. Ziel der Einfithrung des Integrals ist es, bei einer
solchen Messung die Elemente von {2 verschieden zu gewichten. Diese Gewichtung wird mit
einer Funktion f : & — R vorgenommen. Solche Funktionen miissen die Minimalforderung
der Messbarkeit geniigen. Das Resultat dieser Gewichtung fithrt auf den Begriff des Integrals.

4.1 Messbare Funktionen

Wir kennen bereits den Begriff der (beziiglich der o-Algebra F) messbaren Menge, der nun
erweitert wird. Sei A € F also eine messbare Menge, so definiert diese mit w — 14(w) ei-
ne messbare Funktion in dem in Definition 4.3 eingefiihrte Sinne. Die Linearkombination
von solchen Indikatorfunktionen werden wir einfache Funktion nennen. Diesen kommt wegen
Theorem 4.8 eine besondere Bedeutung zu, da jede nicht-negative messbare Funktion (im Sin-
ne der punktweisen Konvergenz) von unten durch einfache Funktionen approximiert werden
kann.

Bemerkung 4.1 (Notation). Seien 2, Q" Mengen, f : Q — Q' und I beliebig.
1. Wir schreiben f(A) := {f(w) : w € A} fiir A C Q sowie f~1(A") = {f 1) : ' € A"}
fir A’ C Q. Wir bemerken, dass folgende Regeln fiir A’, A C V.4 € I gelten:
P = Ay s (N4) =N tEns (U A) = Ut
iel iel iel iel
Etwas Vorsicht ist jedoch geboten, da fiir A, A; € Q,i € I nur f(U;c; An) = Uier f(Ai),
im allgemeinen jedoch f(A°) # (f(A))° und f((N;c; Ai) # Nier f(Ai).
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2. Fiir € C 2% schreiben wir ganz analog
FC) = {714 A e

Lemma 4.2 (Urbilder von o-Algebren). Sei Q2 eine Menge und (Y, F') ein Messraum,
f:Q—=Q und C' C F' mit o(C') = F'. Dann ist o(f~1(C")) = f~1(o(C")). Insbesondere ist
fYUF") eine o-Algebra auf Q.

Beweis. "C’: Nach Bemerkung 4.1 ist klar, dass f~1(c(C’)) eine o-Algebra ist. Damit ist
o(f7HC") Co(fHa(C)) = fFHe(C")).

D’ Wir definieren
F={Acol@): f Y A) ea(f/1(C)} Ca(C).

Dann ist, wieder wegen Bemerkung 4.1, 7' eine o-Algebra und ¢’ C F' C o(C'), also F’
o(C"). Fiir A’ € o(C') ist also f~1(A") € o(f~1(C")), was gleichbedeutend ist mit f~*(a(C’))
)

Definition 4.3 (Messbare Funktionen). Seien (2, F) und (', F') Messriume und f :
Q— Q.

i

1. Die Funktion f heifit F/F'-messbar, falls f~1(F') C F. Die o-Algebra f~*(F') heifst
die von f erzeugte o-Algebra auf Q und wird auch mit o(f) bezeichnet.

2. Ist (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — Q' messbar, so heifit X eine /-
wertige Zufallsvariable. Das Bildmaf X P aus Definition 3.22 heifst dann die Verteilung
von X.

3. Ist (U, F) = (R,B(R)), so heifst f eine reell(wertig)e Funktion. Ist f nach F/B(R)-
messbar, so sagen wir, die Funktion f sei (Borel-)messbar.

4. Ist = R und f = 14 fir A C Q, so heifit f auch Indikatorfunktion. Ist f =
Sopeqckla, fir ci,...,cn € R paarweise verschieden und Ay,..., A, C Q, so heifit
f einfach.

Beispiel 4.4. Sei (2, F) ein Messraum.

1. Die allermeisten Funktionen f : Q — R, die man sich vorstellen kann, sind
(Borel-)messbar. Etwa ist die Identititsabbildung f : w + w messbar, da f~(F) = F.

2. Es ist wichtig zu sehen, dass fiir viele messbaren Funktionen f gilt, dass o(f) C F, siche
etwa das néchste Beispiel.

3. Eine Funktion f : Q — {0,1} ist genau dann messbar, wenn f~'({1}) € F. Es ist
nimlich in diesem Fall o(f) = {0, f~1({1}), (f~*({1}))¢, Q}.

4. Sei F = B(R). Um eine nicht F-messbare Funktion anzugeben, muss man sich genauso
anstrengen, wie eine nicht Borel-messbare Menge zu konstruieren. Es ist etwa fiir die
Vitali-Menge V' aus Beispiel 3.26 die Funktion 1y nicht messbar.

Lemma 4.5 (Eigenschaften von Messbarkeit). Seien (Q,F), (', F') und (Q",F")
Messrdume.
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1. Ist C" € F mit F' = o(C'), soist f : Q — Q genau dann nach F/F'-messbar, wenn
fHe) cF.

2. Ist f : QQ— Q' nach F/F und g : ' — Q" nach F'|F" messbar. Dann ist gof : Q — Q"
nach F|F"-messbar.

3. Seien (Q,0) und (', O’) topologische Riume, f:Q — Q stetig sowie F = o(O) und
F' = o(0") die Borel’schen o-Algebren. Dann ist f nach F/F -messbar.

4. Fine reelle Funktion f (d.h. f : Q — R) ist genau dann messbar, wenn {w : f(w) <
x} € F fir alle z € Q.

5. Eine einfache Funktion f = Y ,_, cxla, mit paarweise verschiedenen ci,..., ¢, € R
und Ay, ..., A, CQ ist genau dann messbar, wenn Ai,..., A, € F.

Beweis. 1. Die ’genau dann’-Richtung ist klar. Fiir die 'wenn’-Richtung verwenden wir Lem-
ma 4.2 und erhalten f~1(F') = f~(o(C") = o(f~1(C")) C o(F) = F. Damit ist f nach
F /| F'-messbar.

2. Wir schreiben direkt (g o f)~Y(F") = f~Y (g Y(F")) C f~1(F') C F, was die Behauptung
bereits zeigt.

3. Nach Definition der Borel’schen o-Algebra ist O ein Erzeuger fiir B()'). Da f stetig ist (d.h.
1O C ) folgt f~HO") C O Ca(O) =B(Q). Nach 1. ist f also B(2)/B(Q')-messbar.

4. Wir verwenden 1. Ist ndmlich @ = R, so wird nach Lemma 4.2 B(Q)) von C = {(—o0, 2] :
x € Q} erzeugt. Also ist ein reelles f genau dann messbar, wenn f~1(C’) = {{w : f(w) <z} :
reR}CF.

5. Sei A 1= (Ukzl Ak>c € F.Dannist f~1(B(R)) = {Auuje, AjUjes Ay T S L. ,n}},
woraus die Behauptung folgt.

Lemma 4.6 (Messbarkeit und Rechenregeln). Sei (Q2, F) ein Messraum.

1. Sind f,g : Q — R messbar. Dann sind auch fg, sowie af + bg fiir a,b € R und f/g
messbar, falls g(w) # 0 fir alle w € Q.

2. Sind f1, fa, - : Q — R messbar, so sind auch

sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,
neN neN n—00 n—o0

messbar. Falls existent, ist auch lim,_,~ f, messbar.

Beweis. 1. Betrachte die Abbildung 1 :  — R2, definiert durch 9(w) = (f(w), g(w)). Man
iiberlegt sich leicht, dass 1 nach JF/B(R?)-messbar ist. Weiter ist (z,y) — az + by und
(z,y) — zy auf R und (z,y) — x/y auf R x (R\ {0}) stetig, also messbar nach Lemma 4.5.3.
Damit folgen die Behauptungen nach Lemma 4.5.2.

2. Wir zeigen nur die Messbarkeit von sup,,cy fn. Die anderen Aussagen folgen dann mittels
inf,en fn = —sup,en(—fn), sowie limsup,, o, fn = infpensupys, fr und liminf, . fn =
sup,,en infi>y fr. Es gilt fiir £ € R nach Lemma 4.5.4

{w:supfn(w) Sx} = ﬁ {w : fn(w) Sx} eF

neN n=1

eF

und die Behauptung ist gezeigt. O
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Korollar 4.7 (Messbarkeit von Positiv- und Negativteil). Sei (2, F) ein Messraum
und f : Q — R. Dann ist f genau dann messbar, wenn f* := fV O und f~ = (—f) VO
messbar sind. Dann ist auch |f| messbar.

Beweis. Esgilt f = ft—f~ und |f| = f*+f~. Damit folgt die Behauptung aus Lemma 4.6.2.
]

Theorem 4.8 (Approximation mit messbaren Funktionen). Sei (Q, F) ein Messraum
und f: Q0 — R messbar. Dann gibt es eine Folge f1, fa,- -+ :  — R von einfachen Funktionen

mit® fp, 1 f.
Beweis. Wir schreiben einfach fiir? w € Q,n € N

fa(w) =nA27"2" f(w)],
und bemerken, dass f, 1 f per Konstruktion gilt. Aulerdem ist w — [2"f(w)] nach Lem-
ma 4.5.4 messbar, wenn f messbar ist. O
4.2 Definition

Die Konstruktion des Integrals einer Funktion f nach einem Maf} erfolgt nun in mehreren
Schritten. Sei (€2, F, ) ein Mafiraum. Wir bemerken, dass wir fiir das Integral von f: Q — R
nach p verschiedene synonyme Schreibweisen verwenden, némlich

ulf] = / fdu = / £ (@) (). (4.1)

Die Definition des Integrals erfolgt zunéchst fiir einfache Funktionen und anschlieflend (sie-
he Theorem 4.8) durch Approximation fiir allgemeine nicht-negative messbare Funktionen.
Das Integral fiir (nicht notwendig nicht-negative) messbare Funktionen wird dann durch das
Integral des Positiv- und Negativteils definiert.

Spéter werden wir Erwartungswerte von Zufallsvariablen X : 2 — R berechnen. Dann ist
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und wir verwenden die Schreibweise

E[X] := P[X],
wobei P[X] wie in (4.1) definiert ist.

Definition 4.9 (Integral von einfachen Funktionen). Sei (2, F,pn) ein Mafraum und
[ =1 ckla, eine einfache Funktion mit c1,...,cpm > 0,A1,..., Ay € F. Dann heifst

plf] = /fdu = cpi(An)
k=1

das Integral von f beziiglich pu.

8 Analog zu ’|’ schreiben wir fiir @, 1, %2, - € R, dass zn T z, falls ;1 < 22 < ... und 2, ——> z. Fiir
Funktionen f, f1, f2,---: © — R bedeutet f, 1 f, dass fn(w) T f(w) fiir alle w € .
“Hier ist [z] fiir € R die groBte ganze Zahl, die kleiner als x ist, also [z] := sup{n € Z: n < z}.
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Bemerkung 4.10 (Wohldefiniertheit des Integrals). Wir miissen sicherstellen, dass obi-
ges Integral wohldefiniert ist. Sei dazu f = ;" dj1p, eine weitere Darstellung von f mit
di,...,dn > 0und By,...,B, € F. Dann gilt

n

D () =)D (AN By) = szlu (AN By) =) dyu(By),
=1 =1

k=1 k=1 k=11=1

woraus die Wohldefiniertheit folgt.

Lemma 4.11 (Einfache Eigenschaften). Seien f,g nicht-negative, einfache Funktionen
und o > 0. Dann gilt*

plaf + bgl = ap[f] + bulgl, f<g=plf] < plgl
Beweis. Klar. 0

Beispiel 4.12 (Das Integral von Indikatorfunktionen und Riemann-Integral). Sei
(Q, F, 1) ein Mafiraum und A € F. Dann ist f = 14 eine einfache Funktion und es gilt

nach Definition 4.9. Es sei hierbei schon bemerkt, dass die Funktion f = 14 nicht mehr stiick-
weise stetig sein muss. (Sei etwa A das in Beispiel 2.10 betrachtete Cantor’sche Kontinuum.)
Deswegen ist es nicht klar, dass die Funktion 14 integrierbar beziiglich des Riemann-Integrals
ist.

Definition 4.13 (Das Integral von messbaren, nicht-negativen Funktionen). Sei
(Q,F,un) ein Mafraum und f : Q — Ry messbar. Das Integral von f beziglich p ist gegeben
durch

= /fdu = /f(w)u(dw) :=sup{ulg| : g einfach, nicht-negativ, g < f}. (4.2)

Bemerkung 4.14 (Das Integral als Fortsetzung). Nach Lemma 4.11 ist klar, dass die
Definition von p[f] fiir einfache, nicht-negative Funktionen aus Definition 4.9 und Definiti-
on 4.13 iibereinstimmt. Damit ist obige Definition eine Fortsetzung von u[f] auf den Raum
der nicht-negativen, messbaren Funktionen.

Weiter ist wichtig zu sehen, dass nach Theorem 4.8 jede der in Definition 4.13 auftre-
tenden Funktionen beliebig genau (punktweise) durch einfache Funktionen approximierbar
ist. Insbesondere beinhaltet die Menge, deren Supremum in (4.2) gesucht wird, auch einfache
Funktionen g, die beliebig dicht an f liegen.

Proposition 4.15 (Eigenschaften des Integrals). Sei (0, F,u) ein Mafiraum und
1.9, f1, f2,- - : Q = Ry messbar. Dann gilt:

1. Fir f < g gilt p[f] < plg].

2. FEs gilt monotone Konvergenz, d.h.

fat f = ulfnl 1 plf].

F{ir Funktionen f, g : Q@ — R schreiben wir f < g, falls f(w) < g(w) fiir alle w € Q gilt.




4.2 Definition 37

3. Fiir a,b >0 gilt ulaf + bg] = ap[f] + bulg].
Beweis. 1. ist klar nach der Definition des Integrals. Fiir 2. ist zunéichst, da f, < f fir
n=12...

hm ,u[fn] = Slépﬂ[fn] < plf].

Fiir ’>’ geniigt es zu zeigen, dass

nlgl < sup ol fn] (4.3)

fiir alle einfachen Funktionen g < f. Sei also g = > ;- cxla, < f fiir disjunkte Mengen
A1, ..., Ap und ¢1,...,¢p > 0. Fiire >0und n = 1,2,... sei BS :={f, > (1 —¢)g}. Da
o1 fund g < fgilt U2, BS = Q fiir alle e > 0. Also ist

plfn] = pl(1 —€)glps] = Z 1 —¢e)exu(Ax N B;)
k=1

m

oo, Z (1 —¢e)epp(Ar) = (1 —e)ulg).
k=1

Da € > 0 beliebig war, folgt (4.3).
Fiir 3. seien f1, 91, f2, 92, ... einfache Funktionen mit f, T f und g, T g. Dann ist af, + bg, T
af + bg und es folgt

plaf +bgl = lim plafn +bgn] = lim ap[fu] +bplga] = aplf]+ bulg]
aus 3. wegen Lemma 4.11. O

Wir kdnnen nun das Integral fiir messbare Funktionen definieren. Hierzu sei zunéichst bemerkt,
dass fiir f : Q — R messbar gilt, dass fT, f~ < |f|. Ist insbesondere u[|f|] < oo, so ist auch

plfr] plf~] < oo

Definition 4.16 (Integral messbarer Funktionen). Sei (0, F, ) ein Maffraum und f :
Q2 — R messbar. Dann heif§t f nach p integrierbar, falls u[|f|] < oo und wir definieren

— [ sntaw) = [ faui=plf) - uls ) (4.4)

Auflerdem setzen wir
L) = {f: Q=R pllf]) < oo}

Fir A € F schreiben wir auflerdem

A= [ fdpi= 1l

Bemerkung 4.17 (Erweiterung des Integrals und £P-Riume). 1. Ist hochstens ei-
ner der beiden Terme u[f*] oder u[f~] unendlich, so definieren wir das Integral pu[f]
weiterhin mittels (4.4). In anderen Féllen bleibt das Integral undefiniert.

2. Die Funktionenrdume LP(u) := {f Q= R:opf|f]P] < oo}, p > 0, werden in Ab-
schnitt 5 eine besondere Rolle spielen.
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4.3 Eigenschaften des Integrals

Wir stellen zunéchst einige Eigenschaften des eingefiihrten Integralbegriffes fest. Diese sind
etwa die Monotonie und Linearitdt. Weiter werden wir sehen, dass sich das Integral einer
Funktion nicht d&ndert, wenn man sie auf einer Nullmenge abéndert; siche Proposition 4.20.

Proposition 4.18 (Einfache Eigenschaften des Integrals). Sei (2, F, ) ein Mafraum
und f,g € LY(p). Dann gilt:

1. Das Integral ist monoton, d.h.

[ < g fast iiberall — ulf] < plgl-

2. FEs qilt die Dreiecksungleichung
[l A1 < wll f1]-

3. Das Integral ist linear, seien also a,b € R, dann ist af +bg € L' (u) und
plaf +bgl = ap[f] + bulg).

Beweis. Alle Eigenschaften folgen aus Proposition 4.15.1 und 3., sowie aus der Definition des
Integrals fiir messbare Funktionen. O

Proposition 4.19 (Substitutionssatz). Sei (2, F, u) ein Mafraum, (', F') ein Messraum,
[ Q — Q messbar und fou das Bildmaf$ von f aus Definition 3.22. Dann gilt fir g €
LY(fup), dass go f € LY (u) und

plgo fI= fenlgl-

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir einfache, nicht-negative Funktionen g zu zeigen. Der
allgemeine Fall folgt dann mittels Approximation durch einfache Funktionen. Sei also g =
> et cklay mit A € F'. Dannist go f =370 cklyea, und

plgo f1 =2 cxp(f € Ay) =D crfup(Ay) = fuplg).
k=1

k=1
O

Proposition 4.20 (Integrale und Eigenschaften fast iiberall). Sei (0, F, u) ein Maf-
raum und f : Q — R, messbar.

1. Esist f =0 fast diberall genau dann, wenn u[f] = 0.
2. Falls p[f] < oo, so ist f < oo fast diberall.

Beweis. 1. Sei N :={f >0} € F.
'=": Es gilt u(N) = 0. Dann ist f < oo - 1y, also gilt wegen Proposition 4.15.2

0 < p[f] < ploo, Nl = lim p[n, N]=0.
n—oo
Fiir '<’ sei Ny, := {f > 1/n} und damit N, T N und nf > 1y, also

0= ulf] > Lu(Na).
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Damit ist p(Ny,) = 0 und pu(N) = p(U,—; Nn) = 0.
Fiir 2. sei A := {f = oo}. Wegen fl¢>, > nlys, ist

n—o0

p(A) = plLa] < pllpzn] < ulf, 1pzal < gulf] —0.
Damit ist u(f = 00) =0, also f < oo fast iiberall; siehe Bemerkung 3.13. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch die Beziehung des (Lebesgue-)Integrals
zum Riemann-Integral dar.

Definition 4.21 (Treppenfunktion und Riemann-Integral). Fine Treppenfunktion f :
R — R, fiir die es eine Darstellung

ft) = Z ajly, ;4(t)

j==o0

mit tj_1 < t;,j € Z gibt, wobei aj € R, j € Z. Eine messbare Funktion f : R — R heifit ei-
gentlich Riemann-integrierbar, falls A[|f|] < oo und es Treppen-Funktionen fi, fi, fos fy s
gibt mit f,; < f < f7ound \[f,;F — f7] 27%%0. Das Riemann-Integral von f ist dann durch
Af] definiert. (Insbesondere stimmen dann Riemann- und Lebesgue-Integral iiberein.

Eine Funktion f : R — R heifit uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn flg fir alle
kompakten Intervalle K C R eigentlich Riemann-integrierbar ist und )\[fl[,mn]] konvergiert.
Dieser Grenzwert ist dann das Riemann-Integral von f beziiglich X.

Proposition 4.22 (Riemann-Integrierbarkeit). Die Funktion f : Ry — R habe eine
diskrete Menge von Sprungstellen. Dann ist f genau dann eigentlich Riemann-integrierbar,
wenn [ Lebesque-integrierbar ist und es gilt

A= lim D f(su) (b — tog—1) (4.5)
k=1

fir 0 =tno < .. <tyg, =1t mit maxy [ty — tp 1] 27 0 und beliebiges ty, —1 < Spi <

tn k-

Beweis. Es gentigt, die Behauptung fiir stetiges f zu zeigen. Andernfalls kann man f in die
stetigen Teilabschnitte zerlegen. Weiter geniigt es, die Behauptung fiir f mit kompaktem
Tréager K zu zeigen. Da f auf K gleichméfig stetig ist, wéhlt man zunichst €, | 0 und
tno < oo < tpk, 80, dass K C [tn0,tnk,] und maxe, ,  <s<t,, |f(tng—1) — f(s)] < €n. Nun
ist es leicht, Treppenfuntionen f; und f, zu finden, so dass f, < f < fF und ||f] —
fi || < ep. Daraus folgt die erste Behauptung. Die Formel (4.5) gilt wegen der gleichméBigen
Approximation der Funktion f. O

Beispiel 4.23 (Unterschiede zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral). 1.
Wir beginnen mit einer Funktion, die Lebesgue- aber nicht Riemann-integrierbar ist.
Sei f = ljg1)ng- Dann ist 1y < f* fiir jede regulire Treppenfunktion f* > f
und f~ < 0 fiir jede reguldre Treppenfunktion f~ < f. Insbesondere ist f nicht
Riemann-integrierbar.
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2. Wie aus der Definition des Riemann-Integrals hervorgeht, ist jede eigentlich Riemann-

integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar. Anders verhélt es sich mit uneigent-
(=) 41

lich Riemann-integrierbaren Funktionen. Sei hierzu f gegeben durch f(t) = T

Dann ist
2n n
(—1)k+1 1 1 1 oo
Mz =D ——=> 3~ 1= w1 L
k=1 k=1

Damit ist f uneigentlich Riemann-integrierbar. Allerdings gilt

ALl

Also ist f nicht Lebesgue-integrierbar.

4.4 Konvergenzsitze

Man kann sich fragen, ob es wirklich so wichtig ist, dass man mehr Funktionen beziiglich des
Lebesgue-Integrals als beziiglich des Riemann Integrals integrieren kann. Es kommen schlief3-
lich in Anwendungen meistens Riemann-integrierbare Funktionen vor. Es gibt allerdings einen
weiteren Vorteil des Lebesgue-Integrals, auf den wir nun eingehen werden. Es gelten némlich
Vertauschungsgesetze von Grenzwerten und Integralen (die hier Konvergenzsitze genannt
werden), die relativ wenige Voraussetzungen benétigen. Die Wichtigsten sind der Satz von
der monotonen und der von der majorisierten Konvergenz.

Theorem 4.24 (Monotone Konvergenz). Sei (Q, F, i) ein Mafraum, fi, fa,-- € LY(p)
und f: Q — R messbar mit f, T f fast dberall. Dann gilt

Jim p[fn] = pulf];

wobei beide Seiten den Wert oo annehmen konnen.

Beweis. Sei N € F so, dass u(N) = 0 und fp(w) 1T f(w) fir w ¢ N. Setze g, = (fn —
f1)1ne > 0. Damit ist g, T (f — f1)1nye =: g und mit Proposition 4.18, Proposition 4.20 und
Proposition 4.15.2 gilt

pulfnl = nlf] + plon] === ulf1] + ulg] = plf)-
0

Theorem 4.25 (Lemma von Fatou). Sei (2, F, 1) ein Mafraum und fi, fo,---: Q — Ry
messbar. Dann gilt

lim inf p[f] > p[lim inf f,].
Beweis. Fiir alle k > n gilt f;, > inf;>,, fi und damit
inf > pfinf
inf ulf] 2 piinf fil
wegen Proposition 4.15.1. Deshalb gilt mit n — oo
. S . M
lim inf pu[ f,] > ?};g“[é%i fi] = pllim inf f,]

wegen der monotonen Konvergenz, da infy>, fi T liminf, « fn. O
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Theorem 4.26 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (2, F, u) ein Mafraum
und f, 9, f1, f2,- -+ : Q — R messbar mit | f,| < g fast tiberall, lim, o0 fn = f und g € L(1).
Dann gilt
lim [ fu] = plf]-

Beweis. Ohne Einschrinkung gilt |f,| < g iiberall. Wir verwenden das Lemma von Fatou,
sowie g — fn,g+ f >0, also

plg + f] < liminf ulg + fu] = plg] + lim inf p[f],

plg — f1 < liminf ulg — fu] = plg] — limsup [ f).

Nach Subtrahieren von p[g] ist also

o . O
plf] < liminf pffn] < limsup p[fa] < plf].
n—=oo n—o00
Beispiel 4.27 (Beispiele zu den Konvergenzsitzen). 1. Im Lemma von Fatou ist

nicht vorausgesetzt, dass eines der f,, integrierbar ist. Wir geben nun ein Beispiel dafiir,
dass im Lemma von Fatou wirklich ’<’ und nicht =’ gilt. Sei hierzu A das Lebesgue-Maf
und f, = 1/n (also insbesondere f,, konstant), n = 1,2,.... Dann gilt f,, | 0, also

liminf p[f,] = 0o > 0 = p[0] = plliminf f,].
n—oo n—oo
2. Im Satz von der majorisierten Konvergenz kann auf die Voraussetzung, dass |f,| < g
und g € L£'(p) nicht verzichtet werden. Sei etwa A das Lebesgue-Maf$ auf [0,1] und
1
€T
kein g € £'(\) mit f, < g. AuBerdem ist lim, o f, = O fast iiberall (wobei {0} die
Ausnahmemenge ist) und

fo = mn -1 1/p- Dann ist sup,ey fu(x) = sup{n : < 1/n} = [f] 1 Also existiert

Jim p[fp] =170 = plim f].

Anders verhilt es sich fiir f,, = n - 1) /,2). Hier ist

1 1
sup fn(z) =sup{n:z < 1/n?} = {—} < — =:g(x).
Hier ist einerseits g € £'()\), der Satz von der majorisierten Konvergenz ist also an-
wendbar, andererseits ist lim, - f, = 0 fast iiberall und

Jim pffp] = lim 5= 0= p[0] = p limf,].

5 LP-Riume

Im ganzen folgenden Abschnitt sei (€2, F,pu) ein Mafiraum. Wir werden uns nun mit den
messbaren Funktionen f : € — R beschiftigen, fiir die u[|f|P] < oo gilt. Die resultie-
renden Funktionenrdume LP(u) werden wir als normierte, vollstdndige Réume (Propositi-
on 5.7) erkennen, was automatisch zu einem neuen Konvergenzbegriff fithrt. Weiter wird
der Raum £2(1) eine groBe Rolle spielen. Da man diesen mit einem Skalarprodukt (nimlich
(f,g) == p[fg]) ausstatten kann, stehen hier allgemeine Aussagen zur Verfiigung, etwa der
Satz von Riesz-Fréchet (Proposition 5.10). Dies werden wir verwenden, um o-endliche Mafe
mit Dichte durch den Satz von Radon-Nikodym (Korollar 5.16) zu charakterisieren.

HMit [x] := sup{n € Z : n < x} bezeichnen wir die Abrundungsfunktion.
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5.1 Grundlagen

Bereits in Bemerkung 4.17 haben wir die Rdume £P(u) erwihnt. Durch die Definition des
Integrals im letzten Abschnitt kénnen wir diese nun néher beleuchten. Vor allem zeigen wir
die wichtige Holder- und die Minkowski-Ungleichung, siehe Proposition 5.2.

Definition 5.1 (LP(u)-Réume). Sei 0 < p < co. Wir setzen
LP = LP(u) == {f : Q = R messbar mit || f||, < oo}
fiir
1£1lp = (el FPDYP, 0<p<oo (5.1)

und
[ flloc = inf{K : u(|f| > K) = 0}.

Auf den Riumen LP, p > 1 zeigen wir nun eine Dreiecksungleichung, die Minkowski-
Ungleichung. Auflerdem sei bemerkt, dass die Holder-Ungleichung im Spezialfall p = g = 2
auch Cauchy-Schwartz-Ungleichung heifit.

Proposition 5.2 (Hélder und Minkowski’s Ungleichung). Seien f, g messbar.
1. Sei 0 < p,q,r < o0 so, dass % + % = % Dann gilt

Fgllr < Ifllpllglly — (Holder-Ungleichung)

2. Firl <p< oo ist

N+ glly < [Ifllp +llgllp-  (Minkowski-Ungleichung)

Beweis. Wir starten mit dem Beweis der Holder-Ungleichung. Im Fall p = oo oder ¢ = oo
ist die Aussage klar, sei also p,q < oo. Ist entweder ||f||, = 0, ||f||, = o0, ||gll; = 0 oder
l|lg]lq = o0, ist die Aussage ebenso klar. Sei also 0.E. f,g > 0 und 0 < || f||, ||g]l; < co und

r ~_ 9
=1y YT,

Dann ist zu zeigen, dass ||f§||» < 1. Wegen der Konvexitit der Exponentialfunktion ist

(ry)" = exp (Fplogz + Zqlogy) < LaP + Ty
und damit B B B
1731 = ul(Fa)] < Eulf?) + Zulg = 1
und die Behauptung folgt.

Zum Beweis der Minkowski-Ungleichung bemerken wir zunéchst, dass in den Fiéllen p = 1
und p = oo die Behauptung klar ist. Im Falle 1 < p < oo gilt mit ¢ = p/(p — 1) und
r=1/p+1/q =1 mit der Holder-Ungleichung

1 +gllp < pllf1- 17+ 9glP~ 1+ pllgl - [f + 9P~
<1 fllp - 110 + 9~ Hlg + llgllp - I1f + )P lg
= (If1lp + llgllp) - IIf + gl

- - 1 _1 - . . .
da [|(f + )" Mlg = II(f + 9)1® VIR = [|(f + 9?17 = ||f + g|lp™". Dividieren durch
|| f + gHg_l bringt das Resultat. B
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Proposition 5.3 (Zusammenhang zwischen £” und L£9). Sei p endlich und 1 < r <
q < o00. Dann ist LI(p) C L7 ().

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir ¢ = oco. Sei also ¢ < oco. Wir verwenden die Holder-
Ungleichung. Es gilt fir f € £9, da ||1]|, < oo wegen der Endlichkeit von g,

Ll =11 flle < A1lp - [ f[lg < o0 (5.2)
11

fiir 5= % > 0, woraus die Behauptung sofort folgt. O

Bemerkung 5.4 (Gegenbeispiel fiir o-endliches p). Sicherlich gilt Proposition 5.3 nicht,

falls i nicht endlich ist. Sei etwa A das eindimensionale Lebesgue-Mafl und f :  +— % 11
Dann ist f € £L2()\), aber f & L1(N).

5.2 LP-Konvergenz

Wir haben im Satz von der majorisierten Konvergenz (Theorem 4.26) gesehen, dass fiir ei-
ne Folge von Funktionen, die fast {iberall konvergiert, oft auch deren Integrale konvergieren.
Die hier betrachtete £P-Konvergenz geht jetzt von Konvergenz von Integralen aus. Wir wer-
den sehen, dass der resultierende Konvergenzbegriff zur Folge hat, dass jede Cauchy-Folge
konvergiert (Proposition 5.7).

Definition 5.5 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge f1, fo,... in LP(u) konvergiert
in LP(u) (oder im p-ten Mittel) gegen f € LP(u), falls

1 f = fllp = 0.

) ) —
Wir schreiben dann auch fy, ump f.

Proposition 5.6 (Konvergenz im p-ten und g-ten Mittel). Sei u(Q) < 00, 1 < r <
n—oo

q < oo und f, fi, fo,--+ € L. Falls fn ~=%,q f, so auch f, —=5,r f.

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir ¢ = oo, sei also ¢ < oco. Aus (5.2) folgt sofort dass
I|f —gllr < I||f — gllq, woraus die Behauptung bereits folgt. O
Proposition 5.7 (Vollstindigkeit von LP). Seip > 1 und fi, fa,... eine Cauchy-Folge in
LP. Dann gibt es ein f € LP mit ||f, — f|lp —— 0.

Beweis. Sei €1,€3,... summierbar, also z.B. g, := 27". Da fi, fa,... eine Cauchy-Folge ist,
gibt es fiir jedes k einen Index ny mit ||fr, — follp < ef fiir alle m,n > ny. Insbesondere gilt

0 [e%¢)
S M fons = Fullp <D e < 00,
k=1

k=1
Nach monotoner Konvergenz und der Minkowski’schen Ungleichung gilt damit

H i ‘fnk+1 - fnk’
k=1

Damit ist insbesondere Y 7% |fn, ., — fn,| < oo fast iiberall, also fy, (w), fn,(w), ... fiir fast

alle w eine Cauchy-Folge in R. Damit gibt es eine messbare Abbildung f mit f,, koo, f fast

iiberall. Nach Fatou’s Lemma gilt

1= Hllp < a0t || o, = ally < 50D |1 = fully 2220,
k—o0 m>n

,

oo
S Z ank+1 - fnkHP < 0.
k=1

dh. fr, =250 f. O
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5.3 Der Raum L?

Fir jedes 1 < p < oo gilt, dass ||laf|l, = |a| - ||f|[, fir @ € R gilt. Zusammen mit der
Minkowski’schen Ungleichung bedeutet das, dass £P(u) ein reeller Vektorraum ist. Es ist
entscheidend zu bemerken, dass die Abbildung f — || f||, eine Pseudo-Norm ist. Sie kann keine
volle Norm!? sein, weil ||f||, = 0 nach Proposition 4.20 nur impliziert, dass u(f # 0) = 0,
aber nicht, dass f = 0. Wir werden deswegen im Folgenden Funktionen f und g miteinander
identifizieren, wenn f = g p-fast iiberall gilt. Nach dem eben gesagtem ist dann (LP, || - ||)
ein normierter Raum. Da || - ||, nach Proposition 5.7 vollsténdig ist, ist (£?, || - ||,) sogar ein
Banachraum fiir jedes 1 < p < oco. Als néichstes betrachten wir den Spezialfall p = 2. Wir
definieren eine Abbildung £2 x £? — R durch

(f,9) = ulfgl.

Dann ist (-,-) offensichtlich linear, symmetrisch und positiv semi-definit, also ein Skalar-
produkt!®. Wir schreiben konsequenterweise f | ¢ genau dann, wenn u[fg] = 0. Da
FI = 1Ifll2 = (f, YY2, ist (£2,(-,-)) also ein Hilbertraum.

Lemma 5.8 (Parallelogrammidentitit). Seien f,g € £L2. Dann gilt

Lf+ gl? +11f = gl = 2[|£II* + 2l|g]>.

Beweis. Aus der Definition von || - || und der Symmetrie und Bilinearitét von (-, -) folgt

WF+glP+If=glP=(f+a.f+a)+{f—g.f—g) =2 f) +2g,9) =2[fI* +2lgl*
0

Proposition 5.9 (Zerlegung von f € £2). Sei M ein abgeschlossener, linearer Teilraum
von L2. Dann hat jede Funktion f € L? eine fast sicher eindeutige Zerlegung f = g + h mit
geE M,h L M.

Beweis. Fiir f € £? definieren wir
d¢ := inf — .
f glélM{Hf gll}

n—oo

Wihle g1, g2, ... mit ||f — gn|| —— ds. Nach der Parallelogrammidentitit gilt

4d?”+Hgm_gnH2 < HQf_gm_gnHQ—i_Hgm_gnH2 :2Hf_gmH2+2Hf_gnH2 méld?”'

‘2 m,n— 00

Also ist ||gm — gnl|* ——— 0, d.h. g1, g9,... ist eine Cauchy-Folge. Nach Proposition 5.7
n—oo

gibt es damit ein g € £2 mit ||gn, — g||, —— 0, und wegen der Abgeschlossenheit von M

128ei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — R heit Norm, wenn (i) ||z|| = 0 gilt genau
dann, wenn z = 0, (ii) ||a - z|| = |a| - ||z]| fiir alle x € R und (iii) ||z + y|] < [|z]| + ||y||- Dann heiBt das Paar
(V,]] - ]]) ein normierter Raum.

13Sei V ein reeller Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung (-,-) : V x V — R ein Skalarprodukt, falls (i)
(x,y+2z) = alz,y)+(x, 2) fir alle z,y, z € V und a € R (Linearitit), (ii) (z,y) = (y, ) (Symmetrie) und (iii)
(z,x) > 0 fiir jedes z € V'\ {0} (Positive Definitheit). Durch ein Skalarprodukt wird die Norm ||z|| := (z, z)'/?
auf V definiert. Ist (V|| - ||) vollstindig, so heifit (V, (-,-)) ein Hilbertraum.
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auch g € M. Da ||h|| = dy fiir h := f — g, folgt fur alle t > 0,1 € M, wegen der Definition von
dy,
d} < ||h+t]]* = dF + 2t(h, 1) + *||1]>.
Da dies fiir alle ¢ gilt, folgt (h,l) =0, also h L M.
Zum Beweis der Eindeutigkeit sei ¢’ + I’ eine weitere Zerlegung von f. Dann ist aufgrund
der Linearitit von M einerseits g — ¢’ € M, andererseits ist fast sicher g — ¢’ = h —h' L M,
also g — ¢’ L g—¢'. Dies bedeutet ||[g —¢'|| = (9 — ¢, g — ¢') =0, also g = ¢ fast iiberall. [

Proposition 5.10 (Riesz-Fréchet). Eine Abbildung F : L2 — R ist genau dann stetig und
linear wenn es ein h € L2 gibt, so dass fiir alle f € L2

F(f) = {fh).
Dann ist h € L? fast sicher eindeutig bestimmid.

Beweis. <=’ Die Linearitiat von f — (f, h) folgt aus der Bilinearitét von (-, -). Die Stetigkeit
folgt aus der Cauchy-Schwartz Ungleichung mittels

(If = £ LR < I1f = Il IRl

'=": Falls F = 0 wihle h = 0. Falls F £ 0, ist M = F~1{0} ein (wegen der Stetigkeit von
F) abgeschlossener und (wegen der Linearitit von F) linearer Unterraum von L£2. Wiihle
f' € £2\ M mit der (nach Proposition 5.9 fast sicher eindeutigen) orthogonalen Zerlegung
ff=¢+hW mitg e Mund ' L M. Da f' ¢ M,ist i’ Z0und F(1') = F(f') - F(¢) =
F(f") # 0. Wir setzen h' = %,;,), so dass b L. M und F(h") =1 und es gilt fiir alle f € £

F(f = F(fH)K") = F(f) - F(f)F(h") = 0.
d.h. f — F(f)h" € M, also insbesondere (F'(f)h",h") = (f,h") und

F) = by - PO = b - (FL ") = (F. o).
h//

Nun folgt die Behauptung mit A = TR

Zur Eindeutigkeit sei (f, hy — ho) = 0 fiir alle f € £?; insbesondere ist mit f = hy — ho
|lh1 = ha|* = (k1 — ha, h1 — ha) = 0,

also hy = hgy p-fast sicher. ]

Bemerkung 5.11 (Allgemeingiiltigkeit der letzten Aussagen). Lemma 5.8, sowie die
Propositionen 5.9 und 5.10 gelten ebenso, falls man £? durch einen anderen Hilbert-Raum
ersetzt.

5.4 Satz von Radon-Nikodym

Aus der Vorlesung Stochastik sind bereits Verteilungen mit Dichte bekannt. Dieses Konzept
wird nun aufgegriffen und in den Kontext von Integralen eingebettet. Sei hierzu v ein weiteres
MaB auf F. Ziel ist es, Bedingungen anzugeben, wann das Maf} v durch eine Dichte darstellbar
ist. Die Antwort findet sich im Satz von Radon-Nikodym (Korollar 5.16). Er ist ein Spezialfall
des Lebesgue’schen Zerlegungssatzes, Theorem 5.15. Dieser zeigt, dass fiir je zwei o-endliche
MaBe u,v das Mafl v (additiv) in zwei Anteile zerlegt werden kann: einen absolutstetigen
bzgl. ;1 und einen zu p singuldren. Der absolutstetige Anteil hat dabei eine Dichte bzgl. p.
Zunéchst miissen wir alle Begriffe erkléren.
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Definition 5.12 (Absolutstetige Mafle). 1. Wir sagen, v besitzt eine Dichte f bzgl. u,
falls fiir alle A € F

v(A) = plf; Al
dv

gilt. Wir schreiben dann f = i und v = f - 4.

2. Das Mafl v heifit absolutstetig bzgl. w, falls alle p-Nullmengen auch v-Nullmengen

sind. Wir schreiben dann v < p. Ist sowohl v < u als auch p <K v, so heiffen p und v
dquivalent.

3. Die Mafe i und v heiffen singuldr, falls es ein A € F gibt mit p(A) = 0 und v(A°) = 0.
Wir schreiben dann p L v.

Lemma 5.13 (Kettenregel und Eindeutigkeit). Sei p ein Maf auf F.

1. Sei v ein o-endliches Maf. Sind g1 und go Dichten von v bzgl. p, so ist g1 = g p-fast
tberall.

2. Sei f: Q= Ry und g: Q — R messbar. Dann gilt
(f - w)lgl = plfgl,

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweis. 1. Sei ©1,Qq,--- € F so, dass , T Q und v(£2,) < co. Setze 4,, := Q, N {g1 > g2}.
Da sowohl g7 als auch go Dichten von v bzgl u sind, folgt

plgr — g2; An) = 0.

Da auf A,, nur g; > g2 moglich ist, ist g1 = g2 14, p-fast iiberall. Aulerdem ist

p{gr > g2} = M( U An) = 0.

neN

Analog folgt p{g1 < g2} = 0 und damit g; = g2 p-fast iiberall.

2. gilt per Definition fiir g = 14 mit A € F. Damit erweitert man die Aussage schrittweise
fiir einfach Funktionen, positive messbare Funktionen und schlussendlich auf den allgemeinen
Fall. O

Beispiel 5.14 (Bekannte Dichten). 1. Aus der Vorlesung Stochastik sind bereits einige
Dichtefunktionen bekannt. Sei etwa fiir u € R, 0% € R

2

1 _
IN (o) () = Vono? exp < N (96202”))

und A das eindimensionale Lebesgue-Mafl. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmaf}

IN(u02) - A auch Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz 2.

Fiir v > 0 und

fexpiy) (@) 1= 1a>0 - ve™ ™"

heillt fexp(y) - A auch Ezponentialverteilung zum Parameter . Man kann nun beispiels-
weise mit Lemma 5.13 berechnen, dass

°° s | [ 1
fexp('y) : A[ld] = / ’Ye_’yml‘dﬂf = —C_WE{L"O +/ e dr = —.
0 0 v
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Den Wert 1/4 haben wir bereits als Erwartungswert der Exponentialverteilung zum
Parameter v interpretiert.

2. Es gibt natiirlich nicht nur Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles. Sei beispielsweise

oo
=30
n=0
das Zahlmafl auf Ny (siehe Beispiel 3.2) und f : Ny — R4, gegeben fiir ein v > 0 durch

oy = e T

Dann ist f - u die Poisson-Verteilung zum Parameter ~ auf 2N nach Beispiel 3.2.

Theorem 5.15 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz). Seien u, v o-endliche Mafe auf (2, F).
Dann lisst sich v eindeutig schreiben als

V=, + Vs mit Vo < 1,vs L .
Das Maf$ v, hat eine Dichte bzgl. u, die p-fast iberall endlich ist.

Beweis. Durch eine Ausschépfung 21, Qs, -+ C Q mit Q,, T Q und v(Q,,), (2,,) < oo kénnen
wir uns auf den Fall endlicher Mafle zuriickziehen. Mit Proposition 5.6 ist die lineare Abbil-
dung

{£2(u+ v) —R)
f = v(f]

stetig. Nach Proposition 5.10 gibt es also ein h € £2(u + v) mit

v[fl = (n+v)fhl, (5.3)
also
VIF(L— 1) = ulfH) (5.4
fiir jedes f € £2(u + v). Wihlt man f = Lin<oy in (5.3) folgt
0<v{h<0}=(u+v)hh<0] <0,
also h > 0 (p + v)-fast iiberall. Analog kann man mittels f = 1y,-1y aus (5.4) folgern, dass
0 <upulh;{h>1}=v[l—h{h>1} <0,

also h < 1 (u + v)-fast sicher. Sei nun f > 0 messbar und f1, fo, - € L2(p + v) mit f, 1 f.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

V[f(1 = W) = lim v[fu(1—h)] = lim ulfnh] = p(fh],

n—o0

d.h. (5.4) gilt fiir alle messbaren f > 0.
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Sei nun E := h™'{1}. Aus (5.4) folgt mit f = 1p, dass
w(E) = plh; E] = v[1 — h; E] = 0.
Wir definieren fiir A € F zwei Mafle v, und v, durch
va(A) =v(A\E),  vs(A)=v(ANE),

so dass v = v, + vs und vs L p. Um zu zeigen, dass v, < p wihle A € F mit u(A) = 0.
Damit ist nach (5.4)
vl —h; A\ E] = ulh; A\ E] = 0.
Da h <1 auf A\ F ist, gilt damit v,(A) = v(A\ E) =0, also v, < p.
Um die Dichte von v, bzgl. u zu bestimmen, setzen wir g := ﬁlﬂ\ g und verwenden
(5.4), so dass

plo A = [ AV E] = w(4\ B) = wi(4)

Also ist g = %.
Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, sei v = v, + vs = v, + Us fiir v, 00 < g,
vs,Us L p. Wihle A; A € A mit vs(A) = u(A°) = vs(A) = pu(A°) = 0. Dann gilt
Vs(ANA) = T,(AN A) = 1, (A°U A°) = 7,(A° U A%) = 0
und deshalb

Va = lyng Va =107 V=147 Va = Va,

Vs =V — Vg =V — Uy = Us.
O

Korollar 5.16 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v o-endliche MafSe. Dann hat
v genau dann eine Dichte bzgl. p, wenn v < p.

Beweis. ’=": klar.

’«<’: Nach Theorem 5.15 gibt es eine eindeutige Zerlegung v = v, + vs mit v, < p,vs L . Da
v < u, muss vs = 0 gelten und damit v = v,. Insbesondere existiert die Dichte von v bzgl.
L 0

Beispiel 5.17. Im Zerlegungssatz von Lebesgue 5.15 und im Satz von Radon-Nikodym 5.16
darf man die Voraussetzung, dass g und v o-endlich sind nicht weglassen, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Sei (2, F) ein Messraum mit iiberabzihlbarem € und

F :={A: A oder A° abzihlbar}.
Seien p und v unendliche Mafle auf (2, F), gegeben durch
0, A abzéhlbar, Al, A endlich,
v(A) = { p(A) == {| |
00, sonst, 00,  sonst.

Dann ist offenbar v <« . Angenommen, es gibe eine JF-messbare Dichte von v bzgl. u, so
wére fiir alle w €

0=v{w} = plfi{w}] = flwp(w}) = flw).

Damit wire f = 0 und v = 0 im Widerspruch zur Definition von v.
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6 Produktriaume

Sei (€;);er eine Familie von Mengen. Dann heifit
= X Q; = {(wi)ier : w; € U}

i€l
Produktraum der (€2;);er. Weiter definieren wir fiir H C J C I die Projektionen

mh s X Qi = X Q.

icJ icH

sowie my = 775{ und m; = 7y, ¢ € 1. In diesem Kapitel werden wir alle bisher eingefiihr-
ten Konzepte auf solche Produktraume anwenden. Fiir die Anwendung der Mafitheorie auf

stochastische Prozesse besonders wichtig wird Satz iiber projektive Limiten von Wahrschein-
lichkeitsmaflen, Theorem 6.24.

6.1 Topologie

Wir beginnen mit der Definition der Topologie auf Produktriumen. Diese ist gerade so ge-
macht, dass Projektionen stetige Funktionen sind.

Definition 6.1 (Produktraum und Produkt-Topologie). Ist (2;,0;)icr eine Familie
von topologischen Rdumen, dann heifit die von

B:={X Aix X Q:Jel A €0}
icJ i€I\J

erzeugte Topologie (siehe Definition 1.1.7) O die Produkttopologie auf .

Bemerkung 6.2 (Stetigkeit der Koordinatenabbildungen). Es sei bemerkt, dass
beziiglich der Produkttopologie O alle Projektionen 7;,¢ € I stetig sind. Es ist ndmlich

T A) =4 x X Q€0
I35
fiir A; € O;. Damit ist die Projektion stetig (siehe Definition 1.1.10).

Proposition 6.3 (Abzihlbare Produkte polnischer Riume sind polnisch). Sei
(Q4,0;)ien eine Familie polnischer Rdume. Dann ist der Produktraum (2, O) aus Defini-
tion 6.1 polnisch.

Beweis. Sei Q2 C €; abzéhlbar mit Q = ; und r; eine vollstindige Metrik, die O; erzeugt,
i € N. Weiter sei (w})ien € X;en 2.

Zunichst bemerken wir, dass fiir w! = (w});en, w? = (W})ien € Q durch
o
=27 w?) A1)
=1

eine vollstéindige Metrik auf Q) definiert wird, die O erzeugt. Auflerdem ist damit die Menge

{(wi)ieN € X U : w; # ), fiir endlich viele € N}
ieN

abz#hlbar und dicht in €. Also ist (€2, O) polnisch. O
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6.2 Mengensysteme

Analog zur Topologie ist die Produkt-o-Algebra gerade so, dass Projektionen messbare Funk-
tionen sind.

Definition 6.4 (Produkt-o-Algebra). Ist (Q;, F;)icr eine Familie von Messrdumen, dann
heif$t die o-Algebra

®f,~::a({>< A x X Qi:J@I,AiE}Q}) (6.1)
iel icJ iE€I\J

die Produkt-o-Algebra auf Q. Ist (€, F;) = (0, F),i € I, so setzen wir F1 := @,c; F.

Bemerkung 6.5 (Messbarkeit der Koordinatenabbildung). Analog zur Produkttopo-
logie gilt, dass die Projektionen 7; messbar bzgl. &),.; F; sind. Es ist namlich fiir A; € F;

T A) =Aix X Qe F

I>5#i iel
AuBerdem gilt
®]—“i:g({Ai>< XQj:Aie}},ieI}). (6.2)
iel I

Lemma 6.6 (Produkt-o-Algebra bei abzihlbaren Produkten). Sei I abzihlbar und
(Q4,0;)icr eine Familie polnischer Raume sowie (2, O) der Produktraum, versehen mit der
Produkttopologie aus Definition 6.1. Dann ist B(Q) = @,c; B(%). Insbesondere ist B(R?) =

®L, B(R).

Beweis. Da alle (;,0;), i € I, separabel sind, gibt es nach Lemma 1.5 fiir jedes i € I eine
abzéhlbare Basis C; von O;. Damit ist

C:{X AZ’X X QZJ@I,AZEOZ}
icJ ien\J

eine abzihlbare Basis von (€2, 0). Nach Lemma 2.8 gilt o(C) = B(2). AuBerdem ist offenbar
C C Qe B() und damit B(Q) € @Q,;c; B(£%). Andersherum liefert (6.2) und, dass fiir
A, €F;
Aix X Q5 € o({Ax X 955 A € 0}) = m ' (F) € B(9),
J# J#i
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 6.7 (Produkte von Erzeugern/Halbringen sind Erzeuger/Halbringe). Sei-
en (Q, F;) Messriume und Q = X ;e ;.

1. Sei I endlich und H; ein Halbring mit o(H;) = F;. Dann ist

H::{XAi:AZ-E’Hi,ieI} (6.3)
i€l

ein Halbring mit o(H) = @Q;c; Fi-
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2. Sei I beliebig und H; ein schnittstabiler Erzeuger von F;, i € I. Dann ist

H={X A4 x X Q:Jel, A €HiclJ}
icJ icI\J

ein schnittstabiler Erzeuger von @), Fi-

Beweis. Fur 1. ist o.E. I = {1,...,d}. Es ist zunéchst klar, dass H schnittstabil ist. Die
Eigenschaft (ii) fiir Halbringe zeigt man durch Induktion iiber d. Die Behauptung ist klar fiir
d =1, da H; ein Halbring ist. Gilt sie fiir d — 1, so gilt

(Alx---xAd)\(le---de)
:(A1X"'><Ad_1><(Ad\Bd))H‘J((AlX"'XAd_l)\(Bl><"'XBd_l)) X(AdﬁA/d)

Der erste Term der letzten Zeile ist als disjunkte Vereinigung von Mengen aus H darstellbar,
da Hg ein Halbring ist. Der zweite Term ist als disjunkte Vereinigung darstellbar, da nach
Induktionsvoraussetzung (A; X -+- X Ag_1) \ (B X -+ X Bg_1) als disjunkte Vereinigung aus
Mengen der Form A; x --- X Ag_1 mit A; € H;,i=1,...,d — 1 darstellbar ist.

Fiir 2. ist wieder klar, dass H schnittstabil ist. Aus (6.1) folgt sofort, dass H € Q),; Fs,
also 0(H) C @, Fi- Andersherum ist klar, dass fiir A; € F;

Aix X Q 60({Ai x X Q1 A; e?-ti}> C o(H),

J#i J#i
woraus &),.; Fi € o(H) wegen (6.2) und damit die Behauptung folgt. O
Korollar 6.8 (Borel’sche o-Algebra auf R? wird von Quadern erzeugt). Sei 2 = R?.
Fir a = (ay,...,aq),b = (by,...,by) € R? setzen wir a < b genau dann, wenn a; < b;,i =
1,...,d, sowie mit

(a,b] := (a1,b1] x -+ x (ag, by

den halboffenen Quader. Dann definiert
H:={(a,b]: a,b€ Q,a < b}
einen Halbring mit o(H) = B(RY).

Beweis. Nach Beispiel 2.3.1 und Lemma 6.7.1 ist # ein Halbring, der @™, B(R) = B(R%)
erzeugt; siche Lemma 6.6. O

6.3 Mafle und Integrale

Mehrfachintegrale sind schon aus der Analysis bekannt. Wir definieren nun zunéichst Mafle auf
Produktrdumen und im gleichen Atemzug auch die dazu gehorigen (Mehrfach-)Integrale. Mit
dem Satz von Fubini (Theorem 6.13) kénnen dann Integrale nach MaBlen auf Produktraum-
en als Mehrfachintegrale interpretiert und ausgewertet werden. Hierzu ist es notwendig, dass
die in den Mehrfachintegralen auftauchenden Integranden messbar sind. Dies wird in Lem-
ma 6.11 sichergestellt. Um Mafle auf Produktrdumen in geniigender Allgemeinheit definieren
zu kénnen, benétigen wir zunéchst den Begriff des Ubergangskernes.
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Definition 6.9 (Ubergangskern). Seien (Q;, F;),i = 1,2 Messriume. Eine Abbildung & :
O x Fo — Ry heifit ein Ubergangskern von (€1, F1) nach (Qq, F»), wenn (i) fir alle w; € O
ist k(w1,.) ein Maf$ auf Fo und (ii) fir alle As € Fy ist k(., A2) nach Fi-messbar.

FEin UbeTgangskern heifit o-endlich, wenn es eine Folge Qo1, Qog, - - - € Fo gibt mit Qo T o
und sup,, k(w1,Q2,) < oo fir alle n = 1,2,... Er heifit stochastischer Kern oder Mar-
kov’scher Kern, falls fiir alle wy € Qy gilt, dass k(w1,s) = 1.

Beispiel 6.10 (Markov-Kette). Sei Q@ = {wi,...,wy,} endlich und P = (pjj)1<i j<n mit
pij €10,1] und 377, p;; = 1. Dann definiert fir A C Q

n
H(wi, ) = Zpij . 5wj
7=1

einen Markov-Kern von (£2,2%) nach (©,2%). Hier ist P als stochastische Matrix die Uber-
gangsmatrix einer homogenen, Q2-wertigen Markov-Kette.

Lemma 6.11 (Messbarkeit integrierbarer Schnitte). Seien (Q;, F;),i = 1,2 Messrdume,
k ein o-endlicher Ubergangskern von (1, F1) nach (Qo, F2) und f : Q1 X Qo — Ry nach
F1 ® Fo messbar. Dann ist

w1 = k(wr,)[f] = /ﬁ(wl,dwg)f(wl,wg)

nach JFi-messbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass k(w1, Q2) < oo fiir alle w; € ©; gilt. (Der allgemeine Fall erfolgt
dann mittels einer Folge 41,19, € F; mit Qy,, T Q1.) Sei

D:={AecFi®F:wi > k(wi,.)[la] ist Fi-messbar}.

Dann priift man leicht nach, dass D ein schnittstabiles Dynkin-System ist. Weiter ist sicherlich
H C D, wobei ‘H wie in (6.3) definiert ist. Damit ist nach Theorem 2.13 F; ® Fo = o(H) C
D C F1 ® Fo. Also ist w1 — k(wi,.)[l4] fiir alle A € F; ® F2 nach Fj-messbar. Diese
Aussage lasst sich sofort erweitern, indem man anstatt 14 eine Treppenfunktionen einsetzt.
Durch monotone Konvergenz folgt dann auch, dass wy — k(w1,.)[f] fiir alle messbaren, nicht-
negativen Funktionen nach Fj-messbar ist. O

Theorem 6.12 (Satz von Ionescu-Tulcea). Seien (£;, F;),i = 0,...,n Messriume, [ ein
o-endliches Mafi auf Fy und k; ein o-endlicher Ubergangskern von (X;;% Qj,®§;%)]-"j>
nach (4, F;), © = 1,...,n. Dann gibt es genau ein o-endliches Mafs p @i, ki auf
(X0 9 @1y Fi ) mit

n

(,U,®K,i>(A() X oo X Ap) :/ u(dwo)(/ K1(wo, dwy) - -+ (/ mn(wo,...,wn_hdwn)) )
i1 Ao A Ay,

(6.4)

Beweis. Wir zeigen das Theorem nur fiir n = 1, der allgemeine Fall erfolgt dann durch

Induktion.
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Der Beweis ist eine Anwendung von Theorem 3.15. Zunéchst stellen wir fest, dass nach
Lemma 6.7 das in (6.3) definierte Mengensystem H ein Halbring auf X;_; €; ist. Wir zeigen
zunéchst, dass die angegebene Mengenfunktion o-endlich auf H ist. Es gibt ndmlich €2;1,Q;0, €
Fi mit QT Q;,7 = 0,1 mit ,u(an) < OO,/il(wO,an) < oo,n = 1,2,...,wy € Qy und
SUP,, e K1(wo, Q1n) =: Cp < oo, Damit ist p ® k1(Qon X Q1n) < Cp - 1(Q0n) < 00 und
Qon X Q1n T Qo x Q1. Damit ist also u ® k1 auch o-endlich. Definiert man p auf H mittels
(6.4), so ist dies also eine o-endliche Mengenfunktion.

Wir zeigen nun, dass i o-subadditiv und endlich additiv auf H ist. Fiir Ay,..., A4, € H
und A = J;7, A, € H ist wegen der o-Subadditivitét von k1 (wp,.) fiir alle wy € Q

) = [ n(den) [ o don)Laion, 1)

o0

< (dwo) [ K1(wo,dwi)1a, (wo,w1) = (Ay).
;/M0/101A01;M

Analog zeigt man die endliche Additivitdt. Nach Lemma 3.4 ist g damit o-additiv. Aus
Theorem 3.15 folgt nun, dass es genau eine Erweiterung von g auf o(H) = @', o(H;) gibt,
welche die im Theorem angegebene ist. O

Wir beschéftigen uns nun mit dem in Theorem 6.12 definierten Ma$.

Theorem 6.13 (Satz von Fubini). Seien (Q;, F;), p, ki und p Q- k; wie in Theorem 6.12.
Weiter sei f: Xi—yQ; — Ry messbar beziiglich @;-_, Fi. Dann gilt

/fd(/i@/ii) Z/M(dwo)</m(wl,dw2)'“ (/K?n(wo,-u,wn1,dwn)f(wo,-~~awn)) >

= (6.5)
Diese Gleichheit gilt auch, falls f: X7 — R messbar ist mit [ |f|d(n @i ki) < co.
Beweis. Betrachte die Mengenfunktion g auf @', Fi, gegeben durch

ﬁ:Al—)/,u(dwo)<//ﬁ(wl,de)--'(//in(wo,...,wn_l,dwn)lA(wo,...,wn)>---).

Man sieht, dass f1 auf H aus (6.3) mit 4@ | &; iibereinstimmt. Da H schnittstabil ist, folgt
die Gleichheit (6.5) fiir Indikatorfunktionen wegen Proposition 3.10. Mittels Linearitéit des
Integrals erweitert man (6.5) zunéchst auf einfache Funktionen und dann mit Monotonie auf
beliebige, nicht-negative, messbare Funktionen. Man beachte hierbei, dass alle vorkommenden
Integranden nach Lemma 6.11 messbar sind. 0

Korollar 6.14 (Produktmafe). Sei Q = X Q; und H; C 2% ein Halbring, i = 1,...,n,

sowie p; @ H; — Ry o-endlich und, o-additiv, i = 1,...,n. Dann gibt es genau ein Mafs
@ @y auf @y o (M) mit

@ @ pn (A X X Ap) = pa(Ar) - pn(Ag). (6.6)
Fiir eine Funktion f : Q — Ry und jede Permutation m auf {1,...,n} gilt dann

/fdm@---@un =/< (/f(wh---,wn)um)(dwm)) "')Mw(n)(dww(n))-

Diese Formel gilt auch fir f: Q — R, falls [|fldup @ -+ & pp, < 0.



54 6 Produktrdume

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus Theorem 6.12 und Theorem 6.13, wenn man
Ki(wo, ..., wi—1,.) = p;(.) fiir alle wo, ..., w;—1 setzt. O

Definition 6.15 (Endliches Produktmaf). Betrachte dieselbe Situation wie in Korol-
lar 6.14. Dann heift das eindeutige Maff p1 ® - - ® py aus Korollar 6.14 das Produktmafl
der p1, ..., pun. Wir schreiben auch

n
®Mz’ = Q@
i=1

Gilt (i, Hiypi) = (Qoy,Hiy o), @ = 1,...,n, sind also alle Rdume gleich, so bezeichnen wir
es auch mit

Beispiel 6.16 (Mehrdimensionales Lebesgue-Mafl). 1. Sei A das ein-dimensionale
Lebesgue-Ma auf B(R) aus Proposition 3.17. Dann heit A®¢ das d-dimensionale
Lebesgue-MaSf.

2. Sei f:R? — R gegeben durch

Ty

f(ﬂ?ay):m-

Dann ist fiir jedes x € R

/kwwﬂawzm

da f(z,.) € LY(\) und f(x,y) = —f(z, —y). Also gilt insbesondere

[ ) ([ aansn) = [ ( [Adnsen) <o

allerdings ist |f| nicht nach A®2? integrierbar, weil f in (0,0) eine nicht integrierbare
Polstelle besitzt. Wie dieses Beispiel zeigt, muss man mit Mehrfachintegralen aufpassen.
Insbesondere folgt aus der Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale nicht, dass
der Integrand integrierbar ist.

6.4 Faltung von Mafien

Wir betrachten nun eine einfache Verkniipfung von Produktmafien und Bildmaflen. Zur Fal-
tung von Maflen u, v auf B(R) betrachten wir zunéchst das Produktmafl y ® v. Das Bildmaf
unter Summenbildung ist dann die Faltung aus pu, v. Diese Faltung werden wir spéter als die
Verteilung von X + Y identifizieren, wenn X, Y unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilung
w und v sind. Manchmal, etwa bei Poisson-Verteilungen und bei Normalverteilungen, ist die
Faltung wieder eine Poisson- bzw. Normalverteilung.

Definition 6.17 (Faltung von Maflen). Seien p1, ..., iy, o-endliche Mafie auf B(R) und
1 ® -+ @ puy, deren Produktmaf. Weiter sei S(x1,...,x,) = x1 + -+ + Zp. Dann heifit das
Bildmaf$ Si(p1 ® - -+ ® uy) die Faltung der Mafle py, ...,y und wird mit pq * - - - * p, oder
*1' p; bezeichnet.
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Beispiel 6.18 (Faltung von Poisson- und geometrischen Verteilungen). 1. Fiir
71,72 = 0 seien fipoi(y,) und ppei(~,) zwei Poisson-Verteilungen aus Beispiel 3.2. Wir
berechnen die Faltung der beiden Verteilungen durch

giiets
HPoi(~1) * HPoi(yz) Z Lmtn=ke~ (vitvy2) 11 12
m,n

mln!
k k—
=3 ) W " s
k
m!(k —m)!
m=0
k—
—e—(71+w)(71+72 Z( )W
o (71 + 72)*

= /’LPOi("/1+72)'
2. Die geometrische Verteilung zum Parameter p € [0, 1] ist bereits aus Beispiel 3.2 be-
kannt. Die Faltung zweier Mafle figeom(p) ist gegeben durch

k
Hgeom(p) * Hgeom(p) = Z (1 - p)mflp(l — p)kimilp - Ok

m=2
= (k—1)(1—p)F2p? - 5.
Dies ist eine negative Binomialverteilung zu den Parametern p und 2.

Lemma 6.19 (Faltung von Verteilungen mit Dichten). Sei A ein Maf$ auf B(R), p =
fu-Aundv = f, X fiir messbare Dichten f,,, f, : R — Ry. Dann gilt jpx v = fj4, - X mit

fp,*y /fu th_S) (dS)
Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Satzes von Fubini, Theorem 6.13. [

Beispiel 6.20 (Faltung von Normalverteilungen). Seien SN 02y u0d [, 02) die Dich-

tefunktionen zweier Normalverteilungen mit Erwartungswert pi, o und Varianz 0% und o3.

Sei weiter y := p1 + p2 und 02 = 0} + 3. Dann ist die Dichte der Faltung gegeben durch

(y —m)?* (w—y—u2)2>dy

il
r———+—— [ exp ( —
2T O'%O’% 20% 20%

y—=(y—m)o/(o102) 1 /e p< o2y? - ((:L‘ — ) - y"lo2)2>dy

N 2o 202 202

2
1 o3y +(( u)g—oly) .
—m/exp( 202 ) 4
2( o2 o?
DL fep(- e r o))
2no 202 202
1 2

= e (-5

also ist die Faltung wieder eine Normalverteilung. Diese hat nun Erwartungswert p und

Varianz o2.
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6.5 Projektive Familien von Wahrscheinlichkeitsmaflen

Bisher haben wir o-endliche Mafle auf endlichen Produktrdumen definiert. Dies ist fiir die
zu behandelnde Wahrscheinlichkeitstheorie nicht ausreichend. Um das einzusehen, sei an den
unendlichen Miinzwurf erinnert, der schon in der Vorlesung Stochastik betrachtet wurde. Hier
wiirde man sagen, dass Q = {Kopf, Zahl}" und das dazu gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf das
Produktmafl P®> von P = %5Kopf+ %5Zahl ist. Dies ist jedoch ein unendliches (aber immerhin
doch abzihlbares) Produktmaf, dessen Existenz wir noch nicht gezeigt haben. Oftmals ist es
auch notwendig, dass wir Mafle auf {iberabzihlbaren Produkten betrachten. Ein Grofiteil der
Vorlesung Stochastische Prozesse wird solche enthalten. Wir geben hier nun die allgemeine
Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Produktmaflen, die auf Kolmogorov zuriick
geht. Es sei hier erwéhnt, dass in dem resultierenden Satz von Kolmogorov (Theorem 6.24)
die Voraussetzung getroffen wird, dass {2 polnisch ist.

Definition 6.21 (Projektiver Limes). 1. Sei (Q, F) ein Messraum, I eine beliebige In-
dermenge und (2, F1) wie in Definition 6.4. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben (Py)jer heifit projektive Familie auf F, falls Py fir alle J € I ein Wahrschein-
lichkeitsmafs auf F7 ist und

fir alle H C J € 1.

2. Existiert fiir eine projektive Familie (P y)jer von Wahrscheinlichkeitsmafen auf F ein
Wahrscheinlichkeitsmaf Py auf F' mit Py = (n;)P; fiir alle J € I, so heifit Py
projektiver Limes der projektiven Familie. Wir schreiben dann

P; =limP,.

SN
alg

Beispiel 6.22 (Projektive Limiten und stochastische Prozesse). In mindestens zwei
Situationen spielen projektive Familien eine grofie Rolle.

1. Sei (92, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine unendliche Indexmenge. In Defini-
tion 6.15 haben wir fiir jedes J € I das ProduktmaBl P®” auf 77 definiert. Die Familie
(P®Y) jer ist projektiv. Ist namlich H C J € I, so ist fiir A; € F,i € H,

(P27 (X Ai) =P () (X Ay))
icH i€H

=P¥ (X 4;x X Q)

i€H i€J\H

= [IP@)- IT P@)

i€H i€J\H
=[P
i€H
=P (X 4;).
i€H

Allerdings haben wir noch nicht gezeigt, wann es den projektiven Limes von (P®7) <y
gibt. Diesen wiirden wir dann das unendliche ProduktmaB P®/ nennen.
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2. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige Indexmenge, (Q,F) ein
Messraum und X; : 2 — Q,i € [ Zufallsvariable. Wir werden die Familie X" := (X;);es
einen stochastischen Prozess nennen. Also ist & : © — Qf mit X' (w) = (X;(w))ies. Man
kann sich nun fragen, ob die Verteilung von & (d.h. das Bildmaf X, P) als Verteilung

auf FI existiert.
Hierzu sei bemerkt, dass Py := ((X;)jes)«P,J € I eine projektive Familie ist. Ist
nimlich H C J € I und A, E.FZEH dann ist
(mf) Py (X 4;) =P,((xf) ™" X 4))
jEeH jEH
=P;( X 4;x X Q)
jEH jeJ\H

P(X; € Aj,j€ Hund X; €Q,j € J\ H)

P(X; € Aj,je H)

P

(X 4)).

JjeEH

Wie Theorem 6.24 zeigt, gibt es die Verteilung AP (was dann der projektive Limes
der (P J)Jer ist) zumindest dann, wenn F die Borel’sche o-Algebra eines polnischen
Raumes ist.

Bemerkung 6.23 (Eindeutigkeit des projektiven Limes). Zu jeder projektiven Familie
(Pj)jer gibt es hochstens einen projektiven Limes. Denn: seien P; und P; zwei projektive
Limiten, so ist fiir A := X;c; A; X Xjep Qi € H mit H aus Lemma 6.7 und J € I

P(A) = Pj(ié Ai) - ﬁj(é Ai> — P, (A).

Damit stimmen P; und P 7 auf dem schnittstabilen Erzeuger {iberein und nach Propositi-
on 3.10 gilt P; = Pj. Inhalt des néchsten Theorems ist, dass es bei polnischen Riumen
genau einen projektiven Limes gibt.

Theorem 6.24 (Existenz von Prozessen, Kolmogorov). Sei (2, O) polnisch, F = B(O)
und (Py)jer eine projektive Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf F. Dann gibt es den
projektiven Limes 1'&{1@ P;.

Beweis. Sei H wie in Lemma 6.7 und p eine endlich additive Mengenfunktion auf H, definiert
durch die projektive Familie mittels

M(xij X Q) ::PJ(xAj).

jeJ iel\J =
Nach Lemma 6.7 ist H ein Halbring und p ein wohldefinierter Inhalt auf #H ist. Weiter ist

K={XK;jx X Q:J&l,K; kompakt} C H
jed iel\J

ein kompaktes System.
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Wir zeigen nun, dass p von innen K-reguldr ist. Sei € > 0, X;cj A; X Xep 7§ € H fiir
Jelund A; € F,i € J. Da P; fiir j € I ein Ma8 ist, gibt es nach Lemma 3.8 kompakte
Mengen K; € F mit K; C A; und P;(A; \ K;) < e. Damit ist

(X a5x X N (X Kix X 9))=n(((X 40\ (X K)) x X )

ed 1€I\J ieJ €I\J ieJ ieJ 1€I\J
=P, (( X 4)\ (X K;))
jeJ jeJ
< PJ( UM\ k) x X Q)
jeJ i#£]

<> P (45 \ k) x X 0)

jeJ i#j
= Pj(4;\ K))

jeJ
< |Jle.

Da J endlich und € > 0 beliebig war, ist also p von innen K-regulédr. Nach Theorem 3.9 ist p
o-additiv. Weiter ist () = 1, also lisst u sich nach Theorem 3.15 in eindeutiger Weise auf
ein Ma P auf o(H) = F! fortsetzen. Dies muss der projektive Limes von (P;)ses sein. [
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Teil 11
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir kommen nun zum eigentlichen Teil der Vorlesung, der Stochastik. Hierzu sei im Folgenden
immer (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das Integral beziiglich P bezeichnen wir mit
E[] := P[-]. Weiter kiirzen wir £P := LP(P) ab, falls das nicht zu Verwechslungen fiihrt.

Ziel dieses Abschnittes ist es, die wichtigsten probabilistischen Aussagen bereit zu stellen.
Grundlegend hierfiir ist sicherlich der Begriff der Zufallsvariable, den wir in Kapitel 7 beleuch-
ten wollen. Oft werden wir den Fall von E-wertigen Zufallsvariablen betrachten, wobei E ein
polnischer Raum ist. Die wichtigsten Sétze der Stochastik sind das starke Gesetz der grofien
Zahlen (Theorem 9.21) und der zentrale Grenzwertsatz (Theorem 11.8). Diese beiden Sétze
sind Grenzwertaussagen fiir Zufallsvariable, wobei wichtig ist, dass die Art der Konvergenz in
beiden Sétzen grundverschieden ist. Wahrend das starke Gesetz der groflen Zahlen eine fast
sichere Konvergenz beschreibt, ist der zentrale Grenzwertsatz eine Aussage iiber Konvergenz
in Verteilung (d.h. iber die schwache Konvergenz der Verteilungen der Zufallsvariablen). Kon-
sequenterweise wird es unter anderem darum gehen, Zusammenhénge zwischen verschiedenen
Konvergenzarten einzusehen, siehe Kapitel 8 und 10.

7 Zufallsvariable

Meist werden wir reellwertige Zufallsvariable X : Q@ — R (d.h. Borel-messbare Funktionen)
betrachten. Wir wiederholen nun alles, was wir bereits iiber Zufallsvariablen wissen und im
Folgenden direkt bendtigen werden.

7.1 Wiederholung

Viele Begriff fielen bereits im Abschnitt Mafitheorie. Die Wichtigsten wiederholen wir kurz.
Auflerdem steht nun der Zusammenhang zwischen der Mafitheorie und der Vorlesung Stocha-
stik im Vordergrund.

Bemerkung 7.1 (Zufallsvariable und deren Verteilung). Sei (Q/, ') ein Mafiraum.

1. Jede F/F'-messbare Funktion X heifit (Q'-wertige) Zufallsvariable. Ist (Q',F') =
(R, B(R)), so heifit sie reellwertig. Die o-Algebra o(X) = {X~1(B) : B € F')} ist
die von X erzeugte o-Algebra.

2. Das Wahrscheinlichkeitsmafi X, P auf F’ heifit Verteilung von X. Ist weiter Y eine Zu-
fallsvariable und X, P = Y,P (d.h. P(X € A') = P(Y € A') fiir alle A’ € F’), so heiflen

X und Y identisch verteilt und wir schreiben X < Y. Diese Schreibweise ist jedoch mit
Vorsicht zu genieflen, da man die Gleichheit X 2 Y nicht durch Aquivalenzumformun-

gen zu anderen Aussagen erweitern kann. (Etwa gilt X — Y 20 im Allgemeinen nicht,
wenn X und Y identisch verteilt sind.)

3. Fiir eine Familie (X;);er von Zufallsvariablen heifit ((X;)icr)«P die gemeinsame Vertei-
lung von (X;)icr. (Dies ist das Bildmafl unter der Abbildung (X;);ecs : w — (X;(w))icr)-
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4. Wir werden folgende Redewendung verwenden: Sei X eine nach N(u,o?)-verteilte
Zufallsvariable. .. Damit ist gemeint, dass X : £ +— R eine messbare Abbildung
ist und X, P = ppy(,02), siehe Beispiel 3.21. In dieser Situation schreiben wir auch
X ~ N(u,c?). Hier bedeutet '~ ist so verteilt wie.

5. Sei p ein weiteres Mafl auf F und f : Q — R mit f > 0 fast iiberall und p[f] = 1. Dann
hat X genau dann die Dichte f beziiglich u, wenn X, P = f - i (siehe Definition 5.12).
Dann gilt also fir A € F

P(X € A) = [, A]

In diesem Fall gilt fiir g : R — R, dass (siche Lemma 5.13)

Elg(X)] = (XiP)[g] = (f - w)lg] = ulfgl,

falls die rechte Seite existiert.

6. Die Monotonie und Linearitit des Integrals bedeutet nun fiir Zufallsvariable X,Y € £!
und a,b € R:

X <Y fast sicher — E[X] < E[Y],
E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

Auflerdem gilt nach Proposition 4.20

EX]<oco=P(X <) =1.

Obwohl die o-Algebra F gegeben ist, wird im weiteren Verlauf der Vorlesung, insbesondere
bei der Einfithrung der bedingten Erwartung in Kapitel 12, die von X erzeugte o-Algebra
eine besondere Rolle spielen. Einfach gesagt ist eine reellwertige Zufallsvariable Y genau dann
o(X)-messbar, wenn Y = ¢(X) fiir eine Borel-messbare Abbildung ¢. Anders ausgedriickt
heifit das, dass man den Wert von Y (w) kennt, falls man X (w) kennt, obwohl man nicht weif3,
welchen Wert w angenommen hat.

Lemma 7.2 (Messbarkeit beziiglich o(X)). Sei (', F') ein Messraum und X ein Zu-
fallsvariable mit Werten in Q' und Z : Q — R. Genau dann ist Z o(X)-messbar, wenn es
eine F' /B(R)-messbare Abbildung ¢ : ' — R gibt mit po X = Z.

Beweis. '<=": klar

'—": Es geniigt, den Fall Z > 0 zu betrachten; ansonsten teilt man Z = Z* — Z~ auf.
Sei zuniichst Z = 14 fiir A € o(X). Dann gibt es ein A’ € F' mit X }(4") = A, d.h.
Z =1x-1ay = 1la o X, dh. ¢ = 1u erfiillt die Aussage. Durch Linearitét ist die Aussage
auch fiir einfache Funktionen, d.h. endliche Linearkombinationen von Indikatorfunktionen
erfiillt. Im allgemeinen Fall gibt es einfache Funktionen Zy, Zs,--- > 0 mit Z, 1 Z. Hierzu
gibt es F'-messbare Funktionen ¢,, mit Z,, = ¢, 0X. Dann ist ¢ = sup,, ¢, wieder F’'-messbar
und, da Z > 0 ist,

poX = (supy,)o X =sup(pnoX)=supZ, = Z. O
n n n
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Wir wiederholen nun kurz die Konvergenzsitze fiir Integrale im Kontext von Zufallsvariablen.

Proposition 7.3 (Integral-Konvergenzsitze). Seien X, X1, Xo,... reellwertige Zufalls-
variablen.

1. Lemma von Fatou, Theorem 4.25: Es gult

liminf E[X,,] > E[liminf X,,].

2. Satz von der monotonen Konvergenz, Theorem 4.24: Ist X1, Xo,--- € L' und gilt X,, T X
fast sicher, dann ist

lim E[X,] = E[X],

n—oo
wobei beide Seiten den Wert oo annehmen konnen.

3. Satz von der majorisierten Konvergenz, Theorem 4.26: Sei X, e X fast sicher

und Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable mit | X1|, | Xa|, -+ <Y fast sicher und
E[Y] < co. Dann gilt
E[X,] === E[X].

Wir sammeln nun bereits bekannte Ungleichungen. Sie helfen oft, Wahrscheinlichkeiten oder
Erwartungswerte abzuschéitzen. Die meisten Ungleichungen sind schon aus der Vorlesung
Stochastik bekannt.

Proposition 7.4 (Markov- und Chebyshev-Ungleichung). 1. Sei X eine Zufallsva-
riable mit Werten in R, und x € Ry. Dann gilt die Markov-Ungleichung
E[X]

PX >z <
(Xza) <=

2. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable und p,x € Ry, dann gilt die Chebyshev-

Ungleichung
E[|X|P
P(|X|>x) < pr‘].

Beweis. 1. Da X nicht-negativ ist, gilt - 1x>, < X. Also ist auch
z-P(X>z)=E[z-1x>,] <E[X],
woraus die Ungleichung folgt. Die Ungleichung in 2. folgt aus 1. durch

P(X| > 1) = (X > a7) < PIA ] 0

xP

Proposition 7.5 (Minkowski und Hélder-Ungleichung). Seien X,Y reellwertige Zu-
fallsvariablen.

1. Ist 0 < p,q,r < 00 so, dass % + é = % Dann gilt
E[ XYY" <E[|XP)V? - E|Y |7 (Hélder-Ungleichung)
Speziell fiir p = q = 2 erqibt sich

E[ XY < E[|X2Y2. E[[y}Y/2. (Cauchy-Schwartz- Ungleichung)
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2. Firl<p<ooist

E[ X + Y]P]V? <E[|X|P]'Y? + E[Y|]P)'/P, 1<p< oo (Minkowski-Ungleichung)
E[| X +Y]?] <E[|X|'] + E[[Y "], 0<p<l1
(7.1)

Beweis. Siehe Proposition 5.2 fiir die Hélder-Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung fiir
1<p<oo. Fir0<p<1istz— aP konkav, also (z + y)P = (@)p < 3(2z)P + 2(22)P <
P + yP fiir reelle z, y, woraus die Minkowski-Ungleichung auch im Fall 0 < p < 1 folgt. O

Proposition 7.6 (Jensen’sche Ungleichung). Sei I ein offenes Intervall und X € L' mit
Werten in I und ¢ : I — R konvex.'* Dann gilt

E[p(X)] = ¢(E[X]).
Beweis. Da ¢ konvex ist, ist ¢ stetig und

p(tr + (1 = t)y) —o(y)
t(z —y)

fiir y < z monoton fallend. Insbesondere existiert fiir y € I

t—

iy P —ely) et (1= DY) — o(y)
Aly) = 1952 r—y ltw t(z —y) (7.2)

und es gilt

vy = o) + Ay (@ —y) < o(z) (7.3)

fiir alle x € I. (Fiir y > x argumentiert man analog wie oben.)
Nun also zum Beweis der Jensen’schen Ungleichung. Da I ein Intervall ist, ist E[X] € I.
Nach (7.3) ist fir z € I mit y = E[X]

p(z) = ¢(E[X]) + ME[X])(z — E[X])
und damit

Elp(X)] > ¢(E[X]) + A(B[X))E[X - E[X]] = o(E[X]). 0

Mit der Jensen’schen Ungleichung kann man etwa zeigen, dass £¢ C LP fiir p < q. Alternativ
liest man diese Eigenschaft aus Proposition 5.3 ab.

Lemma 7.7 (p-fach und g-fach integrierbare Zufallsvariable). Sei ¢ > 0 und X € L4
eine reelwertige Zufallsvariable. Dann ist fiir p < q

E[|X|7] < E[IX(]"/.
Insbesondere ist L9 C LP.
Beweis. Die Abbildung y — y?/? ist konkav auf R, also gilt mir der Jensen’schen Ungleichung

E[|X|"] = E[(|X|*)"/9] < B[ X|7"/". N

Fine Abbildung ¢ : I — R heiBt konvex, falls o(tx + (1 —t)y) < to(x) + (1 — t)p(y) fir alle 0 < ¢ < 1 und
z,y €1l
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7.2 Momente

Aus der Vorlesung Stochastik sind bereits Begriffe wie Erwartungswert, Varianz und Covarianz
bekannt. Diese wiederholen wir nun. Es gelten alle schon bekannten Rechenregeln. Der einzige
Unterschied ist, dass nun E[-] das Integral beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafes ist.

Definition 7.8 (Momente). Seien X,Y reellwertige Zufallsvariable. Dann heifit, falls exi-
stent, E[X] der Erwartungswert der Zufallsvariable X . Auferdem ist, falls existent,

VIX]:= E[(X - E[X])*
die Varianz von X und
COV[X,Y] :=E[X - E[X))(Y — E[Y])]

die Covarianz von X und Y. Ist COV[X,Y]| = 0, so heifflen X und Y unkorreliert. Weiter
heifst E[XP] fiir p > 0 das p-te Moment von X und E[(X —E[X])?] das zentrierte p-te Moment
von X.

Wir wiederholen hier nur ein paar Eigenschaften.

Proposition 7.9 (Eigenschaften der zweiten Momente). Seien X,Y € L2 reellwertige
Zufallsvariable. Dann ist V[X], V[Y],COV[X,Y] < oo und es gilt
V[X] = E[X?] - (E[X])*,
COV[X,Y]| =E[XY]| - E[X]-E[Y].

Auflerdem gilt die Cauchy-Schwartz-Ungleichung
COV[X,Y]? < VIX]-V[Y].

Sind X1,...,X, € L2, so0 gilt die Gleichung von Bienamyé

V[éxk}:ivm]m Y COVIX;, Xil.

k=1 1<k<i<n

Beweis. Da V[X] = COV[X, X] geniigt es fiir die erste Aussage, die zweite Gleichung zu
zeigen. Diese folgt aus der Linearitit des Erwartungswertes mittels

COVIX,Y] = E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
[XY] - E[E[X]Y] - E[XE[Y]] + E[X|E[Y]
X|E[Y].
Die Cauchy-Schwartz-Ungleichung folgt durch Anwenden von Proposition 7.5 aus die Zufalls-
variablen X — E[X] und Y — E[Y]. Insbesondere ist COV[X,Y] < oco. Fiir die Gleichung

von Bienamyé sei 0.E. E[X;] =0, k = 1,...,n (ansonsten geht man zu den Zufallsvariablen
X — E[X}] iiber). Dann ist

V[znzxk} - E[(ixkﬂ - zn:zn:E[Xle] - Zn:E[X,f} +2 Y EXX]
k=1 k=1 k=1 =1 k=1 1<k<I<n
3 VX +2 ) COVIXX] O

k=1 1<k<l<n
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Proposition 7.10 (Momente nicht-negativer Zufallsvariable). Sei X eine Zufallsva-
riable mit Werten in Ry. Dann gilt

E[X?] = p/ P(X > t)tPtdt —p/ P(X > ) Ldt.
0 0

Beweis. Wir verwenden den Satz von Fubini,

X oo o0
E[X7] :pEU tp—ldt} :p/ E[lbttp—l}dt :p/ P(X > t)tP~1dt.
0 0 0
Der Beweis der zweiten Gleichung ist analog. O

7.3 Charakteristische Funktionen und Laplace-Transformierte

Wir fithren nun Erwartungswerte bestimmter Funktionen von Zufallsvariablen ein. Die daraus
resultierenden Funktionen sind die charakteristische Funktion (der Verteilung reellwertiger
Zufallsvariablen) und die Laplace-Transformierte (der Verteilung nicht-negativer Zufallsva-
riablen). Die Niitzlichkeit dieser beiden Funktionen ist darauf zuriickzufithren, dass man mit
ihrer Hilfe leicht die Momente der Verteilungen der Zufallsvariablen berechnen kann (sie-
he Proposition 7.14). Aulerdem werden wir spéter in Proposition 10.25 zeigen, dass diese
Funktionen verteilungsbestimmend sind.

Definition 7.11 (Charakteristische Funktion und Laplace-Transformierte).

1. Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X mit Werten in R ist gegeben
durch
R? — C,

Vx = Yxp = {t — E[¢""X] := E[cos(tX)] + iE[sin(tX)],
wobei tx = (t,z) das Skalarprodukt in R? ist.

2. Die Laplace-Transformierte von X ist gegeben durch

R? SR,

Lx =& =
TP {t — Ele Y],

gegeben das Integral auf der rechten Seite existiert. Diese wird meistens fiir Wahrschein-
lichkeitsmafle auf Ri betrachtet.

In diesem einfiithrenden Teil {iber charakteristische Funktionen und Laplace-Transformierte
werden wir nur einige wichtige Eigenschaften herleiten.

Proposition 7.12 (Eigenschaften von charakteristischen Funktionen). Seien X,Y
Zufallsvariable mit Werten in R und charakteristischen Funktionen vx, vy . Dann gilt

1. [Yx(t)| <1 fir jedes t € R? und 1x(0) = 1.
2. ¢Yx ist gleichmdflig stetig.

3. Yax4p(t) = Vx(at)e® fir alle a € R, b € RY.
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Beweis. 1. ist klar. Fiir die gleichméflige Stetigkeit sei erwihnt, dass
leth® — 1| = /| cos(hx) + isin(hz) — 12 = \/(cos(hz) — 1)2 + sin(hz)2
= /2(1 — cos(hx)) = 2|sin(hx/2)| < |hz| A 2.

Damit gilt 2. wegen

sup |¢x (t + h) — ¥x (t)| = sup |[E[e’THMX — eX]| = sup [E[e"™ (e — 1)]]
teRd teRd teR4

< E[e"X — 1)) <E[hX| A 2] 2% 0.

Fiir 3. berechnen wir
E[eit(aXer)] _ eith[ei(at)X] _ eitwa(aw. ]

Beispiel 7.13 (Beispiele fiir charakteristische Funktionen). 1. Die charakteristi-
sche Funktion einer nach B(n,p) verteilten Zufallsvariable X ist gegeben durch

wB(n,p) (t) = (1 —p+ peit>n.

Nach Definition gilt némlich
n
E[eitX] — Z (Z>pk(1 - p)nfkeitk — (1 —p —i—peit)n.

k=1

2. Die charakteristische Funktion einer nach Poi(7y)-verteilten Zufallsvariable ist gegeben
durch
it
wPoi('y) = 67(6 _1)>

denn
n ,itn

o0
_ Yye it
Ypoi(y) =€ ) o ey,
n=1 ’

3. Die charakteristische Funktion einer nach N(u,o?)-verteilten Zufallsvariable X ist ge-

geben durch ' s
Puo(£) = e 2

Nach Proposition 7.12.2 geniigt es, diese Behauptung fiir x = 0,02 = 1 nachzurechnen.
Fiir diesen Fall gilt mittels partieller Integration

d i —T itx i —T -y itT
%T/JN(O,l)(t) = m/a:e 22t g — m/e *12tette gy = —tYn(o,1) (1)

Diese Differentialgleichung mit ¢y ,1)(0) = 1 hat die eindeutige Losung v 1)(t) =
—t2/2
e :

4. Die Laplace-Transformierte einer nach exp(+y)-verteilten Zufallsvariablen X ist gegeben
durch

2
Lo (V) = -

Es ist ndmlich
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Oftmals sind charakteristische Funktionen und Laplace-Transformierte ein einfaches Hilfsmit-
tel, um Momente von Zufallsvariablen zu berechnen.

Proposition 7.14 (Charakteristische Funktion und Momente). Sei X eine Zufallsva-
riable mit Werten in R.

1. Ist X € LP, so ist Yx p-mal stetig differenzierbar und fir k =0,...,p gilt
k . i
(1) = BX)ke").
Insbesondere ist 1?;?) (0) = *E[X*).

2. Ist speziell X € L2, so ist
2

Yx(t) =1+ #E[X] - %E[X2] + e(t)t?

mit (t) 20,
Beweis. 1. Mit | X|P ist auch |X|? V 1 integrierbar. Damit haben alle | X|* eine integrierbare
Majorante und die rechte Seite existiert. Da die Aussage offensichtlich fiir £ = 0 gilt, nehmen
wir an, dass sie fiir ein k£ < n gilt. Dann ist

‘ Jk+1 X — iy (iX)keltth X _ (; X )keitX
dtk+1 h—0 h

Wegen majorisierter Konvergenz darf man Ableitung und Integral vertauschen und es folgt

ihX
B

w%ﬁl)(t) _ E{%(iX)kzeitX} _ E[(iX)k-&-leitX]'

Die Stetigkeit der Ableitung folgt ebenso mit majorisierter Konvergenz.
2. Fiir die Abschétzung benttigen wir die Taylorentwicklung von 1 x mit Restglied. Es gilt

, 272
X =1 4+itX —

(cos(01tX) + isin(02t X))

mit Zufallszahlen 61, 09, so dass |0;], 02| < 1. Deshalb bekommen wir
2
Vx(t) =1 +#tE[X] — §E[X2] + £(t)t?

mit 2¢(t) = E[X?(1 — cos(61tX) + isin(2tX))] 29 0 aus majorisierter Konvergenz. O

Beispiel 7.15 (Momente der Exponential- und Normalverteilung). 1. Sei X eine
nach exp(y)-verteile Zufallsvariable. Wir haben bereits die Laplace-Transformierte von
X, ZLoxp(y)(t) = v/ (7 + 1), berechnet. Daraus ergeben sich leicht alle Momente von X,
némlich
n n d" —tX
BIX"] = (-1)"22Ble |, = (=1)

e I I _n
dt" v+ th=0 (y+t)*tlli=0 A

2. Fiir eine nach N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable X kennen wir bereits die charakteristi-
sche Funktion ¢y, 02)(t) = eith=o"1/2 Fiir kleine t entwickeln wir dies mit

UN(uor)(t) = 1+ ity — 0?2 /2 — 1?12 /2 4 e(t)t?

mit (t) 2% 0. Daraus liest man mittels Proposition 7.14.2 ab, dass

EX]|=pu,  V[X]|=E[X?Y - u?=0¢%
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8 Fast sichere, stochastische und £P-Konvergenz

Aus der Analysis ist bereits bekannt, dass es fiir Funktionenfolgen verschiedene Konvergenz-
arten gibt, etwa die gleichméflige und die punktweise Konvergenz. Wir wollen nun die wich-
tigsten Konvergenzarten besprechen, beziiglich derer Zufallsvariable konvergieren kénnen.

Neben der fast sicheren Konvergenz werden wir die stochastische Konvergenz und die £P-

Konvergenz (siehe auch Abschnitt 5) kennenlernen. Im Abschnitt 10 werden wir auflerdem die
Konvergenz in Verteilung (was dasselbe ist wie die schwache Konvergenz der Verteilungen der
Zufallsvariablen) kennen lernen. Folgendes Schaubild fasst alle Konvergenzarten zusammen:

+uniforme
Integrierbarkeit
fast sichere stochastische LP-
Prop. 8.6 Theorem 8.11
Konvergenz Konvergenz Konvergenz
entlang einer
Teilfolge Prop. 10.5 falls X
konstant

Schwache Konvergenz
(Konvergenz in Verteilung)

8.1 Definition und Beispiele

Wir beginnen mit einigen Definitionen.

Definition 8.1 (Fast sichere und stochastische Konvergenz). Seien X, X1, Xo,. ..

fallsvariablen mit Werten in einem metrischen Raum (E,r).

1. Ist

P( li_)m r(Xn, X)=0) =1,

sagen wir, dass die Folge X1, Xo,... fast sicher gegen X konvergiert und schreiben
%

X, M)fs X.

. Ist

lim P(r(X,,X) >¢) =0,

n—oo

fiir alle e > 0, sagen wir, dass die Folge X1, Xo, ... in Wahrscheinlichkeit (oder stocha-
n—oo

stisch) gegen X konvergiert und schreiben X, ——, X.

. Sind die Zufallsvariablen reellwertig und ist fir ein p > 0

lim E[|X, — X["] =0,

n—oo

sagen wir, dass die Folge X1, Xo,... in LP (oder im p-ten Mittel) gegen X konvergiert
und schreiben auch X, H—oomp X.
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Bemerkung 8.2 (Eigenschaften der LP-Konvergenz). Wir wissen aus Abschnitt 5 schon
einiges iiber die LP-Konvergenz. Ist etwa X, X, Xs,... so, dass X, 270 0 X und p<q,
dann gilt auch X,, === » X nach Proposition 5.6. Aufierdem sind die Réume £ vollstindig
nach Proposition 5.7. Gibt es also fiir alle € > 0 ein N € N, so dass fiir alle m,n > n

E[|X, — Xnlf]<e
so gibt es eine Zufallsvariable X € £P mit X, 70 X

Beispiel 8.3 (Gegenbeispiele). Betrachten wir uns das Schaubild am Anfang des Kapitels,
stellen wir fest, dass aus der fast sicheren zwar die stochastische Konvergenz folgt, jedoch
nicht umgekehrt. Auflerdem folgt zwar aus der £'-Konvergenz die stochastische, jedoch folgt
nicht einmal aus der fast sicheren Konvergenz die £!'-Konvergenz. Wir geben zuniichst zwei
Beispiele fiir diese beiden Fille.

1. Aus der stochastischen Konvergenz folgt nicht die fast sichere: Sei U eine auf [0, 1]
uniform verteilte Zufallsvariable. Weiter setzen wir

Al [07 %]7 A2 [%7 1]7
A3:[07 %]7 A4:[%7%]7 A5:[%,%], AG—[%I],

und X,, := 1lyea, . Dann gilt klar fiir 0 <e <1
lim P(|X,| >¢)= lim P(Ue€ A4,)=0
n—oo n—oo
n—oo

d.h. X;, ——, 0, jedoch gibt es fiir jedes n € N eine m > n mit X, = 1. Deshalb
konvergiert die Folge X1, Xs,... nicht fast sicher gegen 0.

2. Aus der fast sicheren folgt nicht die £!-Konvergenz: Sei wieder U eine auf [0, 1] uniform
verteilte Zufallsvariable. Weiter ist B,, = [0, %] und Y, = n-1yep,. Dann ist Y,, RN fs
Y = o0 1y—g, also Y = 0 fast sicher. Andererseits ist

EY,|]=n-PU€ A, =1
also konvergiert Y7, Y5, ... nicht in £! gegen 0.

Lemma 8.4 (Stochastischer Limes eindeutig). Sei X,Y, X1, Xo, ... Zufallsvariable mit
Werte in einem metrischen Raum (E,r) und X, n_}—oo>p X sowie X, —>p Y. Dann ist

X =Y fast sicher.

Beweis. Es gilt fiir alle e > 0

n—o0

P(r(X,Y) > 2) <P(r(Xp,X) >coder r(X,,Y) >¢e) —— 0.

Also folgt

P(X£Y)= (G{ X,Y) >1/k;}) iP (X,Y) > 1/k) =0,
k=1

k=1

woraus die Aussage folgt. O



8.2 Fast sichere und stochastische Konvergenz 69

8.2 Fast sichere und stochastische Konvergenz

Wir zeigen nun ein Resultat, das fast sichere und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit in Bezie-
hung setzt.

Lemma 8.5 (Charakterisierung von stochastischer Konvergenz). Seien X, X1, Xo, ...
Zufallsvariablen mit Werten in einem metrischen Raum (E,r). Dann gilt
X, 2% X — E[r(X,, X) A 1] 2= 0. (8.1)

n—oo

Beweis. Falls X,, ——, X, so gilt fiir alle ¢ > 0

lim E[r(X,, X)A1] < lim (e + P(r(X,,X) >¢)) =¢,

n—oo n—oo

womit die rechte Seite gezeigt ist. Gilt hingegen die rechte Seite, folgt mit der Chebyshev-
Ungleichung fiir 0 < € < 1, dass

E[r(Xp, X) A 1] nose
19

P(r(X,,X)>¢) < 0. O

Proposition 8.6 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und fast sichere Konvergenz).
Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit Werten in einem metrischen Raum (',r). Dann
sind dquivalent:

n—o0

1. X;, ——p X

f—00

2. Fir jede Folge (nk)r=1,2,.. gibt es eine Teilfolge (ny,)i=1,2,.. mit Xnk — s X

Insbesondere gilt
n—oo n—oo

Xpn —p X = Xp—p X,

Beweis. 1. = 2.: Wegen (8.1) kénnen wir fiir jede Folge (ny)g=12,.. eine Teilfolge (ng,)e=12, .
wahlen, so dass

[i (r(Xn,,, X) /\1} iE (X, X) A1) <
/=1 /=1

Das erste Gleichheitszeichen gilt dabei wegen monotoner Konvergenz. Damit ist

1 :P(i(r(Xnkz,X) A1) < oo) < P(hmsupr(Xnk ,X)=0) <1,

—1 {—00
d. h L X
2. Nehmen wir an, dass 1. nicht gilt. Wegen (8.1) gibt es ein £ > 0 und eine Teilfolge
(n )k 1,2,.., so dass limy_ oo Elr(X,,, X) A 1] > . Angenommen, es gibe nun eine Teilfolge
(M, )e=12,..., so dass Xp, £2%9 X fast sicher. Dann wiire auch

lim E[r(X,, ,X)Al] = E[ZILIEO r(Xpy,, X)AN1] =0

l—00

wegen majorisierter Konvergenz, also ein Widerspruch. Also haben wir eine Folge (nj)r=1,2,

gefunden, fiir die es keine weitere Teilfolge (ng,)s=1.2,.. gibt mit Xn,C fooo, fs X, also haben

wir gezeigt, dass 2. nicht gilt. O
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8.3 Stochastische und £P-Konvergenz

In Beispiel 8.3 hatten wir bereits gesehen, dass die fast sichere Konvergenz (und damit auch
die stochastische Konvergenz) nicht die £!-Konvergenz impliziert. Das erstaunt nicht, da ja
der Satz von der majorisierten Konvergenz besagt, dass eine Folge X1, Xo, ..., die fast sicher
gegen X konvergiert und eine integrierbare Majorante besitzt auch in £' gegen X konver-
giert. Wiirde die fast sichere Konvergenz die £!'-Konvergenz implizieren, briuchte man die
Forderung einer integrierbaren Majorante nicht zu machen. Wir wollen im Folgenden die
Bedingung der integrierbaren Majorante fiir die £'-Konvergenz abschwichen. Siehe Theo-
rem 8.11 und Korollar 8.12. Der Begriff der gleichgradigen Integrierbarkeit ist hierfiir zentral,
siehe Definition 8.7.

Definition 8.7 (Gleichgradige Integrierbarkeit). Fine Familie (X;);cs heifit gleichgradig
integrierbar, falls

inf sup E[| X;|; | X;| > K] =0

K er

Beispiel 8.8 (Gleichgradige Integrierbarkeit). 1. Sei Y € L£! und (X;)ie; mit
sup; | X;| < |Y|. Dann ist (X;);es gleichgradig integrierbar. Denn

sup B[ Xi|; |Xi| > K] < B[Y];|Y| > K] £2%% 0
el

nach majorisierter Konvergenz. Insbesondere ist jedes Y € £! gleichgradig integrierbar.

2. Jede endliche Familie (X;)ij=1,. », mit X; € LY i=1,...,n ist gleichgradig integrierbar,
denn sup;<;<,, | X;i| € £' und

inf sup E[|X;|;|X;| > K| <infE[ sup |X;|; sup |X;| > K] =0
K 1<i<n K 1<i<n 1<i<n

wegen majorisierter Konvergenz.

3. Betrachten wir das Beispiel 8.3.2. Hier ist fiir n > K
E[|Y,; [Yal > K] = E[Y,] = 1.
Insbesondere ist (Y},)n=1,2,.. nicht gleichgradig integrierbar.

4. Sei p > 1. Dann ist (X;)jer mit X; € LP,i € I gleichgradig integrierbar, falls
sup;er || Xi|lp < 0o. Denn es gilt mit der Markov-Ungleichung (Proposition 7.4)

E[Xi’] K—oo

oot 0.

sup E[| X;|; | X;| > K] < sup
il icl

Lemma 8.9 (Charakterisierung von gleichgradiger Integrierbarkeit). Sei (X;);cr ei-
ne Familie von Zufallsvariablen. Dann sind dquivalent:

1. (X;)ier ist gleichgradig integrierbar
2. Es qilt

supE[|X;|] <oo wund lim sup supE[X;[;A]=0.
icl €20 A P(A)<e i€l
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3. Es gilt

lim sup E[(|X;] — K)T] =0.
K—00 je7

4. FEs gibt eine Funktion f: Ry — Ry so, dass @ 7% % und
supie; BI(IXi))] < oc!

Gilt eine der vier Aussagen, so kann die Funktion f in 4. monoton wachsend und konvex
gewdhlt werden.

Beweis. '1. = 2.”: Sei 6 > 0 gegeben und K = Kj so, dass sup;c; E[|X;]; | X;| > K] <. Dann
ist fir A e F

E[X.]; A] = B[ X[ AN {[X:] > K} + B[ X[ AN {| X0 < K} < 5+ K - P(A).

Insbesondere ist
sup E[|X;|] =supE[|X;; Q] <d+ K < o0
iel iel

und
e—0

sup supE[|X;[; 4] <0+ Ke —— 4.
AP(A)<e i€l

Da é > 0 beliebig war, muss

lim sup supE[|X;[;A]=0
€20 A:P(A)<e icl

gelten.
2. = 3.: Zunichst bemerken wir, dass (| X;| — K)* < |Xi[1|x, >k Sei e > 0. Wihle K = K.
grof} genug, so dass nach der Markov-Ungleichung

E[Xi]

supP(|X;| > K) <sup ———— < ¢
iel ier K
ist. Damit folgt 3. aus
lim sup E[(|X;| — K)"] = lim sup E[(| X;| — K.)*] < lim sup E[|X;]; | X;| > K]
K—o0 jecr e—=0 4er e—0 ;7
<lim sup supE[|X;];A]=0.
€20 A:P(A)<e icl

’3. = 4.”: Es gibt eine Folge K1, Ko, ... mit K, 1 co und sup;c; E[(|X;| — K,,)"] <27". Wir
setzen

f(z) = Z(a: - K,)".
n=1

Dann ist f monoton wachsend und als Summe konvexer Funktionen wieder konvex. Auflerdem
ist fiir x > 2K,
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fa) 220, Wegen monotoner Konvergenz gilt auflerdem

F(1X3)] ZE (1X;| — K <Zz—

also

4. = 1.": Setze ag :=inf,>x f( ) , so dass ax Koo, . Also ist

K—o0
—_—

1 1
sup E[| X;];1X;| > K] < —sup E[f(|X;]); | Xi| > K] < —supE[ (1X:))] 0.
iel aK icI

OK el

Beispiel 8.10 (Differenz und gleichgradige Integrierbarkeit). Fiir X € £! ist (X;)ics
genau dann gleichgradig integrierbar, wenn (X; — X);cs gleichgradig integrierbar ist.

Um dies zu sehen, sei (X;);es gleichgradig integrierbar. Nach Beispiel 8.8.2 ist X gleich-
gradig integrierbar. Auflerdem ist

su?E[lX X[ <E[IX]] + supE[IX ] <
1€

und es gilt

sup supE[|X; — X|;A] < sup supE[|X;|;A]+ sup E[X|;4] — 20, 0,
AP(A)<e i€l AP(A)<e i€l AP(A)<e

d.h. nach Lemma 8.9 ist (X; — X);cs gleichgradig integrierbar. Die Umkehrung folgt analog.

Theorem 8.11 (Stochastische und Konvergenz im p-ten Mittel). Sei X1, Xo,... eine
Folge in LP mit 0 < p < co. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Es gibt eine messbare Funktion X € LP mit X, 0 X

2. Die Familie (| X;|P)i=1,2,.. ist gleichgradig integrierbar und es gibt eine messbare Funktion

X mit X, n7e x stochastzsch

Gilt 1. oder 2. dann stimmen die Limiten tiberein.
Beweis. 1.= 2.: Zunéchst ist wegen der Chebyshev’schen Ungleichung fiir jedes € > 0

E[| X, — XP] _ [|[Xn = X[[b nooo

P(|X, - X|>¢) <
ep ep

0,

d.h. die stochastische Konvergenz gilt. Fiir den Beweis der gleichgradigen Integrierbarkeit
verwenden wir Lemma 8.9. Sei € > 0 und N = N, so, dass ||X,, — X||, < ¢ fiir n > N. Dann
ist mit der Minkowski-Ungleichung (7.1)

sup(B[| X, ")) "M = sup || X, 5" < sup || Xa |5 + sup || X, — X PN+ |1 X[[2
neN neN n<N n>N

< sup (EHXn|P])1/\1/p + Ep/\l 4 (E[|X|p])1/\1/p < 00,
n<N
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und fiir A € F, wieder mit der Minkowski Ungleichung
sup(E[| X, |; A)'"/P = sup || X 1a )
neN neN
< sup || XnLal [P + sup [[(Xn — X)Lal [P + (| X Lal P
n<N n>N

< sup (E[| X,,|?; A])lAl/p 4PN (E[|X|P; A])l/\l/p'
n<N
Da N endlich ist, folgt
lim sup supE[|X,|P;A] <e&P.
6—0 A:P(A)<s neN

WEeil € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

2.= 1.:.Da X, TH—OO>p X, gibt es nach Proposition 8.6 eine Teilfolge n1,n2, ... mit X, IH—OO>

X fast sicher. Mit dem Lemma von Fatou ist

E[|X?] = Elliminf|X,, |?] <supE[|X,[’] < co

wegen Lemma 8.9. Insbesondere ist X € £P. Genau wie in Beispiel 8.10 ist auch {|X,, — XV :
n € N} gleichgradig integrierbar. Fiir jedes § > 0 gilt wegen der stochastischen Konvergenz

P(|X, — X|>d) =3 0.
Aus Lemma 8.9 folgt nun mit majorisierter Konvergenz
lim E[|X, — X|’] = lim E[X, — X|";|X,, — X| > 0] + E[| X, — X|";|X,, — X| < 4] <.
n—o0 n—oo

n—o0

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt X,, —— X in LP. O

Korollar 8.12 (Erwartungswert-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit).
n—oo

Sei 0 < p < oo und X1,Xo,--- € LP und X messbar mit X,, ——, X. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

n—o0

1. Xn — P X,
ﬁ
2. 1 Xallp 225 (1],
3. Die Familie (|X,|P)n=12,.. ist gleichgradig integrierbar.

Beweis. Die Aquivalenz 1. < 3. ist klar aus Theorem 8.11.
1. = 2.: folgt aus der Minkowski’schen Ungleichung mit

1 Xnl[BM = XM < (1 X — XM 222 0.
2. = 3.: Fiir festes K ist
E[| X, ;| Xn| > K] < E[|X,]F — (|Xa| A (K — | X,))T)P] 2225 B[ X|P — (|X[A (K = |X])T)7).

Die Konvergenz folgt hierbei, da E[| X, [P] =% E[|X|?], und (|X,|A (K — | X,[)*)? 222501
| X| A (K — X)T)?P, da die Konvergenz nach Proposition 8.6 stochastisch gilt und ((]X,,| A
(K — | Xn])T)P)p=12,. beschriinkt, insbesondere gleichgradig integrierbar ist. Da E[|X|P —
(XA (K —|X]))P] K22 0 nach majorisierter Konvergenz, ist (|X,|”)n=12,.. gleichgradig
integrierbar. O
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9 Unabhingigkeit und das starke Gesetz

Mit unserem Wissen iiber Wahrscheinlichkeitsmafie und o-Algebren beleuchten wir nun den
Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit. Insbesondere werden wir in diesem Kapitel das
starke Gesetz der grofien Zahlen beweisen, siche Theorem 9.21. Auf dem Weg dahin beweisen
wir das Borel-Cantelli Lemma (Theorem 9.8) und das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz (Theorem
9.15).

9.1 Definition und einfache Eigenschaften

Bereits in der Vorlesung Stochastik wurden unabhéngige Zufallsvariablen betrachtet. Die in-
tuitive Vorstellung von Unabhéingigkeit ist oft richtig, manchmal jedoch mit Vorsicht zu ge-
nieflen.

Definition 9.1 (Unabhingigkeit). 1. Fine Familie von Mengen (A;)ic; mit A; € F

heif$t unabhingig, falls
P( N Aj) =P« (9.1)
JjeJ Jj€J
fir alle J € 1.

2. Eine Familie (C;)ier von Mengensystemen C; C F heifst unabhéngig, falls (9.1) fiir alle
Jelund A; €Cj,5 €J gilt.

3. Eine Familie von Zufallsvariablen (X;);cr heifst unabhdngig, falls (o(X;))icr unabhingig
18t.
Wir beschéftigen uns zuerst mit der Frage, ob es Wahrscheinlichkeitsrdume gibt, auf denen

es beliebig viele unabhéngige Zufallsvariablen gibt. Hierbei kommt uns das Wissen iiber Pro-
duktmafle zu Gute.

Proposition 9.2 (Unabhingigkeit und Produktmafe). Eine Familie (X;);c; von Zu-
fallsvariablen ist genau dann unabhdngig, falls fir jedes J € I

(Xi)ics)«P = (Q(Xi).P,
i€J
die gemeinsame Verteilung jeder endlichen Teilfamilie also gleich der Produktverteilung der

einzelnen Verteilungen ist.

Beweis. Nach Definition ist die Familie (X;);er genau dann unabhéingig, falls fiir jedes J € I
und A; € F,i € J,
P(X; € Ajie J)=]][P(X; € 4).

ieJ
Die Behauptung folgt nun daraus, dass P(X; € A;) = (X;)«P(4;) (siehe Definition 3.22) und
P(X; € Aj,i € J) = ((Xi)ies)«P( Xies Ai) (siehe Korollar 6.14). O

Korollar 9.3 (Existenz von iiberabzihlbar vielen unabhingigen Zufallsvariablen).
Sei E ein polnischer Raum, I eine beliebige Indexmenge. Seien (Q;, F;, P;) Wahrscheinlich-
keitsrdume und X; E-wertige Zufallsvariable, i € I. Dann gibt es einen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P) und eine Familie (Y;)ier E-wertiger, unabhingiger Zufallsvariable mit

Yi £ X;.
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Beweis. Es sei bemerkt, dass (((Xi)ics)« @;csPi)ser eine projektive Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafien auf (E,B(E)) ist. Wegen Theorem 6.24 gibt es also den projekti-
ven Limes P;. Dieser ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (E', (B(E))!). AuBerdem ist mit

7; : BT — E, der i-ten Projektion, (m;).P; = (X;)«P;, d.h. m; 4 X;. O

Lemma 9.4 (Funktionen unabhingiger Zufallsvariablen). Seien (2, /), (Y, F/'), i €
I, Messriume. Sei (X;)ier eine Familie unabhdngiger Zufallsvariablen, X; : Q — Qf, und
@i : Q) — QF messbar, i € I. Dann ist auch die Familie (¢;(X;))icr unabhdngig.

Beweis. Nach Lemma 7.2 ist die Zufallsvariable ¢;(X;) nach o(X;) messbar, i € I, d.h.
o(pi(X;)) C o(X;). Da (0(X;))ier nach Voraussetzung unabhéngig sind, folgt die Behauptung
aus der Definition der Unabhéngigkeit. O

Proposition 9.5 (Unabhiingigkeit und Unkorreliertheit). Seien X,Y € L' unabhdingi-
ge, reellwertige Zufallsvariablen. Dann ist XY € L' und es gilt

E[XY] = E[X] E[Y].

Beweis. Zunéchst bemerken wir: gilt die Behauptung fiir die Paare (X;,Y;), 4,5 = 1,...,n,
so auch fiir " | X; und Z;'l:1 Y;. Wegen der Linearitédt des Erwartungswertes ist ndmlich

B33y = 3 Xy - 33 EBmy) ~ B[ x] - B[Y V]
=1 Jj=1 i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Die Behauptung ist klar, wenn X und Y Indikatorfunktionen sind. Wegen oben gesagtem gilt
sie damit auch fiir einfache Funktionen, und damit mit monotoner Konvergenz auch fiir nicht-
negative messbare Funktionen. Der allgemeine Fall folgt mit der Zerlegung X = X+ — X~
undY =Y —-Y~.

O

Beispiel 9.6 (Unkorrelierte, nicht unabhéingige Zufallsvariablen). Sei U eine auf [0, 1]
uniform verteilte Zufallsvariable, X = cos(27U) und Y = sin(27U). Dann ist E[X] = E[Y] =
0 und

1 1
E[XY] = / cos(2mu) sin(27ru)du = %/ sin(4ru)du = 0
0 0

und damit sind X, Y unkorreliert. Allerdings ist {|X| < ¢,|Y| < e} = 0 fiir £ > 0 klein genug
und damit ist P(X ~1(—¢,¢e), Y (—¢,6)) = 0 < P(X(—¢,¢)) - P(Y"!(—¢,¢)). Damit sind
X und Y nicht unabhéngig.

Hat man einen Wahrscheinlichkeitsraum und (abzéhlbar) viele Ereignisse, kann man sich
fragen, wie viele dieser Ereignisse wohl eintreten. Das Borel-Cantelli Lemma gibt ein scharfes
Kriterium dafiir, wann nur endlich viele Ereignisse eintreten.

Definition 9.7 (limsup von Mengen). Fir A, Ag,--- € F ist

limsup 4,, := ﬂ U A

n—roo n>1lm>n

das Ereignis ‘unendlich viele der A, treten ein’.
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Theorem 9.8 (Borel-Cantelli Lemma). 1. Sei Ay, Ay, ... € F. Dann gilt

Z P(4,) < co = P(limsup 4,) = 0.
n=1

n—oo

2. Sind Ay, As, ... unabhdngig, so gilt auch

oo

ZP(An) =00 = P(limsup 4,,) = 1.

n=1 n—oo
Beweis. Wir beginnen mit 1. Wegen der Stetigkeit von P von oben (siehe Proposition 3.7)
gilt

P(liql;n_fgp Ap) = nh_{rgoP( g Am) < nan;oniP(Am) =0

nach Voraussetzung. Fiir 2. verwenden wir, dass log(l — z) < —z fiir z € [0,1]. Damit gilt
némlich, wegen der Stetigkeit von P von unten und der Unabhéngigkeit von (A;,)n=1,2,...

P((limsup A4,)°) = P< [j ﬂ A’c”)

n—00
- n=1m>n

[e. 9]
— 3 C
= lm P( ) 4)
m=n
o0

= lim min(l —P(4n))

= nh_)rgo exp (n;log(l - P(Am))>
< Jim e (= 30 P(4n)
=0
und die Behauptung folgt. O

Beispiel 9.9 (Unendlicher Miinzwurf und geometrische Verteilungen).

1. Wir betrachten einen unendlichen Miinzwurf. Das bedeutet, dass wir einen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P) und unabhingige Zufallsvariablen Xi, Xo,... mit Werte in
{Kopf, Zahl} haben. Der Miinzwurf sei fair, d.h. P(X,, = Kopf) = 1/2. Wir betrachten
die Ereignisse A, = {X,, = Kopf}. Da

> PA)=> t=0
n=1 n=1

und die Familie (A, )nen unabhéingig ist, folgt aus dem Borel-Cantelli Lemma, dass fast
sicher unendlich oft Kopf kommt.
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2. Wir betrachten dieselbe Situation wie in 1., jedoch die Ereignisse B, := {X; = Kopf}.
Klar ist, dass die Familie (By,)nen nicht unabhéngig ist. (Z.B. ist ja P(B; N By) =
P(By) = 1/2 # 2 = P(B1) - P(B,).) Genau wie in 1. ist >.0°, P(B,) = oo. Klar ist
auch, dass P(limsup,, ,., Byn) = % Daraus folgt, dass im Borel- Cantelh Lemma auf die
Bedingung der Unabh&ngigkeit in 2. nicht verzichtet werden kann.

3. Seien X1, Xo,... zum Erfolgsparameter p geometrisch verteilte Zufallsvariablen. Wir
betrachten die Ereignisse A, := {X,, > n} und fragen uns, ob unendlich viele dieser
Ereignisse eintreten kénnen. Da

ip( ZPX > n) Z(l—p)”_1:%<oo.
n=1

n=1

Deshalb treten fast sicher nur endlich viele der Ereignisse {X,, > n} ein.

9.2 Das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz

Bereits das Borel-Cantelli Lemma ist eine Aussage dariiber, wann ein von unendlich vielen
Ereignissen abhéingiges Ereignis fast sicher eintritt. Diese Situation werden wir nun weiter
beleuchten.

Proposition 9.10 (Unabhingigkeit erzeugter o-Algebren). Sei (C;)icr eine Familie
unabhdngiger, schnittstabiler Mengensysteme. Dann ist auch (o(C;))ier eine unabhdngige Fa-
milie.
Beweis. Sei J = {z’l, ...yin}y € I und o.E. |J| > 1. Dann gilt (9.1) fiir beliebige A;,, ..., 4;,
mit A;, € G, k = .,n. Wir halten A,,,..., A;, fest und definieren

D:={A; € F:(9.1) gilt}.
Wir werden nun zeigen, dass D ein Dynkin-System ist. Ist ndmlich A C B € D, so ist auch
B\ A €D, weil

n n n

P((B\A)N()A4,)=P(Bn[]4,)-P(AN[] A4,
(Bryyn N au) =P(Bn ) 4u) ~P(4n ) 4)
= (P(B) - P(4)) - [ P(4;)
k=2
=P(B\4)- [[P(4)-
k=2

Ist auerdem Ap, As,--- € D mit A] C Ay C As..., so ist wegen der Stetigkeit von P von
unten

P((UA) N Aw) =supP (4,0 () 4)
j=1 k=2 jeN k=2
= P(A P(A
i) P

_P(UA) HP



78 9 Unabhéngigkeit und das starke Gesetz

Da C;, schnittstabil ist und C;; C D, ist 0(C;;) € D nach Theorem 2.13. Insbesondere gilt
(9.1) fiir A;, € 0(Ciy), Aiy € Ciy, ..., Ai, € C;,. Iteriert man obiges Verfahren fiir k = 2,...,n,
erhélt man die Aussage. O

Korollar 9.11 (Unabhingigkeit von Indikatorfunktionen). Fine Familie von Mengen
(Ai)ier ist genau dann unabhingig, wenn die Familie der Zufallsvariablen (14,)icr unabhingig

ist. Insbesondere gilt
P((8)=[IP®)

jeJ JjeJ

fir J €I, B; € {A;, A5}, j € J.

Beweis. Fiiri € IseiC; = {A;}. Dannist 0(14,) = {0, A;, A5, Q} = 0(C;). Da C; trivialerweise
schnittstabil ist, folgt die Aussage aus Proposition 9.10. O

Korollar 9.12 (Gruppierung). Sei (F;)icr eine Familie unabhdngiger o-Algebren. Weiter
sei T eine Partition von I, d.h. T = {Ix,k € K} mit |{,cpc I = I, die I} sind also disjunkt
und deren Vereinigung ist I. Dann ist auch (o(F; : i € I))kex ein unabhdngiges System.

Beweis. Das Mengensystem Cj, := { ﬂiEJk A Jy €I, A; € }'Z} ist schnittstabil und o(Cy) =
o(F; i € Iy), k € K. Da nach Voraussetzung die Familie (Cy)rex unabhéngig ist, folgt die
Behauptung aus Proposition 9.10. O

Wir kommen nun zur Hauptaussage dieses Abschnittes, dem Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz.
Hierzu fithren wir eine bestimmte o-Algebra ein, die terminale o-Algebra.

Definition 9.13 (Terminale und triviale o-Algebren). 1. Sei Fi,F2,... C F eine
Folge von o-Algebren. Dann ist

T(F P )= U F)

n>1 m>n
die o-Algebra der terminalen Ereignisse von JFi, Fa,. ..
2. Eine o-Algebra F C F heifit P-trivial, falls P(A) € {0,1} fiir alle A € F.

Lemma 9.14 (Triviale o-Algebren). 1. Eine o-Algebra F st genau dann P-trivial,
wenn F von sich selbst unabhdngig ist.

2. Sei F eine P-triviale o-Algebra und X eine F-messbare Zufallsvariable mit Werten in
einem separablen metrischen Raum E. Dann ist X fast sicher konstant.
Beweis. 1. Sei F zuniichst P-trivial und A, B € F. Dann gilt P(AN B) = P(4) AP(B) =
P(A) - P(B), also ist F von sich selbst unabhiingig. Ist andererseits F von sich selbst un-
abhiingig und A € F, dann ist P(A) = P(AN A) = (P(A))2, also P(A) € {0,1}.

2. Fiir n € N sei (By;)j=1,2,... eine abzahlbare Uberdeckung von F mit Béallen vom Radius
1/n. Da F eine P-triviale o-Algebra ist, gilt P(X € By;) € {0,1} fiir alle n,j. Fir n €
N sei J, := {j € N: P(X € By,;) = 1} # 0. Damit ist wegen der Stetigkeit von oben
P(X € MoziNjer, an> = 1. Da (2, N, Bnj hochstens ein Element hat, folgt die
Behauptung. O
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Unter Unabhéngigkeit ist die o-Algebra der terminalen Ereignisse besonders einfach.

Theorem 9.15 (Kolmogorov’sches 0-1-Gesetz). Sei Fi,Fa,--- C F eine Folge un-
abhingiger o-Algebren. Dann ist T := T (F1, Fa,...) P-trivial.

m>n*Y m
unabhéngig, n = 1,2,... Damit sind auch (Fi,...,F,,7) unabhingig, n = 1,2,... und
damit auch (7, F1,Fa,...). Wieder mit Korollar 9.12 folgt, dass (7o, 7) unabhéngig sind
und, da T C T auch, dass T von sich selbst unabhéingig ist. Deswegen folgt die Behauptung
aus Lemma 9.14. O

Beweis. Sei T, = a(U F ), n = 1,2,.... Nach Korollar 9.12 sind (Fi,...,Fn, Tn)

9.3 Summen unabhingiger Zufallsvariable

Viele wichtige Sétze der Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigen sich mit unabhéngigen Zu-
fallsvariablen. In dieser Vorlesung sind dies vor allem das starke Gesetz der groflen Zahlen
(Theorem 9.21) und der zentrale Grenzwertsatz (Theorem 11.8). Bereits hier geben wir wich-
tige Hilfsmittel zur Analyse von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen an. Das erste ist der
Zusammenhang mit der Faltung von Wahrscheinlichkeitsmaflen (sieche Abschnitt 6.4).

Proposition 9.16 (Faltung ist Verteilung der Summe). Seien X3, ..., X,, unabhingige,
reellwertige Zufallsvariablen. Dann gilt

(X14 -+ X0)P = (X1)Px- % (X,).P.
Weiter gilt fiir die charakteristischen Funktionen

Vx4t X, = VX, Yx,
und, falls X1,...,X, Werte in Ry annehmen,
Lxy ot X = Ly L

Beweis. Zunéchst ist nach Proposition 9.2 ((X1, ..., X)).P = (X1):P®---®(X,,).P. Damit
folgt die erste Behauptung bereits aus der Definition 6.17 der Faltung von Maflen. Die weiteren
Behauptungen folgen aus Proposition 9.5, da etwa

0y ot o () = B H0] = B it0]

=E[e"] - E[e"] = ¢x, (1) -+, (1). 0
Das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz stellt recht einfach eine Aussage zur Verfiigung, wann Sum-
men unabhéngiger Zufallsvariable fast sicher konvergieren.

Proposition 9.17 (Konvergenz von Summen unabhiingiger Zufallsvariablen). Seien
X1, Xa, ... unabhdngige Zufallsvariablen und Sy, == X1 + -+ + X,,.

1. Es gilt
P(w : S, (w) konvergiert fir n — oo) € {0,1}
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2. Weiter ist
P(w: Sy (w)/n konvergiert fiir n — o) € {0,1}.

Falls P(Sy/n konvergiert) = 1, ist der Grenzwert fast sicher konstant.

Beweis. Setze F; := o(X;), i = 1,2,... Damit ist die Familie (F;);=12, . unabhéngig. Die
Menge {w : Sy (w) konvergiert fiir n — oo} ist messbar beziiglich 7 (Fi, Fa,...) und damit
folgt die erste Aussage aus Theorem 9.15. Genauso folgt, dass P(S,/n konvergiert) € {0, 1}.
Sei S = lim;,—s00 Sp(n)/n. Damit gilt fur alle m = 1,2, ...

X1+ + X, X+ X,

S = lim = lim _—
n—o00 n n—00 n

also ist .S nach U(UkZm fk) messbar. Damit ist S auch 7-messbar und damit fast sicher
konstant nach Theorem 9.15 und Lemma 9.14. Ul

Proposition 9.18 (Maximal-Ungleichung von Kolmogorov). Seien X1, Xo, - € L2
unabhdingige Zufallsvariablen. Dann gilt fir K > 0

> ne1 V(XR)
sup‘ X — Xk)>K) < &=n== o
P ((sup Z B{Xi] =
Beweis. O.E. sei E[X}] = 0,k = 1,2,.... Weiter setzen wir S,, = X1 + -+ X,, und T :=
inf{n : |S,| > K}. Dann gilt P(sup,, |S,| > K) = P(T' < c0). Wegen Korollar 9.12 sind
Sy 1p—; und S,, — Si unabhéngig fiir £ < n. Deshalb gilt

iE[X E[S?] >ZE52T k]

k=1

= ZE[S,z +(Sp — Sk +281)(S, — Si), T = k]
k=1

> E[S};,T = k] + 2E[Sk(Sn — Sk), T = k]

k=1
n

=> E[S;.T =k > K*P(T < n)
k=1

Nun folgt die Behauptung mit n — oo. O

Theorem 9.19 (Konvergenzkriterium fiir Reihen). Seien X1, Xo,--- € £2 unabhdingige
Zufallsvariablen mit Y>> | V[X,] < co. Dann konvergiert Y ,_, Xy — E[X}] fast sicher.

Beweis. Wieder sei 0.E. E[X;] =0,k =1,2,... und wir schreiben S,, = X1 + --- + X,,. Fiir
€ > 0 gilt nach Proposition 9.18

> 1 E[X2
lim P(sup S, — S| > ) < lim Sonzii1 BIX]

k—oo  n>k g2

=0.

Deswegen konvergiert sup,,>y |Sn — Skl ]H—Oo>p 0. Nach Proposition 8.6 gibt es also eine

Teilfolge k1, k2, ... mit sup,,>y, [Sn — Sk;| H—oo>fs 0. Da aber (sup,,> |Sn — Sk|)k=1,2,... fallend

k—00

ist, gilt sup,,>, [Sn — Sk| ——fs 0. Das bedeutet aber, dass (Sy)n=12,... konverglert. O
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9.4 Das starke Gesetz der grof3ien Zahlen

Bereits in der Vorlesung Stochastik haben wir das schwache Gesetz der groflen Zahlen bewie-

sen: sind X1, X, --- € £? identisch verteilt und unkorreliert, dann ist fiir £ > 0
1< R 1 < V[X1] noo
P(—’ X), — E[X ’>)<fv[f Xp| = 55 DO VI =~ 50
n ;( k Xil)|>¢) < g2 Ln kz—; k e2n2 ; [X] e2n

Diese Aussage wollen wir nun in zwei Richtungen verschérfen. Wir wollen einerseits die stocha-
stische Konvergenz durch die fast sichere Konvergenz ersetzen, und aulerdem nur die Existenz
erster Momente (nicht jedoch die Existenz zweiter Momente) fordern. Zunéchst jedoch defi-
nieren wir, was wir genau meinen, wenn wir sagen, dass eine Folge von Zufallsvariablen einem
Gesetz grofler Zahlen folgt.

Definition 9.20 (Gesetz der grofien Zahlen). Sei X1, Xo,--- € L1 eine Folge reellwertiger
Zufallsvariablen. Wir sagen, dass die Folge dem schwachen Gesetz der groffen Zahlen folgt,
falls

1 n
LS (%~ BX) 25,0
k=1

Die Folge geniigt dem starken Gesetz der groffen Zahlen, falls
1 ¢ 00
- Z(Xk — E[Xy]) —5 0.
k=1

Theorem 9.21 (Starkes Gesetz fiir unabhiingige Zufallsvariablen). Eine Folge
X1, Xg,--- € L' unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen geniigt dem starken
Gesetz der groffen Zahlen, d.h. es gilt

1 n
- DX g BIX].
k=1

Bemerkung 9.22 (Schwaches Gesetz). Da aus der fast sicheren Konvergenz die sto-
chastische Konvergenz folgt (siehe Proposition 8.6), geniigt die Folge X1, Xo,... aus dem
Theorem auch dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen. Weiter geniigt auch die Folge
X, XS, ... dem starken Gesetz und E[1(X]" + ---X;7)] = E[X{]. Damit ist die Folge
(%(X fr ++ -+ X,7))n=12,. nach Korollar 8.12 gleichgradig integrierbar. Genauso ist die Folge
der Partialsummen der Negativteile gleichgradig integrierbar. Es folgt aus Theorem 8.11, dass
X+ + X)) =50 EXG)

Bemerkung 9.23 (Endliche vierte und zweite Momente). Die Schwierigkeit im Beweis
des starken Gesetzes ist, dass nur verwendet werden darf, dass X; € £!. Wesentlich einfacher
wird der Beweis, wenn man X; € £* bzw. X; € £? voraussetzt. Diese beiden Beweise geben

wir zunéchst an. Es sei S,, : = X7 +--- + X,,.

1. Der Fall X; € £*: Hier kommt man ganz ohne weitere Hilfsmittel aus:

Aus der Linearitét des Erwartungswertes ist klar, dass E[S,/n] = E[X;]. O.E. sei
E[X1] = 0, ansonsten geht man zu den Zufallsvariablen X; —E[X1], Xo—E[X3],--- € £*
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iber. Zunéchst berechnen wir mit Hilfe der Unabhéngigkeit von (Xj)r=12,..

ZEXk ] +3 Z [X2X?] < (n+ 6n?)E[X]]
kk; l1
wegen der Cauchy-Schwartz-Ungleichung. Daraus folgt

B35 (%) <55 bt <

n=1 n=1

n—oo

Deswegen gilt » 7 ( ”) < oo fast sicher, insbesondere also 2z %%, s 0.

2. Der Fall X; € £?: Hier ist das Konvergenzkriterium fiir Reihen, Theorem 9.19 von
entscheidender Hilfe. Auflerdem benétigen wir noch folgendes Resultat:

Lemma 9.24 (Kronecker Lemma). Seien 1,22, -+ € R, y1,y2,--- € R monoton
mit yp, T 00 und Y 02| Ty /Yn < 00. Dann gilt > p_1 Tr/yn 7000,

Beweis. Sei zg = 0,2, 1= > p_, /Y. Dann gilt z, I7%0% o < 0o und Ty = Yk (2 —
2k—1). Wir schreiben mit yo =0

Zk 1Tk _ Zy’“ 2k — Zh—1 _zn—i—f(Zykzic—Zykzk 1)

1
:Zn_7< YkZk—1 — Yk—12k— 1)
Yn 1

n—oo

) 1
—— Zoo — Zoo ¢ lim —Zyk—yk_lzo.
n—>ooynk_

O]

Zuriick zum Beweis des starken Gesetzes im Fall X; € £2. O.E. sei wieder E[X1] = 0.
Betrachte die Folge Xi/1,X2/2,... Wegen > oo V[X,/n] = V[X1]Y >, 1/n? gilt
nach Theorem 9.19, dass > ,_, Xj/k fast sicher konvergiert. Mit Lemma 9.24 folgt,
dass S, /n TH—OO>fS 0.

Beweis von Theorem 9.21 falls X1 € £L'. Es geniigt, den Fall von nicht-negativen Zufalls-

variablen zu betrachten. Im allgemeinen Fall sei bemerkt, dass X 1+ , X2+ ;- € L' und
X7, X5, € L' die Voraussetzungen des Satzes erfiillen, und aus (X +- - -+X;5) /n 7= 4,

n—00

E[X{]und (X] +---+X,,)/n — ;5 E[X; ] die Aussage wegen Linearitiit des Erwartungs-
wertes folgt.
Fir S, = X1 + -- - + X,, werden wir zeigen, dass

E[limsup S,,/n] < E[X}]. (9.2)

n—oo
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M, >n—14+1 M;>n—1+4+1 M;>n—1+1

o o ° ° o o ° ° o o
—_———— —_—— n
Anzahle[? Anzahlejg

(Xpp 4+ XI{l-&-M,iz—l)/MI{L >a (Xp+---+ XI;"+MI§1,—1)/MI;" >«

Abbildung 9.1: Hlustration von M;, I?, eingefithrt unterhalb von (9.3). Die Grofie L, ist

) J )
die Anzahl der zusammenhéngenden Bereiche von e’s.

Gilt dies, so folgt erstens

E[lirginfSn/n] > E[lirginf(Xl Nk+---+ X, ANE)/n]
=k — E[limsup((k — X))" + -+ (k — X)) /n]

n—o0

> Elk — (k — X1)*] 2% E[X)]

Zweitens ist dann E[limsup,,_,., Sp/n — liminf, ,- S,/n] = 0, also limsup,,_,., Sp/n =
liminf,_,~ S, /n = 0 fast sicher, da sowohl liminf,,~ S, /n als auch limsup,,_,., Sn/n ter-
minale Funktionen, und damit nach Theorem 9.15 und Lemma 9.14 fast sicher konstant sind.
AuBerdem ist damit

lirginf Sp/n = E[lirginf Sn/n] > E[X;1] > E[limsup S,,/n] = limsup S, /n,

n—oo n—o0

woraus die Behauptung folgt.
Es bleibt also (9.2) zu zeigen. O.E. sei E[X;] > 0, ansonsten ist X} = 0 fast sicher,

k=1,2,... und die Aussage ist trivial. Hierzu werden wir
0 < a < E[limsup S, /n] = a < E[X;] (9.3)
n—oo

beweisen. Nach Voraussetzung ist fiir ¢ =0,1,2,...

a < Ellimsup S, /n] = limsup S, /n = limsup(X;+1 + - - Xiyn)/n.

n—oo n—oo n—oo

Damit ist

M;:=inf{neN: (X;+ -+ Xiyn_1)/n > a}

fast sicher endlich, ¢ = 1,2, ... Die M;’s sind identisch verteilt. Wir definieren fiirn =1, 2,...
rekursiv (siehe auch Abbildung 9.1) I = 0 sowie fiir j = 0,1,2,... (mit My :=0)
Iy =inf{i e Nvi > [ + Mj, M; <n—i+1}

J

mit inf() = oo und L,, := sup{n € Ny : [} < oo}. Damit gilt fir 1 < j < Ly, dass
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I+ ijn <n, also (XIJn + -+ XIJnJFMw_l)/MIJn > «. Dies verwenden wir nun mittels
J

E[Xi] = E[(X1 + - + Xy)/n]

L,
> %E[ZMI‘;L . (XIJ” + .- +XI;~L+M1;L*1)/MI;L]
j=1
L, Ly
2 48[ atp] = - gmfn - Y]
Jj=1 j=1
n
>a-— QE[Z 1Mz>n71+1]
i=1
n
:a( —%ZP(Mi >z)) 7%,
=1

da (% > i P(M; > i>)n:1,2,...
der Verteilungen der M;’s gegen 0 konvergiert. Damit ist (9.3) gezeigt und die Behauptung
ist bewiesen. O

als Cesaro-Limes von (P(M; > i))i=12... wegen der Identitét

Wir geben nun eine einfach Anwendung des starken Gesetzes an. Gerade in der Statistik
kommt es oft vor, dass man eine gro3e Anzahl unabhéngiger, identisch verteilter, reellwertiger
Zufallsgrofen betrachtet. Der Satz von Glivenko-Cantelli (Theorem 9.26) besagt, dass die
empirische Verteilung der Zufallsvariablen fast sicher gegen die zu Grunde liegende Verteilung
konvergiert.

Definition 9.25 (Empirische Verteilung). Seien X1, Xo,... Zufallsvariable. Fiir n =
1,2,... heifit die (zufillige) Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 n
[y = — E )
,U/TL n k_l Xk

die empirische Verteilung von Xi,..., X,. Sind die Zufallsvariablen reellwertig, ist aufferdem
~ 1 <&
F,(x) = - % 1x, <z

die empirische Verteilungsfunktion von Xi,...,X,.

Theorem 9.26 (Satz von Glivenko-Cantelli). Seien X1, Xo, ... unabhdingige, reellwertige
Zufallsvariablen mit identischer Verteilung mit Verteilungsfunktion F. Dann gilt

n—oo

lim sup |F,(z) — F(z)] ——¢5 0.
n—0o0 R

Beweis. Fir x € Rund n = 1,2,... sei Y, (z) := 1x,<, und Z,(z) := 1x, <. Nach Theo-
rem 9.21 gilt fiir jedes z € R

Falw) = = D" Vila) ", BIYi (o) = (X < 2) = F(a),
k=1

Fy(e—) = %Z Zi(x) "2, ElZ)(2) = P(X) < @) = Fla—).
k=1
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Wir miissen zeigen, dass diese Konvergenzen auch uniform fiir alle z € R gelten. Fiir N =
1,2,... und j =0,..., N setzen wir
xjv =inf{x e R: F(x) > j/N}

und

RY = _max_ (Fu(@)) = F@)] +|Fua) =) = Fa) ).

Fiir N =1,2,... gilt also RY H—Oo>f5 0. AuBlerdem ist fiir z € (wﬁl,xy)

also, fiir jedes N =1,2,...

sup |Fy(z) — F(z)| < & + RY 2%, L.

Da die linke Seite nicht von N abhéngt, folgt die Behauptung mit N — oo. O

10 Schwache Konvergenz

Fiir Maf- und Messrdume haben wir bisher oft verwendet, dass die o-Algebra die Borel’sche
ist, d.h. die o-Algebra, die von einer Topologie erzeugt wird. In diesem Abschnitt werden wir
oft voraussetzen, dass der topologische Raum polnisch ist, also separabel und metrisierbar
durch eine vollstindige Metrik. Um uns Schreibarbeit zu ersparen, setzen wir nun gleich
voraus, dass (E,7) ein metrischer Raum ist und manchmal werden wir voraussetzen, dass er
vollstdndig und separabel ist.

Fiir eine messbare Abbildung f : £ — R und ein Mafl p auf B(E) (der Borel’schen o-
Algebra von E) werden wir in diesem und im néchsten Kapitel durchgehend pu[f] := [ fdu
schreiben.

10.1 Definition und einfache Eigenschaften

Bisher haben wir uns mit verschiedenen Konvergenzarten von Zufallsvariablen beschéftigt.
Die Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen ist dasselbe wie die schwache Konvergenz
der Verteilungen der Zufallsvariablen. Zur Motivation hinter den folgenden Definitionen sei
an ein Faktum erinnert: in einem metrischen Raum (E,r) ist z, 22, & genau dann wenn

n—oo

f(zn) —— f(z) fir alle stetigen Funktionen auf £ (d.h. f € C(E,R)).
Definition 10.1 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung).

1. Wir bezeichnen mit P(E) die Menge der WahrscheinlichkeitsmafSe auf B(E) und mit
P<1(E) die Menge der endlichen Mafle p auf B(E) mit u(E) < 1. Weiter ist Cy(E) die
Menge der reellwertigen, beschrinkten, stetigen Funktionen auf E und C.(E) C Cy(E)
die Menge der reellwertigen, beschrdankten stetigen Funktionen auf E mit kompaktem
Tréger.
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2. Eine Folge P1,Pg,--- € P(E) konvergiert schwach gegen P € P(E), falls
P, [f] “== P|f] (10.1)

fir alle f € Cy(E). Wir schreiben dann

n—roQ

P, — P.

3. Ist pi, p2, - - € P<y und p ein Maf§ auf E. Gilt (10.1) nur fir alle f € C.(E), so sagen
wir, [y, konvergiert vage gegen p. Wir schreiben dann

n—oQ

Hn, :>’U .

4. Seien X, X1,Xo,... Zufallsvariablen auf Wahrscheinlichkeitsraumen (Q,A,P),
(Q1, A1, P1), (22, A42,P2),... mit Werten in E. Dann konvergiert X, Xs,... in Ver-
teilung gegen X, falls (Xn)sPp == X, P. Wir schreiben dann

X, == X.

Bemerkung 10.2. 1. Man beachte, dass fiir Zufallsvariablen X, X1, X, ... mit Werten
n—roQ

in F genau dann X,, == X gilt, wenn
P[f(X)] === P[f(X)]

fir alle f € Cy(E) gilt. Viele der folgenden Resultate lassen sich deswegen auf zwei
Arten und Weisen formulieren: entweder mittels Wahrscheinlichkeitsverteilungen, oder
mittels Zufallsvariablen. Der Zusammenhang ist dabei immer, dass die Aussage iiber
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen ebenfalls eine Aussage iiber die Verteilungen der
Zufallsvariablen ist.

2. Der schwache Limes von Wahrscheinlichkeitsmaflen muss wieder ein Wahrscheinlich-
keitsmaf sein, da 1 € Cp(E). Der vage Limes von Wahrscheinlichkeitsmafien muss je-
doch nicht unbedingt wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaf sein, da 1 ¢ C.(E), falls E nicht
kompakt ist; siche auch Beispiel 10.3.1. Immerhin sind vage Grenzwerte in P<;(E), wie
Lemma 10.12.

3. Wir kennen bereits die fast sicher Konvergenz, die stochastische und die Konvergenz
in LP von Zufallsvariablen X7, Xo,... gegen X. Entscheidender Unterschied zur Kon-
vergenz in Verteilung ist, dass letztere nicht voraussetzt, dass die Zufallsvariablen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

4. Nach Definition 10.1 ist die Topologie der schwachen Konvergenz auf P(E) die
schwichste (d.h. die kleinste) Topologie, fiir die P — P[f] fiir alle f € Cp(FE) stetig

1st.
Beispiel 10.3. 1. Sei z,z1,z2,--- € R mit x, 7% 2 sowie P = 0z, P1 = 05, P2 =
02y, ... Dann gilt P, === P, da
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fir alle f € Cyp(R).
n—oo

Falls die Folge 1, z2, ... divergiert, etwa x,, = n, so gilt P,, ——,, 0 (das ist das 0-Maf}
auf B(R)), da

n—oo

P,[f] = f(zn) —— 0=10[f]

fiir alle f € C.(R) gilt. Allerdings gilt die schwache Konvergenz nicht, da P,[1] =1 #
0 = 0[1].

2. Seien X, X1, Xo, ... identisch verteilt. Dann ist X, =X X , jedoch gilt die Konvergenz
im allgemeinen weder fast sicher, noch stochastisch oder in LP.

3. Wie wir noch sehen werden, ist der zentrale Grenzwertsatz, den wir in Kapitel 11 ken-
nenlernen werden (Theorem 11.8), ein Resultat iiber Konvergenz in Verteilung. In seiner
einfachsten Form, dem Satz von deMoivre-Laplace (siehe auch Bemerkung 10.8 und Bei-
spiel 10.34), besagt dieser: sei p € (0,1), X,, ~ B(n,p),n =1,2,... und X ~ N(0,1).
Dann gilt

Xn—np  nooo X

np(l —p)

4. Ebenso ist die Poisson-Approximation der Binomialverteilung eine Aussage iiber Kon-
vergenz in Verteilung (siehe auch Theorem 11.5): sei X, ~ B(n,p,),n = 1,2,... mit
n—oo

n-pp, —— A und X ~ Poi()A). Dann gilt

n—oQ

X, — X.

Lemma 10.4 (Eindeutigkeit des schwachen Limes). Seien u, v, 1, 2, -+ € P(E) mit
n—oQ n—oQ .
iy ——= i und pt, ——= v. Dann ist p = v.

Beweis. Nach Proposition 3.10 geniigt es zu zeigen, dass p(A) = v(A) fiir alle abgeschlossenen
A C E. Die Menge aller abgeschlossenen Mengen ist ndmlich ein schnittstabiler Erzeuger von
B(E). Sei also A C E abgeschlossen. Wir setzen

r(xz,A) = inf r(z,y)

yeA
sowie
fm(z) = (1 —m-r(z, A)T.
firm=1,2,.... Dann ist f,, LimaaNy | A, da A abgeschlossen ist. Weiter gilt mit majorisierter
Konvergenz
pA) = lim plfm] = lim L p[fn] = lim v[fn] = v(A)
und die Behauptung folgt. d

Wir erinnern an die Eingangsgrafik von Kapitel 8. Eine Folge von Zufallsvariablen kann

fast sicher, in Wahrscheinlichkeit, in £? oder in Verteilung konvergieren. Die Konvergenz in

Verteilung ist der schwichste dieser Begriffe in folgendem Sinne.

Proposition 10.5 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und in Verteilung). Seien
n—oo n—oQ

X, X1, Xo,... Zufallsvariable mit Werten in E. Falls X,, ——, X, so auch X, == X. Ist
X konstant, so gilt auch die Umkehrung.
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n—oo

Beweis. Sei X, ——, X. Angenommen, es gibe ein f € Cy(F) so, dass lim, o P[f(X,)] #
P[f(X)]. Dann gibt es eine Teilfolge (ng)g=1,2,.. und ein € > 0 mit

lim [P[f(Xn,)] - PLF(X)]| > <. (10.2)

k—o0

Wegen X, H—oo>p X und Proposition 8.6 gibt es eine Teilfolge (nx,)¢=12,..., so dass Xnk[ o0

X fast sicher. Wegen majorisierter Konvergenz wire damit auch

lim P[f(X,,, )] = P[f(X)]

{—00

im Widerspruch zu (10.2).
Fiir die Umkehrung sei X = s € E. Es ist + — r(x,s) A 1 eine beschrinkte, stetige
Funktion und damit

n—o0

P[r(X,,s) N1] —— P[r(X,s) A 1] = 0.
Also gilt X,, 2% X wegen (8.1). O

Theorem 10.6 (Portmanteau Theorem). Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit Wer-
ten in E. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) X, ==X
(i) PLf(X,)] 2= P[f(X)] fiir alle beschrinkten, Lipschitz-stetigen Funktionen f.
(i) lirgian(Xn € G) > P(X € G) fiir alle offenen G C E.

(iv) limsupP(X, € F) <P(X € F) fir alle abgeschlossenen F C E.

n—o0

(v) ILm P(X, € B) = P(X € B) fiir alle B € B(E) mit'> P(X € 0B) = 0.

Beweis. (i) = (i1): klar

(1) = (iv) Sei F' C E abgeschlossen und fi, fo,... Lipschitz-stetig, so dass f; | 1p. (Bei-
spielsweise wéhlt man € | 0 und fx(x) = (1 — ér(az, F))", wobei r(z, F) := infycpr(z,y).)
Damit gilt

limsupP(X, € F) < inf limsupP[fy(Xn)] = inf P[fi(X)]=P(X € F).

i
n—oo k=12,.. n—oo k=12,...

(1i1) <= (iv) Das ist klar. Man muss in der Richtung (¢i7) = (iv) nur F := E'\ G und in
der Richtung (iv) = (iii) analog G := E \ F setzen.
(131) = (7) Sei f > 0 stetig. Wegen Proposition 7.10 und Fatou’s Lemma ist damit

o0

PIA(X)] = /OOO P(f(X) > t)dt g/o lim inf P(f(Xy) > #)dt

n—oo

< lim inf /00 P(f(X,) > t)dt = liminf P[f(X,)].
0

n—0o0 n—oo

5Fiir den Abschluss B und das Innere B° bezeichne hier 9B := B \ B° den Rand von B.
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Fiir —c < f < ¢ gilt damit, da —f + ¢ > 0 ist,

limsup P[f(X,,)] = ¢ — liminf P[— f(X,,) + ¢] < ¢ — P[-f(X) + ¢] = P[f(X)]

n—00 n—00

< lim inf P[f(X,)],

also P[f(X,)] === P[f(X)].
(1), (iv) = (v) Fir B € B(E) ist

P(X € B°) <liminf P(X, € B°) < limsupP (X, € B) <P(X € B).

n—o0 n—00

n—oo

Gegeben P(X € 9B) = P(X € B)—P(X € B°) = 0, ist damit P(X,, € B) "= P(X € B).
(v) = (iv) Angenommen, (v) trifft zu und F' C E ist abgeschlossen. Wir schreiben F*© :=
{r € E:r(x,F)<e} fir e > 0. Die Mengen 0F¢ C {x : r(z, F') = £} sind disjunkt, also gilt

P(X € OF°) =0 (10.3)

fiir Lebesgue-fast jedes €. Sei €1, 9, ... eine Folge mit ¢ | 0, so dass (10.3) fiir alle €1, €9, ...
gilt. Damit ist

limsupP(X,, € F') < inf limsupP(X, € F**)= inf P(X € F**)=P(X € F).

n—oo k=1,2,... n—oo k=1,2,...

O]

Korollar 10.7 (Konvergenz von Verteilungsfunktionen). Seien P, P, Py, --- € P(R)
mit Verteilungsfunktionen F, Fy, F», ... Dann gilt Py, L p genau dann wenn F,(x) nee
F(x) fiir alle Stetigkeitsstellen x von F.

Beweis. ’=": Ist = eine Stetigkeitsstelle von F', so ist P(9(—o0;z]) = P({z}) = 0. Damit gilt
nach Theorem 10.6 (Richtung (i) = (v)), dass

Fu(x) = Py ((—o0;a]) =% P((—o0;2]) = F(x).

'«<": Nach Theorem 10.6 (Richtung (ii) = (7)) geniigt es zu zeigen, dass P, [f] = P[f] fiir

alle beschrénkten, Lipschitzfunktionen f. O.E. nehmen wir an, dass | f | <1 und f Lipschitz-

Konstante 1 hat. Fiir € > 0 wahle N € N und Stetigkeitspunkte 19 < --- < yn von F so, dass
n—oo

F(y) <e, Flyn) >1—cund y; —y;—1 < e firi = 1,...,N. Dann ist F,(y;) —— F(yi)
und

N-1
J < 1cooyo) + Liyn,00) + Ly i
z:l
also
N
lim sup Py, [f] < Tim sup F(yo) + 1 = Fa(yn) + > (F(i) + ) (Fuyi) — Fulyin)
n o n o i=1
N
<3+ Y fWi)(F(y:) — F(yio1)) < 4e + P[f]
=1

Mit ¢ — 0 und durch Ersetzen von f mit 1 — f folgt P, [f] === P[f]. O
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Bemerkung 10.8 (Der Satz von deMoivre-Laplace). In Beispiel 10.3 hatten wir be-
hauptet, dass der Satz von deMoivre-Laplace eine Aussage iiber schwache Konvergenz macht.
Man zeigt gewohnlich, dass fiir B(n, p)-verteilte Zufallsgrofien X, gilt, dass

n—oo

< m) I G (),

P( X, —np
np(l —p)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Wie Korollar 10.7 zeigt,
bedeutet das genau die Konvergenz in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung.

Korollar 10.9 (Satz von Slutzky). Seien X, X, Xo, ..., Y1, Ya, ... Zufallsvariable mit Wer-

ten in E. Gilt X, =3 X und r(X,,,Y,) TH—OO>p 0, so gilt auch Y, ===% X.
Beuweis. Siehe Ubung. O

Theorem 10.10 (Continuous mapping theorem). Sei E separabel, (E',1") ein weiterer
metrischer Raum und ¢ : E — E' messbar und U, C E die Menge der Unstetigkeitsstellen
von P.

1. Sind P,P1,Py,--- € P(E) und P(U,) = 0 sowie P; =X P, dann ist auch o, P, ===
P P.

2. Sind X, X1, Xo,... Zufallsvariable mit Werten in E und P(X € U,) = 0 und X, SLRE

n—roQ

X, dann ist auch p(X;) == @(X).

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass 2. eine Anwendung von 1. ist, falls man P,, = (X,,).P
setzt. Die Menge U, ist Borel-messbar, da

Uff ={x e E: Jy,z € Bs(x),"(o(y),p(2)) >}

Borel-messbar ist (hier geht die Separabilitdt von E ein) und
0= U Qoo
n=1k=1
Sei G C E’ offen und z € gofl(G)ﬂUg. Da ¢ in z also stetig ist, gibt es ein § > 0 mit p(y) € G
(dh. y € o 1(@)) fiir alle y mit r(z,y) < d. Also ist ¢~ (G) NUE C (¢~ (G))°. Daraus folgt
mit Theorem 10.6 (Richtung (i) = (ii7))

2. P(G) = P(o™}(@) = P¢™(G) NUS) < P((¢7(G))°)
< liminf P, ((¢71(G))°) < liminf P, (¢ (@)) = lim nf 0. P, (G).

Wieder wegen Theorem 10.6 (Richtung (iii) = (7)) folgt also ¢, P, === ©,P. O

Sieht man von der vagen Konvergenz einmal ab, so ist die Konvergenz in Verteilung der
schwichste Konvergenzbegriff. Jedoch besteht ein Zusammenhang mit der fast sicheren Kon-
vergenz, wie folgendes Theorem zeigt.

Theorem 10.11 (Schwache und fast sichere Konvergenz, Skorohod). Seien
X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit Werten in einem vollstindigen und separablen Raum
(E,r). Dann gilt X, ' genau dann, wenn es einen Wahrscheinlichkeitsraum gibt, auf
dem Zufallsgrofien Y, Y1, Ys, ... definiert sind mit Y, TH—OO>fS Y und Y 4 X" 4 X1, Y 4
Xo, ...
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Beweis. '<’: klar, da aus der fast sicheren die schwache Konvergenz nach Proposition 10.5
folgt.

’=": Als Wahrscheinlichkeitsraum erweitern wir den Raum, auf dem X definiert ist, setzen
also insbesondere Y = X. Sei zunidchst F = {1,...,m} endlich. Sei U uniform auf [0, 1]
verteilt und unabhéngig von Y, sowie W7, W, ... unabhingig mit

P(X, =k) - P(X = k) AP(X, = k)
1-S " P(X =) AP(X, =)

P(W, =k) =

Wir setzen Y,, = k falls entweder

P(X, =k)
— < ——°<
X kundU_P(X:k:)
oder P(X )
X =1 und =Y ind W, = k.
un U>P(X:l) und W,
Dann ist
P(X,=k)
PY,=k=PX=k) ——— A1
( k) ( k) P(X:k)/\

“ B P(X,=I\+P(X,=k) - P(X =k) AP(X,, = k)
ZP(X_”'( B P(X:l)) -7 P(X=U)AP(X, =)

. o _ _P(X, = k)~ P(X = k) AP(X, = k)
- ;(P(X =1) = P(Xy =) AP(X = 1))~ T B 1) APX, = 7]

=P(X, =k).
Damit ist Y, 2 X,,. Da nach Voraussetzung P(X,, = k) = P(X = k), folgt die fast sichere
Konvergenz.
Fiir allgemeines E wéhlen wir fiir jedes p eine Partition von E in Mengen Bi, Bs,... in

E mit P(Y € 0By) = 0 und Durchmesser hochstens 277. Wihle m grof8 genug, damit P(Y ¢
By) < 27P mit By := E\ngm By. Fir k=1,2,..., definiere Zufallsgroflen Z, Z1, Zs, ... so,

dassNZ = k genau dann, wenn Y € B und Zn = k wenn Y,, € Bi. Dann gilt Zn 22 7.

Da Z, Zl, ... nur Werte in einer endlichen Menge annehmen, kénnen wir damit Zufallsgréfien
7,721, 4o, ... definieren mit Z, nmroo, ts Z. Weiter seien W, ;. Zufallsgrofien mit Verteilung

P[X, € .|X, € Bi| und f/n,p = > 1 Whilz,—k, so dass ?n,p 4 X, fiir alle n. Klar ist nun

{r(ffn,m Y) > 2"’} C{Z, # Z}U{Y € By}

n—oo

Da Z,, ——s Z und P{Y € By} < 277, gibt es fiir jedes p Zahlen n; < ng < ... mit
P {r(Vapy)>27}) <277
n>np
fir alle p. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma bekommen wir

sup (Y, Y) <277

n>np
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fiir fast alle p. Wir definieren also Y, := EN/n’p fir n, < n < np41 und beachten, dass X, 4
n—oo

Y, B2 Y O

10.2 Der Satz von Prohorov

In diesem Abschnitt beleuchten wir zundchst den Begriff der vagen Konvergenz. Dabei wer-
den wir uns auf den Raum E = R beschrinken. (Die meisten der hier gezeigten Aussagen
gelten auch noch in lokal-kompakten Rdumen.) Klar ist schon, dass aus der schwachen Kon-
vergenz von Verteilungen die vage folgt, und dass die schwache Konvergenz dquivalent mit
der Konvergenz der Verteilungsfunktionen ist (Korollar 10.7). Hauptresultat ist hier der Satz
von Helly (Theorem 10.13), der angibt, dass jede Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen ein
vage konvergente Teilfolge hat.

Anschlieflend untersuchen wir die Frage, inwieweit eine Folge von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben auch schwach konvergente Teilfolgen besitzt. Dies fiihrt uns auf den Begriff der Straftheit
von Wahrscheinlichkeitsmaflen und den Satz von Prohorov (Theorem 10.19).

Wie wir bereits in Bemerkung 10.2.1 gesehen haben, kann es sein, dass das Grenzmafl bei
vager Konvergenz kein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Allerdings zeigt nachfolgendes Resultat,
dass das Grenzmafl zumindest Gesamtmasse hochstens 1 besitzt.

Lemma 10.12 (Massenverlust bei vager Konvergenz). Sei P;,Py,--- € P(R) und
p € P(R) mit P,, =2, u, so gilt p(R) < 1.

Beweis. Sei f1, fa, -+ € Cc(R) mit fi 1 1. Dann gilt mit monotoner Konvergenz

p(R) = sup u[fy] = sup lim sup Py ] < 1.
€

keN n—oo

O
Theorem 10.13 (Satz von Helly). Sei P1,Ps,--- € P(R). Dann gibt es eine Teilfolge

(ng)k=12,... und ein p € P<1(R) mit P,,, ]HZOOU L.

Beweis. Seien Fi, Fy,... die Verteilungsfunktionen von P, Pg,... Weiter sei (z1,z9,...)
eine Abziéhlung von Q. Da [0, 1] kompakt ist, gibt es zu jeder Folge (F,(x;))n=12,.. eine
konvergente Teilfolge. Mittels eines Diagonal-Argumentes gibt es eine Folge (ny)g=12,.., so
dass (Fp, (x;))k=12,.. fir alle i gegen einen Limes G(x;) auf Q konvergiert. Wir definieren

F(z) :=if{G(r) : r € Q,r > z}.

Da alle F}, und damit G nicht-negative Zuwéchse haben, gilt dasselbe fiir F. Aus der Definition
von F' und der Monotonie von G folgt weiter, dass F' rechtsstetig ist. Nach Proposition 3.18
gibt es ein MaB p auf R mit p((x,y]) = F(y) — F(z) fir alle z,y € R,z < y. Es bleibt zu
zeigen, dass P [f] === u[f] fiir alle f € C.(R). O.E. kénnen wir annchmen, dass f > 0 ist.

Es ist F),(z) —— F(z) an allen Stetigkeitsstellen z von F' nach Konstruktion. Es gibt
eine abzéhlbare Menge D C R, so dass F auf D€ stetig ist. Damit ist P,,(U) ——= u(U) fiir
alle endlichen Vereinigungen U von Intervallen mit Ecken in D¢ Sei nun B C R offen und
beschrinkt. Seien Uy, Us,... und Vi, Vs, ... Folgen von endlichen Vereinigungen von offenen

Intervallen mit Ecken in C, so dass Uy 1 B, V}, | B. Dann gilt
B)=1 = lim liminf P, < liminf P, (B
#B) = i w0 = i, BT Pa(U) < Bnigf Pa(5)

<limsupP,(B) < lim limsup P, (V}) = klin;o w(Vi) = u(B).

n—00 k—oo n—oo
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Da pu(f = t) > 0 fiir hochstens abzéhlbar viele ¢, und da P, (f > t) < 1,54, folgt mit
majorisierter Konvergenz

plf] :/0 p(f >t)dt < /0 liminf P, (f > t)dt = liminf/o P,(f >t)dt = lﬂngn[f]

n—oo n—oo

< limsup P, [f] :limsup/ooPn(f>t)dt:/oolimsuan(f>t)dt</oou(f>t)
0 0 0

n—oo n—oo n—oo

= ulf]. O

Wir kehren nun zuriick zum Fall eines allgemeinen metrischen Raumes (E,7). Um die Exi-
stenz von H&éufungspunkten im Sinne der schwachen Konvergenz zu zeigen, muss sicher-
gestellt sein, dass Grenzmafle wieder Wahrscheinlichkeitsmafle sind. Insbesondere darf also
beim Grenziibergang keine Masse verloren gehen wie bei der vagen Konvergenz (siehe Lem-
ma 10.12). Hierbei ist das Konzept der Straffheit zentral.

Definition 10.14 (Straffheit). Sei KC das System aller kompakten Mengen in E. Eine Fa-
milie (P;)ier in P(E) ist straff, falls

sup inf P;(K) = 1.
Keriel
Fine Familie (X;);er von E-wertigen Zufallsvariablen ist straff, falls ((X;)«P)ier straff ist,
d.h.
sup inf P(X; € K) = 1.
Kek i€l
Bemerkung 10.15 (Aquivalente Formulierungen). 1. Die Definition der Straffheit
einer Familie (P;);er in P(F) ist dquivalent zu folgender Bedingung: fiir alle ¢ > 0
gibt es K C F kompakt mit inf;c; P;(K) > 1 —e.

2. Falls E = RY, ist eine Familie (P;);c; genau dann straff, wenn

supinf P;(B,(0)) =1,
r>0 1€l

wobei B, (0) die Kugel um 0 mit Radius r ist.

3. In Lemma 3.8 haben wir gezeigt, dass P € P(FE) straff ist, falls (E, r) vollstéindig und se-
parabel ist. Daraus folgt auch, dass jede endliche Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf der Borel’schen o-Algebra eines polnischen Raumes straff ist.

4. Weiter ist eine abzéhlbare Familie (P;);—1 2, .. von Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem
polnischen Raum (E,r) genau dann straff, falls

sup liminf P;(K) = 1.

Kek i=1,2,...
Beweis. '=: klar, da lim infl-:LQ,m PZ(K) > infizl’gw. Pz(K) =1.
'<’ Sei ¢ > 0 und K so, dass liminf;—1 5  P;(K) > 1 — ¢/2. Wihle N so, dass
infieni1,n42,. Pi(K) > 1 —¢ und Ky,..., Ky kompakt so, dass P;(K;) > 1 — ¢ fir
i=1,...,N.Da K = KUK U---UKy kompakt ist und inf;—; o  P;(K) > 1 —¢ folgt
die Straftheit von (P;)i=12,. .. O
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Beispiel 10.16 (Straffe Mengen von Wahrscheinlichkeitsmaflen). 1. Ist E kom-
pakt, so ist jede Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf B(E) straff.

2. Eine Familie (X;);es von reellwertigen Zufallsvariablen mit
sup P[|X;|] < oo,
el
ist straff. Denn es gilt
P[1.X;]]

inf sup P(|.X;| > r) < inf sup —— = 0.
r>0 ;1 r>0 ;1 r

3. Die Familie (0y,)n=1,2,.., wobei 6,, das Diracmaf} auf n ist, ist nicht straff.

Lemma 10.17 (Vage Konvergenz und Straffheit). Seien P1,Ps,--- € P(R) und p €
P<i(R) mit

n—oQ

PTL :>1} ,LL
Dann ist
n(R) =1 = (Pp)n=1.2.. ist straff.
In diesem Full gilt P,, === I

Beweis. Fiir v > 0 wihle ein g, € Cc(R), 1p (o) < gr < 1p,,(0)- Dann ist (Py),=1.2,.. genau
dann straff, wenn
sup lim inf P, [g,] = 1.

r>0 n—oo
'=": Ks gilt, da g von unten stetig ist

1 = sup u(By(0)) < sup plgr] = supliminf P, [g,] < 1.
r>0 r>0 r>0 "0

<" Sei (Py)n=1,,. straff. Dann folgt mit Lemma 10.12

1> u(R) = sup pu(B,(0)) = sup plg,] = supliminf P, [g.] = 1.
r>0 r>0 r>0 N

Es bleibt, die schwache Konvergenz zu zeigen. Angenommen, (P),),=12 . ist straff und f €
Cp(R). Dann gilt

limsup [Py[f] — u[f]] < Inf lim sup (IPulf = forll + Pulfoe]l — ulfgrll + |ulf — ffh]!)

n—oo

< ||f]] inf lim sup Py, (B, (0)) + inf [B,(0)] = 0,
< IIf1} inf tim sup P, (B, (0)°) + inf (B, (0)] = 0

woraus P,, 2= u folgt. O

Korollar 10.18 (Schwache Konvergenz und Straffheit). Seien P, P, Pa,--- € P(R).
n—oQ

Falls P,, —= P, so0 ist (Pn)nen straff.

Beweis. Da aus der schwachen Konvergenz von P, Py, ... gegen P, die vage Konvergenz
folgt, gelten fiir P, Py, Py, ... die Voraussetzungen von Lemma 10.17 und P(R) = 1. Also ist
(Pp)nen straff. O]
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Um die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen festzustellen, ist Theorem 10.6
hilfreich. Wir wenden uns nun der Frage zu, ob eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien
iiberhaupt einen Haufungspunkt haben kann. Das bedeutet, dass es eine Teilfolge gibt, die
schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl konvergiert.

Theorem 10.19 (Satz von Prohorov). Sei (E,r) vollstindig und separabel und (P;);cr
eine Familie in P(E). Dann sind dquivalent:

1. Die Familie (P;);er ist relativ kompakt beziiglich der Topologie der schwachen Konver-
genz, d.h. jede Folge in (P;);er hat eine schwach konvergente Teilfolge.

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N und x1,...,xny € E, so dass

N
12§PZ(1€LJ1 Bg(xk)) >1—e.

3. Die Familie (P;)icr ist straff.
Beweis. Sei x1,x9,... eine dichte Teilfolge in F.
1. = 2.: Angenommen, 2. ist nicht wahr. Dann gibt es ein € > 0 und fiir jedes N = 1,2,...
ein P;, mit PiN<Uf€V:1 Bg(azk)> < 1 —e. Wegen der Relativkompaktheit géibe es dann eine

schwach gegen ein P € P(FE) konvergente Teilfolge (P;,,)m=12,.. Damit gilt wegen Theo-
rem 10.6 ((2) = (4i7)), dass

N N
1=P(F —supP(U xz><;1é%l]1&n_)1goszM<L_J )<1—6

also ein Widerspruch.

2.=3.:Seie >0. Fir j =1,2,... wihlen wir zj1,...,2;n;, so dass
Nj
inf Pi(kU1 By (xjk)) >1-e279,

Weiter setzen wir
oo Nj
K := ﬂ U B.o-j(x k).
j=1k=1

Dann ist K C E nach Konstruktion total beschrénkt, nach Proposition 1.9 also relativ kom-
pakt, K also kompakt. Aulerdem gilt

00 N]
supP <sup P< () )SE.
Damit ist die Familie (P;);cs straff.
3. = 1.: Sei P1,Py,... eine Folge in der Familie (P;);cs. Ziel ist es, eine konvergente Teil-
folge zu bestimmen. Hierzu wéhlen wir kompakte Mengen K1 C Ko C --- C E aus mit

inf,—12 . Pn(K;) >1—1/j. Weiter wihlen wir das System kompakter Mengen

N

K= {kL_JlKjk NB., (z): N, js € N, i € Q+}.
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Damit ist K ein Halbring und auch ein schnittstabiler Erzeuger von o(E). Da K abzdhlbar ist,
kénnen wir eine Teilfolge Py, , Pp,,... von Py, Py, ... finden, so dass Py, (A) fir alle A € K
konvergiert. Wir setzen fiir A € K

p(A) = lim Py, (A).

k—o00

Damit ist nach Theorem 3.9 und Theorem 3.15 der Inhalt p auf K eindeutig zu einem Maf3
auf o(K) = B(E) fortsetzbar. Das so definierte u ist ein Wahrscheinlichkeitsma8, weil ja

1>u(E)= sup u(K;)= sup lim P, (K;)> sup 1-1/j=1.
j=1,2,... j=1,2,... k=00 j=1,2,...

AuBerdem gilt fiir jede offene Menge A

u(A)= sup p(H)= sup lim P, (H) <liminfP,, (A).
ADHeK ADHekK k—o0 k—o0

Nun folgt Py, ko w aus Theorem 10.6 ((i7) = (7). O

10.3 Separierende Funktionenklassen

Nun werden wir das Konzept der separierenden Funktionenklasse vorstellen. Dabei wird klar
werden, welche Niitzlichkeit charakteristische Funktionen und Laplace-Transformierte von
Verteilungen (siehe Definition 7.11) besitzen. Diese basieren ndmlich auf zwei bestimmten
Funktionenklassen, die separierend sind.

Definition 10.20 (Punktetrennende und separierende Funktionenklassen).

1. FEine Funktionenklasse M C C(E) heifit punktetrennend in E, falls es fiir alle x,y € E
mit x #y ein f € M gibt mit f(z) # f(y).

2. Eine Funktionenklasse M C C(E) heifst separierend in P(E), falls aus P,Q € P(E)

und

P[f] = Qf] fiir alle f € M
folgt, dass P = Q.

Beispiel 10.21. 1. Die Funktionenklasse M := C(F) ist sowohl punktetrennend als auch
separierend. Ist ndmlich z # y, so ist z — r(x, z) A1 eine beschrinkte, stetige Funktion,
die x und y trennt. Ist auflerdem P, Q € P(E) und P # Q, so gibt es einen offenen Ball
A mit P(A) # Q(A). Sei fi, fa, ... eine Folge in Cp(E) mit f,, T 14. Wére P[f,,] = Q[ fx]

fir allen =1,2,..., so wire auch
P(4) = lim P[f,] = lim Q[fn] = Q(A)
im Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Die Funktionenklasse {z + cx : ¢ € R} aller linearen Funktionen ist zwar punktetren-
nend, aber nicht separierend.

Das néchste Resultat benétigt das Stone-Weierstrass-Theorem, das wir zunéchst wiederholen.
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Definition 10.22 (Algebra). Ein Mengensystem M C C(E) heifst Algebra, falls 1 € M,
sowie mit f,g und a, B € R auch af + Bg, sowie fg in M enthalten sind.

Theorem 10.23 (Stone-Weierstrass). Sei (E,r) kompakt und M C Cy(E) eine punkte-
trennende Algebra. Dann ist M dicht in C,(E) bzgl. der Supremumsnorm.

Beweis. Siehe Analysis. O

Theorem 10.24 (Punktetrennende und separierende Algebren).
Sei (E,r) vollstindig und separabel. Ist M C Cy(E) punktetrennend und so, dass mit f,g € M
auch fg € M. Dann ist M separierend.

Beweis. Sei P,Q € P(F). Ohne Einschréankung ist 1 € M, da P[1] = Q[1] immer gilt. Also
ist M o.E. eine Algebra. Sei & > 0 und K kompakt, so dass P(K) > 1—¢, Q(K) > 1 —e.
Fiir g € Cy(E) gibt es nach dem Stone-Weierstrass Theorem 10.23 eine Folge (gpn)n=12,.. in
M mit

sup |gn(z) — g(z)] == 0. (10.4)
zeK

Nun,

[Plge 9] — Qlge*"]| < [P[ge™*"] — Plge *9"; K|
+|[Plge™*"; K] — Plgne % K]|
+ [Plgne™"9%; K] — Plgne™*%%)|
+ [Plgne™"9"] — Qlgne™]]
+]Qlgne "] — Qlgne*"; K]
+]Qlgne "] — Qlge™"; K|
+]Qlge*9"; K] — Qlge~*|

Den ersten Term beschranken wir durch

[Plge*9"] — Plge9"; K]| < EP(KC) < Cve
NG
mit C' = sup,~q :J:e*xQ; analog den dritten, fiinften und letzten. Der zweite und vorletzte
Term konvergieren fiir n — oo gegen 0 wegen (10.4). Da M eine Algebra ist, kann gne*‘fgi
durch Funktionen in M approximiert werden, womit auch der vierte Term fiir n — oo gegen
0 konvergiert. Damit gilt

[Plg] - Qlg]| = lim [Plge™"] — Qlge=']| < 4C lim v/= = 0.

Da g beliebig war und Cp(F) separierend ist, folgt P = Q. O

Wir kommen nun auf die charakteristische Funktion und die Laplace-Transformierte zuriick.
Wie bereits erwahnt ist die Niitzlichkeit der charakteristischen Funktion und der Laplace-
Transformierten darauf zuriickzufiihren, dass sie verteilungsbestimmend sind.
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Proposition 10.25 (Charakteristische Funktion verteilungsbestimmend).
Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P € P(RY) (P € P(RL)) wird eindeutig durch die charakteristi-
sche Funktion p (die Laplace-Transformierte £p) bestimmit.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir charakteristische Funktionen, die fiir Laplace-
Transformierte beweist man analog. Wir stellen fest, dass die Menge M := {x > ¢/*:t € R?}
in R? Punkte trennt. Da M C Cy(R?) und abgeschlossen unter Produktbildung ist, ist sie
nach Theorem 10.24 auch separierend. Dies zeigt die Aussage. O

Korollar 10.26 (Unabhéngigkeit und charakteristische Funktion). 1. Eine Fami-
lie (X;)jer von reellwertigen Zufallsvariablen ist genau dann unabhingig, falls fiir alle
Jel

E { I1 eithj} = [[ Bl (10.5)

jeJ JjeJ
fiir alle (tj)jes € R gilt.

2. Eine Familie (X;)jer von Zufallsvariablen mit Werten in R ist genau dann unabhdingig,

falls fiir alle J € I
E[He’tixﬂ} = [I Ele %)
jel JjeJ
fiir alle (tj)je; € R gilt.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt analog. Ist (X}), e unabhéngig, so
sind nach Lemma 9.4 auch die Zufallsvariablen (¢%%5);c; fiir alle (¢;);e; € R’ unabhiingig.
Damit folgt (10.5) aus Proposition 9.5. Umgekehrt gelte (10.5). Einerseits stellt die linke Sei-
te von (10.5) die charakteristische Funktion der Verteilung ((X;);ecs)«P dar. Andererseits ist
die rechte Seite von (10.5) die charakteristische Funktion von @), ;(X;)+P. Da die charakte-
ristische Funktion nach Proposition 10.25 die gemeinsame Verteilung von (X;);cs eindeutig
bestimmt, gilt also ((X;);es)«P = @;c;(X;).P. Damit folgt die Unabhéngigkeit von (X;)jer
aus Proposition 9.2. O

10.4 Der Satz von Lévy

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen schwacher Konvergenz und der Konvergenz der
charakteristischen Funktionen der zu Grunde liegenden Verteilungen beleuchten. Seien hierzu
P.P,Py,---€ P(Rd). Wie man aus Proposition 10.27 sieht, folgt die schwache Konvergenz
P, === P aus der punktweisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen, 1p, (t) ———
Yp(t), t € RY, gegeben (P, )nen ist straff. Entscheidend ist nun, dass man die Straffheit der
Familie (P,,),en ebenfalls aus den charakteristischen Funktionen ablesen kann, wie wir in
Proposition 10.32 zeigen werden. Dies fiihrt zu der Aussage des Lévy’schen Stetigkeitssatzes
(Theorem 10.33), der angibt, wann der punktweise Limes von charakteristischen Funktionen
wieder charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes ist.

Proposition 10.27 (Separierende Funktionenklasse und schwache Konvergenz). Sei

(E,r) vollstindig und separabel und P,P1,Pg,--- € P(E). Dann sind dquivalent:

n—oQ

1. P, —=P.
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2. (Pp)n=12,.. ist straff und es gibt eine separierende Familie M C Cp(E) mit

P,[f] == P[f] fir alle f € M.

Beweis. 1. = 2. Nach Korollar 10.18 ist (Py,)p=12,... straff. Der zweite Teil von 2. gilt wegen
der Definition der schwachen Konvergenz.

2. = 1. Angenommen, (P,),=12, .. ist straff und P, Py, ... konvergiert nicht schwach gegen
P. Dann gibt es € > 0, ein f € Cp(£) und eine Teilfolge (ny)r=12, .., so dass

Py, [f] — P[f]| > € fiir alle k. (10.6)

L— o0

Nach Theorem 10.19 gibt es eine Teilfolge (ng,)s=1,2,.. und ein Q € P(F), so dass PnkZ —
Q. Wegen (10.6) ist

[PLf] = QU] = [liminf (PLf] = Py, () + lim inf(Pu, [£] - QIFDI > =,
insbesondere also P # Q. Andererseits haben wir fiir alle ¢ € M
Plg] = lim Py, [g] = Q[g].
Da M separierend ist, ist dies ein Widerspruch und 1. ist gezeigt. O

Sei P € P(R) und ¢¥p deren charakteristische Funktion. Wir zeigen zunichst eine
Abschéitzung, die wichtig ist, um Straffheit und die ¥)p in Verbindung zu bringen.

Lemma 10.28 (Straffheit und die charakteristische Funktion). Sei P € P(R). Dann
gilt fir aller >0
r 2/r
P((~osi—r]Ufrsoc) < 5 [ (- um () (10.7)
—2/r

Beweis. Es ist sin(x)/x < 1 fiir # < 2 und sinz < /2 fiir x > 2. Sei X eine Zufallsvariable
mit Verteilung P. Also gilt fiir jedes ¢ > 0 nach Fubini

/cc(l —¢p(t))dt = P[/Cc(l _ eitX)dt] _ P[Qc— %eitX c }

t=—c
sin(cX)
—20P[1 - }
¢ cX
> 2P [1 _sinl(eX) x> 2}
cX

> ¢ P(|cX] > 2) = cP((—00; —2] U [2; 00)),

c c’
und die Behauptung folgt mit ¢ = 2/r. O

Definition 10.29 (Gleichgradige Stetigkeit). Wir wiederholen eine Definition aus der
Analysis. Eine Menge M C C(RY) heifit in x € RY gleichgradig stetig, falls

sup | f(y) — f(x)] L5 0.

fem
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Bemerkung 10.30 (Aquivalente Bedingung fiir Folgen). Falls M = {f1, f2,...}, so ist
die Bedingung
limsup |f(y) = fu(2)] = 0

n—oo

dquivalent.

Lemma 10.31 (Gleichgradige Stetigkeit und Konvergenz). Seien fi, f2,--- € C(R%),
so dass fy LA f punktweise fiir eine Funktion f : R* — R gilt. Genau dann ist f in 0
stetig, wenn (fn)n=12,.. in 0 gleichgradig stetig ist.

Beweis. Ist (fn)n=1,2,.. gleichgradig stetig in 0, so folgt

[£(8) = £0)] = | lim (fu(t) = £o(0))] < limsup|fu(t) — £o(0)] 20, 0.

n—oo

Ist andersherum f stetig in 0, so gilt
limsup £ (6)—(0) < limsup | ()~ () F(O—F O +1(0)£:(0) = F(O-F(0)] 0.
O

Proposition 10.32 (Straffheit und gleichgradige Stetigkeit). Sei (P;);c; eine Familie
in P(RY). Ist (1p,)icr gleichgradig stetig in 0, so ist (Py)icr straff.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass ((my)«P;)icr fiir alle Projektionen 71, ..., my straff ist. Es
gilt offenbar ¥ ), p,(t) = ¥p,(ter), falls ex der k-te Einheitsvektor ist. Damit geniigt es, die
Behauptung im Fall d = 1 zu zeigen. Da ¢p,(0) = 1 fiir alle i € I gilt, folgern wir aus der

gleichgradigen Stetigkeit, dass
sup |1 — ¢p, ()] =2 0,
i€l

also, siehe Bemerkung 10.15,

r 2/r
supinf P;([-r;7]) > 1 — inf sup / (1 —p,(t))dt

r>0 i€l >0 4e1 24 J_2/r
P 2/r
>1—inf - sup |1 — ¢p, (t)|dt
r>02 ) _o/r iel

>1—2inf sup sup|l— ¢Pi(t)| =1
>0 tel0;2/r] i€l

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Theorem 10.33 (Lévy’scher Stetigkeitssatz). Seien P1,Pa,--- € P(RY) und ¢ : R —

n—oQ

C, so dass ¢¥p, (t) e, U(t) fiir alle t € R, Falls 1 stetig in 0 ist, so ist P, === P fiir
ein P € P(RY) mit p = .

Beweis. Da ¢p, punktweise gegen die in 0 stetige Funktion 1) konvergieren, folgt mit Lem-
ma 10.31, dass (¢p,)n=1,2,.. in 0 gleichgradig stetig ist. Mit Proposition 10.32 folgt, dass

k—00

(Pn)n=1,2,... straff ist. Sei (ny)r=1,2, . eine Teilfolge und P € P(R?), so dass P, , —= P.Da

x — e eine stetige, beschriankte Funktion ist, folgt vp,, (1) ree, Yp(t) fiir alle t € R%

n—oo

Andererseits ist nach Voraussetzung auch ¢p, (t) —— 1 (t), woraus ¢p = v folgt. Damit ist

1 als charakteristische Funktion von P identifiziert, und da diese P eindeutig bestimmt, gilt
n—oQ

damit P,, — P. ]
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Beispiel 10.34 (Satz von deMoivre-Laplace). Seien S,, ~ B(n,p). Der Satz von
deMoivre-Laplace besagt, dass

Sn_np

iRy == N(0,1). (10.8)

Sy =

Wir wollen dies nun nochmal mit Hilfe von charakteristischen Funktionen zeigen, also
Psx LA Y¥n(0,1) punktweise. Dazu verwenden wir Proposition 7.12.3 und schreiben mit
g:=1—pund C,Cq,--- € C mit limsup,,_,, |Cpn| < o0

s ) = esp (= ity [22) g (=)
= exp (=it 22 (4 peso (=)
_ (q exp ( _ z’t\/g) + pexp <it\/g)>n

t2 1 Cn n n—oo _ﬁ
= (1 — Eﬁ + ??,3/2) — e 2 = wN(O,l)(t)-

Aus Theorem 10.33 folgt nun (10.8).

Der Lévy-sche Stetigkeitssatz liasst sich auch mit Laplace-Transformierten formulieren. Wir
geben den Satz ohne Beweis an:

Theorem 10.35 (Lévy’scher Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte). Seien
n—oo

P, Py, € P(RY) und £ : R — [0,1], so dass Lp, (t) —— L(t) fir alle t € R,
Falls £ stetig in 0 ist, so ist P, === P fiir ein P € P(RY) mit Lp = Z.

Beispiel 10.36 (Konvergenz der geometrischen zur Exponentialverteilung). Sei et-
. n—o0 .
wa Xp, ~ flgeo(p,) verteilt und n - p, —— A. Dann ist

Ly nlt) = P07 = 3 (1 = p oLy tk/m
k=1
—t/n 1
= Pn€ / 1— (1 _pn)eft/n
A
== (A=A =ty O
nooo, A
A+t

n—roQ

Also gilt % ==Y, wobel Y ~ peyp(n)s da

o A
G%X 1) = )\—)\a —tag, —
anlt) = [ A e =
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11 Grenzwertsitze in Verteilung

Wir werden nun unsere Kenntnisse iiber schwache Konvergenz und charakteristische Funk-
tionen in speziellen Situationen einsetzen. In Abschnitt 11.1 geht es um Aussagen, wann die
Summe von Zufallsvariablen gegen eine Poissonverteilte Zufallsvariable konvergiert. In Ab-
schnitt 11.2 werden wir den zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller kennenlernen, der
eine Charakterisierung fiir die schwache Konvergenz gegen eine Normalverteilung darstellt.
In Abschnitt 11.3 geht es schliefilich um Erweiterungen fiir den Fall von mehrdimensionalen
Zufallsvariablen.

11.1 Poisson-Konvergenz

Bereits bekannt ist die Aussage, dass B(n, py) fir n - p, IO\ fiir grofle n schwach gegen
die Poi(\)-Verteilung konvergiert, sieche Beispiel 11.1. In diesem Abschnitt verallgemeinern
wir diese Aussage, sieche Theorem 11.5.

Beispiel 11.1 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Sei p;,p2,--- € [0, 1]
so, dass n - pn, 7% X\. Dann ist bereits aus der Vorlesung Stochastik bekannt, dass

B(n, p)({k}) == Poi(N)({k}).

Anders ausgedriickt ist das eine Aussage {iber schwache Konvergenz:

n—oQ

B(n, pn) == Poi(\). (11.1)

Der Satz von Lévy gibt eine weitere Moglichkeit an, dieses Resultat zu beweisen. Wir erinnern
an die charakteristischen Funktionen der Binomial- und Poisson-Verteilung aus Beispiel 7.13.
Wir schreiben direkt

VB pu) (£) = (1 —pa(1- eit))n
= (1 — w(l - eit))n

n
TH_OO) exp ( — )\(1 — 6“)) = ¢Poi()\) (t)

Insbesondere konvergieren die charakteristischen Funktionen der Binomialverteilungen punkt-
weise gegen eine in 0 stetige Funktion, ndmlich die charakteristische Funktion der Poisson-
Verteilung. Aus Theorem 10.33 folgt (11.1).

Im folgenden werden wir sehen, dass die schwache Konvergenz gegen eine Poisson-Verteilung
noch allgemeiner gilt. Hierzu werden wir Erzeugendenfunktionen verwenden.

Bemerkung 11.2 (Erzeugendenfunktion). Betrachte eine Zufallsvariable X mit Werten
in Z4 und definiere die Erzeugendenfunktion

o
2 ox(2) = P[Y] = szP[X = k.
k=0
Wir bemerken, dass diese fiir z € [0, 1] mit der Laplace-Transformierten von X eng verwandt
ist, weil ja (mit z = ™)
Zx(t) = Ple™] = P[z"] = px(2).

Insbesondere iibertragen sich zwei Eigenschaften von Laplace-Transformierten zu Erzeugen-
denfunktionen.
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1. Erzeugendenfunktionen verteilungsbestimmend, siehe Proposition 10.25: Die Verteilung
von X ist eindeutig bestimmt durch z — px(2) fiir z € [0,1].

2. Schwache Konvergenz dquivalent zur Konvergenz der Erzeugendenfunktionen, sieche
Theorem 10.33: Sei X1, Xa,... eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in Z,, so
dass ¢x, (2) —— @(2) fiir z € [0,1] fiir eine Funktion ¢, die in 1 stetig von unten ist.
Dann ist X,, === X fiir eine Zufallsvariable X mit Erzeugendenfunktion ®.

Manchmal sind Erzeugendenfunktionen praktische Werkzeuge. Durch ihre Definition sind sie
Potenzreihen mit Konvergenzradius » > 1. Man weif}, dass im Inneren des Konvergenzradius
Ableitung und Summe vertauschen. Ist also etwa r > 1, schreiben wir

o (1) = io: kT 1P(X = k)
k=0

= kP(X = k) = P[X].
™ L HPX =) = PX]

Analoge Rechnungen fiir h6here Ableitungen sind ebenfalls moglich.

Definition 11.3 (Asymptotische Vernachlissigbarkeit). Eine triagonale Familie von
Zufallsvariablen (an)n:L? 77777 nj=1,...m, Mit mi,ma,--- € N ist asymptotisch vernachléssig-
bar falls firn =1,2,... die Zufallsvariablen X1, ..., Xy m, unabhingig sind und

sup  P(| X, > ) 22250 (11.2)

j=1,...,mpn
fiir alle e > 0. Falls X;; > 0 fiir alle 1, j, so ist auch m, = oo zugelassen.

Bemerkung 11.4 (Aquivalente Formulierung). 1. Fiir eine triagonale Familie von
Zufallsvariablen (Xp;)n=12,...n,j=1,.,m. gilt (11.2) genau dann, wenn

sup B[ X,;| A 1] 2225 0.

7j=1,....mn

2. Sei (an)nzl’gw7n7]~:17.._’mn eine triagonale von Z-wertigen Zufallsvariablen. Dann ist
(11.2) genau dann, wenn

inf inf px, (2)= inf @x (0)= inf P(X,;]=0) =21 (11.3)
z€[0,1] j=1,....mn " Jj=1,...,mn " Jj=1,...,mp

Theorem 11.5 (Poisson Konvergenz). Sei (Xy;)n=12,. nj=1,.,m, €ine Familie asympto-
tisch vernachlissigbarer Zufallsvariablen mit Werten in Zy und X ~ Poi()\). Dann gilt

mn
j=1
genau dann, wenn gilt:

1) P(Xpy > 1) =250
j=1
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Wir bereiten den Beweis mit einem Lemma vor.

Lemma 11.6. Sei (/\nj)n:Lg,,_’j:l,_“?mn ene triagonale Familie asymptotisch vernachldssig-
barer, nicht-negativer Konstanten und A € [0;00]. Dann gilt

mn Mmn
H(l — >\n]) H—OO> e_)‘ < Z )\nj H—OO> A
j=1 j=1
Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass log(1 — z) = —z + () fir z > 0 mit e(z)/x 229 0. Da

SUP;j—1, . m, Anj < 1 filr grofie n, ist die linke Aussage dquivalent zu

Mnp Mn mn
T N (1 eQui)y )
S nlgg(}Zlog(l — Anj) = nh_)rr;o ‘ Anj (1 )\nj] ) = nh_)rglo . Anjs
J=1 7=1 J=1
da
sup 6(;7’”) LimaNy))
Jj=1,...mn "
Daraus folgt die Aussage. O

Beweis von Theorem 11.5. Wir bezeichnen mit ¢, ; die Erzeugendenfunktion von X, ;. Nach
Bemerkung 11.2.2 ist die Konvergenzaussage der schwachen Konvergenz im Theorem dquiva-
lent zur punktweisen Konvergenz von H;"z"l ©nj(2) 2720 e~ M1-2) (da

Wegen Lemma 11.6 gilt dies genau dann, wenn

Ap(z) = Zn(l — nj(2)) N1 - 2), (11.4)
j=1

da die Familie (1 — ¢pn;(2))n=12,..j=1,...,m, fir jedes z € [0, 1] nach (11.3) asymptotisch ver-
nachlissigbar ist. Wir zerlegen A(z) = AL (2) + A2(z) mit

A =319 Py = k) = (1-2) Y P(X,; > 0),
k=1 j=1 j=1

A2(5) =3 (=5 S P(Xy = k)
k=2 =1

Zuniichst sei festgestellt, dass z(1 — 2) < z — 2F < 2 fiir alle k = 2,3,... Damit ist

2(1—2) %P(an >1) < A%(2) < z%P(Xm- > 1). (11.5)
Jj=1 Jj=1

Wenden wir uns nun dem Beweis der Behauptung zu.
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'=": Es gelte also nun (11.4). Fiir z = 0 bedeutet das, da ¢,;(0) = P(X,; = 0), dass

Y P(Xu; > 0) = (1 —0nj(0) 7= A,
j=1 j=1

also Al(z) 222 A(1 — 2) fiir z € [0,1]. Dann muss aber auch A2(z) ==>% 0 fiir z € [0,1]

gelten. Wegen (11.5) bedeutet dies, dass 1. gilt. Die Aussage 2. folgt daraus durch Subtraktion.
"<’ Es gelte also 1. und 2. Klar ist, dass A2(z) =% 0 wegen (11.5). Dann gilt aber auch

n—oo

Al(z) === (1 — 2)X wegen der Voraussetzung, d.h. (11.4) ist gezeigt. O

Beispiel 11.7 (Konvergenz geometrischer Verteilungen gegen Poisson). Sei X,,;, j =
1,...,n,n=1,2,... geometrisch verteilt mit Parameter p, (d.h. P(X,; = k) = (1—p,)*1pn,
siehe Beispiel 3.2.4) und Y,,; = X,,; — 1. (Somit gibt Y;,; die Anzahl der Misserfolge vor dem
ersten Erfolg an.) Wir setzen Y,, := Z?:l Y., was so verteilt ist wie die Anzahl der Misserfolge
vor dem n-ten Erfolg. Falls Y ~ Poi(A) und (1 — p,) - n ——= A, so ist ¥, == Y. Denn es

gilt

n
Y PV =1) =n(l—pn)pn >\,
7j=1

> P(Yn; > 1) =n(l-pn)® =0
j=1

und Theorem 11.5 liefert das Ergebnis.

11.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz, Theorem 11.8, verallgemeinert den Satz von deMoivre Laplace.
Die Verallgemeinerung besteht darin, dass beliebige Summen unabhéngiger (nicht notwendig
identisch verteilter) Zufallsgrofien schwach gegen eine normalverteilte Zufallsgroe konvergie-
ren, falls sie die Lindeberg-Bedingung (siche 2. in Theorem 11.8) erfiillen.

Theorem 11.8 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller). Sei
(XnjIn=12,. j=1,..m. e€ine Familie von Zufallsvariablen, so dass fir n = 1,2,... die
Zufallsvariablen Xn1, ..., Xpm, unabhdngig sind. Sei auferdem

Mn mn
Y OEX,] T, ) VX 0
=1 j=1

und X ~ N(u,0?). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

mn
n—oo

1. Zan 22X X und  sup  V[Xpj] 50,
j=1

7j=1,....mpn

Mn
2. ) E[(Xn; — E[Xy])% [Xnj — E[Xy5]| > ] 2225 0 fiir alle = > 0.
j=1
Bevor wir den zentralen Grenzwertsatz beweisen, verweisen wir auf den Spezialfall von iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen, der bereits in der Vorlesung Stochastik behandelt wurde.
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Korollar 11.9 (Zentraler Grenzwertsatz fiir identische verteilte Zufallsvariable).
Seien X1, Xa,... unabhingig und identisch verteilt mit E[X1] = p, V[X1] = 0? > 0. Sei
Sn = p_1 X und X ~ N(0,1). Dann gilt

Snp — nyu n—oo

X.
no?
Beweis. Sei m, = n und X,; = )\(/’%‘ Dann erfillt die Familie (X,;)n=1,2,. j=1,.,n die
no

Voraussetzungen von Theorem 11.8 mit = 0,02 = 1. AuBerdem gilt
n
1
SCBIXE; [Xo| > €] = Bl - ) X0 - pl > Vo] 2250
o
j=1

wegen majorisierter Konvergenz. O

Oftmals ist die Lindeberg-Bedingung nicht einfach nachzupriifen. Einfacher ist oft die stirkere
Lyapunoff-Bedingung.

Bemerkung 11.10 (Lyapunoff-Bedingung). Die Familie (X,;)n=12,..j=1,..,m, aus Theo-
rem 11.8 geniigt der Lyapunoff-Bedingung, falls fiir ein § > 0

> E[|Xy; — B[X,,]PT] == 0.
j=1

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.8 impliziert die Lyapunoff-Bedingung die
Lindeberg-Bedingung. Um dies zu sehen, sei ohne Einschrankung E[X,;] = 0. Es gilt fiir

allee >0
|a:\2+6

2 E
7 Lgse < p Lgj>e < o

‘2+6

Gilt nun die Lyapunoff-Bedingung, so folgt die Lindeberg-Bedingung aus

< m

n 1 "
ZE[X?U; | Xnj| > €] < = E EHXMP-HS] 7o,
Jj=1 =

Der Beweis von Theorem 11.8 basiert auf der geschickten Verwendung der charakteristischen
Funktionen der Zufallsvariable X,,; und Taylor-Approximationen. Wir bereiten den Beweis
des Theorems mit zwei Lemmata vor.

Lemma 11.11 (Abschétzung). Fir kompleze Zahlen zi,...,zn, 25, ..., 2, mit |z] <

1,020 <1 firi=1,...,n gilt

n

n n
‘sz—Hz,'C’ §Z|zk—z,’€]. (11.6)
k=1 k=1

k=1
Beweis. Fiir n =1 ist die Gleichung offensichtlich richtig. Gilt (11.6) fiir ein n, so ist
n+1

n+1 n n n
/ < / / /
2 — Zp| S [Zn+1 2k — 2 )|+ | (Zng1 — Zn+1) 2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n
<D ok = 2l + lznan = 2 -
k=1

Daraus folgt die Behauptung. O
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Lemma 11.12 (Taylor-Approximation der Exponentialfunktion). Seit € C und n €
Zy. Dann gilt

- (n+ 1)l '

Beweis. Bezeichne h,,(t) die Differenz auf der linken Seite. Fiir n = 0 folgt (11.7) aus

t t

ho(®)] = | / ei*ds| < / % |ds = [t
0 0
und A
lho(t)] < ||+ 1 =2.

Allgemein gilt fiir t e R,n € N

n k+1 n+1

it . —
o« 55 - R

woraus (11.7) mittels Induktion folgt. O

Bemerkung 11.13 (Notation). Im folgenden Beweis werden wir fiir Funktionen a und b
genau dann a < b schreiben, falls es eine Konstante C' gibt mit a < Cb.

Bewez’s von Theorem 11.8. O.E. sei E[X,;] =y =0 und 0? = 1; ansonsten ersetzen wir X,,;
durch 7= gX il Sei 02 = V[X,;] sowie 02 := Z;""l o 7% 1. Bezeichne auBerdem ),
die charakterlstlsche Funk‘mon von Xp;.

2. = 1. Da fiir jedes € > 0

mn
n—o0

sup 0§j§52+ sup E[ n],|XnJ| >e] < &2 —I—ZE nj,|Xn]|>5] %% €2, (11.8)

Jj=1,...,mpn Jj=1,...m j=1

ist der zweite Teil von 1. bereits gezeigt.
Seien (Zy;)n=1,2,...j=1,..,m, unabhingige Zufallsvariablen mit Z,; ~ N (0, Um) Damit ist

Ly = Z;”znl Znj ~ N(0, JTQL). Insbesondere gilt also Z, 22X X , was man etwa direkt aus der

Form der charakteristischen Funktionen der Normalverteilung, Beispiel 7.13.3 abliest. Sei Jnj
die charakteristische Funktion von Z,,;. Dann geniigt es zu zeigen, siehe Theorem 10.33, dass

nj
H 1/]nj H ¢n] TL—)OO (119)
j=1
fiir alle ¢. Mittels Lemma 11.11 und Lemma 11.12 schreiben wir
T i) =TT (0] <D s (8) = s (1)
j=1 j=1 j=1
< anj( — 1+ 122 |+ZW’W — 1+ %0

<2ZE S X)) +Z|e 20th 1+ t2 2’
7j=1
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Weiter ist
Mn, Mn Mmn
SCEXANAXy D <Y oni+ > BIX7 Xl >e] e
j=1 j=1 =1

und

m
1 2 .2 i
252 ¢ n—+00
g le”2%" — 1+ %t2agj\ < E O';LL]- <02 sup a%j ——0
=1 .7 Jj=1,....mp

wegen (11.8). Damit ist (11.9) bereits bewiesen.
1. = 2. Nach dem zweiten Teil von 1. ist fiir jedes € > 0 mit der Chebyshev-Ungleichung

2

o-.
sup Pl X, >el < sup —2 50 (11.10)
j:17"'7mn j:17"'7mn €
Mit Lemma 11.12 gilt
sup  [Pni(t) —1] < sup ERAt-X,;] <2 sup  P[[Xn,| > e] +elt] =22 eft].
Jj=1,....mn J=1,...,mp Jj=1,...,mn

Insbesondere ist Z 1 log 1y (t) fiir jedes t definiert, falls n grof genug ist. Aus der Giiltigkeit
von 1. folgt

mn t2
> log b (t) = -5 (11.11)
j=1
AuBerdem gilt wegen ¢;,;(0) = iE[X,;] = 0,¢,,(0) = =V[X,;] = —o; mit Hilfe einer
Taylorentwicklung von ,,; um 0
[¥nj (1) — 1| < ot
und
mMn
\zlogwm Z s (1) )sz Unst) =11
- ~ (11.12)
S e e e e
j=1 J=L,...mn

Da aus der Konvergenz einer imagindren Reihe die Konvergenz ihres Realteils folgt, folgern
wir aus (11.11) und (11.12) wegen Re(tn;(t)) = E[cos(tX ;)]

Mn

Z Elcos(tX,;) — 1] =2 ——
j=1
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Fiir £ > 0 ist nun wegen 0 < 1 — cos(f) < %

n—oo

Mn Mn
0 < limsup E E[X?Lj; | X > €] =limsup 1 — E E[X?Lj; | Xnj] < €]

. 2
<limsup 1— D E[l - cos(tXy;); [ Xn;| <]

2 A
:limsupﬁZE[l — cos(tXnj); | Xnj| > €] (11.13)
n—oo

J=1

: 2
< lim sup 2 ZP[\XW-\ > g]

2 Ll 2
< ——limsu Oni = ——=.
= 2252 MOOP; nj = 242

Da t,e > 0 willkiirlich waren, ist 2. gezeigt, wenn man in der letzten Ungleichungskette too
betrachtet. 0

11.3 Mehrdimensionale Grenzwertsitze

Bisher haben wir schwache Grenzwertsétze nur fiir den Fall R—wertiger Zufallsvariablen be-
trachtet. Wir verallgemeinern dies nun zu R%-wertigen Zufallsgréfen. Insbesondere geben wir
eine Variante des mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatzes an.

Definition 11.14 (Mehrdimensionale Normalverteilung). Seien i € R? und C € R%*¢
eine strikt positiv definite symmetrische Matriz.'6'T Die d-dimensionale Normalverteilung
mit Erwartungswert p und Covarianzmatriz C ist das Wahrscheinlichkeitsmaf$ Ny, ¢ auf R4
mit Dichte

—_

1 _
Juc(@) = Wexp < — 5@ —p)C N - M)T>-

Proposition 11.15 (Eigenschaften der mehrdimensionalen Normalverteilung). Sei-
en p € R4, C = AAT € R¥? cine strikt positiv definite symmetrische Matriz und I die
d-dimensionale Einheitsmatriz. FEs sind dquivalent:

1. X ~N,c
2.tXT ~ Ny v goqr fiir jedes t € R4
, 1
3. Yx(t) = eitn ¢ 210t fiir jedes t € R%.
In jedem dieser Fille gilt
4. X LAY + p fiir Y ~ Nog
5. E[XZ] = W fiiTi: 1,...,d

18Wir bezeichnen hier Zeilenvektoren mit z und Spaltenvektoren mit z ' .
17Strikt positiv definit bedeutet zCx ' > 0 fiir alle € R%. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass es fiir
eine strikt positiv definite Matrix C' immer eine invertierbare Matrix A gibt mit C' = AAT.
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0. COV[Xi,Xj] = Cij fﬂr i,j = 1, .o ,d

Beweis. Sei zunéchst X ~ N, o. Wir zeigen zunéchst 4.-6. Die Eigenschaft 4. ist eine Anwen-
dung des Transformationssatzes. Fiir B € B(RY) und T : y +— Ay +pu'

e ~gu’ dy

Nos(TH(B)) =

V (2m) Jr-1(B)
=A"(z— 1 1 .
y=A"( u)\/?detA %x_,u)(AT) 14 1(x—u)T)dx
\/ (27 ddetC’/ 3@ w0 e - ) )de

,LL,C(B)-

5. folgt aus 4. mit
E[Xi] = E[mi(AY + p)] = mip = pi,

wobei 7; die Projektion auf die i-te Koordinate ist.
6. folgt ebenso aus 4. mit

COVIX;, X;] = E[(mAY ") (m;AY )] = E[(A4.Y 1) (A;Y )] = E[A;.Y TY A]]
= A Al = (AAT);; = Cyj.

Wir kommen nun zur Aquivalenz von 1.-3.: 1. = 2.”: Da X LoAYT + p' wie in 4., ist
tX T =tAY " +tu" als Linearkombination von (eindimensionalen) Normalverteilungen wieder
normalverteilt. Der Erwartungswert ist offenbar tu ' und die Varianz

VX = E[(tAY )| =E[tAY 'YATt"] = tAATt" =tCt".

2.= 3 DatX ' ~ Ny, v 4047, folgt die Aussage aus Beispiel 7.13.3.
’3. = 1.”: Dies folgt aus Proposition 10.25. O

Bemerkung 11.16 (Spezialfille). 1. Falls C in Definition 11.14 zwar positiv, aber nicht
strikt positiv definit ist (d.h. es gibt = € R%, z # 0 mit Cz = 0), kann man N,c nicht
durch Angabe der Dichte wie in obiger Definition bestimmen. In diesem Fall definiert
man N, ¢ durch Angabe der charakteristischen Funktion, d.h. N, ¢ ist die eindeutig

. 1
bestimmte Verteilung auf R? mit YN, () = et~ 310

2. Ist Y ~ Ny 1 und A eine orthogonale Matrix, so ist auch X := AY ~ Ny ;. Dies folgt

aus Proposition 11.15, wenn man I = AAT schreibt und 4. benutzt.

Proposition 11.17 (Cramér-Wold Device). Sind X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit
Werten in R®. Dann gilt X, LUy genau dann, falls tX, === tX fir alle t € RY
(wobei (t,x) — tx das Skalarprodukt im R? ist).

n—oo

Beweis. '=": Sei t € R und f € Cy(R). Dann ist f(t-) € Cp(R?). Damit gilt E[f(tX,,)]
E[f(tX)], dh. tX, == tX.

'«=": Sei ; die Projektion auf die i-te Koordinate. Da (m; X}, )n=1.2,... nach Korollar 10.18 straff
fiir alle ¢ ist, sieht man, dass (X;,)n=1,2,.. straff ist. Da {z — e : t € R?} eine separierende
Funktionenklasse ist, folgt die Behauptung aus E[e?*»] 222 E[e#X] fiir alle t € R? und
Proposition 10.27. O
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Theorem 11.18 (Mehrdimensionaler zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, Xo,... un-
abhingige, identische verteilte Zufallsvariablen mit Werten in R mit E[X,] = u € R? und
COV[X,;, Xpn;] =Cyj firi,j=1,...,d und Sp, =>"1" | X;. ist X ~ No.c, so gilt

Sp =N n—oo

NG

Beweis. Wir wenden den eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz, Korollar 11.9, auf die
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen tX;,tXo,... an. Dieser liefert

X.

Sn —NnU n—oo

NG

Da t beliebig war, folgt die Aussage aus Proposition 11.17. O

t tX.

12 Die bedingte Erwartung

Sei (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir schreiben £! := £!(P) fiir die Menge aller
reellen Zufallsvariablen, deren Erwartungswert existiert. In diesem Kapitel verwenden wir

wieder die Notation E[-] fiir das Integral beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies P, sowie
LP = LP(P).

12.1 Motivation

Definiere wie in der elementaren Stochastik fiir A,G € A und P(G) >0

P(ANG
P(A|G) = (P(G) )
und analog die bedingte Erwartung
E[X;G]
E[X =
XI6] = "

Dann gilt P(A|G) = E[14]|G]. Dieser Zusammenhang bedeutet, dass man bedingte Erwartun-
gen dazu verwenden kann, bedingte Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Insbesondere ist der
Begriff der bedingten Erwartung allgemeiner als der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Wir werden in diesem Kapitel die bedingte Erwartung E[X|G] fiir eine Zufallsvariable X
und eine o-Algebra G C F kennen lernen. Hierbei wird E[ X |G] eine G-messbare Zufallsvariable
sein. Als einfaches Beispiel sei {G1,Ga,...} C F eine Partition von Q mit P(G;) > 0 fir
i=1,2,... und G die erzeugte o-Algebra. Dann setzen wir fiir X € £!

E[X|](w) = 3 E[X|G)] - Lg, (). (12.1)
=1

Es gilt also: fiir w € G; ist die Zufallsvariable E[X |G| gegeben durch E[X |G](w) = E[X|G;] =
E[X;G;]/P(G;). Insbesondere ist sie auf G; konstant, i = 1,2,... Mit anderen Worten ist
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E[X|G] messbar beziiglich G. Weiter gilt etwa fiir J C N und A = UjeJ Gjeg

E[E[X|g]; A] = E[iEmGiuGiu]

_ ;E[E[XlGj]laj] (12.2)

=Y E[X|G,]- P(G))
jed
= E[X; A].
Insbesondere gilt mit J = N also E[E[X|F]] = E[X]. Die Definition der bedingten Erwartung

(12.1) lasst sich mit Hilfe der Eigenschaft (12.2) auf beliebige o-Algebren G C F verallgemei-
nern.

Beispiel 12.1 (Binomialverteilung mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit). Sei X
gleichverteilt auf [0,1], d.h. die Verteilung von X hat Dichte 1jp.;). Gegeben X = z sei
Y1,...,Y, eine Folge von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit
z. Also ist Y = Y] +- - -4+ Y,, binomialverteilt mit n und z, d.h. Y z&hlt die Anzahl der Erfolge
in n unabhéngigen Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit . Intuitiv ist klar, dass das

P(Y =k|X) = (Z) Xk — x)nk

bedeuten sollte. Dies ist allerdings bisher nicht definiert, da P(X = x) = 0 gilt. Bemerkenswert
ist jedoch, dass die rechte Seite eine (X )-messbare Zufallsvariable ist.
12.2 Definition und Eigenschaften

Wir definieren nun formal die bedingte Erwartung E[X|G] fir G C F. Wie oben schon
erwihnt, ist dies eine G-messbare Zufallsvariable, deren Erwartungen wie in (12.2) mit denen
von X iibereinstimmen.

Theorem 12.2 (Existenz und Eigenschaften der bedingten Erwartung). Sei G C F
eine o-Algebra. Dann gibt es einen fast sicher eindeutigen, linearen Operator B[.|G] : L1 — L1,
so dass BE[X|G] fiir alle X € L' eine G-messbare Zufallsvariable ist mit

1. E[E[X|G]; A] = E[X; A] fiir alle A€ gG.
Weiter gilt

2. E[X|G] >0, falls X > 0.

3. B[|E[X|]]]] < E[X]].

4. Falls 0 < X,, T X fiir n — oo, so ist auch E[X,|G] 1 E[X|G] in L, falls alle Erwartun-
gen existieren.

5. Falls X eine G-messbare Funktion ist, so gilt E[XY|G] = XE[Y|G], falls alle Erwartun-
gen existieren.
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6. E[XE[Y|G]| = E[E[X|G]Y]| = E[E[X|G|E[Y|G]], falls alle Erwartungen existieren.
7. Ist H C G, so ist E[E[X|G]|H] = E[X|H].
8. Ist X unabhingig von G, so ist E[X|G] = E[X].

Beweis. 1. im Fall X € £?: Sei M der abgeschlossene lineare Teilraum von £2, der aus allen
Funktionen besteht, die bis auf eine Nullmenge mit einer G-messbaren Funktion iibereinstim-
men. Nach Proposition 5.9 gibt es nun fast sicher eindeutige Funktionen Y € M,Z 1 M
mit X = Y + Z. Wir definieren E[X|G] := Y. Damit gilt X — E[X|G] L M, also
E[X — E[X|G]; A] = 0 fiir A € G, woraus 1. fiir X € £? folgt.

3. im Fall X € £%: Wihle A := {E[X|G] > 0}. Nach 1. gilt dann

E[[E[X|]|] = E[E[X|d]; A] - E[E[X|F]; A°] = E[X; A] — E[X; A°] < E[|X]].

n—o0

1. im Fall X € £': Ist X € £! D L2 so withle X1, Xo,--+ € £2 mit || X, — X||; 0
(etwa so, dass |X,| := |X| An), und definiere E[X|G] := lim,,_,~ E[X},|G]. Dieser Grenzwert
existiert in £', da wegen 3.

n,Mm—00

E[[E[X,|9] - E[Xn|G]]] = E[[E[X,, — X0 |F]]] < E[[Xn — Xonl] 0

die Folge (E[X,|G])n=12,... eine Cauchy-Folge ist und L' vollsténdig ist. AuBerdem gilt damit

n—o0

IB[X,,|G] — B[X|G]|]1 2= 0. Weiter ist fiir A € G

[E[X — E[X|7]; A]] < E[[X14 - X, 14]
+ [E[X, — E[X,[G]; A]]|
+E[[E[X,|0]14 — E[X[G]14]]

n—oo
0

wegen majorisierter Konvergenz und 1. folgt im Fall X € £
3.im Fall X € £'. Auch hier sieht man durch ein Approximationsargument, falls X1, Xo,--- €
£2 mit X, =20 X

E[[E[X|7]]] = lim E[|B[X,|d]]] < lim E[|X,[] = E[|X]],
da wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung etwa
E[||[E[X,|G]| — [E[X|G]|]] < E[[E[X|G] — E[X,|g]|] = 0.
2. Setze A = {E[X|G] < 0} und damit
0 > E[E[X|G]; A] = E[X; A] =0,

also wegen E[X|G]14 < 0 auch E[X|G]|14 = 0 fast sicher.
4. Wegen monotoner Konvergenz ist || X, — X||; ——= 0, also nach 3.

E[[E[X,/0] — E[X|0]|] = BIE[X,, — X|d]|] < BI|X, — X|] "= 0.

6. im Fall X,Y € £2. Nach der Definition der bedingten Erwartung ist E[X|G], E[Y|G] € M,
wenn M der lineare Teilraum von £? besteht, der Funktionen beinhaltet, die bis auf eine
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Nullmenge mit einer G-messbaren Funktion ibereinstimmen. Auerdem ist X —E[X|G] L M.
Damit ist

E[(X — E[X|G))E[Y]G]] = 0.

6. im Fall X,Y € £'. Wihle X1,Y7,X5,Y5,--- € £2 mit X,, T X,Y,, 1 Y. Wegen 4. und
majorisierter Konvergenz gilt dann, falls alle Erwartungen existieren,

E[(X - EX|GDE[Y|F]] = Tim E[(X, — E[X,[G])E[Y,[G]] = 0.
5. Wegen 1. ist E[X|G]14 = X 14 fiir A € G fast sicher. Damit ist auch
E[XY; Al = E[XE[Y|G]; 4]

nach 6. Hieraus folgt nach 1. bereits E[XY|G] = XE[Y|G].
7.DaH CG,ist fir AcH

E[E[X|G]; A] = E[X; A] = E[E[X|#]; 4]

nach 1. Hier aus folgt aber E[E[X|G]|H] = E[X|H].
8. Sicherlich ist E[X| messbar beziiglich G. Fiir A € G ist auflerdem

E[E[X|G]; 4] = B[X; 4] = E[X]E[L4] = E[E[X]; 4]
und damit E[X|G] = E[X]. O

Bemerkung 12.3 (Interpretation und alternativer Beweis). 1. Sei X € £2. Wie
der Beweis von 1. in Theorem 12.2 zeigt, ist X — E[X|G] senkrecht auf dem linearen
Teilraum aller G-messbaren Funktionen. Insbesondere ist E[X|G] diejenige G-messbare
Zufallsvariable, die (im Sinne der £2-Norm) der Zufallsvariable X am nichsten kommt.
Deswegen kann man sagen, dass E[X|G] die beste Schéitzung von X ist, wenn Informa-
tionen aus der o-Algebra G zur Verfiigung stehen.

2. Die fast sicher eindeutige Existenz der bedingten Erwartung mit der Eigenschaft 1.
in Theorem 12.2 kann man anders als oben mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym
(Korollar 5.16) beweisen:

Sei zunéichst X > 0. Setze P := P|g, die Einschrinkung von P auf G, und p(.) := E[X; ]
ein endliches Mafl. Dann gilt offenbar 4 << P. Der Satz von Radon-Nikodym stellt sicher,
dass p eine Dichte bzgl. P hat, d.h. es eine G-messbare Zufallsvariable Z gibt mit

E[X; A] = E[X; A] = u(A) = E[Z; A] = E[Z; 4]

fiir alle A € G. Damit erfiillt Z die Eigenschaften von 1. aus Theorem 12.2. Der allge-

meinen Fall (d.h. X kann auch negative Werte annehmen) folgt dann mit der Zerlegung
X=X"-X".

Zum Beweis der (fast sicheren) Eindeutigkeit der bedingten Erwartung sei Z’ eine
weitere, G-messbare Zufallsvariable mit E[Z; A] = E[X; A] fiir alle A € G. Dann ist
B :={Z' — E[X|G] > 0} € G und E[E[X|G] — Z'; B] = E[X — X; B] = 0 und ebenso
E[E[X|G] — Z'; B°] = 0. Das heiit also Z’ = E[X|G] fast sicher.
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Proposition 12.4 (Jensen’sche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen). Sei I ein
offenes Intervall, G C A und X € L' mit Werten in I und ¢ : I — R konvex. Dann gilt

E[p(X)|9] = ¢(E[X]F]).

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem der Jensen’schen Ungleichung im unbedingten
Fall, Proposition 7.6: Da I offen ist, liegt E[X|G] € I fast sicher. Wir erinnern an die Definition
von A in (7.2). Weiter ist, wie in (7.3) fiir z €

e(x) = ¢(E[X]|G]) + A(E[X]|G])(z — E[X]|G])
und damit

Elp(X)|G] > E[p(E[X|G])|G] + ENE[X]|F]) - (X — E[X|F])|]
¢ (E[X[G]). O

Lemma 12.5 (Gleichgradige Integrierbarkeit und bedingte Erwartung). Sei X € L!.
Dann ist die Familie (E[X|G])gca gleichgradig integrierbar.

Beweis. Da {X} gleichgradig integrierbar ist, gibt es nach Lemma 8.9 eine monoton wach-

sende konvexe Funktion ¢ : Ry — Ry mit 22 2% o und E[p(]X])] < oo. Mit Theorem

€T
12.2.3 folgt

sup E[p(|E[X|F][)] < E[p(|X])] < occ.
FCA

Damit ist {E[X|F] : F C A o-Algebra} gleichgradig integrierbar, wieder nach Lemma 8.9. [J

Theorem 12.6 (Majorisierte und monotone Konvergenz fiir bedingte Erwartun-
gen). Sei G C F und X1, Xo,--- € LY. Es gelte eine der Bedingungen:
1. Sei X € LY, so dass X, T X fast sicher.
n—oo

2. IstY € L', so dass | X,| < |Y] fiir alle n, und X, ==+ X fast sicher.

Dann gilt
E[X,|G] “== E[X|]]

fast sicher und in L.

Beweis. Fiir die £'-Konvergenz hat man in beiden Fillen mit Theorem 12.2.3

E[|E[X.|G] — E[X|G]|] = E[|E[X,, — X|7]|]

n—o0

Die fast sichere Konvergenz teilen wir in die beiden Félle auf: im Fall 1. ist nach Theo-
rem 12.2.2 klar, dass E[X,,|G] monoton wéchst. Auflerdem ist fiir A € F mit dem Satz der
monotonen Konvergenz

E[supE[X,|G]; A] = supE[E[X,|G]; A] = sup E[X,; A] = E[sup X,,; 4] = E[X; A].

Damit ist aber gezeigt, dass fast sicher sup,, E[X,|G] = E[X]J] gilt.
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Im Fall 2. setzen wir

Y, :=sup X} | lim sup X,, = X fast sicher,
k>n

Zy = inf X T liminf X,, = X fast sicher.
k>n n

Damit ist =Y < Z,, < X,, <Y, <Y, also insbesondere Yi, Z1,Ys, Zs,--- € L', also ist nach
1.

E[X|G] = li_>m E[Z,|G] < li_>m E[X,|G] < li_>m E[Y,|G] = E[X|J]

n—oo

fast sicher. Insbesondere ist also E[X,,|J] E[X|G] fast sicher. O

12.3 Der Fall G = o(X)

Im Falle G = 0(X) bedeutet E[Y|X] := E[Y|o(X)] die Erwartung von Y, gegeben, dass die
Zufallsvariable X festgelegt ist. Dies ist eine Funktion von X, wie Proposition 12.7 zeigt.

Proposition 12.7 (Bedingung auf eine Zufallsvariable). Sei (', F') ein Messraum, X
eine Q' -wertige Zufallsvariable mit Werten in Q' und Y € L. Dann existiert eine F'/B(R)-
messbare Abbildung ¢ : ¥ — R mit E[Y|X] = ¢(X).

Beweis. Klar nach Lemma 7.2 OJ

Beispiel 12.8 (Zufillige Erfolgswahrscheinlichkeit). Betrachten wir die in Beispiel 12.1
gestellte Frage nach der Existenz der bedingten Wahrscheinlichkeit P(Y = k| X)), wobei X
uniform auf [0, 1] ist und X unabhéngig binomial verteilt mit n und X. Wir zeigen nun, dass

P(Y = k|X) = (Z) Xk(1 - X))k, (12.3)

Sei A={X eI} fur I € B([0,1]), d.h. A ist eine o(X)-messbare Menge. Dann gilt

Elly_i; A =P(Y =k, X € I) = /I <Z>xk(1 — )" kdy = E[(Z)Xka — X))k A

Dies bedeutet aber, dass (12.3) stimmt.

Beispiel 12.9 (Summen unabhiingiger identisch verteilter Zufallsvariable). Seien
X1, Xs,... eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen, p = E[X;] und
S, = X1+ -+ X,,. Dann ist

E[S,|X1] = E[X1|Xq] + E[Xo + - + Xy | Xq] = X4 + (n = 1),
E[X1|S,] —%Z [X;]Sn]) = LE[S,[S,] = 18,.

In der zweiten Rechnung ist also beispielsweise fiir X = S, und Y = X; die Funktion ¢ aus
Proposition 12.7 gegeben durch op(z) = 1a.

n
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Beispiel 12.10 (Buffon’s Nadelproblem). Auf einer Ebene liegen Geraden im horizonta-
len Abstand 1. Es werden Nadeln der Lange 1 auf die Ebene geworfen; siehe Abbildung 12.1.
Betrachten wir eine Nadel. Wir setzen

7. {1, falls die Nadel eine Gerade schneidet

0, sonst

Dabei ist der Mittelpunkt der Nadel X von der linken Geraden entfernt und die Verldngerung
7\
AT
i

=,

LA /h— /\J\/‘(\ /

7

bt
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\
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)i

v N T
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Abbildung 12.1: Skizze zu Buffon’s Nadelproblem.

der Nadel geht einen spitzen Winkel © mit der linken Gerade ein. Damit ist X uniform auf

[0; 1], © uniform auf [0; 7] unabhéngig und es gilt

P(Z =1|0) = P(X < $sin(0) oder X > 1 — 15in(0)|0) = sin(O).

Damit ist
/2
P(Z =1)=E[P(Z =1|0)] = E[sin(0)] = 2/0 (sin(0)df =

Dies kann man so interpretieren: will man durch Simulation (d.h. also durch ein Monte-Carlo
Verfahren) den numerischen Wert von 7 herausfinden, kann man Buffon’s Nadeln simulieren.
Da jede einzelne Nadel die Wahrscheinlichkeit % hat, eine vertikale Linien zu treffen, ist etwa

2
™™ “Anteil der Nadeln, die eine Vertikale treffen

nach dem Gesetz der groflen Zahlen.

Beispiel 12.11 (Suchen in Listen). Gegeben seien n Namen von Personen, die aus r
verschiedenen Stiddten kommen. Jede Person kommt (unabhingig von jeder anderen) mit
Wahrscheinlichkeit p; aus Stadt j, j = 1,...,r. Die Namen (zusammen mit anderen personli-
chen Daten) werden in r verschiedene (ungeordnete) Listen eingetragen. Will man nun eine
(zufillige, nach den Wahrscheinlichkeiten py, ..., p, verteilte) Person in der Liste suchen, be-
stimmt man zunéchst die Stadt j, aus der die Person kommt und sucht anschlieend in Liste
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j nach dem Personennamen. Bis man feststellt, dass der Name nicht auf der Liste auftaucht,
muss man die zu findende Person mit Namen auf der Liste vergleichen. Die Frage ist nun:
Wir oft hat man im Mittel ohne Erfolg den Namen der zu findenden Person mit Namen auf
der Liste vergleichen, bis man endgiiltig weif3, dass die Person nicht auf der Liste steht?

Wir definieren zunéchst ein paar Zufallsvariablen:
J : Nummer der Stadt, aus der die zu suchende Person kommt
L : Anzahl der unerfolgreichen Vergleiche, bis man den Namen der zu findenden Person
findet
Zj : Anzahl der Personen aus Stadt j
sowie Z = (Z1,...,Zy). Um E[L] zu ermitteln, bestimmen wir zunéchst
P(L=a|J,Z)=17,—4

und damit
- a"Z ijlZ] =a-

Daraus folgern wir

E[L|Z] = Zza pj- 1Zj_a—zijJ

a=1 j=1

E[L] = E[E[L|Z]] ij J=n- ij

und deshalb

12.4 Bedingte Unabhingigkeit

In Abschnitt 9 haben wir bereits die Unabhéingigkeit von o-Algebren (oder von Zufallsvaria-
blen) kennen gelernt. Bedingte Erwartungen und Unabhiingigkeit sind eng verwandt, wie das
erste Lemma zeigt.

Lemma 12.12 (Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit). Die o-Algebren
G, H C F sind genau dann unabhdingig, wenn P(G|H) = P(QG) fir alle G € G.

Beweis. ’=’: Wenn G und ‘H unabhéngig sind, so ist fiir G € G, H € H
EP(G),H =P(GNH) =E[P(G|H), H].
Damit ist P(G|H) = P(G) nach der Definition der bedingten Erwartung.
<’ Gilt also P(G|H) = P(G), so folgt fiir H € H

P(G N H) = E[l¢, H] = E[P(G|H), H] = E[P(G), H] = P(G) - P(H). =
Oft benotigt man das Konzept der Unabhéngigkeit auch noch in einer bedingten Form. Dafiir
geben wir zunéchst ein wichtiges Beispiel an.
Beispiel 12.13 (Markov-Ketten). Sei E eine abzéhlbare Menge. Eine Markov-Kette X' =
(X¢t)t=0,1,2,... ist eine Familie von E-wertigen Zufallsvariablen, so dass fiir alle A C E

P(Xt+1 S A/4|AXP()7 Ce ,Xt> = P(Xt+1 € A‘Xt> (124)

Dies bedeutet: wenn man die Verteilung von X3, 1 wissen will, und dabei schon die Informatio-
nen der Zufallsvariable X; zur Verfiigung hat, bringt die Information iiber die Zufallsvariablen
Xo, ..., X¢_1 keine zusitzliche Information. Man sagt auch:
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Gegeben X; ist X311 unabhéngig von Xo,..., X;_1.
Oder in Termen von o-Algebren:
Gegeben o(X;) ist 0(X;+1) unabhéngig von o(Xo, ..., X¢—1).

Etwas umgangssprachlich sagt man auch: gegeben die Gegenwart (das ist der Zustand zur Zeit
t, X¢) ist die Zukunft (d.h. X;4+1) unabhéngig von der Vergangenheit (das sind die Zusténde
Xoy ooy Xio1).

Ein einfaches Beispiel fiir eine Markov-Kette ist die ein-dimensionale Irrfahrt: seien
Y1,Ys, ... unabhingig und identisch verteilt, so dass P(Y; = 1) = p und P(Y; = —1) = ¢ fiir
ein p € [0, 1]. Weiter sei Xo =0 und X; =Y +---+Y;. Dann ist (X;);>0 eine Markov-Kette,
denn
P, kIZZA&‘¥1,

P(Xii1 = k| Xo, ..., X3) =
(Xer1 = KXo, X0) {q’ x

Insbesondere definiert die rechte Seite eine X;-messbare Zufallsvariable und ist damit gleich
P(Xit1 = k| Xy).

Definition 12.14 (Bedingte Unabhéngigkeit). Sei G C F. Eine Familie (C;)ie;r von
Mengensystemen mit C; C F heifit unabhéngig gegeben G, falls

P( (N 45l9) = [[P(4;19) (12.5)
Jj€J Jje€J
fir alle J € I und Aj € Cj,j € J, gilt.
Analog definiert man die bedingte Unabhdngigkeit fir Zufallsvariablen. Sei' Y eine Zufalls-
variable. Eine Familie (X;)icr von Zufallsvariablen ist unabhdngig gegeben G (bzw. Y') falls
(0(Xi))ier unabhingig gegeben G (bzw. o(Y')) ist.

Beispiel 12.15 (Einfache Fille). Seien G C F eine o-Algebra und (C;)ier eine Familie von
Mengensystemen.

1. Ist G = F, so ist (C;)ier immer unabhingig gegeben G.

2. Ist G = {0,Q}, soist (C;)ics genau dann unabhiingig gegeben G, wenn (C;);c; unabhéngig
sind.

Beispiel 12.16 (Binomialverteilung mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit). Wir
betrachten nochmal den Miinzwurf mit zufalliger Erfolgswahrscheinlichkeit aus Beispiel 12.1
und 12.8. Hier war X uniform auf [0, 1] verteilt und, gegeben X sind Yi,...,Y;, Bernoulli-
verteilt. Nun sollte ja gelten, dass (Y7,...,Y,) unabhingig gegeben X sind. Genau wie in
Beispiel 12.8 berechnen wir fir A = {X € I} fiir ein I € B([0,1]) und y1,...,y, € {0,1} und
k=yi+-+uyn

E[]'Yl:ylv-”vyn:yn’ A] = P(Yl =Y, Yn=yn, X € I)
= /:cy1+"'+yn(1 — )T gy = E[XR(1 - X)"R, 4],
1

also
P(Yi =y1,....Y, = ya|X) = XF(1 — X)"7F,
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Analog zeigt man firi=1,...,n
P(Yi = y|X) = XV (1 - X)1%,

Daraus folgt

n

P(Yi=y1,..., Yo =valX) = [[P(Vi = 0] X),
=1

also sind (Y7,...,Y,) unabhéngig gegeben X.

Lemma 12.12 gibt es auch in folgender Version, in der die Unabhéngigkeit durch die bedingte
Unabhingigkeit ausgetauscht ist.

Proposition 12.17 (Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingte Unabhingigkeit).
Sei K C F eine o-Algebra. Die o-Algebren G, H C F sind genau dann unabhingig gegeben IC,
wenn P(Glo(H,K)) = P(G|K) fir alle G € G.

Beweis. ’=’: Wenn G und H unabhéngig gegeben K sind, so ist fir G e G, H €e H, K € K
EP(GIK),HN K] =E[PGIK)PH|K),K]|=EP(GNHIK),K]=P(GNHNK).
Nun kann man zeigen, dass das Mengensystem
D:={Aco(H,K):EPGIK),A]=P(GNA)}

ein schnittstabiles Dynkin-System ist mit D O H, . Nun folgt mit Theorem 2.13, dass D =
o(H,K), woraus P(G|o(H,K)) = P(G|K) folgt.
<" Gilt also P(Glo(H,K)) = P(G|K), so folgt fir H € H

P(G N H|K) = E[P(Glo(H,K)), H|K] = E[P(G|K), H|K] = P(GIK) - P(H|K).

Beispiel 12.18 (Markov-Ketten). Betrachten wir nochmal die Markov-Kette (X¢)i=012,...
aus Beispiel 12.13. Fiir festes ¢ setzen wir G = 0(X41), H = 0(Xo,...., Xi—1), K = 0(X}). Die
Markov-Eigenschaft (12.4) sagt nun fiir G € G, H € H, K € K, dass P(G|o(H,K)) = P(G|K).
Nach Proposition 12.17 bedeutet dies, dass X; 11 und (Xj, ..., X¢—1) unabhingig gegeben X;

sind.

12.5 Regulire Version der bedingten Verteilung

Wir haben im Abschnitt 12.1 gesehen, wie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|G) := E[14]|7]
fiir eine o-Algebra G C F definiert ist. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass wir ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl A — P(A|G) definiert haben; siehe hierzu die néchste Bemerkung. In den
meisten Fillen kann man jedoch ein solches (zufilliges, G-messbares) Mafl definieren, die (oder
besser: eine) regulire Version der bedingten Verteilung.
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Bemerkung 12.19 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten und bedingte Verteilungen).
Sei G C F eine o-Algebra und A;, Ag,--- € F mit A; N A; = (. Dann ist fir Be€ G

E[P< [j A”‘g);B] =E[E[l>  4,|9]; B] =E[l>  a,: B]

:E[ilAn;B] :iE[lAn;B]

n=1
= > B[P(4,6); B] = B[ 3 P(4,]): B|
n=1 n=1

und damit
P(|J 4.lg) = Y- P(4.l9) (12.6)
n=1 n=1

P-fast iiberall. Das bedeutet, dass es eine von Aj, Ao, ... abhingige Nullmenge gibt, so dass
(12.6) fiir alle w auBerhalb dieser Nullmenge gilt. Da es aber iiberabzihlbar viele Folgen
Ay, As, -+ € F gibt, muss es damit nicht notwendigerweise eine Nullmenge N geben, so dass
(12.6) fiir jede Wahl von Ay, Ag,--- € F und w ¢ N gilt. Falls es jedoch ein solches N
gibt, werden wir sagen, dass eine reguldre Version der bedingten Verteilung von P gegeben G
existiert. Bedingungen hierfiir werden wir in Theorem 12.22 kennenlernen.

Wir erinnern an den Begriff des stochastischen Kernes; siehe Definition 6.9.

Definition 12.20 (Regulire Version der bedingten Verteilung). Sei (', F') ein
Messraum, Y eine Q' -wertige messbare Zufallsvariable und G C F. Ein stochastischer Kern
ky,g von (,G) nach (Y, F') heift regulére Version der bedingten Verteilung von Y, gegeben

G, falls
Ky,g(w,B) =P(Y € B|G)(w)

fiir P-fast alle w und jedes B € F'.

Bemerkung 12.21 (Auf eine Zufallsvariable bedingte Verteilung). 1. Fir den
stochastischen Kern aus Definition 12.20 reicht es, die Eigenschaft (ii) aus Definition 6.9
nur fiir einen schnittstabilen Erzeuger C von F zu fordern. Es ist ndmlich stets

D:={A e F 1w k(w,A) ist A-messbar}
ein Dynkin-System. Damit ist nach Theorem 2.13 auch D = ¢(C).

2. Sei G = o(X) fiir eine Zufallsvariable X in Definition 12.20.2. Ist dann Ky,o(X) €ine re-
guldre Version der bedingten Erwartung von Y gegeben o (X), so ist w > ry,o(x)(w, A’)
o(X)-messbar fiir alle A € A’. Damit gibt es nach Proposition 12.7 eine nach
o(X)/B([0; 1])-messbare Abbildung w4/ : @ — [0;1] mit a4 0 X = Ky,,(x)(., A"). Wir
setzen dann

ry.x(z,A) = pu ()

und sagen Ky x ist die reguldre Version der bedingten Verteilung von Y gegeben X.
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Theorem 12.22 (Existenz der regulidren Version der bedingten Verteilung). Sei
(E,r) ein vollstindiger und separabler metrischer Raum, ausgestattet mit der Borel’schen o-
Algebra, G C F eine o-Algebra und Y eine (nach F messbare) Zufallsvariable mit Werten in
E. Dann existiert eine requldre Version der bedingten Verteilung von 'Y gegeben G.

Bevor wir das Theorem beweisen kénnen, benétigen wir eine Eigenschaft (Proposition 12.24)
iiber vollsténdige, separable metrische R&dume.

Definition 12.23 (Borel’scher Raum). 1. Zwei Messriume (2, F) und (Q', F') heiffen
isomorph, falls es eine bijektive, nach F/F'-messbare Abbildung ¢ : Q — Q' gibt, so
dass ¢~ nach F'/F-messbar ist.

2. Ein Messraum (S, F) heifst Borel’scher Raum, falls es eine Borel’sche Menge A € B(R)
gibt, so dass (Q, F) und (A, B(A)) isomorph sind.

Proposition 12.24 (Polnische und Borel’sche Riume). Jeder vollstindige und separable
metrische Raum (E, ), ausgestattet mit der Borel’schen o-Algebra, ist ein Borel’scher Raum.

Beweis. Siehe etwa Dudley, Real analysis and probability, Theorem 13.1.1. 0

Beweis von Theorem 12.22. Wir beweisen das Theorem unter der schwicheren Vorausset-
zung, dass F, ausgestattet mit der Borel’schen o-Algebra, ein Borel’scher Raum ist. O.E.
konnen wir also annehmen, dass F € B(R) ist. Die Strategie unseres Beweises besteht darin,
eine Verteilungsfunktion der bedingten Verteilung zu finden, indem diese erst fiir rationale
Werte festgelegt wird, bevor sie auf alle reellen Zahlen fortgesetzt wird.

Fir r € Q sei F, eine Version von P(Y < r|G) (d.h. F, = P(Y < r|G) fast sicher. Sei
A € F so, dass fir w € A die Abbildung r + F,.(w) nicht-fallend ist mit Grenzwerten 1 und
0 bei +£00. Da A durch abzdhlbar viele Bedingungen gegeben ist, die alle fast sicher erfiillt
sind, folgt P(A) = 1. Definiere nun fiir z € R

Fp(w) :==14(w) - inf F,.(w) + Lac(w) - 1z>0.

r>x

Damit ist x — Fj(w) fiir alle w eine Verteilungsfunktion. Definiere
K(w,.) := MaB, das durch = — F,(w) definiert ist.
Fiir r € Q und B = (—o0; 7] ist
w— k(w,B) =14(w) - PY <7|G)(w) + Lac(w) - 1r>0 (12.7)

(nach F) messbar. Da {(—oco;r| : r € Q} ein schnittstabiler Erzeuger von B(R) ist, ist
nach Bemerkung 12.21 die Abbildung w + k(w, B) fiir alle B € F messbar. Also ist k ein
stochastischer Kern.

Es bleibt zu zeigen, dass k eine regulére Version der bedingten Verteilung ist. Da (12.7)
auf einem schnittstabilen Erzeuger von £ gilt, gilt fiir w € A

k(w,B) =P(Y € B|G)(w).

Mit anderen Worten, « ist eine regulédre Version der bedingten Verteilung. O
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13 Ausblicke

Heutzutage werden viele Dinge des realen Lebens mit Hilfe stochastischer Methoden analy-
siert. Wir geben hier noch beispielhaft ein paar Anmerkungen aus drei Gebieten.

13.1 Zufillige Graphen

Mittels Graphen werden oftmals (mégliche) Interaktionen modelliert. Insgesamt steht dann
der Graph fiir ein soziales Netzwerk, oder aber fiir zulluldre Prozesse, oder eben irgendeinen
Lebensbereich, der sich mit einem Graph darstellen léisst. Basierend auf der Arbeit

Hermann, F., Pfaffelhuber, P. Large-scale behavior of the partial duplication ran-
dom graph. ALEA, Lat. Am. J. Probab. Math. Stat. 13, 687-710, 2016.

soll nun ein Modell fiir einen zufélligen Graphen vorgestellt werden. Ein paar Resultate illu-
strieren auflerdem, wie wichtig Martingale sein kénnen.

Definition 13.1 (Graph, Grad, Clique).

1. FEin (ungerichteter, schleifenfreier) Graph ist ein Tupel G = (V, E), wobei V' die Menge
der Knoten und E C {{v,w} : v,w € V,v # w} die Menge der Kanten ist.

2. Eine k-Clique in G = (V, E) ist eine Teilmenge V' C V. mit |V'| = k und {{v,w} :
v,we V' v#w} CFE (also ein vollstindiger Teilgraph mit k Knoten). Wir bezeichnen
mit Ci(G) die Anzahl der k-Cliquen in G.

3. Fir den Graphen G = (V, E) und v € V, definieren wir den Grad von v durch
D, := D,(G) := {w : {v,w} € E}|.

AufSerdem ist die (absolute und relative) Gradverteilung gegeben durch (Fi,(G))r=0,1,2,...
bzw. (FY(G))k=0,12,.. mittels

1

FL@) = {0 Duf@) =K}, FE(G) = g

Fi(G).

Die erzeugende Funktion der Gradverteilung ist
Hy(G) ==Y F(@)d",  H (G):=> FJ(G)q¢"  firqe(0,1].
k=0

In Abbildung 13.1 ist eine Illustration der folgenden Definition.

Definition 13.2 (Partielles Duplikations-Modell). Sei p € [0,1]. Wir definieren eine
Markov-Kette G = (Gpn)n=ngno+1,... mit Werten in Graphen und nennen sie das Partiel-
le Duplikations-Modell, wobei Gy, = (V,,, Ey,) der Graph zur Zeit n mit Knotenmenge V,,
und Kantenmenge E, C {{v,w} : v,w € V,,v # w} ist, n = ng,ng + 1,... Startend in
Gry = Vi, Eng) mit |Viy| = no, ist die Dynamik wiefolgt: In Zeitschritt n + 1 wird ein
Knoten v € V,, zufillig ausgewdihlt. Daraufhin wird ein neuer Knoten v' zum Graph hinzu-
gefiigt und jede Verbindung zu v (d.h. jede Kante e = {v,w} fiir ein w € V,,) unabhingig mit
Wahrscheinlichkeit p kopiert, d.h. {v',w} € E, 11 mit Wahrscheinlichkeit p.
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Abbildung 13.1: Illustration eines Schrittes im partiellen Duplikations-Modell; siehe auch
Definition 13.2. Zur Zeit n = 6 (da im linker Bild 6 Knoten zu sehen sind), wird Knoten v
ausgewihlt, und v’ erzeugt. Anschlieend wird jede gestrichelte Linie mit Wahrscheinlichkeit
p beibehalten. Das Ergebnis ist ein Graph mit 7 Knoten.

Wir wollen nun ein Resultat zur Anzahl der Cliquen beweisen, sowie einen Ausblick auf weitere
Eigenschaften des Modells geben.

Theorem 13.3 (Cliquen). Sei k > 2, Ci(Gy,) > 0 and Foo := 0(Gp;n > ng). Dann gibt
es eine Foo-messbare, integrierbare Zufallsvariable Cy(oco) mit P(Cy(oc0) > 0) > 0, und

n T Cr(n) 222551, s Cr(o0). (13.1)
Auflerdem gilt
s
E[Ck(n)] = Ci(no) - [] — (13.2)
m=ng

Bevor wir dieses Resultat beweisen koénnen, benétigen wir eine wichtige Aussage, wie man
mit bestimmten Martingalen umgehen kann.

Lemma 13.4 (Martingal-Abschéitzungen). Sei I = {to,to + 1,...}, X = (X¢)er ein
nicht-negativer, integrierbarer, an eine Filtration (Fi)ier adaptierter stochastischer Prozess,

[ee]
Foo 1= O’( U .B) sowie xg = E[X,] > 0. Sei auferdem a > —ng und
t=to

a
E [Xi11|F] = <1+E)Xt’ t=to,to+1,..
Dann gilt:

1. Der Prozess M = (M;)t>n,, definiert durch M, = Xy, und

t—1

S
My =X, -
t t H st a
s=tp
st ewn Martingal und
t—1
s+a
E[X:] =z . 13.3
[X¢] = o H s ( )

s=to



13.1 Zufillige Graphen 125

2. Es gibt eine nicht-negative Zufallsvariable Xoo € L1 (Fao) mit E[Xoo] < 2oL (t0) /T (to +

a), so dass
t—00

t_aXt —fs Xoo
Gilt zusdtzlich limsup,_, o E[X[]/t*" < oo fir ein r > 1, dann gilt die Konvergenz auch
in L7 und es gilt P(X» > 0) > 0.

Bemerkung 13.5. Im Beweis bendtigen wir eine Standard-Abschiatzung der Gamma-

Funktion,
ﬁ s+a T(t+a) T(t) 150 t°T(to)
S

r't) T(to+a) I'(to+a)’

s=to
. t—o0 t—o00
wobei a;  ~ by genau dann, wenn a;/by —— 1.

Beweis. Die Martingal-Eigenschaft von M ist einfach nachzurechnen. Deshalb gilt (13.3) mit
Induktion. Mit dem Martingal-Konvergenzsatz, Korollar 15.29, folgt die fast sichere Konver-
genz fiir das nicht-negative Martingal M mit E[My] < E[M,]. Deshalb gilt

t—1

_ _ S+a t—oo L (to)
Xy = M, - My - = X

s=to

fast sicher. Nach Theorem 15.32 gilt die Konvergenz in L"), falls M auch L£"-beschrinkt ist.
Wir berechnen, wobei ¢ > 0 so gewéhlt ist, dass E[X]]| < ¢t?", sowie ein weiteres ¢ > 0,

)7‘ < F(to + a)TCtar
t

t—1
E[M] = sup B[ X" ( <
Sl;p [ t] Slzp [ t] H F(to)rcltar o,

s=to

s+a

und die Behauptung ist gezeigt. Insbesondere ist die Konvergenz in £!, so dass E[M] > 0
und P(Xs > 0) > 0 impliziert. O

Beweis von Theorem 13.3. Wir zeigen zunéchst
k
E[C)(n + 1)|Fu] = Ci(n) (1 + ﬁpk_l). (13.4)

Eine neue k-Clique tritt ndmlich genau dann auf, wenn ein Knoten v kopiert wird, der Teil
einer k-Clique ist, sowie alle kK —1 Kanten zu seinen Nachbarn innerhalb der k-Clique. Darum
gilt
C(n) k
E[Cx(n+1) — Cx(n)|Fn] = P(Clique 4 wird kopiert|F,,) = Cy(n)~p*~L.
n

=1

Wir verwenden nun (13.4) zusammen mit Lemma 13.4. Die fast sichere Konvergenz folgt aus
Lemma 13.4.2 mit a = kp*~!, und fiir (13.2) verwenden wir (13.3). Wir skizzieren noch die
L£2-Konvergenz in (13.1). Hierfiir betrachten wir die Anzahl der Paare von k-Cliquen zur Zeit,
(C’“Q(”)). Sei C¢(n) die Anzahl dieser Paare, die genau ¢ Knoten gemeinsam haben. (Also ist
die Anzahl der disjunkten Paare die 0-Paare, und ein (k — 1)-Paare von k-Cliquen ist eine
(k + 1)-Clique, bei der eventuell eine Kante fehlt. Es gilt also

k—1
(C’“Q(”)> =" Cru(n). (13.5)
=0
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Fiir jedes ¢-Paar von k-Cliquen gibt es vier Moglichkeiten, wie ein neues /-Paar im néchsten
Schritt entstehen kann:

1. Jede neue Clique bildet ein (k — 1)-Paar mit der Clique, von der sie kopiert wurde. Dies
k’pk_l

passiert im Mittel *-—Cj(n) mal im néchsten Schritt. In den néchsten drei Féllen
werden wir dies ignorieren.

2. Einer der 2(k — ¢) nicht-gemeinsamen Knoten wird zur Duplikation ausgewihlt und
die Clique, zu der er gehort wird kopiert. Da die neue Clique die ¢ Knoten der
nicht-duplizierten Clique behélt, wird ein neues ¢-Paar gebildet.

Wahrscheinlichkeit: @ pk -1

3. Einer der ¢ gemeinsamen Knoten wird zur Duplikation ausgewihlt und beide Cliquen
werden dupliziert. Dies ergibt offenbar ein neues ¢-Paar. Zusétzlich gibt es zwei neue
Paare, die durch die urspriingliche und die Kopie der neuen CLique gebildet werden.
Dies sind dann (¢ — 1)-Paare, da diese Cliquen den neuen Knoten nicht teilen.

Wahrscheinlichkeit: % p2h—t=1

4. Einer der ¢ gemeinsamen Knoten wird zur Duplikation ausgewéahlt und nur eine der
beiden Cliquen wird dupliziert. Ahnlich wie in 3. wird ein neues (¢ — 1)-Paar gebildet.

T Lo k-1 k—0y _ Lo k—1 _ Lo 2k—0—1
Wahrscheinlichkeit: - - 2p*= (1 —p*~%) = ~2p" =" — ~2p
Daraus folgt nun fir ¢ < k — 2, dass
E[Cre(n+1) = Cre(n) | Fnl

2k — /¢ kfl_'_g 2k—f—1
_2(k—0Op . P Cre(n)

200 + 1)pk—1t
+(+)p

Che41(n) (13.6)
und fir =%k —1

E[Cqu_l(n + 1) — Ck,k_l(n) | .Fn]

2p" 1 4 (k = 1)p* kpt!
_2p ?5 )p Cropr(n) + 2

Cr(n). (13.7)

Nun lassen wir einige Abschitzungen aus. Aus der obigen Rekursion ergibt sich iterativ, dass
lim sup,,_, E[C’k(n)Q]/nQ":pkf1 < 00. Aus Lemma 13.4.2 folgt nun die £2-Konvergenz. O

Ohne Beweis, aber mit ein paar Voriiberlegungen, geben wir nun noch ein Resultat iiber das
allgemeine Verhalten des Duplikations-Modells.

Theorem 13.6 (H&ufigkeit isolierter Knoten). Sei p* die eindeutige Lisung von peP = 1
(oder p+logp = 0). Dann gilt:

n—o0 n—oo

1. Fiirp < p* ist supgepoq] [Hg (n) =1 —— s 0. Fiir ¢ = 0 folgt insbesondere Fg(n) ——
1, d.h. nach langer Zeit besteht der gesamte Graph nur noch aus isolierten Knoten.
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2. Firp* <p<1 git

E[HS (n)] "% 1 — ( S log (5 ) i Se(n (—1)F1 kﬁ (1 _
=1

k=1

Bemerkung 13.7. Obwohl wir das Theorem nicht beweisen, wollen wir doch eine Formel
herleiten, die der Startpunkt der Analyse der Gradverteilung darstellt. Es gilt ndmlich

E[Fj.(n 4 1)|Fa] = Fp(n) + p(k — 1) Fy_ (n) — pkFy(n)
+ 3 F( (1—p)k
(i)

Denn: Die Anzahl der Knoten mit Grad k&, also F},, wichst genau in zwei Fallen. Entweder wird
ein Knoten mit Grad ¢ > k dupliziert, zusammen mit genau k Kanten (Wahrscheinlichkeit
(ﬁ) pF(1 —p)*=*), oder ein Nachbar eines Knotens mit Grad k — 1 wird dupliziert, zusammen
mit der verbindenden Knate. Weiter verringert sich Fj, um 1, falls ein Nachbar eines Knotens
mit Grad k£ zusammen mit der verbindenden Kante dupliziert wird. Genau diese drei Félle
finden sich in obiger Gleichung wieder. Weiter gilt nun, durch Multiplikation mit ¢* und
Summation,

oo o0
E[Hy(n+1) — Hy( =pq° Z —D)F; 1 (n)d" 2 —pg > kFg(n)gd" !
oo o N
£ Fin ( ) (=)
k=0 (=k

_+ ZFE(H)(l —p+pg)
/=0

=m0 (SR

d e
= —pg(1—q)— Hs<n>\5:  HY ().

Aus dieser Gleichung sieht man, dass man die Entwicklung der Funktion ¢ — H_ studieren
kann. Dies fithrt dann letztlich auf einen Beweis von Theorem 13.6.

13.2 Populationsgenetik

Als Teil der Evolutionstheorie beschiftigt sich die Populationsgenetik mit der Ausbreitung
von (genetischen) Typen in Populationen. Man modelliert meistens (zumindest werden wir
hier nichts anderes tun) eine Population konstanter Gréfie N. Jedes Individuum kann Nach-
kommen bekommen und gibt dabei das eigene genetische Material weiter. In seltenen Féllen
kann es zu Mutationen kommen, d.h. Fehlern beim Kopieren des genetischen Materials bei
der Vererbung. Wir fithren zunéchst das Wright-Fisher-Modell als Standard-Modell der Po-
pulationsgenetik ein.

Definition 13.8 (Das Wright-Fisher-Modell). Sei N € N. Das Wright-Fisher-Modell der
Griffe N ist ein zeit-diskretes Populationsmodell, bei dem in jeder Generation die gesamte
Population ausgetauscht wird. Jedes Individuum der Generation n wdhlt dabei einen Vorfahren
unabhdngig und gleichverteilt aus der Menge aller Individuen der Generation n — 1.
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Abbildung 13.2

Darstellung eines Wright-Fisher-Modells mit N = 10 Individuen. Das rechte Bild ist nur eine
umgeordnete Version des linken.

In Abbildung 13.2 ist ein Beispiel einer Realisierung eines Wright-Fisher-Modells mit N = 10
und ¢ = 13 Generationen dargestellt.

Lemma 13.9 (Allelhiufigkeiten im Wright-Fisher-Modell). Angenommen, ein Allel
(d.h. ein genetischer Typ) tritt zur Zeit 0 in k der N Individuen auf. Dann ist der stochastische
Prozess X = (Xy)i=0,1,2,.., der die Entwicklung der Allelhdufikeit im Wright-Fisher-Modell
beschreibt, eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeit

P == (1) (3 (- 2"

Weiter ist (X¢)i=0,1,2,... ein Martingal mit

(%), _§Xs<1 - XW)

Beweis. Gegeben X; = x hat jedes Individuum in Generation ¢ + 1 dieselbe Chance
X:/N, einen der X; Allel-Triiger aus Generation ¢ als Vorfahren zu wéhlen. Daraus folgt
X411 ~ B(N,X;/N), also die Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit. Weiter ist da-
mit E[X;4+1]|X:] = X; und die Martingaleigenschaft folgt. Nach Definition der quadratischen

Variation ist
t

(X)e = ZE[(XS — X-1)?|Xs1] = ZXS_l (1 a X]SV_1>
s=1

s=1
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Bemerkung 13.10 (Genetische Drift). Die Form der quadratischen Variation von X' lésst
darauf schlieflen, dass sich X nach z ~ N/2 am meisten Fluktuationen aufweist. Betrachtet
man auflerdem P = (P})¢=0,1,2,. mit P, = X;/N, also die relative Hiufigkeit des Allels, so
stellt man fest, dass (P); = + S0 Py(1—Py), also fluktuiert P; umso langsamer je groBer die
Population ist. Die Gréfle der Fluktuationen in P wird auch als genetische Drift bezeichnet.

Bemerkung 13.11 (Ahnenlinien). Ublicherweise hat man es mit grofien Populationen zu
tun, von denen eine kleine Stichprobe (der Grofle n) gezogen und untersucht wird. Aufgrund
der Struktur des Wright-Fisher-Modells lassen sich auch einzelne Ahnenlinien verfolgen. Fol-
gende Voriiberlegung ist dabei hilfreich: In einer Stichprobe der Gréfle n wollen wir die Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass diese Individuen vor einer Generation n verschiedene Vorfahren
hatten. Dies ist'®

P[n unterschiedliche Vorfahren vor einer Generation
1 n—1 (5) 1
—(1-%) (1= ) =1= 2+ 0(53)-
( N N N 0 N2
Weiter ist

(X)) (n—2)m :O( 1 )

[P[ weniger als n — 1 Vorfahren vor einer Generation| <

N7 N2
sowie
(5) L
P[n — 1 unterschiedliche Vorfahren vor einer Generation| = N + O<W>

Da Vorfahren in verschiedenen Generationen unabhéngig gewéhlt werden, wiederholen sich
diese Rechnungen fiir die Zeit, die weiter in der Vergangenheit liegt. Abbildung 13.2 liefert
ein Beispiel. Wir sehen also, dass die Wartezeit TV, bis zum ersten Mal zwei der n Indi-

viduen einen gemeinsamen Vorfahren haben, in etwa geo((g) /N )-verteilt ist. Da nach einer
N—=oo

Ubungsaufgabe T T]LV /N ——=T,, ~ exp ((g)), haben wir die folgende Definition motiviert.

Definition 13.12 (n-Coaleszent). Der n-Coaleszent Ty, ist ein zufilliger (ultrametrischer'®)
Baum, der folgendermafen zustande kommt: Ausgehend von n Linien verschmilzt jedes Paar
von Linien mit Rate 1. Sind noch 2 < k < n Linien ibrig, ist also die Gesamtrate, mit der eine
Verschmelzung stattfindet, (’5) Jedes der (g) Paare hat dabei die gleiche Wahrscheinlichkeit,
zu verschmelzen. Der Prozess endet, wenn nur noch eine Linie tibrig ist.

Die Zeit, bei der der Coaleszent zum ersten mal k Linien hat, bezeichnen wir mit Sy und
Ty = Sk — Sk41 ~ exp (g) ist die Zeitdauer, die der Coaleszent mit genau k Linien verbringt.

Den Prozess, der die Linien im Coaleszenten zihlt, nennen wir (K¢)i>o. Er ist ein reiner
Todesprozess mit p, = (g)

Bemerkung 13.13. 1. Ein paar Realisierungen des Coaleszenten fiir n = 4 und n = 20
sind in Abbildung 13.3 abgedruckt.

BWir verwenden Landau-Symbole, d.h. wir schreiben a, = O(b,) falls limsup,, , . an /by < co.

19Bekanntlich ist eine Ultrametrik eine Metrik r, bei der die Dreiecksungleichung zu r(z, z) < r(z,y) Vr(y, 2)
verschirft werden kann. Ein ultrametrischer Baum ist durch die Metrik auf den Bléttern gegeben, d.h. der
Abstand zwischen zwei Blédttern im Baum ist die Weglédnge im Baum von einem zum anderen Blatt.
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2. Unsere Konstruktion des Coaleszenten geht von den Blattern des Baumes aus und endet
bei der Wurzel. Stochastisch dquivalent ist die Beschreibung von der Wurzel zu den
Bléttern: startend mit der Wurzel und zwei daranhéngenden Linien vergeht im Zustand
von k Linien eine exp (g) -verteilte Zeit. Ist diese zu Ende, wird eine zufillig ausgewéhlte
Linie verzweigt. Dies geschieht bis zu der Zeit, bis kurz bevor die n + 1-te Linie erzeugt
wird.

3. An dieser Vorwirts-Konstruktion sieht man, dass es auch den Coaleszent mit unendlich
vielen Bléttern gibt. Es ist ndmlich

E[én} zi(l) < 0o,

also insbesondere P<EZO:2 Ty < oo) =1

Abbildung 13.3: Coaleszenten fiir n = 4 und n = 20 Blétter.

Proposition 13.14 (Eigenschaften des n-Coaleszenten). Fiir einen n-Coalezenten sei
S1=> 4o Ty die Zeit des jingsten gemeinsamen Stichproben-Vorfahrens, und

Ly = Zn: KTy
k=2

die gesamte Baumldnge.
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1. Es gilt

2. Seien X1, ..., Xpn—1 ~ exp(l) unabhingig. Dann ist L, ~ 2max;—1,. n—1 X;. Weiter gilt

E[Ln]zzzllC V[Ln]:éli:%

ir —logng:)—gﬁG

-

i

i

I
3

—x

wobei G Gumbel-verteilt ist, d.h. die Verteilungsfunktion von G ist F(x) =e ¢

Beweis. Wir erinnern daran, dass S1 =T, + --- + T und T} ~ exp ((’;)) 1. Daraus folgt

n

2 1 1
E =2y —— ——=2(1-1
$1] k(k — 1) 1w 2w
k=2 k=2
- 4 - 1 1\2
Vs —4 ( )
151] Zk2(k—1)2 2 (k—1) &
k=2 k=2
n n—1
1 1 2
—12(X55) }
)T e Kk —1)
k=2 =
=8(Y ) —40-3)
k=2
Es gilt kT) ~ exp((k — 1)/2). Daraus folgt bereits
n n—1
2 1
E[L,] = — =2 -,
[Ln] k—1 k
k=2 k=1
n—1 1
k=1
Fiir die Darstellung L, = 2max;—1, n—1X; bemerken wir folgendes. Die Zufallsgrofien

X1,...,X,—1 sind die Zeiten, zu denen n — 1 unabhéngige, exponentialverteilte Wecker klin-
geln. Die Gesamtrate, mit der ein Wecker klingelt, ist zunéchst n — 1. Nach Ablauf des ersten
Weckers sind noch n — 2 iibrig, so dass die Gesamtrate n — 2 ist. Der letzte Wecker klingelt
also zu einer Zeit, die nach Y,,_1 + - - - + Y] verteilt ist, wobei Y} ~ exp(k). Also ist

n_ZkaNQZYk_2 _max X
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Nun ist
P(%Ln —logn < x) = P( 1Inax 1)(i —logn < LU) — (1 _ ef(:erlogn))nfl
i=1,...n—
_ (1 B efz)n—l N—s00 e—eiz.
n
Daraus folgt die Konvergenz gegen die Gumbel-Verteilung. O

Aus der Biologie ist bekannt, dass sich bei der Vererbung von Genmaterial von einer auf die
néchste Generation Fehler einschleichen, wobei man auch von Mutationen spricht. Im Wright-
Fisher-Modell wird Mutation dadurch realisiert, dass ein Nachkomme mit Wahrscheinlichkeit
1 — p dasselbe genetische Material wie sein Vorfahre (in der vorigen Generation) hat, und mit
Wahrscheinlichkeit p etwas anderes. Nimmt man nun an, dass g = 9/(2N), und betrachtet
die Anzahl M der Mutationen in N Generationen, so ist diese B(N,d/(2N)-verteilt. Mit

Beispiel 11.1 folgt, dass MV Mo Poi(0/2). Deshalb definieren wir folgendes Mutationsmodell
im Coaleszenten.

Definition 13.15 (Der Coaleszent im unendlich-viele-Sites-Modell). Sei 7, ein
Coaleszent wie in Definition 13.12 und 60 > 0. Entlang eines Astes der Ldnge t wird der
Baum mit einer Poi(t0/2)-verteilten Anzahl von Mutationen markiert. Diese Markierungen
heiffen auch SNPs (Single Nucleotide Polymorphisms). Ein SNP hat Grifie i, falls er so auf
Ty liegt, dass er zu genau i Bldttern fihrt. Es bezeichne (S;)i=1,..n—1 das Frequenzspektrum
und S = S1 +---+5,_1 die Gesamizahl an SNPs.

Bemerkung 13.16. Fiir die Gesamtzahl S der SNPs auf 7, lassen sich die ersten beiden
Momente recht einfach berechnen. Es gilt, da S gegeben 7, gerade eine Poi(6L(7,,)/2)-verteilt
ist, nach einer Ubungsaufgabe und Proposition 13.14

n—1

E[S] = E[E[S|L(T»)]] = E[0L(T5)/2] = 0

ol
I
MR
> =

V(5] = E[VIS|L(Tx)]] + VIE[S|L(T:)]]

'

k2
1

n

1
= E[0L(T,)/2] + V[0L(T,) /2] = ¥ %+W
1

3
|

e
Il
£
Il

Wir berechnen nun im unendlich-viele-Sites-Modell das erwartete Frequenzspektrum.

Proposition 13.17. Im Coaleszent im unendlich-viele-Sites-Modell ist das erwartete Fre-
quenzspektrum gegeben durch

Bemerkung 13.18 (Polya-Urne). Im Beweis wird die aus der Stochastik bekannte Polya~
Urne auftauchen, die wir kurz wiederholen wollen. Wir stellen uns eine Urne mit k£ Kugeln
vor, die alle eine unterschiedliche Farbe besitzen. Wir ziehen eine Kugel, notieren die Farbe,
und legen die Kugel zusammen mit einer Kugel derselben Farbe zuriick. Dies wiederholen
wir, bis n Kugeln in der Urne sind. Wenn wir uns nun fragen, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit
ist, dass ¢ blaue Kugeln in der Urne am Ende (wenn n Kugeln in der Urne sind) sind, wenn
am Anfang (wenn k Kugeln in der Urne sind) eine blaue Kugel enthalten ist, so ldsst sich
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dies folgendermaflen berechnen: Insgesamt miissen in den n — k Ziehungen von Kugeln aus
der Urne genau ¢ — 1-mal eine blaue gezogen worden sein, damit am Ende ¢ blaue Kugeln in
der Urne sind. Betrachten wir etwa die Moglichkeit, dass alle # — 1 blauen Kugeln in die Urne
gelegt werden, bevor irgendeine andersfarbige Kugel gezogen wird, so erhalten wir

1o(i=1)-(k—=1)-(n—i—1)
k- (n—1) '

Insgesamt gibt es aber (?:f) Moglichkeiten, in welchen Schritten die blauen Kugeln in die

Urne gelegt werden kénnen. Deshalb ist die oben gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

<n—k>(i—l)!(k—l)---(n—z‘—l) k—l(n—k:)(n_i) il B (?:f)k—y

i—1 ke (n—1) T -1

<o (n—=1) (”fl) 7

(2

Beweis von Proposition 13.17. Im unendlich-viele-Sites-Modell sagen wir, ein SNP x € I ha-
be GroBe i, wenn er in genau i der n Bldtter von 7, vorkommt. Auflerdem sagen wir, der
Coaleszent ist in Zustand k, wenn er gerade k Linien hat. Dabei muss man bedenken, dass
jeder SNP in einer Zeit im Coaleszenten vorkommt, in der dieser einen Zustand k hat und der
SNP auf einer Linie sitzen muss, die insgesamt zu ¢ Blattern fithrt. Nun ist es so, dass man
den Coaleszenten auch von k£ < n nach n Linien generieren kann, indem man bei k& Linien
eine exp (g)—verteilte Zeit wartet und dann eine zufillig ausgewéhlte Linie nimmt, und diese
verzweigt. Das Verfahren endet dann kurz bevor die Verzweigung in n + 1 Linien ientreten
wiirde. Mit anderen Worten ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von k Linien genau zu i
Bléttern fiithrt, dieselbe wie die oben berechnete Wahrscheinlichkeit, dass eine Farbe in der
Polya-Urne zu der Zeit, wenn n Kugeln inder Urne sind, genau ¢-mal vorkommt, wenn zu der
Zeit, als in der Urne k linien waren, genau einmal vorkam, also

() k-1

()

P|[i-te Linie im Zustand k hat GroBe i] =

Insgesamt folgt

n k n—~k
(C) k-1 0
=22 ("—11 i k(k—1)
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13.3 Finanzmathematik

Als Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie etabliert sich seit ein paar Jahrzehnten die
Finanzmathematik. Aus diesem Bereich werden wir in diesem abschlieflenden Abschnitt das
Binomialmodell der Optionspreisbewertung kennen lernen.

Bemerkung 13.19 (Finanzderivate). Auf Finanzmérkten gibt es verschiedene Arten von
Wertpapieren. Die einfachsten hiervon sind etwa festverzinsliche Wertpapiere oder Aktien.
Derivate sind Wertpapiere, die direkt an den Preis eines anderen, zu Grunde liegenden Wert-
papieres, gekoppelt sind. Betrachten wir als Beispiel eine europdische Call-Option. Das zu-
grunde liegende Wertpapier ist eine bestimmte Aktie. Der Besitzer der européischen Option
hat das Recht, aber nicht die Pflicht, die Aktie zu einer Zeit 7 zu einem Preis K zu erwerben.
Die Frage, die hier beantwortet werden soll ist:

Was ist der faire Preis einer européischen Call-Option mit Parametern 7 und K7

Klar ist, dass der faire Preis vom heutigen Aktienkurs sowie von der vermutlichen Wertent-
wicklung der Aktie abhingt. Die Wahrscheinlichkeitstheorie stellt fiir den Preis der Aktie
einen geeigneten Rahmen zur Verfiigung, da man den Aktienpreis der Zukunft als Zufallsva-
riable betrachten kann.

Die Anzahl verschiedener Finanzderivate wichst stindig. Bei Put-Optionen besteht das
Recht des Besitzers nicht darin, die Aktie zu kaufen, sondern sie zu verkaufen. Bei einem
Future besteht nicht die Recht auf Erwerb/Verkauf der Aktie, sondern die Pflicht. Amerika-
nische Optionen erlauben dem Besitzer, schon vor der Zeit 7 das Recht auf Erwerb/Verkauf
der Aktie auszuiiben. Bei all diesen Fragen stellt sich die Frage nach dem fairen Preis.

Bemerkung 13.20 (Finanzmarktmodell). Neben der Aktie und dem Finanzderivat wird
hier angenommen, dass es auch ein festverzinsliches Wertpapier gibt. Fiir 1 Geldeinheit (GE)
in Zeit t — 1 bekommt man 1 + r GEen zur Zeit 1 4+ r, d.h. der Zinssatz ist r. Es wird stets
angenommen, dass jederzeit zu diesem Zinssatz Geld gelichen oder angelegt werden kann.

Geht man von einem Héndler in einem solchen Finanzmarkt aus, so hat er jederzeit die
Wahl zwischen folgenden Moglichkeiten:

e Geld zum Zinssatz von r leihen,
e Geld zum Zinssatz r anlegen,
e in die Aktie investieren,
e Aktien verkaufen.
Zur letzten Moglichkeit sei bemerkt, dass auch Leerverkiufe getétigt werden kénnen. Das

heifit, die Aktie wird zum heutigen Preis verkauft, obwohl man sie nicht besitzt, und wird
erst zu einem spéteren Zeitpunkt geliefert.

Folgende Definition stellt die Grundlage fiir ein einfaches Aktienpreismodell dar. Natiirlich
macht das Modell viele Vereinfachungen, aber das haben mathematische Modelle so an sich.
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Definition 13.21 (Binomialmodell des Aktienpreisprozesses). Seien My, Ma,... un-
abhingig und identisch verteilt mit P(M; = u) = p,P(M; = d) = ¢ mit 0 < d < u und
p—+q=1. Fir Sy € Ry definieren wir den Aktienpreisprozess Sp, S1,... durch

Sy = M- My - Sp.
Weiter sei 0 < r < 1 der Zinssatz eines festverzinslichen Wertpapieres.

Definition 13.22 (Portfolio und Handelsstrategien). 1. Ein Portfolio besteht aus
einer Anzahl von Aktien und einer Anzahl von festverzinslichen Wertpapieren.

2. FEine Handelsstrategie ist gegeben durch den Wert Xy eines Anfangsportfolios und Funk-
tionen Ay = Ao(So), A1 = A1(So, S1), ..., die die Anzahl der Aktien im Portfolio zu
den Zeitpunkten t = 0,1,2,... beschreiben. Wir fordern, dass Ay messbar beziiglich
So, ..., S ast, t=1,2,...

Das bedeutet: Zum Zeitpunkt t = 0 bezeichnet Ay = Ao(So) die Anzahl der Aktien des
Startportfolios, auflerdem ist Xog — NSy die Anzahl des festverzinslichen Wertpapiers
im Portfolio. Der Wert des Portfolios zur Zeit t = 1 ist dann

X = A()Sl + (X() — AQSO)(l + r).

Auf Grundlage des Aktienpreises S1 wird festgelegt, wie viel des Wertes X1 in Aktien
investiert werden sollen (das sind dann A1(So,S1)). Die Anzahl an festverzinslichen
Wertpapieren ist dann X1 — A157.

Bemerkung 13.23 (Annahmen). Im Binomialmodell werden einige Annahmen getroffen,
die mehr oder weniger realistisch sind:

1. Sowohl die Aktie als auch das festverzinsliche Wertpapier sind beliebig teilbar. (Da es
sich iiblicherweise um eine Grofizahl an gehandelter Papiere handelt, ist diese Annahme
oft gerechtfertigt.)

2. Der Zinssatz des festverzinslichen Wertpapieres hidngt nicht davon ab, ob der Héndler
sich Geld leiht oder Geld in das Wertpapier investiert. (Dies gilt fiir Privatanleger sicher
nicht, fiir Banken ann&hernd schon.)

3. Der Kauf- und Verkaufspreis der Aktie sind gleich. (Dies ist in der Praxis nicht erfiillt,
und kann zu grofen Abweichungen des Modells fithren.)

4. Gegeben den Aktienpreis Sy zur Zeit ¢, kann der Aktienpreis Siy1 zur Zeit ¢ + 1 nur
zwei Werte annehmen. (Dies ist in der Praxis sicher verletzt, macht die Sache aber
mathematisch handhabbarer.)

Bemerkung 13.24 (Arbitrage). Grundlegend bei der Theorie der Finanzmaérkte ist die
Annahme, dass man nie Geld risikolos gewinnen kann. Die Begriindung ist, dass es in echten
Maérkten zwar manchmal solche Situationen gibt, diese aber sofort durch geeigneten Handel
wieder verschwinden. Fiir das Binomialmodell heifit das: Arbitragefreiheit herrscht genau
dann, wenn fiir alle Werte von A gilt, dass

P(X; > 0]Xo=0) < 1.
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Lemma 13.25 (Keine Arbitrage im Binomialmodell). Das Binomialmodell ist genau
dann arbitrage-frei, wenn d <1+ 1r < u.

Beweis. Wir berechnen direkt
P(Xl > 0|X0 = 0) = P(Aosl/S() > (1 + T)A()) = P(A()Ml > (1 + T‘)Ao).
Da Ay beliebig ist, ist die Arbitragefreiheit d4quivalent zu

P(M;>1+7)<1,
P(My<1+7)<Ll

Und dies bedeutet wiederum d < 1+ r < wu. O

Wir kommen nun zum nicht-trivialen Teil dieses Abschnittes. Ziel ist es, den fairen Preis der
europaischen Call-Option fiir das arbitragefreie Binomial-Modell zu berechnen.

Definition 13.26 (Européisches Finanzderivat). Ein (europdisches) Finanzderivat wird
bestimmt durch die Austibungszeit T und eine Funktion ¢, so dass der Wert des Finanzderivats
zur Zeit T gerade ¢(S;) betrdgt. Im Fall der europdiischen Call-Option ist p(S;) = (S; —K)™T,
denn: (1) Ist S; < K, so ist die Option zum Zeitpunkt T wertlos, weil man ja die Aktie billiger
als zu K GEen erwerben kann. (ii) Ist S; > K, so kann man die Option ausiiben, die Aktie
also zu K GFEen erwerben und gleich wieder fir S; GFEen verkaufen. Der Erlds ist gerade
S, —K.

Die Strategie, um den fairen Preis der Call-Option zu ermitteln, veranschaulichen wir an
einem Beispiel im Fall 7 = 1.

Beispiel 13.27 (Hedging). Sei u = 2,d = %,r = i, sowie Sg = 4 und K = 5. Das
bedeutet, dass die européische Option zur Zeit 1 entweder 3 GE wert ist, falls My = u

(Wahrscheinlichkeit p), oder 0 GEen wert ist, falls M; = [ (Wahrscheinlichkeit ¢), also

p(X1) =

3, falls M; = u,
0, falls M7 =d.

Um den fairen Preis der Option zu ermitteln, versuchen wir, mit Hilfe eines Portfolios aus
Aktien und festverzinslichem Wertpapier dieselbe Auszahlungsfunktion herzustellen. Wir be-
ginnen mit einem Portfolio aus 0.5 Aktien und —0.8 Einheiten des festverzinslichen Wertpa-
piers. Dieses Portfolio hat einen Wert von Xy = 0.5 -4 — 0.8 = 1.2. Zur Zeit 1 hat dieses
Portfolio einen Wert von

3, falls My = u,

X1=05-M;-4-08-(1+r)=
0, falls My =d.

Dies ist dieselbe Auszahlungsfunktion wie die der européischen Option. Da der Wert des
Portfolios 1.2 GEen war, muss der faire Preis der européischen Option also 1.2 GEen sein.
Waire der Preis etwa hoher, konnte man eine solche Option verkaufen, und gleichzeitig die oben
beschriebene Handelsstrategie wéhlen, wobei der Differenzbetrag noch in das festverzinsliche
Wertpapier angelegt wird. Damit ist Xg = 0, aber X7 > 0 fast sicher, es wiirde sich also eine
Arbitrage-Moglichkeit ergeben.

Man sagt, dass die angegebene Handelsstrategie die Option repliziert. Aulerdem wird das
Replizieren auch als Hedging bezeichnet.
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Proposition 13.28 (Fairer Preis der européiischen Call-Option fiir 7 = 1). Der faire
Preis einer europdischen Call-Option, die zur Zeit 1 einen Wert von Vi = ¢(S1) = (S1— K)™
besitzt, ist im Binomialmodell

1

Vo = m(ﬁ ©(uSo) +q - SO(dSO))a
wobei
_ 1+r—d ~ u—1-—r
P=—u"a 1= —d
Ist auflerdem Xog = Vi mit
Ay = p(uSp) — @(dso),

’U,So — dSo
so ist X1 = p(S1) fast sicher.

Bemerkung 13.29 (Interpretation). Die Formel fiir den Optionspreis interpretiert man
am besten so: Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit

P(My=u)=p, PM =d)=q
Dann gilt ~
(1+7)Vo = E[p(51)[So,
wobei E der Erwartungswert beziiglich P ist.
Beweis von Proposition 13.28. Wir gehen genau wie im Beispiel 13.27 vor. Wir nehmen ein

Portfolio an, das aus Ay Aktien besteht, und einen Wert von Xy hat. Damit sind Xy — AgSp
in das festverzinsliche Wertpapier investiert. Der Wert des Portfolios zur Zeit 1 ist nun

X1 =Ap51 + (Xo - A()S())(l + 7“)
Damit X; = ¢(51) (fast sicher) gelten soll, muss also

(,D(US()) = AguSy + (Xo — AQS())(l + T),
gO(dSO) = ApdSp + (XO — A()S())(l + 7”).

Lost man diese zwei Gleichungen nach Xy, Ag auf, so erhélt man

A, = $(uSo) — (dSo)
0 US() — dS() ’
1

Xo = m(ﬁ p(uSo) +q - cp(dSO)). u

Iteriert man die letzte Proposition, bekommt man den fairen Preis der européischen Call-
Option fiir beliebiges 7.

Theorem 13.30 (Fairer Preis der europiischen Call-Option). Der faire Preis zur Zeit
t einer europdischen Call-Option, die zur Zeit T einen Wert von V, = o(S;) = (S; — K)*
besitzt, ist im Binomialmodell
1 -t
Vi =Vi(S) = ——— )T T p(utdT TS 13.8
=0 = g ()T e s, sy
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wobes
. 14+r—d . u—1-r

P=——ad 1= "4

Ist auflerdem Xy = V4
Vi1 (uSs) — Viy1(dSs)

uSs — dSs ’
so ist Xg = Vs fast sicher firs=1t,...,7 —1.

A, =

Bemerkung 13.31 (Preisberechnung mit bedingten Erwartungen). Der Preis der
Option berechnet sich am einfachsten mittels bedingter Erwartungen. Wir haben ja schon in
Bemerkung 13.29 gesehen, dass Vo = E[p(51)[S0]/(1 + ) gilt. Damit ist wohl auch fiir den
Fall 7 > 1

Vi = E[p(S,)[S:) /(1 +7)"
= E[E[ - E[p(S,)|S—1]|Sr—2] -+ [Si] /(1 + )"
= E[E - E[pp(uS,_1) + §p(dS,—1)|Sr—a] -+ Si] /(1 + )7t

T—t
Tt 7t s s gT—t—s
:...:Z( . )pq So(utdmES,).
s=0

Beweis von Theorem 13.30. Am einfachsten zeigt man das Theorem durch Induktion iiber
t=7—1,7—2,...,0. Fiir t = 7 — 1 ist die Aussage gerade die von Proposition 13.28. Gilt
also das Theorem schon fiir ein ¢. Gegeben S;_1, weifl man also schon, dass V;(uS;—1) und
Vi(dS;) die fairen Preise der Option zur Zeit t sind, je nachdem ob M; = u oder M; = d.
Damit befindet man sich wieder in der Situation von Proposition 13.28, also

1 ~
Vier = m(p Vi(uSi—1) + - Vi(dSi—1)).

Diese Rekursion wird aber gerade von (13.8) gelost. Genauso sieht man die Form fir Ag
ein. O
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Teil III
Stochastische Prozesse

In der modernen Stochastik spielen stochastische Prozesse eine zentrale Rolle. Anwendungen
finden sie sowohl in der Finanzmathematik, als auch der Biologie oder Physik. Stochastische
Prozesse werden immer dann verwendet, wenn sich eine Grofle — also zum Beispiel ein Akti-
enkurs, die Frequenz eines Allels in einer Population oder die Position eines kleinen Teilchens
— zufillig in der Zeit verdndert.

Hier soll wichtiges Riistzeug bereit gestellt werden, um mit stochastischen Prozessen um-
zugehen. Weiter werden wichtige Beispiele behandelt, etwa der Poisson-Prozess oder die
Brown’sche Bewegung. Letztere spielt auBlerdem bei der Konstruktion von stochastischen
Integralen eine entscheidende Rolle.

14 Einfiihrung

Stochastische Prozesse sind nichts weiteres als Familien von Zufallsvariablen. Wichtig ist es
einzusehen, dass diese Familie mit der Zeit indiziert ist. Im Laufe der Zeit werden also immer
mehr Zufallsvariablen realisiert.

Im Folgenden sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,r) ein vollsténdiger und se-
parabler metrischer Raum mit Borel’scher o-Algebra B(E) und I eine geordnete Teilmenge
von R, die wir auch Indexmenge nennen. Wir werden immer die beiden Félle I C Z oder
I C R iiberabzahlbar unterscheiden. Man beachte bereits hier, dass eine iiberabzihlbare In-
dexmenge, etwa I = R, neue Fragen aufwirft, da bekanntermafien Wahrscheinlichkeitsmafe
nur mit abzdhlbaren vielen Ausnamemengen umgehen kénnen.

14.1 Definition und Existenz

Zunéchst kiilmmern wir uns um die elementare Frage danach, was ein stochastische Prozess
iiberhaupt ist, und wie man ihn in eindeutiger Art und Weise definieren kann.

Definition 14.1 (Stochastischer Prozess). 1. Sei X = (Xi)ier so, dass Xy : Q@ — E
F/B(E)-messbar ist. Dann heifst X ein E-wertiger (stochastischer) Prozess. Fiir w € Q
heifst die Abbildung I — E, gegeben durch X (w) : t — Xy(w) ein Pfad von X.

2. Ist in 1. der Wahrscheinlichkeitsraum Q = E' und X; = 7; die Projektion, so heifst X
kanonischer Prozess.

3. Sei 0 < p < c0. Ein reellwertiger Prozess X = (Xi)ier heifit p-fach integrierbar, falls
E[| X:|P] < oo fir alle t € I. Er heifit LP-beschrdnkt, falls sup,c; E[| X¢|P] < oco.

In den Abschnitten 14.2 und 14.3 werden wir zwei Beispiele stochastischer Prozesse kennen
lernen. Insbesondere wird der Poisson-Prozess (sieche Abschnitt 14.2) der erste Prozess mit
iiberabzéhlbarer Indexmenge I = [0, c0) werden.

Beispiel 14.2 (Summen unabhingiger Zufallsvariable und Markov-Ketten). Aus
der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie sind schon einige stochastische Prozesse bekannt,
auch wenn sie da nicht so genannt wurden.
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1. Seien etwa X1, Xo, ... reellwertige, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable. Dann

ist S = (St)t:071,2,... mit Sp = 0 und

fiir t = 1,2, ... ein reellwertiger, stochastischer Prozess mit Indexmenge I = {0, 1,2, ...}.
Ist insbesondere P(X; = £1) = 1/2, so heifit S eine eindimensionale, einfache Irrfahrt;
siehe Abbildung 14.1.

Sei k(.,.) ein stochastischer Kern (siche Definition 6.9) von (E,B(FE)) auf (E,B(E)).
Weiter sei X eine E-wertige Zufallsvariable und gebeben X; habe X;1; die Verteilung
k(X .), t=0,1,2,... Dann heilt (X¢)¢=o,1,.. eine E-wertige Markov-Kette.

Abbildung 14.1: Ein Pfad einer eindimensionalen Irrfahrt.

Bemerkung 14.3 (Wiederholung: Existenz von stochastischen Prozessen).

1. Zur Wiederholung: die Produkt-o-Algebra auf dem Raum E' ist definiert als die klein-

ste o-Algebra, bzgl. der alle Projektionen m;,t € I messbar sind. Insbesondere ist fiir
einen F-wertigen stochastischen Prozess X = (X;)ier die Abbildung w — X (w) nach
F/B(E)'-messbar. Weiter ist eine projektive Familie auf F eine Familie von Verteilun-
gen (Py)jer mit Py = (WI‘]{)*P] fiir H C J, wobei 771{, die Projektion von E” auf EH
ist.

Oftmals kann man die endlich-dimensionalen Verteilungen eines stochastischen Pro-
zesses X = (X¢)ier definieren, also die gemeinsame Verteilung von (X, ..., X, ) fiir
beliebige t1,...,t, € I. Beispielsweise werden wir in Abschnitten 14.2 und 14.3 den
Poisson-Prozess und die Brown’sche Bewegung durch die Angabe der gemeinsamen
Verteilung von (X, , Xy, — X4y -y X4, — Xt,,_, ) definieren. Damit sind auch die endlich-
dimensionalen Verteilungen festgelegt. Um sicher zu stellen, dass es zu diesen endlich-
dimensionalen Verteilungen einen stochastischen Prozess gibt, benétigt man den Satz
von Kolmgorov; siehe Theorem 6.24. Es ist zu beachten, dass endlich dimensionale Ver-
teilungen von stochastischen Prozessen immer projektiv sind; siche auch Beispiel 6.22.2.



14.1 Definition und Existenz 141

Definition 14.4 (Gleichheit von stochastischen Prozessen). Seien X = (X;)ier und
Y = (Y})ier zwei E-wertige stochastische Prozesse.

1. Gitx < Y, so heifit Y eine Version von X (und umgekehrt).

2. Sind X und Y auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert und gilt P(X, =Y;) =1
fiir alle t € 1, so heifst X eine Modifikation von ) (und umgekehrt).

3. Sind X und Y auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert und gilt P(X; =
Y, fir allet € I) =1, so heiffen X und Y ununterscheidbar.

Die Pfade t — X;(w) eines stochastischen Prozesses kénnen bestimmte Eigenschaften besit-
zen. Beispielsweise konnen es stetige Funktionen I — FE sein. Neben Prozessen mit stetigen
Pfaden werden wir Prozesse mit rechtsstetigen Pfaden und linksseitigen Grenzwerten benéti-
gen.

Definition 14.5 (Rechtsstetige Funktionen, linksseitige Grenzwerte). Fine Funktion
f:I— E heifit in t € I rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwert?° falls

ft) = h?tl f(s) und li%l f(s) existiert.

Sie heifit rechisstetig mit linksseitigen Grenzwerten, falls diese Figenschaft fiir alle t € 1 gilt.
Die Menge der rechtsstetigen Funktionen mit linksseitigen Grenzwerten bezeichnen wir mit

Dy ().

Proposition 14.6 (Versionen, Modifikationen, ununterscheidbare Prozesse). Seien
X = (Xi)ter und Y = (Yy)er stochastische Prozesse mit Werten in E.

1. Der Prozess Y ist genau dann eine Version von X (und umgekehrt), wenn beide Prozesse

dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen, d.h. (Xi,, ..., Xt,) 4 (Y, Ya,)
fir jede Wahl vonn € N und tq,...,t, € I.

2. Sind X und Y ununterscheidbar, so ist X eine Modifikation von Y (oder umgekehrt).
Ist X eine Modifikation von Y, so ist X eine Version von ).

3. Ist I hochstens abzdhlbar und ist X eine Modifikation von Y (oder umgekehrt), dann
sind X und Y ununterscheidbar.

4. Ist I =[0,00) und haben X und ) fast sicher rechtsstetige Pfade und ist X eine Modi-
fikation von Y, so sind X und Y ununterscheidbar.

Beweis. 1. ’=": klar. '<’: Seien (2, F,P) und (€, F/,P’) die Wahrscheinlichkeitsrdume, auf
denen X und Y definiert sind. Wir betrachten den durchschnittstabilen Erzeuger

C:={n; (A): AcBE);TeT} CBE)
von B(E)!. Weiter ist fiir J € I, A € B(E)I,

P((Xt)ies € A) = PH((Yi)tes € A),

2080lche Funktionen bezeichnet man auch als rcll (right-continuous with left limits) oder cadlag (continue &
droite, limite & gauche).
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d.h. X, P und V.P’ stimmen auf C iiberein. Nach Theorem 3.10 ist damit X,P = J,.P’. Also
ist ) eine Version von X.

2. Seit € I. Sind X und Y ununterscheidbar, dann gilt P(X; # Y;) < P(X; # Y fiir ein s €
I) = 0. Sind X und Y Modifikationen und ¢y, ..., t, € I, so ist

PXy, =Yy,..Xs, =Y,,) = 1.

Insbesondere haben X und ) dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen. Nach 1. ist also
Y eine Version von X.
3. Die Aussage ist klar wegen der o-Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafien,

P(X; #Y; fireint€l) =Y P(X;#Y,)=0.
tel

4. Sei R eine Menge mit P(R) = 1, so dass X und ) auf R rechtsstetige Pfade besitzen, sowie
Ny == {X; #Y;}. Weiter sei I' = I N Q. Dann ist P({J,c;r N¢) = 0 sowie

P(UNt) gP(RmU U N,,) :P(Rm U NT) — 0.

tel tel r>trel’ rel’

O

Bemerkung 14.7 (Versionen mit verschiedenen Pfadeigenschaften). Sei X = (X;):er
ein E-wertiger stochastischer Prozess und I = [0,00). Jeder Pfad ¢ — X;(w) ist also eine
Abbildung I — E. Man unterscheidet stochastische Prozesse nach ihren Pfadeigenschaften.
Ist zum Beispiel ¢ — X (w) fiir fast alle w eine stetige Funktion, so sagt man, X habe (fast
sicher) stetige Pfade. Es ist wichtig einzusehen, dass die Eigenschaft des Prozesses, stetige
Pfade zu haben, nicht an dessen Verteilung ablesbar ist:

Sei YV = (Yi)ter mit Yy = 0, sowie T' ~ exp(1) und X = (Xy)ier gegeben durch

1, t=T
Xt — ) M
0, sonst.

Dann ist P(X; = Y;) = P(T # t) = 1 fiir jedes t € I. Also ist X eine Modifikation von Y,
insbesondere stimmen nach der letzten Proposition die Verteilungen von X und )Y iiberein.
Allerdings hat nur Y stetige Pfade, aber jeder Pfad von X ist unstetig. Insbesondere sind X’
und Y nicht ununterscheidbar.

Theorem 14.8 (Stetige Modifikationen; Kolmogorov, Chentsov). Sei X = (Xi)er
ein E-wertiger stochastischer Prozess mit I = R oder I = [0,00). Fiir jedes 7 > 0 gebe es
Zahlen o, 6,C > 0 mit

E[r(Xs, X;)Y < C|t — s|'*7

fiir alle 0 < s,t < 7. Dann existiert eine Modifikation X = ()?t)tg[ von X mit stetigen Pfaden.
Die Pfade sind sogar fast sicher lokal Hélder-stetig von jeder Ordnung v € (0, 3/a).?!

217Zur Erinnerung: eine Funktion f : I — F heiit lokal Holder-stetig von der Ordnung -y, wenn es zu jedem
7> 0 ein C gibt mit 7(f(s), f(t)) < C|t — s|” fiir alle 0 < s,¢ < 7.
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Beweis. Es geniigt, die Aussage fir I = [0,1] zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt durch
Aufteilung von I in abzdhlbar viele Intervalle der Liange 1. Wir betrachten die Menge der
Zeitpunkte

D, :={0,1,...,2"} - 27"

fir n =0,1,..., D =J,_, Dy und die Zufallsvariable
&n = max{r(Xs, Xi) : s,t € Dy, |t —s| =27"}.

Sei 0 < v < /. Dann gilt fiir ein C > 0

B[S e = S eEe < S Y B, X
n=0 n=0 n=0 $,t€Dp,|t—s|=2—"

. - (14.1)
<C Z gonngno—n(1+5) _ Z 207=Bn g
n=0

n=0

Deshalb gibt es eine Zufallsvariable C’ mit &, < C’277" fiir alle n = 0,1, ... Sei nun m €
{0,1,..} und r € [27™"1 27" N D. Dann gilt

sup {T(XS,Xt) is,t € Dy|s—t| <r}=sup {T(Xs,Xt) 28, t € Dy, ls—t| <r}
n>m
! — 1"o—~(m—1) " (14'2)
<23 g <20 Y 2 < gl < 0,

n>m n>m

fiir eine Zufallsvariable C”. Daraus folgt, dass fast jeder Pfad auf D Holder-stetig zum Pa-
rameter -y ist. Damit ldsst sich X Holder-stetig auf I fortsetzen. Diese Fortsetzung nennen
wir Y = (Yi)ier- Um zu zeigen, dass ) eine Modifikation von X ist, betrachten wir ein
t € I und eine Folge t1,t9,... € D mit t, — ¢t mit n — oo. Wegen der Voraussetzung
folgt P(r(Xy,, Xi) > €) < E[r(Xy,, X;)%]/e* 2225 0 fiir jedes ¢ > 0, also X, ——>, X;.
AuBlerdem gilt wegen der Stetigkeit von )Y, dass Y;, n_)—oo>fs Y;. Insbesondere gilt also
P(X; =Y;) = 1. Damit ist der Beweis vollsténdig. O

14.2 Beispiel 1: Der Poisson-Prozess

Wir betrachten zum ersten Mal einen interessanten stochastischen Prozess mit Indexmenge
I =[0,00). Ein Pfad des Poisson-Prozesses ist in Abbildung 14.2 dargestellt.

Bemerkung 14.9 (Modellierung durch einen Poisson-Prozess). Unter Beobachtung
stehen die Anzahl von Clicks eines Geigerzihlers, Anrufe in einer Telefonzentrale, Muta-
tionsereignissen entlang von Ahnenlinien... Solche Zihl-Vorgénge wollen wir mit Hilfe eines
stochastischen Prozesses X = (X¢)ier mit I = [0, 00) modellieren. Dabei sei X; die Anzahl der
Clicks/Anrufe/Mutationen bis zur Zeit ¢. An einen solchen Prozess stellt man sinnvollerweise
ein paar Annahmen:

1. Unabhingige Zuwdichse: Ist 0 =tg < t1 < ... < tp, soist (X¢, — Xy, , :i=1,...,n) eine
unabhéngige Familie.

2. Identisch verteilte Zuwdchse: Ist 0 < 1 < tg, so ist X3, — Xy, 4 Xty—t, — Xo.
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3. Keine Doppelpunkte: Es ist limsup,_, %P(XE - Xo>1)=0

Definition 14.10 (Poisson-Prozess). Fin reellwertiger stochastischer Prozess X =
(Xt)tE[Opo) mit Xo = 0 heifit Poisson-Prozess mit Intensitit A\, wenn folgendes gilt:

1. Fir 0=ty < .. <ty ist die Familie (X¢, — Xz, , : 1 =1,...,n) unabhdingig.
2. Fir 0 <t <tg st X¢, — X¢, ~ POi()\(tg — tl)).

Proposition 14.11 (Existenz von Poisson-Prozessen). Sei A > 0. Dann gibt es genau
eine Verteilung Py auf (B(R))!, so dass der bzgl. P; kanonische Prozess ein Poisson-Prozess
mat Intensitdt \ ist.

Beweis. Zunichst zur Eindeutigkeit: Die endlich-dimensionalen Randverteilungen von P sind
durch 1. und 2. aus Definition 14.10 eindeutig festgelegt. Deswegen folgt die Eindeutigkeit
aus Proposition 14.6.1.

Zur Existenz definieren wir den Poisson-Prozess als projektiven Limes. Fir J =
{t1, .., tpn} €I mit 0 =ty < t; < ... < t, setzen wir fiir 2o =0

S™ (@1 — Ty ey Ty — Tp—1) > (T, ey T).

Weiter ist

PJ = Sg éPOI()\(tl - ti—l))- (143)
=1

Mit anderen Worten: Sind Y;, 4, , fiir 7 = 1,...,n unabhéingig Poisson-verteilt mit Parameter
)\(ti - tz’_l), dann ist Sn(}/(tl—to)v ceey }/tn_tn—l)) ~ PJ.

Wir zeigen nun, dass die Familie (P : J € I) projektiv ist: sei J = {t1,...,t,} wie oben
und H = J \ {t;} fuir ein 7. Dann ist

POi()\(tH_l — tz)) * POI()\(tl — ti—l)) = POi()\(tH_l - ti—l))

und damit

(7). Py = (nfy 0 §™). R Poi(A(t; — tj_1)) = P
=1

Nach Theorem 6.24 gibt es den projektiven limes P;. Betrachten wir den bzgl. P; kanonischen
Prozess X = (Xi)ter, so hat dieser die endlich-dimensionalen Verteilungen (P; : J &€ I).
Insbesondere sind wegen (14.3) Zuwichse unabhéngig und Poisson-verteilt. Damit erfiillt X’
die Bedingungen 1. und 2. aus Definition 14.10. O

Proposition 14.12 (Charakterisierung von Poisson-Prozessen). Ein nicht-fallender
Prozess X = (X¢)ier mit Xo = 0 und Werten in Z, ist genau dann ein Poissonprozess mit
Intensitit X, falls A := E[X; — Xo| < oo und 1.-3. aus Bemerkung 14.9 erfillt sind.

Beweis. ’=": 1. und 2. aus Bemerkung 14.9 sind klar erfiillt. Fiir 3. berechnen wir direkt

1 —e (1 + )e) 1= (1 =Ae)(1+Xe) e,

IP(X.>1) = 0.

9 e
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'<": Es ist 1. aus Definition 14.10 erfiillt. Bleibt zu zeigen, dass Xy ~ Poi(\t) ist. Sei hierzu
firneN,k=1,...,n,

Zy = (Xyn — Xee—1ym) N 1, Xi = Z Zy.

Das heift, Z}! gibt an, ob im Intervall (¢(k —1)/n;tk/n] mindestens ein Sprung stattgefunden
hat. Dann gilt, da X;* monoton in n ist,

P(lim X/ # X;) = lim P(X} # X})
n—00 n—00
= lim P(th/n — Xt(k—l)/n > 1 fiir ein k)

n—oo
n

< lim » P(Xeyn — Xig-1)m > 1)

n—oo
k=1
= lim nP(X,), >1) =50
n—oo

nach 3. Weiter ist X' binomialverteilt mit n und Erfolgswahrscheinlichkeit p,, := P (X, > 0).
Wegen der Linearitéit der Abbildung ¢ — E[X;] und, da X{* T X, folgt mit dem Satz iiber
die monotone Konvergenz,
At =E[X;] = lim E[X]']| = lim np,.
n—oo n—oo
Durch eine Poisson-Approximation (siehe Beispiel 11.1) gilt nun

P(X,=k)= lim P(X? =k) —P(XI'=k; X, # X!) + P(X; = k; X; # X]")

n—oo
= h_)m P(X} = k) = Poi(At)(k),
d.h. X; ~ Poi(At) und die Behauptung folgt. O

Proposition 14.13 (Konstruktion mittels Exponentialverteilungen). Seien Sy, So, ...
unabhdingig, exponentialverteilt mit Parameter X. Weiter sei X = (X¢)ter gegeben durch

Xy =max{i: S +..+S5; <t}
mit max 0 = 0. Dann ist X ein Poisson-Prozess mit Intensitit \.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir 0 =ty < ... < tp, k1,...,kn € N

P(Xy, — Xty = k1, ooy Xpp — Xp,y = k) = [ Poi(A(t; — t5-1)) (k)
j=1

gilt. Dies werden wir nur fiir den Fall n = 2 ausrechnen, der allgemeine Fall folgt analog.
Sei in der folgenden Rechnung 0 < s < t und Uy, Us, ... uniform verteilte Zufallsvariablen auf
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Abbildung 14.2: Der rechtsstetige Poisson-Prozess X und der linksstetige Poisson-Prozess
V.

[0,t]. Wir berechnen

P(X,— Xo=Fk, X, —

/ / / / / / / )\k-‘,—g—l-l —As1 —)\(82 81)
Sk+1 Sk4+0—1

e —A(Skyer1— 3k+l)d3k+£+1...d81

S S s t t t o0
:)\k”/ / / / / / (/ )\e_>‘5k+‘+1d8k+é+1>d8k+£--~d31
0 Js1 Sk—1 S JSp41 Sk40—1 t
e MNHRHPIU < L < U < 5 < Upyy < ... < Upad]
k+0\ /s\k/t—s\¢ 1
VAN

= (50 () ()

¢ < k ) t t ) (k+0)

o As (As)* o At—s) AT~ s))"
k! 4 ’

woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel 14.14 (Links- und rechtsstetiger Poisson-Prozess). Sei, dhnlich wie in Pro-
position 14.13, der stochastische Prozess Y = (Y};)ter gegeben durch

Vi :=max{i: S1+..+S5; <t}

Pfade der Prozesse X’ aus Proposition 14.13 und Y sind in Abbildung 14.2 zu sehen. Die beiden
Prozesse unterschieden sich dadurch, dass X rechtsstetig und ) linksstetig ist. Allerdings
sind beide Prozesse Poisson-Prozesse mit Intensitdt A, wie man sich leicht iiberzeugt. Es
gilt ndmlich P(X; = Y;) = 1 fiir alle ¢t € [0,00) und damit ist ) eine Version von X nach
Proposition 14.6. Wie man an diesem Beispiel nochmals sieht, kénnen zwei Prozesse mit
derselben Verteilung vollig unterschiedliche Pfade besitzen.
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14.3 Beispiel 2: Die Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung ist benannt nach dem Botaniker Robert Brown, der in einem Mikro-
skop beobachtete, wie sich Pollen unter thermischen Fluktuationen scheinbar erratisch bewegt.
Wir geben fiir diesen gerade in der stochastischen Analysis besonders wichtigen Prozess eine
mathematische Definition. Hier wird die Normalverteilung eine ausgezeichnete Rolle spielen.
Einen Pfad einer ein-dimensionalen Brown’schen Bewegung findet man in Abbildung 14.3.

Dieser Abschnitt dient nur der Einfithrung der Brown’schen Bewegung. Weiteres iiber die
Brown’sche Bewegung werden wir spéter lernen.

Q
-

0.0 0.5
|

0.5

-1.0

T T T T T T I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
t

Abbildung 14.3: Ein Pfad einer Brown’schen Bewegung..

Definition 14.15 (Brown’sche Bewegung und Gauss’sche Prozesse).
Sei X = (Xy)ier ein stochastischer Prozess mit Werten in R.

1. Der Prozess X heifit Gauss’sch, wenn c1 Xy, +- - -+cp Xy, fiir jede Wahl von cy,...,c,, € R

und ty,...,t, € I normalverteilt ist. Fir einen Gauss’schen Prozess bezeichnet (s,t) —
COV (X;, X;) dessen Covarianzstruktur.

2. Ist I =[0,00), so heifst X eine Brown’sche Bewegung mit Start in x, falls der Prozess
stetige Pfade hat und wenn fiir jede Wahl von 0 =1ty < t; < --- <1, gilt, dass Xy, =
und Xy, — Xt, | unabhdngig davon nach N(0,t; — t;—1) verteilt sind, i = 1,...,n. Gilt
x =0, so heiffit X auch standardisiert oder auch Wiener Prozess.

3. Seien X' = (th)te[o,oo),--',Xd = (Xg)te[o,oo) Brown’sche Bewegungen. Dann heifit
der R*-wertige Prozess X = (Xi)iepo,00) mit Xy = (X},...,X{") eine d-dimensionale
Brown’sche Bewegung.

Bemerkung 14.16 (Stetigkeit der Brown’schen Bewegung). Nach Theorem 6.24 ist
klar, dass es einen Prozess gibt, dessen Zuwéchse normalverteilt sind wie in Definition 14.15.2
angegeben. Es handelt sich bei der angegebenen Verteilungen (Xy,,...,X¢,)neN i, tnel
nédmlich um eine projektive Familie. Ist etwa Xy, — X, | ~ N(0,¢;—t;—1) und Xy, |, — Xy, , ~
N(0,ti—1 —ti—9),soist Xy, — Xy, , = Xy, — Xy, _, + X4, — X4,_, ~ N(0,¢; — t;—2) wegen Bei-
spiel 6.20. Weniger klar ist jedoch, ob es auch einen Prozess mit solchen Zuwéchsten gibt, der
stetige Pfade hat. Um dies zu iiberpriifen, verwenden wir das Kriterium aus Theorem 14.8.
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Proposition 14.17 (Existenz der Brown’schen Bewegung). Sei X' = (Xi);c(0,00) €in
reellwertiger stochastischer Prozess, so dass fiir jede Wahl von 0 = tg < t1 < ... < t,, gilt,
dass Xy, = x und Xy, — X3,_, unabhingig nach N(0,t; — t;—1) verteilt sind, i = 1,...,n.
Dann ezistiert eine Modifikation Y von X mit stetigen Pfaden. Mit anderen Worten ist )
eine Brown’sche Bewegung. Der Prozess Y ist sogar lokal Holder-stetig zu jedem Parameter
v < 1/2. Weiterhin ist die Covarianzstruktur der Brown’schen Bewegung ) gegeben durch
COV(XS, Xt) =sAt.

Beweis. ObdA sei x = 0. Die Existenz und Eindeutigkeit eines Prozesses mit unabhéngigen
normalverteilten Zuwéchsen folgt wie im Beweis von Proposition 14.11. Da X, ~ N(0, s), ist

X 4 g1/2x 1, wie man zum Beispiel aus Beispiel 7.13.3 abliest. Fiir a > 2 gilt weiterhin
E[|X; — X,|*] = B[ Xe—s|*) = B[((t — 9)"*|X1))"] = (t — )**E[|X1]"].

Nach Theorem 14.8 gibt es also eine Modifikation von X mit stetigen Pfaden. Diese sind nach
obiger Rechnung Holder-stetig zu jedem Parameter v € (0, ((a/2) —1)/a) = (0, (a —2)/(2a)).
Da a beliebig war, folgt die Holder-Stetigkeit fiir jedes v € (0,1/2).

Um die Covarianzstruktur von X zu bestimmen, berechnen wir fiir 0 < s <t

COV(X;, X;) = COV(X;, X5) + COV (X, Xy — X) = V[X,] = s.
Eine analoge Rechnung fiir ¢ < s liefert das Ergebnis COV (X, X;) = s A t. O

Lemma 14.18 (Charakterisierung von Gauss’schen Prozessen).
Seien X = (Xt)ico,00) und YV = (Yi)iejo,00) Gauss’sche Prozesse mit E[X;] = E[Y] und
COV (X, X;) = COV(Y,,Y,). Dann ist Y eine Version von X (und umgekehrt).

Beweis. Sei n € N und cy,...,c, € R beliebig. Dann sind fiir jede Wahl von t1,...,t, € I
sowohl Zx := c1 Xy, + -+ cp Xy, als auch Zy := 1Yy, + - - - ¢, Y}, normalverteilt. Auflerdem
gilt nach Voraussetzung

ElZx] = aE[Xy]| + -+ ,E[Xy,] = aE[Y, ] + - - + ,E[Y}, | = E[Zy]

sowie
n n
V(Zx) =) ¢ic;COV(Xy, Xy)) = > ¢ic;COV(Y,,Yy,) = V(Zy).
i,j=1 4,j=1

Damit gilt Zx 4 Zy. Da cq,...,c, beliebig waren, folgt aus Proposition 11.17, dass
(Xt Xt,) < (Y%, ..., Y, ). Mit Proposition 14.6.1 folgt die Aussage. ]

Theorem 14.19 (Brown’sche Skalierung). Sei X' = (X¢);c(o,00) €ine Brown’sche Bewe-
gung. Dann sind die Prozesse (X 2;/C)ieo,00) fiir jedes ¢ > 0 und (tX/¢)ej0,00) ebenfalls
Brown’sche Bewegungen.

Beweis. Klar ist, dass sowohl (X 24/¢)ie[0,00) als auch (X7 /;)ie(0,00) Gauss’sche Prozesse sind.
Weiter ist

E[Xz2/c] =0,
E[tXl/t} = 07
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und fiir s,¢ >0

COV (X2, /c, X2 /c] = = (c*s A Pt) = s A t,

1

2
1 1

COV[SXl/S,tXl/t] = St(g N ¥> =sAt.

Nun folgt die Behauptung mit Lemma 14.18. O

14.4 Filtrationen und Stoppzeiten

Bei einem stochastischen Prozess werden im Laufe der Zeit immer mehr der zu grunde liegen-
den Zufallsvariablen realisiert. Das bedeutet, dass im Laufe der Zeit immer mehr Informatio-
nen {iber den Pfad des Prozesses sichtbar werden. Nun ist Information gleichbedeutend mit
der Messbarkeit beziiglich einer o-Algebra, wie aus der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie
bekannt. Da die Information im Laufe der Zeit wéichst, sind mit einem stochastischen Prozess
eine aufsteigende Familie von o-Algebren verbunden, die wir im Folgenden eine Filtration
nennen wollen.

Definition 14.20 (Filtrationen, Stoppzeiten). Sei X = (Xi)ier ein E-weriger stochasti-
scher Prozess, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P).

1. FEine Familie (F;)ier von o-Algebren mit Fy C F,t € I, heifit Filtration, falls Fs C Fy
fir alle s < t.

2. Die Filtration F = (Fy)rer mit Fy = 0(Xs : s <t) heifst die von X erzeugte Filtration.

3. Der stochastische Prozess (Xi)ier heifst an eine Filtration (F;)ier adaptiert, falls Xy
fir alle t € I eine Fi/B(E)-messbare Zufallsvariable ist,

Sei nun F = (Fy)rer eine Filtration.

5. Eine wufillige Zeit ist eine Zufallsvariable mit Werten in I (dem Abschluss von I).
Fine zufillige Zeit T heifit ((Fi)ier-)Stoppzeit falls {T <t} € F; fir allet € I. Falls
I =10,00), so heifit eine zufillige Zeit T ((Ft)ier-)Optionszeit falls {T' < t} € F; fir
allet € I. (Im Fall I ={0,1,2,...} bendtigen wir diesen Begriff nicht.)

6. Jede Stoppzeit T definiert die o-Algebra
Fr={Ace A: An{T <t} € F,tel}
der T-Vergangenheit.

7. Fir eine zufillige Zeit T ist Xt definiert durch w w Xp(,)(w). Weiter ist X7 .=
(X7rat)ter der bei T' gestoppte Prozess.

Bemerkung 14.21 (Interpretation der Definition von Stoppzeiten). Sei X' = (X;)ser
ein stochastischer Prozess und (F3):e; die kanonische Filtration. Man kann F; als die In-
formation auffassen, die zum Zeitpunkt ¢ durch Kenntnis von (X;)o<s<¢ verfiigbar ist. Ist
nun 7' eine Stoppzeit, so gilt {T" < t} € F;. Also ldsst sich das Eintreten des Ereignisses
{T <t} durch Kenntnis von (Xj)s<¢ entscheiden. Mit anderen Worten kann durch Kenntnis
des stochastischen Prozesses bis zur Zeit ¢ entschieden werden, ob die Stoppzeit T spétestens
jetzt gerade abgelaufen ist. Ist T eine Optionszeit, so kann durch Kenntnis des stochastischen
Prozesses bis zur Zeit t entschieden werden, ob die Stoppzeit T' schon in der Vergangenheit
von t abgelaufen ist.
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Beispiel 14.22 (Treffzeiten im Poisson-Prozess). Seien X = (Xi)icjo,00) und Y =
(Y2)t€[0,00) der rechts- und linksstetige Poisson-Prozess aus Beispiel 14.14, sowie (F&* )te(0,00)
und (]_—ty )te[[)po) die von X und ) erzeugten Filtrationen. Weiter sei

T :=inf{t>0: Xy =1} =inf{t >0:Y; =1}

die Treffzeit der 1. (Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da die Prozesse X und ) zum selben
Zeitpunkt von 0 nach 1 springen.) Dann gilt:

e T ist sowohl (F;* )te[0,00)-Stoppzeit, als auch (F* )te[0,00)-Optionszeit.

Denn: Ist T} = t der Sprungzeitpunkt von 0 nach 1, so gilt X; = 1, also {71 < t} = {X; >
1} € (X, )ost) = F¥ und {Th < £} = {Xi- > 1} € 0((X,)ser) C FF.

e T} ist zwar (f?’)te[ovoo)—Optionszeit, jedoch keine (]:ty)te[om)—Stoppzeit.

Denn: Ist 77 = t der Sprungzeitpunkt von 0 nach 1, so gilt ¥; = 0, jedoch Y;; = 1, also
{(Ty <t} = {Xyy > 1} € o((Ys)s<trn) fiir jedes b > 0, jedoch nicht {T3 < t} € F.
Allerdings gilt weiterhin {7} <t} = {Y: > 1} € 0((Y5)s<t) C ]-'ty.

Lemma 14.23 (Einfache Eigenschaften von Stoppzeiten). Sei (F;)ics eine Filtration.
1. Jede Zeit T' = s € I ist eine Stoppzeit

Fiir Stoppzeiten S, T sind auch S AT, S VT Stoppzeiten.

Fiir Stoppzeiten S, T > 0 ist S+ T eine Stoppzeit.

Jede Stoppzeit T ist Fpr messbar.

AR R

Fiir Stoppzeiten S, T mit S < T ist Fg C Fr.

Beweis. 1. Fur t € I ist {s <t} € {0,Q} C F;, d.h. T = s ist eine Stoppzeit.

2. Firte list (SAT<t}={S<t}U{T<tleFund {SVT <t} ={S<ttn{T <
t} € F;.

3.Seit € l. Essind SAtund T At Stoppzeiten, d.h. fiir s < tist {SAt < s} € Fg C F;. Fiir
s>tist {SAt<s}=Q¢€F,dh SAtist F-messbar. Analog folgt, dass T A ¢t Fi-messbar
ist. Weiter ist 1{gs¢y, L{r>s) Fi-messbar. Setzen wir S = SAt+ 1igopn, T' =T At + 1irsy,
so ist 8"+ T Fi-messbar und es gilt {S+T <t} ={5"+ 71" <t} € F.

4. Da T eine Stoppzeit ist, ist {T' < t} € F;. Nach Definition von Fr bedeutet das {T' < t} €
Fr.Da H :={(—o0;t] : t € R} ein Erzeuger von B(R) sind, folgt die Behauptung.

5.5ei A€ Fsund t € I. Wegen B := AN{S <t} e F;ist

AN{T <t} =Bn{T <t} € F,
dh. A€ Fy. O

Definition 14.24 (Rechtsstetige und vollstéindige Filtration). 1. Sei  (Fi)ic[0,00)
eine Filtration. Wir definieren (]:tJr)tG[O,oo) durch F;” = (4o, Fs. Weiter heifit
(Ft)te[o,00) Techtsstetig, falls Fr=F.

2. Sei N ={A: es gibt ein N O A mit N € F und P(N) =0}. Dann heifit die Filtration
(Ft)ter vollsténdig, falls N C Fy fiir jedes t € I.
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Lemma 14.25 (Ubliche Vervollstindigung einer Filtration). Sei (Q, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, (Fi)iejo,00) €ine Filtration und N wie in Definition 14.24. Dann gibt es
eine kleinste rechtsstetige und vollstindige Filtration (Gt)ie(0,00) mit Ft € Gi,t € [0,00). Diese
ist durch

G = o(FN)
gegeben. Auferdem gilt o(F,",\ N) = o(F;, N)*.
Beweis. Zunichst zeigen wir die letzte Gleichung. Klar ist, dass
o(FN) Co(o(F, N)TN) = o(F. N)T.

Sei andersherum A € o(F;, N)™. Dann ist A € o(Fpyp, N) fiir alle h > 0. Also gibt es ein
Ap € Frpn mit P((A\ Ap) U (Ap \ A)) = 0. Wihle nun hy, he, ... mit h, | 0 und

A" = { A}, unendlich oft}.

Dann gilt offenbar A’ € F;' sowie P((A\ A") U (A" \ A)) = 0, also A € o(F,;",N). Daraus
folgt o(F, N)+ C o(F, 7, N).

Zum Beweis der Minimalitit von (Gi)icpo,00) S€i (Ht)ieo,00) €ine weitere rechtsstetige
vollsténdige Erweiterung von (F)ie[0,00)- Dann gilt

Qt = U(.F;_,/\/) g U(Ht,/\/) = Ht
fiir alle t € [0, c0). O

Lemma 14.26 (Options- und Stoppzeiten). Sei (Ft)ielo,00) €ine Filtration. Eine zuféllige
Zeit T ist genau dann eine (Fi)ieo,0c0)-Optionszeit, wenn T eine (.EJr)te[()m) -Stoppzeit ist.
Dann gilt

Fi={AeF:An{T <t} € F,t >0}

Ist insbesondere (Ft)ie(o,00) TeChsstetig, so ist jede zufillige Zeit genau dann eine (.7-}),56[0700)—
Stoppzeit, wenn sie ein (Fi)e(o,00)-Optionszeit ist.

Beweis. Zunichst ist

{T<ty= ({T<s}, {T<t}= |J {T<s}

Q3s>t Q3s<t

Ist nun T eine (F;)se(o,00)-Stoppzeit und AN{T <t} € F;'. Dann gilt
An{T <t}= |J (An{T <s}) e R
Q>s<t

Ist andererseits AN {T < t} € F;, dann gilt

An{T<ty=() () An{T <s}) e () Fisn=F'.
h>0t<s<t+h h>0

Setzt man A = Q in den letzten beiden Gleichungen, so folgt die erste Behauptung. Fiir
allgemeines A folgt auch die zweite. O
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Lemma 14.27 (Suprema und Infima von Stoppzeiten). Seien T1,T5, ... zufillige Zeiten
und (F)ier eine Filtation. Dann gilt:

1. Sind T, Ts, ... Stoppzeiten, dann ist auch T := sup,, T,, eine Stoppzeit.

2. Ist I = {0,1,2,...} und sind T1,T5,... Stoppzeiten, dann ist auch T := inf, T, eine
Stoppzeit.

3. Ist I = [0,00) und sind Ty, T5, ... Optionszeiten, dann ist auch T := inf,, T,, eine Opti-
onszeit. Aufierdem gilt F& =, .7-'72.

Beweis. 1. Es gilt {T' <t} =, {T» <t} € F;, woraus die Behauptung folgt.

2. Es gilt {T' <t} =, {Tn < t} € F;, woraus wiederum die Behauptung folgt.

3. Hier ist {T'< t} =, {Tn <t} € .. DaT < T,, gilt 7/ €, .7-"%; nach Lemma 14.23.5.
Ist andererseits A € (), .7-"}:1, so ist

AT <t} = An| J{Tw <t} = JAN{T, < t}) € Fu.

Damit ist A € ]-";5. O

Proposition 14.28 (Approximation durch abzihlbare Stoppzeiten). Ist I = [0,00),
so kann jede OptionszeitT' durch eine Folge von Stoppzeiten T1,T5, ... approzimiert werden, so
dass Ty, nur Werte in einer diskreten (insbesondere abzihlbaren) Menge annimmt und T,, | T.

Beweis. Wir definieren T,, = 27"[2"T + 1]. Dann ist 77, Ty, ... eine gegen T fallende Folge,
wobei T), nur die Werte {1,2,...} - 27" annimmt, n = 1,2,... Weiter ist {T,, < k27 "} ={T <
k27"} € Fio—n, also ist T), eine Stoppzeit, n = 1,2, ... O

Definition 14.29 (Treffzeit). Sei B € B(E). Dann ist die Treffzeit von B definiert als
Tp :=inf{t : X; € B}.
Um herauszufinden, ob die Treffzeit Tz eine Stopp- (oder Options-)zeit ist, ist folgendes
Ergebnis wichtig.

Proposition 14.30 (Treffzeiten als Options- und Stoppzeiten). Sei X = (Xy)ies ein
E-wertiger Prozess, der an eine Filtration (Fi)icr adaptiert ist. Dann gilt fir B € B(E):

1. Falls I ={0,1,2,...}, so ist die Zeit Tp eine Stoppzeit.
2. Falls I =[0,00), B offen ist und X rechtsstetige Pfade hat, so ist Tp eine Optionszeit.

3. Falls I =1]0,00), B abgeschlossen ist und X stetige Pfade hat, so ist Tp eine Stoppzeit.

Beweis. 1. Hier gilt
{Ts <t} =|J{X. e By e R

s<t
Fiir 2. schreiben wir
{Ts <t} = |J {X.eB}eF.
Qos<t
Bei 3. ist mit By, :={z € E :r(z,B) < 1/n}

{Ts <t} = (Ts, < t} = (T, <t} U{X, € B.}) € F.

Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O
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14.5 Progressive Messbarkeit

Per Definition ist fiir einen stochastischen Prozess X = (X;)ier jede der Grofien X; messbar,
t € I. Jedoch ist (noch) unklar, wann genau fiir eine zuféllige Zeit T die GroBe Xp : w +—
X7(w)(w) messbar und damit eine Zufallsvariable ist. Hierzu ben6tigen wir einen stérkeren
Messbarkeitsbegriff des Prozesses X.

Definition 14.31 (Progressive Messbarkeit). Sei (F;)ier eine Filtration und X = (Xy¢)er
ein daran adaptierter stochastischer Prozess. Dann heifst X progressiv messbar beziiglich
(Fi)ter, falls fiir alle t € I die Abbildung

IN0,t]xQ —FE

(s,w) = Xs(w)
messbar ist beziiglich T N B([0,t]) @ Fs/B(E).

Lemma 14.32 (Rechtsstetige Pfade und progressive Messbarkeit). Sei X = (X;)er
ein an die Filtration (Fy)ie adaptierter stochastischer Prozess. Ist entweder I abzihlbar, oder
hat X rechtsstetige Pfade, so ist X progressiv messbar beziiglich (Fi)er.

Beweis. Sei t € I. Wir betrachten die Abbildung
. {m[o,t] xQ —E
(s,w) — Xs(w).
Sei zunéchst I abzéhlbar und B € B(E). Dann gilt
Y'(B)= |J {s} xX;'(B) € BUN[0,1]) & Fi.
s€l,s<t

Als néchstes sei I iiberabzihlbar und X habe rechtsstetige Pfade. Betrachte die Prozesse
X" = (X )erno>n = 1,2, ... mit X := X(5-n[ons))ae und die entsprechenden Abbildungen
Y,. Wegen der Rechtsstetigkeit der Pfade gilt dann Y, oz, ts Y. Aulerdem ist

v 'B) = | k27 (k1277 x XL, 1 (B) U727, 1] x XN (B)
k:(k+1)2—n<t
€ B([0,t]) ® Fi.

O]

Proposition 14.33 (Messbarkeit von Xr7). Sei X = (Xy)ier ein an die Filtration (Fy)ier
adaptierter, progressiv messbarer, stochastischer Prozess und T eine (Fi)icr-Stoppzeit. Dann

18t
Xr - {T'<o} —F
w = Xp(w) (W)
messbar beziiglich {T' < oo} N Fr/B(E).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass {Xr € B,T < t} € F; fir B € B(E) gilt, t € I. Per
Definition von Frp gilt dann némlich, dass {Xp € B} € Fp, woraus die Behauptung folgt.
Da aber {Xr € B,T <t} = {Xrn € B,T < t}, geniigt es zu zeigen, dass Xpn; messbar
ist beziiglich F;, t € I. Wir konnen also oBdA annehmen, dass T < ¢ gilt. Wir schreiben
X7 = Y; 04, wobei ¥(w) := (T(w),w) messbar ist beziiglich F/(I N B([0,t]) ® F;) und
Yi(s,w) = Xs(w) nach Voraussetzung I N B([0,t]) ® F/B(E)-messbar ist. Die Behauptung
folgt nun mit Lemma 4.5.2. O
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15 Martingale

Wir kommen nun zu einer wichtigen Klasse stochastischer Prozesse, den Martingalen. Oftmals
werden sie als ein faires Spiel bezeichnet. Einfach gesagt ist ein Martingal ein reellwertiger
stochastischer Prozess, dessen Inkremente im Mittel verschwinden. Im ganzen Abschnitt sei
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I C R eine Indexmenge und (F;)ier eine Filtrati-
on. Adaptiertheit eines stochastischen Prozesses wird immer beziiglich (F;)ier gemeint sein,
ebenso werden wir nur (F;);cr-Stoppzeiten betrachten.

15.1 Definition und Eigenschaften

Fiir eine F-messbare Zufallsvariable X kann man einen stochastischen Prozess definieren,
namlich X = (X;)ier mit

Natiirlich ist dann, wegen Theorem 12.2.7
E[X:|Fs] = E[E[X|F]|Fs] = E[X|Fs] = Xs.

Stochastische Prozesse X mit der Eigenschaft werden wir Martingale nennen. In Ab-
schnitt 15.5 wird es dann (unter anderem) darum gehen, wann es zu einem Martingal (X;)er
eine Zufallsvariable X gibt, so dass (15.1) gilt.

Definition 15.1 ((Sub-, Super-)Martingal). Sei X = (X;)ies ein adaptierter, reellwerti-
ger stochastischer Prozess mit E[|X|] < oo, t € I. Dann heifit X

Martingal, falls E[X|Fs) = X fir s,t € I, s <t,
Sub-Martingal, falls B[ X|Fs] > X fir s,t € I, s < t,
Super-Martingal, falls B[ X|Fs] < X fir s,t € I, s < t.

Genauer sagen wir dass X ein (Ft)ier-(Sub, Super)-Martingal ist.

Bemerkung 15.2 (Martingaleigenschaft bei diskreter Indexmenge). Ist [ diskret,
etwa I = {0,1,2,...}, so ist ein reellwertiger stochastischer Prozess X = (X};)ic; genau dann
ein Martingal, wenn E[|X;|] < oo, t € I und E[X;|F_1] = X;—; fiir alle t = 1,2,... gilt. Es
gilt dann namlich fiir s,t € I,s < 't,

E[X;|Fs] = E[- - E[E[X¢|Fi ][ Fta] - - [ Fs] = X
nach Theorem 12.2.7. Analoges gilt fiir Sub- und Super-Martingale.
Beispiel 15.3 (Summen und Produkte integrierbarer Zufallsvariablen).

1. Sei X1, Xy,... eine Folge unabhingiger, integrierbarer Zufallsvariablen mit E[X;] =
0,i=1,2,... und F; := o(X1, ..., X;). Weiter sei Sy := 0 und fir t =1,2, ...

t
St = Z X@
=1
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Dann ist
E[Si|Fi—1] = E[S;—1 + Xi| Fi-1] = Si—1 + E[Xy|Fi1] = Si-1 + E[Xy] = S;1,

d.h. (St)i=0,1,2,... ist ein Martingal.
Falls E[X;] > 0 fiir alle i = 1,2, ..., so ist (S¢)¢>0 ein Sub-Martingal.

2. Sei I ={-1,-2,...} und X1, Xo, ... seien integrierbare, unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsvariablen. Weiter setzen wir fiir ¢t € 1

Bl Fint] = B[ 3 X|Si1. Sican .
=1
1 It [t|+1
_ MZE{XZ») ; XZ]
41
- E Xl‘ 3 XZ-]
=1
B |ti| .
[t 1] 2
= St-1

nach Beispiel 12.9. Speziell ist

3. Sei I ={0,1,2,...} und X, X, ... eine Folge unabhéngiger, integrierbarer Zufallsvaria-
blen mit E[X;] = 1,7 = 1,2,... und F; := o(Xy,..., X¢). Weiter ist Sy := 1 und fiir
=12, ..

Dann ist, falls S, .59, ... integrierbar sind,
E[Si|Fi—1] = E[S;1X¢| Fi—1] = St—1 - E[X¢|Fi—1] = Si1 - B[ Xy] = Sp1,

d.h. (St)ier ist ein Martingal.
Falls E[X;] > 1 fiir alle i = 1,2, ..., so ist (S¢)ier ein Sub-Martingal.
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Beispiel 15.4 (Vom Poisson-Prozess abgeleitete Martingale). Sei I = [0,00), X =
(Xt)ter ein Poisson-Prozess mit Intensitit A und F; = o(X; : s < t). Dann sind

t
(X =Xy wnd (X7 - / (2X, + 1)dr)
0 tel

Martingale. Es gilt ndmlich fiir 0 < s <t
E[X; — M| Fs] = E[Xs + Xy — Xs — M| Fs] = Xs + At —s5) — Mt = X5 — As,

t
E[x2 - x2- A/ 2X, + 1)dr\fs}

= E[(X; - X2+ 2(X; — X)X, = M(2X, +1)(t — 5) + 2/t(XT — X,)dr)|F]
=At—8)+ AN (t— )2+ 2\t — )Xo — M(2Xs + 1)(t—5) = N (t—s)> = 0.

Beispiel 15.5 (Von der Brown’schen Bewegung abgeleitete Martingale). Sei I =
[0,00), X = (X¢)ter eine Brown’sche Bewegung, F; = (X, : s <t) und p € R.

1. Es sind

(uXt)ter, (X7 — pt)eer  und (exp(uX: — p?t/2)),; (15.2)
Martingale. Es gilt ndmlich fiir 0 < s <t
E[uXi|Fs] = E[uXs + p(Xt — X;)|Fs] = p X,
E [MXE — pt|Fy) = pE[(X, — Xo)2 4 2(X; — X)X, + X2 — t|F)]
= p(t — )+ pXZ — pt = pX2 — ps,
E[eXp(uXt — 1?t/2)|Fs] = exp(uXs — p?t/2) - Elexp(u(X; — X;))]
= oxp(uXs — )2 + p2(t — 5)/2) = exp(uXs — p*s/2)

nach Beispiel 7.13.3.

Da der Prozess (exp(uX; — ,u2t/2))tel ein nicht-negatives Martingal mit E[exp(uX; —
pt/2)] =1 ist, stellt es eine Dichte dar. Es ist ndmlich fiir 7 > 0

Q. {B(R)[Oﬂ — [0, 1]
T4 — Elexp(uX, — u?7/2), 4]

ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R)[*7!, das zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf

Q auf B(R) mittels

Qlr, = Q, (15.3)

fortgesetzt werden kann.

2. Fiir p € R heifit der Prozess (X; + Mt)te[o,oo) Brown’sche Bewegung mit Drift . Dieser
ist genau dann ein Martingal, wenn g = 0. Fiir g > 0 ist es ein Sub-Martingal und fiir
1 < 0 ein Super-Martingal.
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Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Brown’schen Bewegung mit Drift und dem
Martingal (exp(uX; — u2t/2))t€1 aus (15.2).
Proposition 15.6 (Brown’sche Bewegung mit Drift und Maflwechsel). Sei I = [0, c0)
und X = (Xi)ier eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) definierte Brown’sche
Bewegung. Weiter sei Y = (Yi)ier mit Yy = Xy + ut fir ein p € R sowie Q aus (15.3). Dann
gilt

X, Q=P sowie ).Q = X,.P,
d.h. die Verteilung von X unter dem Maf$ Q ist die einer Brown’schen Bewegung mit Drift u
und ) ist unter Q ein Martingal.

Beweis. Zunichst sei f stetig und beschrankt, sowie 0 < s < ¢t. Dann gilt
2
Eqlf(X:)|Fs] = Ep[f(Xe)e X2 7]

e“XS_“Zt/Q/f(XS+y)e“ye_yz/(2(t_s))dy

1
V(=)
1
N
_ le“XS/‘QS/Q/f(XS Fy+put— 5))e*y2/(2(t*s))dy

V2r(t—s)

=Ep[f(X: + pu(t — s))|Fs] - ehXs—n?s/2.

X2t/ 2 4 p2(5) 2 / F(Xs + y)e =)/ @(t=5) g,

~

Seinun 0 <t < --- < t, sowie fi,..., fr, stetig und beschrinkt. Dann gilt

EQfi(Xy) - fu(Xi)] =Ep[fi(Xy,) - fu1(Xy, ,)Ep (X, et Xen it 2 7 )
= Ep[fi(Xe,) - fa—2(Xt, )
Ep[foo1(Xt,_ )Ep[fa(Xe, + ity — tno1)|Fr,_ Je om0 2] 7))
= =Ep[fi(Xy, +ut1) - fu( Xy, + ptn)] = Ep[f1(Yey) - fu(Y2,)]-

Da f1,..., fn beliebig waren, sind also die endlich-dimensionalen Verteilungen von X,Q und
Y, P identisch. Die Aussage folgt nun aus Proposition 14.6.1. O

Beispiel 15.7 (Verzweigungsprozesse in diskreter Zeit). Wir betrachten ein einfaches
Modell fiir eine sich zufillige entwickelnde Population. Seien XZ(t)) unabhéngige, {0,1,2,...}-
wertige Zufallsvariable und p = E[X th)]. Hier steht X i(t) fiir die Anzahl der Nachkommen des
tten Individuums der Generation t mit 7,¢t = 0,1,...,t = 1,2, .... Startend mit Zy = k setzen
wir

Zy
L1 = Z x,
i=1

also ist Z = (Z;)4=0,1,2,... der stochastische Prozess der Gesamtzahl an Individuen. Die Ver-
teilung von Xi(t) heilt auch die Nachkommensverteilung.

Der Prozess Z ist genau dann ein (nicht-negatives) Martingal (beziiglich der von Z er-
zeugten Filtration), wenn E[Xi(t)] =1, jedes Individuum im Mittel also einen Nachkommen
hat. Es gilt ndmlich fur t = 1,2, ...

Z
E[Zi1 — Zi|F] = E[ZXi(t) - Zt|ft} = (u—1)Z.
i=1
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Im Fall 4 > 1 ist Z ein Sub-Martingal, und im Fall g < 1 ein Super-Martingal. Auflerdem
heif3t?2

Z ein kritischer Verzweigungsprozess, falls p =1,

Z ein super-kritischer Verzweigungsprozess, falls p > 1,

Z ein sub-kritischer Verzweigungsprozess, falls p < 1.

Allgemein ist (Z;/u')i=0,1,2,.. ein (nicht-negatives) Martingal, weil genau wie in der letzten
Rechnung

E[Zyy1 — pZy| Fy| = nZy — pZy = 0.

Bemerkenswert ist aulerdem, dass E[Z;41|F;] = pZ; gilt, woraus man rekursiv folgern kann,
dass
E[Zt] = ,U,t.

O]

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer einfachen Aussage, wie man aus bekannten (Sub)-
Martingalen weitere Sub-Martingale erhélt.

Proposition 15.8 (Konvexe Funktionen von Martingalen sind Sub-Martingale).
Sei X = (Xi)ier ein stochastischer Prozess und ¢ : R — R konvezx. Falls o(X) = (p(Xt))ter
integrierbar ist und eine der beiden Bedingungen

1. X st ein Martingal
2. X ist ein Sub-Martingal und ¢ ist nichi-fallend
erfillt ist, so ist o(X) = (p(X¢))ter ein Sub-Martingal.

Beweis. Ist X ein Martingal so ist o(X5) = @(E[X¢|Fs]). Ist X ein Sub-Martingal und ¢
nicht-fallend, gilt ¢(X;) < p(E[X¢|F]). In beiden Fillen gilt damit fiir s < ¢ fast sicher
wegen der Jensen’schen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen, Proposition 12.4, dass

SD(XS) < @(E[Xt|fs}) < E[@<Xt)|fs]a

d.h. p(&X) ist ein Sub-Martingal. O

15.2 Eigenschaften von Martingalen in diskreter Zeit

In diesem Abschnitt sei immer I = {0, 1,2,...} (wobei sich alle Ergebnisse auch auf eine dis-
krete Indexmenge I = {to,t1,...} mit tog < t; < ... iibertragen lassen). Alle hier eingefiihrten
Konzepte haben ein Analogon fiir Prozesse in stetiger Zeit. Allerdings sind die entsprechenden
Aussagen dann deutlich aufwéndiger zu formulieren und zu beweisen. Einige dieser analogen
Aussagen werden erst in der Vorlesung Stochastische Integration und Finanzmathematik for-
muliert.

Definition 15.9 (Previsibler Prozess). Ein stochastischen Prozess X heifst (Fi)ier-
previsibel, falls Xo = 0 und X; F;_1-messbar ist, t = 1,2, ...

22Es mag irritierend erscheinnen, dass ein superkritscher Verzweigungsprozess ein Sub-Martingal und ein
subkritischer Verzweigungsprozess ein Super-Martingal ist.
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Proposition 15.10 (Doob-Zerlegung). Sei [ = {0,1,2,...}. Jeder adaptierte Prozess X =
(Xt)ter hat eine fast sicher eindeutige Zerlegung X = M+ A, wobei M ein Martingal und A
previsibel ist. Insbesondere ist X genau dann ein Sub-Martingal falls A fast sicher nicht fallt.

Beweis. Definiere den previsiblen Prozess A = (A;)es durch

t
A=) E[X, - X, 4|Feq]. (15.4)

s=1

Dann ist M = & — A ein Martingal, denn
E[M; — My 1| Fi1] = E[Xy — Xy 1| Fa] — (A — A1) = 0.

Kommen wir zur Eindeutigkeit der Darstellung. Falls X = M + A fiir ein Martingal M und
einen previsiblen Prozess A, so ist A, — A;—1 = E[X; — Xy_1|F—4] fiir alle ¢t = 1,2, ..., d.h.
(15.4) gilt fast sicher. O

Definition 15.11 (Quadratische Variation, wachsender Prozess). Sei [ = {0,1,2,...}
und X = (Xy)ier ein quadratisch integrierbares Martingal. Der fast sicher eindeutig bestimm-
te, previsible Prozess ({(X))ier, fiir den (X? — (X))ier ein Martingal ist, heifit der quadra-
tische Variationsprozess (oder auch der wachsende Prozess) von X.

Proposition 15.12 (Wachsender Prozess und Varianz). Sei I = {0,1,2,..}, X =
(Xt)ier ein Martingal mit quadratischem Variationsprozess (X) = ((X)¢)ier. Dann ist

(X)e = ZE[st - X§—1|‘7:s—1} = ZE[(XS - Xs—1)2|]:s—1}

s=1 s=1

und
E[(X)] = V[X; — Xo].

Beweis. Wie im Beweis von Proposition 15.10 kann man den Prozess (X') mittels (15.4) schrei-
ben. Daraus folgt sofort das erste Gleichheitszeichen. Das zweite folgt, da E[X Xs_1|Fs—1] =
X2 . Weiter ist

E[(X)] = S B[X? - X2, = B[X} - X3] = E[(X, - X0)?] = V[X, - Xy].

s=1

O

Beispiel 15.13 (Wachsende Prozesse). 1. Sei S = (S)er mit S; = ', X, wie in
Beispiel 15.3.1 mit quadratische integrierbaren Zufallsvariablen X1, Xo, .... Dann ist nach

Poposition 15.12
t

() =Y E[XJ].

s=1

Insbesondere ist der quadratische Variationsprozess von S deterministisch.
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2. Sei § = (St)er mit S; = Hi:l X wie in Beispiel 15.3.3 mit quadratisch integrierbaren
Zufallsvariablen X, X, .... Dann ist

t

()i =Y E[(Ss = S51)*|Fs1] Z )| Fs] Z

s=1
Insbesondere ist in diesem Beispiel der Prozess (S) echt stochastisch.

3. Sei I = [0,00) und (X¢)er eine Brown’sche Bewegung. Auch in stetiger Zeit ist der
wachsende Prozess ((X);)scr so definiert, dass (X? — (X)¢)tes ein Martingal ist. Nach
Beispiel 15.5 ist also (X'); = t ein Kandidat fiir den wachsenden Prozess der Brown’schen
Bewegung. Allerdings ist in stetiger Zeit schwieriger zu sagen, was das Aquivalent eines
previsiblen Prozesses sein soll.

Definition 15.14 (Diskretes stochastisches Integral). Sei I = {0,1,2,...} und H =
(Hy)ter, X = (Xy)er stochastische Prozesse mit Werten in R. Ist X adaptiert und H previsi-
bel, so definieren wir das stochastische Integral H - X = ((H - X)¢)ter durch

t

(H : X)t = ZHS(XS - Xs—l)

s=1
fir allet € I. Ist X ein Martingal, so nennen wir H-X eine Martingaltransformierte von X.

Proposition 15.15 (Stabilitit der stochastischen Integrale). Sei I = {0,1,2,...} und
X = (Xi)ter ein adaptierter, reellwertiger Prozess mit E[|Xy|] < oo.

1. X ist genau dann ein Martingal, wenn fir jeden previsiblen Prozess H = (Hi)ier das
stochastische Integral H - X ein Martingal ist.

2. X ist genau dann ein Sub-Martingal (Super-Martingal), wenn fir jeden previsiblen,
nicht-negativen Prozess H = (Hy)ier das stochastische Integral H - X ein Sub-Martingal
(Super-Martingal) ist.

Beweis. 1. ’=": Man schreibt sofort

E[(H - X)ip1 — (H - X)e|F] = E[Hpp1 (X1 — Xo) | F
= Hi B[ X1 — Xi|F
=0.

=" Seit € I und Hy := 1y,—y. Dann ist H = (H;)ses deterministisch, insbesondere previsi-
bel. Da (H - X);—1 = 0 gilt, folgt

=E[(H - X)|Fi1] = B[Xy — Xy 1| Fe1] = B[X|Fr1] — X1

Daraus folgt die Behauptung.
2. folgt analog. O
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Beispiel 15.16 (Quadratische Variation fiir stochastische Integrale). Sei I =
{0,1,2,...}, X = (Xi)ter ein Martingal und H = (Hy)ies previsibel. Dann ist wegen Pro-
position 15.12

(H-X)e = ZE[((H X)s — (- X)S—I)Q‘}-s—l] = ZE[HSZ(XS - Xs—l)Qlfs—l]
s=1

s=1

t
= H? - E[(X, - X, 1) Far].
s=1

Insebsondere gilt also

V(M- X)) = S E[H2 - (X, - Xo1)?)

s=1

Beispiel 15.17 (Auszahlung bei Spielsystemen). Martingaltransformierte kann man
auch als Auszahlungen von Spielsystemen interpretieren. Gegeben, eine zufillige Grofie ent-
wickelt sich geméf des adaptierten Prozesses X = (X;)i=0,1,2,... Wettet man vor Zeit ¢ mit
einem Einsatz H; (basierend auf den Erfahrungen, die aus Xy, ..., X;—1 gewonnen wurden)
auf die Anderung der zufilligen Grofle Xy — Xy—1, so ist (H - X); der bis zur Zeit ¢ realisierte
Gewinn. Gegeben der zugrunde liegende Prozess X ist ein Martingal, zeigt Proposition 15.15,
dass der erzielte Gewinn H - X fiir jede Strategie H ein Martingal ist. Insbesondere ist der
erwartete Gewinn 0.

Als Beispiel betrachten wie das Petersburger Paradoxon: eine faire Miinze wird unendlich
oft geworfen. In jeder Runde setzt ein Spieler einen Einsatz in beliebiger Hohe. Kommt Kopf,
verliert er ihn, kommt Zahl, so wird der Einsatz verdoppelt wieder ausbezahlt. Das Paradox
besteht aus folgender Strategie: startend mit einem Kinsatz von 1 beim ersten Miinzwurf,
verdoppelt der Spieler bei jedem Misserfolg seinen Einsatz. Kommt der erste Erfolg im ¢-ten
Waurf, so betriigt sein bisheriger Einsatz 3 i_; 2¢"1 = 2! — 1. Da der letzte Einsatz 2~ 'war,
bekommt der Spieler also 2! zuriick, hat also sicher einen Gewinn von 1 gemacht, obwohl das
Spiel fair war.

Um dieses Spiel mittels Martingalen zu analysieren, sei X1, X, ... eine unabhéngig, iden-
tisch verteilte Folge mit P(X; = —1) = P(X; = 1) = 4, und Sp = 0,5, = 3_!_; X;. Dann ist
S = (St)t=0,12,... ein Martingal. Weiter sei H; der Einsatz im ¢-ten Spiel. Also ist

t t

(H-S) = ZHz(Sz - Si1) = ZHiXi

i=1 i=1
der Gewinn nach dem t-ten Spiel. Da mit S auch H - S ein Martingal ist, gilt

Jim E[(H - S)] = E[(H - S)h] = E[X1] =0,

d.h. der mittlere Gewinn nach langer Zeit ist 0, unabhéngig von der Strategie 7. Oben haben
wir den Einsatz

Hy:=2""s, o o1y (15.5)

betrachtet und gezeigt, dass fiir den Gewinn (H - 8); =% s 1 gilt.
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Wie bewerten wir nun die Strategie (15.5)7 Sei T' die zufillige Zeit des Gewinns, d.h. T'
ist geometrisch verteilt mit Parameter % Insbesondere ist T fast sicher endlich. Dann ist

E[th} - i;k@’“ —1) = oo,

t=1 k=1

d.h. fiir die obige Strategie benttigt man unter Umstédnden sehr viel Kapital.

Proposition 15.18 (Optional Stopping). Sei I = {0,1,2,...} und X = (Xi)ier ein (Sub,
Super)-Martingal und T eine Stoppzeit. Dann ist XT = (X7at)ier ein (Sub, Super)-Martingal.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir den Fall, dass X’ ein Sub-Martingal ist. Die anderen
Aussagen ergeben sich aus Symmetriegriinden. Fiir ein Sub-Martingal X und {7 > t—1} € F;
ist

E[X7an — Xpag—n)|Fi-1] = E[(Xi — Xe—1)1ipsi—13 [ Fi—1]
= Lrs- E[Xy — Xy 1| Fia] >0,

d.h. X7 ist ein Sub-Martingal. O

Lemma 15.19 (Bedingen auf Fr). Sei I ={0,1,2,...}, X = (X})ter ein Martingal und T
eine durch t beschrinkte Stoppzeit. Dann gilt X1 = E[X|Fr].

Beweis. Nach der Definition der bedingten Erwartung und da Xp Fp-messbar ist (siehe
Proposition 14.33), miissen wir zeigen, dass E[Xy; A] = E[X7; A] fur A € Fr gilt. Es ist
{T'=s}NAecFfirsel, also

E[X71; A] = zt:E[Xs; {T = s} N Aj

= Y EEX|F:{T = s} N 4]

= iE[Xt;{T = s} N A

s=1

Lemma 15.20 (Gleichgradige Integrierbarkeit und Stoppzeiten).
Sei I = {0,1,2,...}. Ein Martingal X = (Xi)ier ist genau dann gleichgradig integrierbar,
wenn die Familie {Xp : T fast sicher endliche Stoppzeit} gleichgradig integrierbar ist.

Beweis. ’<=’: klar.
'=": Nach Lemma 8.9 gibt es eine konvexe Funktion f : Ry — Ry mit @ LIENS
und sup;c; E[f(|X])] =1 L < oo. Sei T' eine fast sicher endliche Stoppzeit, dann ist nach
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Lemma 15.19 (angewendet auf die fast sicher endliche Stoppzeit T' A t) E[X{|Frar] = X1ac.
Da {T <t} € Frp folgt mit der Jensen’schen Ungleichung

E[f(IX1]) AT < t}] = E[f (| Xznd]), {T < t}]
= E[f(|E[X¢[Frad]) {T < t}]
< E[E[f([X:)|Frad AT < t}]
= E[f(IX:]) AT < #}] < L.
Damit ist E[f(|X7|)] < L, d.h. die Behauptung folgt mit Lemma 8.9. O

In Beispiel 15.17 war H - S ein Martingal, T eine Stoppzeit und E[(H - S)] =0 # 1 =
(H - S)p. Falls T beschrénkt gewesen wire, wire diese Ungleichung nicht moglich gewesen,
wie wir nun zeigen.

Theorem 15.21 (Optional Sampling Theorem). Sei I = {0,1,2,...}, S < T fast sicher
endliche Stoppzeiten und X = (X¢)ier ein Sub-Martingal. Ist entweder T' beschrinkt oder X
gleichgradig integrierbar, so ist Xp integrierbar und Xg < E[Xp|Fg].

Beweis. Wir fithren den Beweis zunéchst im Fall einer beschrénkten Stoppzeit T'. Sei also
T <t fiir ein t € I. Wir verwenden die Doob-Zerlegung X = M + A von X in das Martingal
M und den monoton nicht-fallenden Prozess A. Dann ist mit Lemma 15.19 und Fg C Fr
nach Theorem 12.2.7

Xg = Mg+ As = E[M,; + Ag|Fs]
< E[Mt + Ar|Fs]
E[E[M;|Fr] + Ar|Fs]
E[Mp + Ap|Fs]
E[X7|Fs].
Sei nun T unbeschriankt und X gleichgradig integrierbar. Sei X = M + A die Doob-
Zerlegung von X in das Martingal M und den nicht-fallenden previsiblen Prozess A > 0 mit
Ay =0. Da

E[|A¢]] = E[A{] = E[X; — Xo] < E[|Xo|] + S;EI?EHXSH

gilt Ay T Ao fiir ein Aoe > 0 mit E[As] < co. Mit Lemma 8.9 kann man folgern, dass auch
M gleichgradig integrierbar ist. Wir wenden nun das Optional Sampling Theorem auf die
beschrénkten Stoppzeiten S At, T At und M an. Fiir A € Fg ist {S <t} N A € Fgp, also

E[Mpp, {S <t} NA] = E[E[Mrppa| Fsael, {S <t} N Al = E[Mgp, {S <t} NA].

Da nach Lemma 15.20 die Menge {Mgns, M : t € I} gleichgradig integrierbar ist, gilt mit
Theorem 8.11

E[Mr, A] = lim E[Mry. {S <t} 0 A] = lim E[Msy,, {S <t} 1 4] = E[Ms, 4],
d.h. E[M7|Fs] = Mg. Ferner folgt
E[Xﬂfs] = E[MT’fs] + Ag + E[AT — As‘fs] > Mg+ Ag = Xg.
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Das Optional Sampling Theorem bietet eine einfache Moglichkeit der Charakterisierung
von Martingalen.

Lemma 15.22 (Charakterisierung von Martingalen). Sei I = {0,1,2,...}, und X =
(Xt)ter ein adaptierter, stochastischer Prozess. Dann ist X genau dann ein Martingal, falls
E[Xs| = E[X7] fiir Stoppzeiten S,T gilt, die nur zwei Werte annehmen.

Beweis. Siehe Ubung.
O

Beispiel 15.23 (Wald’sche Identititen, Ruin-Problem). 1. Seien Xi, X»,... € !
unabhingig mit p := E[X;] = E[Xa] = ..., und S; := >.'_, X;. Weiter sei T eine
fast sicher beschriinkte Stoppzeit. Dann gilt die erste Wald’sche Identitéit

E[Sr] = E[T]u.

Denn: der Prozess M = (My);—0.12,.... mit My =0, My = Sy — tu fiir t = 1,2, ... ist ein

y1y4,...

Martingal, und nach dem Optional Sampling Theorem

0 = E[Mr] = E[S7] — E[T]L.

Ist auflerdem Xi, X,... € L? mit 02 = V[X;] = V[Xs] = ... und T unabhiingig von
X1, Xo, ..., so gilt die zweite Wald’sche Identitéit

V[S7] = E[T)o? + V[T

Denn: (M7 — (M)¢)t—0.12.... ist ein Martingal, und (M); = to nach Beispiel 15.13, also
0 = E[M? — (M)7] = E[M?] — E[T]o>.
AuBlerdem ist wegen der Unabhéngigkeit von T und X1, Xo, ...
COVI[S7,T] = E[E[X; + - - + X7|T|T] — uE[T]? = pV[T],
also

E[M37] = V[Sp — Ty] = V[Sr] + p?*VI[T] — 2uCOV([Sr, T] = V[Sr] — p?*VIT].

In allen beiden Wald’schen Identitéiten kann man die Voraussetzung, dass T' beschrankt
ist, abschwéchen.

2. Seien k£ € N und X7i, Xo,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
PXi=1)=1-P(X;=-1)=p:=1—¢q. Fir Ne Nmit 0 < k < N sei Sy = k
und S; = Sp + Si_; X;. Weiter sei T := inf{t : S; € {0, N}} und p;, := P(St = 0).
Das bedeutet: man spielt ein Spiel, startend mit Kapital k£, bis man entweder ruiniert
ist oder Kapital N besitzt. In jedem Schritt gewinnt man mit Wahrscheinlichkeit p eine
Kapitaleinheit und verliert mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p eine Kapitaleinheit. Dann
ist die Wahrscheinlichkeit, ruiniert zu werden (0 Kapitaleinheiten zu besitzen), gegeben
durch py.
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Im Fall p = % ist (S¢)t=0,1,2,... ein Martingal, und damit nach dem Optional Sampling
Theorem
k=E[St] = N1 —-P(Sr =0)),
also
_ N—k
-~
Eine dhnliche Rechnung erlaubt die Bestimmung von py, fiir den Fall p # %

P(Sy = 0)

Weiter berechnen wir nun mittels des Optional Sampling Theorems fiir p # %

pi = P(Sp = 0) = ﬂ (15.6)
1= ()"

Denn: es gilt

X
JOMEFRS
p p q

S
und damit ist Y = (Y})1=0,1,2,..., definiert durch Y; := (%) " nach Beispiel 15.3.3 ein
Martingal. Da T fast sicher endlich ist, ist Y7A; wegen Proposition 15.18 ein Martingal,
N
das durch 1 und (%) beschrénkt ist. Wegen Theorem 15.21 ist

(Z)k = E[Yy] = E[Yr] = pr. + (1 — px) (Z)N,

woraus (15.6) folgt.

3. Betrachten wir einen fairen Miinzwurf. Wie lange dauert es, bis zum ersten Mal das
Muster ZKZK auftritt? (K und Z stehen hier fiir Kopf und Zahl.)

Um dies zu berechnen, betrachten wir das folgende Spiel: vor dem ersten Miinzwurf
wettet eine Spielerin einen Euro auf Z. Falls sie verliert, hort sie auf, falls sie gewinnt,
setzt sie vor dem néchsten Wurf zwei Euro auf K. Verliert sie im zweiten Wurf, hort sie
auf, im Fall eines Gewinns wettet sie vier Euro auf Z. Verliert sie im dritten Wurf, hort
sie auf, gewinnt sie, wettet sie acht Furo auf K. Falls sie also beim vierten Wurf gewinnt,
hat sie insgesamt 15 Euro gewonen. In allen anderen Féllen verliert sie einen Euro.

Nehmen wir nun an, dass vor jedem Miinzwurf eine neue Spielerin nach obiger Strategie
spielt. Das Spiel wird beendet, wenn das erste Mal eine Spielerin 15 Euro gewinnt.

Sei X; der Gesamtgewinn aller Spielerinnen bis zur Zeit ¢ und 1" die Zeit, zu der das
Spiel gestoppt wird, weil zum ersten Mal das Muster ZKZK aufgetreten ist. Sicher ist

15¢
| X < 15-t, P[T > 4t gﬁ.

Damit hat (Xyar : ¢t = 1,2,...) eine integrierbare Majorante, ist also nach Beispiel 8.8.2
gleichgradig integrierbar. Damit konnen wir das Optional Stopping-Theorem anwenden,
d.h. (X7at)e=1,2,... ist ein Martingal.

Sicher ist
Xr=15-143-1—(T—-4)
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da die ersten T — 4 Spielerinnen, sowie Spielerinnen 17" — 3 und T'— 1 einen Verlust von
einem Euro hinnehmen mussten. Spielerin 7' — 2 hat zur Zeit T einen Gewinn von drei
Euro und Spielerin T' — 4 hat 15 Euro gewonnen. Also

0=E[X7] =E[15—-1+3—1— (T — 4)] = —E[T] — 20,

also E[T] = 20. Interessant ist, dass erwartet werden kann, dass beispielsweise das
Muster ZZKK schon nach 16 Miinzwiirfen auftritt.

15.3 Martingalkonvergenzsitze mit abzihlbarer Zeitmenge

Wieder ist (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I abzéhlbar (hier ist auch erlaubt, dass I
dicht in [0, 00) ist) und (F;)ser eine Filtration. Wir kennen Konvergenzsitze, etwa das starke
Gesetz der grofien Zahlen. Martingale konvergieren unter relativ schwachen Voraussetzungen.

Wir beginnen in Proposition 15.25 mit den Doob’schen Ungleichungen. Diese machen
Aussagen iiber die Verteilung von sup,<; X, falls X = (X¢)es ein (Sub, Super)-Martingal
ist.

Lemma 15.24 (Maximal-Ungleichung). Ist I hichstens abzihlbar und X = (Xy)ier ein
Sub-Martingal, so ist fiir A >0

AP[sup X5 > A\ < E[Xy,sup X > A] < E[| Xy|,sup X5 > Al.
s<t s<t s<t

Beweis. Die zweite Ungleichung ist trivial. Fiir die erste bemerken wir, dass es wegen monoto-
ner Konvergenz (durch Wahl von immer feineren Indexmengen in [0, t]) geniigt, den diskreten
Fall, also etwa I = {0,1,2,...}, zu betrachten. Wir erinnern an die Definition der Stoppzeit
Tg aus Definition 14.29 und setzen

T=tA T[)\;oo)-
Nach dem Optional Sampling Theorem 15.21 ist

E[X;] > E[X7] = E[Xp;sup X > A] + E[Xp;sup X, < A

s<t s<t
> AP[sup X > A\ + E[Xy;sup X < A].
s<t s<t
Subtrahieren des letzten Terms ergibt die Ungleichung. O

Proposition 15.25 (Doob’sche LP-Ungleichung). Sei I hichstens abzdhlbar und X =
(Xt)ter ein Martingal oder ein positives Sub-Martingal.

1. Firp>1und A >0 st
NPlsup | X,| > A] < E[|X, "]
s<t

2. Firp>1 st
P
B{IX:"] < Bfsup| X.P] < (2 ) BIXP)

s<t
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Beweis. Wieder geniigt es — wegen monotoner Konvergenz — den Fall I = {0,1,2,...} zu
betrachten.
1. Nach Proposition 15.8 ist (|X¢|P)ies ein Sub-Martingal und die Behauptung folgt nach
Lemma 15.24.
2. Die erste Ungleichung ist klar. Fiir die zweite Ungleichung beachte, dass nach Lemma 15.24
gilt, dass

)\P{Sup |Xs| > )‘} < EHXS‘;SUP |Xs| > )‘]

s<t s<t

Also ist fiir K >0

Sup<; [ X AK
Efsup(|X,| A K)P / p)\p_ld/\}
s<t
=E / T acsup,c, X, \}dA}
:/ NPIP (sup | Xs| > A)dA
s<t
g/ PN EB[1Xi] sup X, = NdA

SUps <y |Xs\/\K
_ E[|Xt| / )\p_2d)\]
0
— L _B[1X;(sup | X,| A K)P
p—- 1 s<t
< —LoBfsup(|X.| A K10/ B

wobei wir im letzten Schritt die Holder-Ungleichung verwendet haben. Potenziert man beide
Seiten mit p und teilt anschlieBend durch E[sup,<,(|X,| A K)P]P~1, folgt

Blsup(1 X)) = Jim Blsup(X,| A K)7] < (25 ) B[

s<t s<t

O

Fiir die Martingalkonvergenzsétze ist das Aufkreuzungslemma 15.27 zentral. Bild 15.1 ver-
deutlicht die Definition einer Aufkreuzung.

Definition 15.26. Sei I hichstens abzihlbar und X = (Xy)es ein reellwertiger stochastischer
Prozess. Fiir a < b ist eine Aufkreuzung ein Stiick Pfad (X;)s<y<y mit Xs < a und Xy > b.
Um die Anzahl solcher Aufkreuzungen zu zihlen, fihren wir Stoppzeiten 0 =: Ty < S1 <11 <
So < Ty < ... durch

Sk :=inf{t > T_1 : Xy < a},
k :inf{tZSkithb}
mit inf () = oo ein. Die k-te Aufkreuzung zwischen a und b ist hier zwischen Sy und Ty,. Weiter
18t
Uty =sup{k: T}, <t}

die Anzahl der Aufkreuzungen zwischen a und b bis Zeit t.



168 15 Martingale

40
|

X

-20
|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 15.1
Eine Hlustration der Stoppzeiten S1,717, S2,T5, ... aus Definition 15.26

Lemma 15.27 (Aufkreuzungslemma). Sei I hichstens abzihlbar und X = (Xi)ier ein
Sub-Martingal. Dann ist
E[(X; —a)"]

b—a
Beweis. Wieder koénnen wir — wegen monotoner Konvergenz — annehmen, dass I =
{0,1,2,...}. Da nach Proposition 15.8 mit X auch ((X; — a)*)ies ein Sub-Martingal ist
und die Aufkreuzungen zwischen a und b von X dieselben sind wie die Aufkreuzungen von
(X — a)t)ies zwischen 0 und b — a, kénnen wir (E annehmen, dass X > 0 und a = 0 gilt.
Wir definieren den Prozess H = (Hy)ier durch

Hy = 1{g,<t<mi}>
k>1

E[U,,] <

d.h. H; = 1 genau dann, wenn t in einer Aufkreuzung liegt. Da

{Hi=1} = | J{Sk<t-1}n{Tn >t -1},

k>1

ist H previsibel.
Gegeben T}, < oo ist offenbar X7, — X5, > b. Weiter ist in diesem Fall
kT k
(H-X)p, = (Xs— Xeo1) = > (X1, — Xg,) > kb.

i=1 5=9;+1 i=1
Fir t € {Tk’...’Sk-Jrl} ist (H . X)t = (H . X)Tk und fiir ¢ € {Sk + 1,...,Tk} ist (H : X)t >
(H-X)s, = (M- X)7,_,. Deswegen ist (H - X); > bUj,. Aus Proposition 15.15 folgt, dass
((1—=H)-X) ein Sub-Martingal ist, insbesondere E[((1—H)-X);] > 0. Mit X; — Xy = (1-X); =
(H-X)e+ (1 —H) - X))y gilt

E[X;] > E[X; — Xo] > E[(H - X)] > bE[U],].
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Theorem 15.28 (Martingalkonvergenzsatz fiir Sub-Martingale). Se: I C [0,00)
abzihlbar, supl = u € (0,00], Fy = o(Uyep Ft) und X = (Xy)ier ein Sub-Martingal mit
SUpP;c E[X;’] < 00. Dann gibt es eine Nullmenge N, so dass X aufSerhalb von N entlang
jeder auf- oder absteigenden Folge in I konvergiert.

Ist insbesondere I = {0,1,2,...}, X ein Sub-Martingal mit sup,c; E[X;"] < oo, dann

existiert eine Foo-messbare, integrierbare Zufallsvariable X und X H—Oo>fs Xeo-

Beweis. Wegen Lemma 15.27 ist P(Uib < o0) =1 fiir alle a, b, t. Deshalb ist

N := U {sup U}, = oo}
acp t€l
a,beQ

eine Nullmenge. Angenommen es existiert eine auf- oder absteigende Folge t1,t2,... € I, so
dass P(liminf, ,~ X3, < limsup,,_,. Xt,) > 0. Fiir a,b € Q sei

B(a,b) := {liminf X; < a <b < limsup Xy, }.
n—oo n—o00

Da {liminf, 00 Xz, < Hmsup, oo Xt,} = UspeqBla,b), existieren a,b € Q mit
P(B(a,b)) > 0. Allerdings gilt sup, U, , = oo auf B(a,b) im Widerspruch dazu, dass N eine
Nullmenge ist. Also folgt die fast sichere Konvergenz entlang jeder auf- oder absteigenden
Folge.

Sei nun I = {0, 1,2,...}. Da alle X; F-messbar sind, ist auch X, Foo-messbar. Es bleibt
zu zeigen, dass X, integrierbar ist. Nach Fatou’s Lemma ist

E[X[] < ilellle[Xt'"] < 00.

AuBerdem ist, da X ein Sub-Martingal ist, wieder mit Fatou’s Lemma

E[X ] <liminf E[X; ] = liminf (E[X;"] — E[X}]) < sup E[X;"] — E[X(] < occ.

t—o00 t—o00 tel

O]

Korollar 15.29 (Martingalkonvergenzsatz fiir positive Super-Martingale). Sei I C
[0,00) hdchstens abzihlbar, sup I = u € (0,00], Fy = 0(Ue; Ft) und X = (Xt)ser ein nicht-
negatives Super-Martingal. Dann existiert eine JF,-messbare, integrierbare Zufallsvariable X,
mit B[X,] < E[Xo] und X; =%, X,.

Beweis. Theorem 15.28, angewandt auf das Sub-Martingal —X liefert den fast sicheren Limes.
Mit dem Lemma von Fatou ist auflerdem

E[X,] < liminf E[X,] < E[X,].
—u

O]

Beispiel 15.30 (Konvergenz von Verzweigungsprozessen). Betrachten wir einen kriti-
schen oder sub-kritischen Verzweigungsprozess Z = (Zt)t:071’27m aus Beispiel 15.7 (wobei die

Nachkommensverteilung nicht degeneriert ist, also nicht XZ-(t) = 1 fast sicher gilt). Diese sind
nicht-negative Super-Martingale, also miissen diese nach Korollar 15.29 fast sicher gegen eine
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Zufallsvariable Z., konvergieren. Es muss hierbei P(Z,, > 0) = 0 gelten, da sonst die fast
sichere Konvergenz verletzt ist. (Eine Population mit einer positiven Anzahl von Individuen
hat eine positive Wahrscheinlichkeit, in einer Generation ihre Grofle zu verédndern.) Also ist

ANy S|

fast sicher.
Im Fall des kritischen Verzweigungsprozesses ist es wichtig einzusehen, dass (Z;)¢=01.2.....c0

gLy gy

kein Martingal ist, weil E[Z|F;] = E[0|F:] # Z: mit positiver Wahrscheinlichkeit gilt.

Ist Z superkritisch, so ist (Z;/u!)i—0.1,2,... ein nicht-negatives Martingal, das ebenfalls nach
obigem Korollar fast sicher konvergiert.

Theorem 15.31 (Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare Martingale). Sei
I abzihlbar mit supI = u € (0,00], Fy = 0(Upes Ft) und X = (Xy)ier ein (Super, Sub)-
Martingal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X st gleichgradig integrierbar.

2. Es ezistiert eine JF,-messbare Zufallsvariable X,,, so dass (Xi¢)ieruu ein (Super, Sub)-
Martingal ist.

3. FEs existiert eine JFy-messbare Zufallsvariable X, mit X; H—u>fs,L1 Xu.

Beweis. 2. = 1. folgt direkt aus Lemma 12.5. 1. = 3. Wegen Lemma 8.9 ist sup,c; E[|X¢|] <
0o. Die fast sichere Konvergenz folgt damit aus Theorem 15.28 und die L'-Konvergenz damit
aus Theorem 8.11.

3. = 2.: Den Beweis, dass (Xt)cruquy ein (Super, Sub)-Martingal ist, fiihren wir exem-
plarisch fiir Sub-Martingale, d.h. E[E[X,|F;]; A] > E[X; A] fir A € F, und s € I. Wegen
der L'-Konvergenz nach Theorem 12.2.3 ist E[|E[X/|F,] — E[Xy|F]]] =% 0 und damit gilt
fiir A € Fy

BIB[X,|7.): A] = Jim E[B[X|F.): A] > B{X.: 4]
d.h. E[X,|Fs] > X fast sicher. O

Theorem 15.32 (Martingalkonvergenzsatz fiir LP-beschrinkte Martingale). Sei [
abzihlbar mit supl = u € [0,00), Fy = 0(User Ft), p > 1 und X = (Xy)er ein LP-

beschrinktes Martingal. Dann gibt es eine F,,-messbare Zufallsvariable X, mit E[|X,|P] < oo,
tTu

Xt — ps. 01 Xu. Auflerdem ist (| Xy|P)ier gleichgradig integrierbar.
Beweis. Wegen Lemma 8.9 ist X gleichgradig integrierbar. Nach Theorem 15.31 gibt es damit

den Limes X, mit X; KN 5,10 Xy Nach der Doob’schen Ungleichung aus Proposition 15.25
ist fiirt e I
E[sup | X;|?] = lim E[sup | X[P] < lim (LYEHX#’] < 0.
tel tTu s<t ttu \p — 1
Damit ist (| X;|P):er gleichgradig integrierbar nach Beispiel 8.8.3. Nach dem Lemma von Fatou
und Lemma 8.9 ist E[|X,,|P] < sup;c; E[|X¢|’] < oo und Theorem 8.11 liefert die Konvergenz
in LP. O
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Beispiel 15.33 (Verzweigungsprozess). Sei Z ein Verzweigungsprozess wie in Beispiel 15.7
und Beispiel 15.30 mit Zy = k. Die quadratische Variation von Y = (¥});=0,1,2,.., gegeben
Y; = Z;/ut ist nach Proposition 15.12 gegeben als

t Zs—1
<y>t = Z MlQSE[( Z Xi(871) - MZs—l)z‘Fs—l}
s=1 =1
t 1 Zs—1
- Z 28V|: Z Xi(s_l)’Zs—l}
s=1 H i=1
~ 1 (1)
— Z MZSZS,1 “V[X,)
s=1

Hat also insbesondere die Nachkommensverteilung ein zweites Moment, gilt also VX }1)] =:

0% < oo, folgt
¢ t

1 1
VIV = Y hBlZ] o ket Y L
s=1 s=1
Ist o < 1, ist Y also nicht L2-beschréinkt, aber fiir 1 > 1 ist sup,—g ; 5 V[V;] < 0o. Damit gibt
es also eine Foo-messbare, quadratisch integrierbare Zufallsvariable Yo, so dass (Y;)t=0.12.....00
ein Martingal ist.

Beispiel 15.34 (Produkt von Zufallsvariablen). Seien I = {1,2,...}, X;, X», ... nicht-
negative, unabhingige, integrierbare Zufallsvariable mit E[X;] = 1,¢t € I und S; := Hi:l X
nach Beispiel 15.3.2 ein Martingal. Nach Korollar 15.29 gibt es damit ein S, so dass

a = E[\/X,).

Sy ——fs Soo. Definiere

Wir zeigen nun:

(o]
{S; : t € I'} gleichgradig integrierbar <= H a; > 0.
t=1

Insbesondere gilt dann auch S, 1200, 11 Soo. Im Beweis setzen wir fiir t = 1,2, ..

Damit ist (W})i=12,.. ein Martingal. Auch hier folgt, dass es ein Wy, gibt mit W 1200, ts Weo-

<" Wegen der Jensen’schen Ungleichung ist a? = (E[v/X¢])? < E[X{] = 1, also a; < 1. Es
gilt
2 T X T ELX] 1
supE[Wt]:supE[H—z} :supH 5 < 5 < 00.
tel tel ag tel ;5 O (Hoo ) as)
S=

Damit ist (Wj)ies ein L%-beschrinktes Martingal, Nach Theorem 15.32 ist {W? : t € I}
gleichgradig integrierbar. Daraus folgt auch die gleichgradige Integrierbarkeit von {S; : t € I}.

s=1
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'=’: Nehmen wir an, dass [[;; = 0. Da W; einen fast sicheren, endlichen Limes hat, muss

Sy = [, X H—Oo>fs 0 gelten. Falls {S; : t € I} gleichgradig integrierbar wire, wére
0 = E[Ss] = limy_, o, E[S;] = 1, also ein Widerspruch.

Theorem 15.35 (Konvergenz von bedingten Erwartungswerten).

1. Sei I C [0,00) abzdhlbar mit supl = u € (0,00|, (Ft)ier eine Filtration und F, =
0(User Ft)- Dann gilt fir X € L', dass

E[X|F] 1%, 1 BIX|F).

2. Sei I C (—o0,00) abzihlbar mit inf ] = u € [—o00,00), (Fi)ier eine Filtration und
Fu = mte]‘Ft‘ Dann gilt fir X € ,Cl, dass

E[X|F] %, 1 BIX|F).

Beweis. Wir zeigen nur 1., da der Beweis von 2. analog verlauft. Mit E[|E[X|F]|] < E[|X]] <
oo konvergiert nach Theorem 15.28 das Martingal (E[X |F])se; fast sicher. Die L!-Konvergenz
folgt mit Theorem 15.31 und Lemma 12.5. Der Grenzwert X, kann hierbei F,-messbar
gewihlt werden. Wir werden nun zeigen, dass X,, = E[X|F,], woraus die Behauptung folgt.

Klar ist, dass E[E[X|F], A] = E[X, A] fur alle A € Fs und s < ¢ gilt. Mit ¢ 1 u is damit
E[X,,A] = E[X, A] fur alle A € Fs und mit s T u gilt auch E[X,, A] = E[X, 4] fiir alle
A € F,. Da X, nach F,-messbar ist, gilt damit X,, = E[X|F,]. O

Wir kommen nun zu Riickwértsmartingalen, das sind Martingale mit nach unten unbeschréank-
ter Indexmenge I C (—o0,0]. Diese konvergieren unter sehr schwachen Voraussetzungen.

Theorem 15.36 (Martingalkonvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale). Sei [ C
(00,0] diskret, infI = u € (—00,0], Fy = (Ler Ft und X = (Xy)ier ein Sub-Martingal.
Dann sind dquivalent

1. Es gibt eine F,-messbare, integrierbare Zufallsvariable X, mit X; iu_)fS, 1 Xy
2. il’lftej E[Xt] > —0Q.

Dann ist auch (Xt)ieruquy ein Sub-Martingal. Insbesondere konvergiert jedes Riickwdrtsmar-
tingal fast sicher und in L'.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei I = {...,—2,—1,0} und u = —c0.
1. = 2.”: Aus der Konvergenz im Mittel folgt

21£I€1§E[Xt] = tg@m E[X:] = E[X_] > —o0.

2. = 1.”: Die fast sichere Konvergenz folgt wie im Beweis von Theorem 15.28, wobei die
Bedingung sup,c; E[X;'] < 0o wegen I C (—o0,0] durch inf;c; E[X; ] < oo ersetzt werden
muss. Weiter definieren wir fir t = ..., —2,.1,0

Y; = E[X; — X; 1| F—1] > 0.
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Dann gilt
—00
E[;Y}} = E[Xo] - inf E[X;] < oc.

Damit ist >, 5 ¥; < oo fast sicher, und wir definieren

A=Y, M =X — A

s<t

Nun ist (Ay)ier wegen E[Ag] < oo gleichgradig integrierbar, und (Mj)ses ist wegen Lemma 12.5
gleichgradig integrierbar. Damit ist X’ gleichgradig integrierbar, und die L'-Konvergenz folgt.
Der Beweis, dass (Xt);eru{—oo} €in Sub-Martingal ist, verlduft analog zum Beweis in 15.31. [

Beispiel 15.37 (Das starke Gesetz der groflen Zahlen). Seien Xi, Xs,... € L' un-
abhéingig identisch verteilt. Fiir ¢ € {..., =2, —1} setzen wir wie im Beispiel 15.3.2

1
St = 7ZX3
|t| s=1

und F; = o(...,S-1,5t) = 0(St, Xi+1, Xiy2,...). Dann ist (Si)ier ein Riickwirtsmartingal
mit S; = E[X;|F;]. Nach Theorem 15.36 konvergiert S; fast sicher und in L' gegen eine
Zufallsgrofie S_ . Diese ist messbar bzgl. F_, jedoch auch bzgl. T (X7, X, ...), der termi-
nalen o-Algebra der Familie {X;, X»,...}. Da diese o-Algebra nach dem Kolmogoroff’schen
0-1-Gesetz trivial ist, ist S_o fast sicher konstant. Da (S;)cru{—oc) €in Martingal ist, folgt
also

1 oo
i S X =8 T 11 S—oe = E[S_s] = E[S_1] = E[X}].
s=1

Die fast sichere Konvergenz ist jedoch genau die Aussage des Gesetzes der groflen Zahlen.

Wir kommen nun noch zu einer Anwendung der Martingalkonvergenzsétze, einer Verbesserung
des Lemmas von Borel-Cantelli, Theorem 9.8. Hierzu benétigen Wir ein Lemma.

Lemma 15.38 (Konvergenz und wachsender Prozess). Sei M = (M;)i=0,12,... ein L2-
integrierbares Martingal, wobei |My — My_1| < K fiir ein K und alle t = 1,2,... gilt. Dann
gibt es eine Nullmenge N, so dass

{M) < 0} C {tlim M, existiert} U N,
—00
{IM)oo = oo} € { lim M,/ (M) =0} UN.
Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage. Zunéchst ist fiir jedes k = 1,2, 3, ... die zufillige

Zeit
Ty := inf{t : (M); > k}

eine Stoppzeit. Daraus folgt bereits

{{M)oo < 00} = | J{T}, = o0} (15.7)

k=1
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Weiter ist damit der gestoppte Prozess ((M)¢ar, )t=0.12,... pravisibel, denn fiir A € B(R) gilt
{(M)in, € Ay = ({T), >t — 1} n{(M), € B}) U U{Tk =5, (M)s € A} € Fy_1.

Betrachten wir nun die Martingale (MT#)2 — (M)Tk = (M? — (M))T* fiir k = 1,2, ... Es ist
(MTky = (M)Tx und (M)T ist durch k + K2 beschrinkt. Also ist MTk in L? beschrinkt
und konvergiert damit fast sicher. Auf einer Menge {T} = co} konvergiert jedoch MT* genau
dann, wenn M konvergiert. Zusammen mit (15.7) folgt die Aussage.

Fiir die zweite Aussage betrachten wir das Martingal X := (1 + (M))~t- M. Da (1 +
(M))~! beschriinkt ist und M ein L%-integrierbares Martingal ist, ist X ein L%-integrierbares
Martingal. Aulerdem ist nach Beispiel 15.16

1 1
®)e= (G e <M>>t—;(1+<M>s)2(</\/l>s—</\/l>s_1)
1 t 1
: Zl M+ (M) M M) = Zl L+ (M)s1 1+ (M),
1
R

Damit konvergiert nach 1. das Martingal &', d.h. insbesondere
M Ms 1
S MM
s=1

Nun liefert das Kronecker-Lemma 9.24, dass

Zizl Ms - Ms—l t—o0
(M)

0

auf {(M)s = 00}, O

Theorem 15.39 (Erweiterung des Borel-Cantelli Lemmas). Sei A, € F;, t =0,1,2,...
sowie

Xs = P(Aq|Fs-1).

1. Auf Y72, Xy < oo treten nur endlich viele der Ay ein, d.h.
{ZX,: <oo} - {ZlAt <oo}.
t=1 t=1

2. Auf S0 Xy =00 gilt Y52 14,/ > o Xe =1, also
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Bemerkung 15.40 (Erweiterung). Das Borel-Cantelli-Lemma aus Theorem 9.8 kann nun
einfach hergeleitet werden. Ist ndmlich

o0

E[iXt} :ZP(At) < 0,

so gilt Y77, X; < oo fast sicher. Die Aussage liefert nun, dass hochstens endlich viele der A,
eintreten. Falls weiter A, Ao, ... unabhéngig sind, so setzen wir F; = 0(Ay, ..., A¢) und damit
Xs = E[14,|Fs—1] = P(Ay). Gilt nun ) ;°, P(4;) = oo, treten also unendlich viele der A,
ein.

Beweis. Wir betrachten das Martingal M mit

t
My => 14, — X..
s=1

Es gilt
t t

(M)e =) E[1}, - X2|Fq] =) X,(1-X,) <) X,
s=1

s=1 s=1

Ist nun ) ;°; X; < oo, so konvergiert M nach Lemma 15.38.1. Also gilt auch ) ;°, 14, < co.
Ist nun ) ;2 Xy = 0o und (M) < 00, so konvergiert M und die Behauptung ist klar.

t—00

Ist nun ) ;7 X; = oo und (M) = 00, so gilt M;/(M); —— 0 nach Lemma 15.38.2. Daraus
folgt dann

0.

Zizl La, ‘ M,

Lus=1"As _ Mt ‘ t—o00
Yo X > X

<o,

15.4 Der zentrale Grenzwertsatz fiir Martingale

Der zentrale Grenzwertsatz aus Abschnitt 11.2 gibt die Konvergenz einer Summe von un-
abhdngigen Zufallsvariablen — geeignet transformiert — gegen eine Normalverteilung. Nun be-
handeln wir den Fall einer Folge von Martingalen M! = (M}!);—012., M? = (M?)i—012...; -
jeweils gestartet in 0, die wir mittels X" := M* — M ;,t = 1,2, ... wieder als Summe schrei-
ben konnen, da ja nun M = X7 4. -+ X[ gilt. Man beachte nun, dass die Familie X7, X7, ...
nicht unabhéngig sein miissen. Dennoch kénnen wir — unter geeigneten Voraussetzungen die
Konvergenz in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable zeigen.

Theorem 15.41 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingale). Sei I = {0,1,2,...,t,}
und M"™ = (M]")iern ein Martingal mit M} = 0 beziglich einer Filtration F" = (F[")tezn,
n=1,2,.. Fir X := M} — M"" (mitt=1,...,t,) gelte

E[ max |X"[] === 0, (15.8)
1<s<tn
tn
D (X1, 0% > 0. (15.9)
s=1

Dann ist M == X mit X ~ N(0,02).
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Wir benétigen im Beweis des Theorems zwei Lemmas.

Lemma 15.42 (Konvergenz von Produkten von Zufallsvariablen). Seien
Uy,Us, ..., 1, Ts, ... Zufallsvariablen, die den folgenden Bedingungen geniigen:

1. Uy 22255, 4,

2. (Tn)n=12,.. und (To,Up)n=12,.. sind uniform integrierbar,

n—oo

3. BE[T,] — 1,

Dann gilt B[T,U,] === .
Beuweis. Siehe Ubung. O

Lemma 15.43 (Abschitzung der Exponentialfunktion). 1. Es gibt ein C > 0 und
eine Funktion v mit |r(x)| < C|z3|, so dass

exp(iz) = (1 +iz) exp(—22/2 + r(z))
fir alle x € R gilt.
2. Es gilt |1+ iz| < /2 fiir alle € R.

Beweis. 1. Es geniigt, die Behauptung fiir kleine |z| zu zeigen, da sie fiir groflie |z| trivial ist.
Mit Hilfe von Lemma 11.12 schreiben wir

‘ exp(iz) — (1 + iz) exp(— 2/2)‘

‘exp ix) — 1 —ix + x2/2 — (1 + iz) (exp(— 2/2)—1+x2/2)—|—zx3/3‘

IN

‘exp i —1—23:—1—:(:2/2)4-]1—1—23:\ ‘exp( z?/2) — 1—|—x2/2‘+‘x5/3‘

IN

%+|1+zz’-<%/\%>+%§|x3]

fiir alle z. Daraus folgt die Behauptung fiir kleine |x|, und damit ist 1. bewiesen. Fiir 2. geniigt
es, |1+ iz|> = 1+ 2% < €*” zu schreiben und die Wurzel zu ziehen. O

Beweis von Theorem 15.41. Zunéchst definieren wir
7} = XD s ot (pyrcag?
sowie NJ* := ' _| Z7. Dann ist (N}*);=12. . ein (FJ')iera-Martingal, denn
E[N/' = N[ Fa] = BIZ0FL] = Tt (xny2cg02 - BIX [ FL] = 0
da M{* = X7 +---+ X}*. Nun ist
P( max |M"— N'| >0) =P(M;" # N;" fiirein t € I")

t=1,...tn
=P(X}' # Z firein t € I")
tn
P(Z(XQ)Q > 202) n=ee, ),
s=1

(15.10)
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n—oo

wobei die Konvergenz aus (15.9) folgt. Nun gilt also M’ — Nj' ——, 0, also geniigt es nach
dem Satz von Slutzky, Korollar 10.9, N;* 22 X ~ N (0,02) zu zeigen. Hierfiir werden wir
fiir beliebiges A € R

E[ei)\Nt’;l] n—00 e—iA202/2

zeigen. Mit der Funktion r aus Lemma 15.43 gilt nun

tn tn tn
B[] = [[(1+iA2Z7) - exp ( XNz Zng)).
s=1 s=1 s=1
Wir setzen nun
tn tn tn
T, = [ (1 +irzD), U, := exp ( XNz Y r(Azg))
s=1 s=1 s=1

und zeigen, dass fiir diese Zufallsvariablen die Voraussetzungen von Lemma 15.42 gelten (mit

u=e*7"/2)_ Fiir 1. ist zunfichst wegen (15.10)
tn tn
: n\2 _ 7z n\2 _ 2
w3 2707 = g 2 =0
S= S=

Weiter ist mit C' aus Lemma 15.43

tn tn tn
<C-NDY D zrE <2 IXTP
s=1

>z
s=1

s=1

tn
< CI)3] . n| . n|2 N—oo
<O Wl X7 301X 250,
s=
wobei die Konvergenz aus (15.8) und (15.9) folgt.
Fiir 2. gilt zunichst |T,,U,| = [¢Vin| = 1, woraus bereits die uniforme Integrierbarkeit von
(T,Up)nern folgt. Fiir die uniforme Integrierbarkeit von (7,)ner» definieren wir

J, :=inf {S <t,: Z(Xf)2 > 202} At

r=1
und schreiben
Jn—1 Jn—1
. . 2
Tl = [ 11 +iAZ2]- 11 +iMZY ] < exp (% 3y (X§)2>(1+/\|X}‘n])
s=1 s=1

<exp(A’o?) - (14 A+ max [X7).

Da maxj<s<t, |X7| “="%,1 0, ist insbesondere die Familie (max;<g<y, |X?|)n=1.2.. uniform
integrierbar, woraus die uniforme Integrierbarkeit von (7},)n=12,.. folgt.
Wir kommen nun zu 3., indem wir E[T},] = 1 zeigen. Wegen E[Z]'|F! ;] = 0 fiir alle
s =1,...,t, ist ndmlich
tn
E[T,] = E { [T+ Mzg)]

s=1
—E[(1+AZ})  Bl(1+iAZ5) -+ B[+ AZ0 | F ] | 7| = 1.
Nun folgt die behauptung direkt mit Lemma 15.43. O
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Beispiel 15.44. 1. Seien X1, Xo,... unabhéngige, identisch verteilte, reellwertige Zufalls-
variable mit E[X;] = 0 und endlicher Varianz V[X;] = o2. Bekannterweise ist dann
M™ = (M{)i=0,1,2,... mit

ein Martingal und

M == X ~ N(0,52).
Dies ldsst sich auch mittels Theorem 15.41 zeigen: zunéchst stellen wir fest, dass
Jo T tP(|X1] > t)dt < oo wegen des endlichen zweiten Moments ist. Damit ist P (| X;| >
t) = o(1/t?) fiir t — oo, liisst sich also schreiben als P(|X1| > t) = a(t)/t* mit
a(t) — 1229 (0. Daraus folgt

E[ max | X,|/v/n] = /OOP(maX X, > t/m)dt — /001 L (1= P(Xy| > 1))t

1<s<n 1<s<n 0

:/Oml—(l—af;/ﬁ))ndt nzeo, )

n

wegen majorisierter Konvergenz. Weiter gilt mit dem Gesetz grofler Zahlen, dass

1 n
il Z X2 n—oo, fs o2
n s=1
Also sind die Voraussetzungen von Theorem 15.41 erfiillt.

2. Wir bringen noch ein Beispiel einer Folge von Martingalen, die auf Summen von abhéngi-
gen Zufallsvariablen fithren. Hierfiir erinnern wir an das stochastische Integral aus Defi-
nition 15.14. Seien Y7, Y5, ... unabhénige, identisch verteilte, beschrinkte Zufallsvariable
mit E[Y1] = 0 und V[Y1] = 1 sowie H = (Ht)t=0,1,2,.. und M™ = (M]")¢=012,... gegeben

als .
e

1
Hy= — (Y7 +--+ Y1),

%\

Dann ist
s—1

t
(H- M), = Z

%\

ein Martingal mit
1 1 =
XM= (H - M"Y — (H- M)y = —Y,—— > Y2
t (HM)t (HM)tl \/ﬁtt_lrzlr

(Man beachte, dass (X7, X7, ...) keine unabhéngige Familie ist.) Nun gilt (15.8) wegen
der Beschranktheit von Y7, Y5, ... Weiter berechnen wir
n 1 n 1 s—1 9
D I Al e DI G I

woraus nun (H - M"),, === X ~ N(0,1) folgt.
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15.5 Eigenschaften von Martingalen in stetiger Zeit

Wir werden nun Ergebnisse von Martingalen mit abzéhlbarer Indexmenge auf den Fall einer
iiberabzihlbaren Indexmenge, I = [0, 00), iibertragen. Zentral ist hierbei Theorem 15.45, in
dem wir sehen werden, dass es zu sehr vielen Sub-Martingalen eine rechtsstetige Modifikation
gibt.

Theorem 15.45 (Regularisierung von Martingalen in stetiger Zeit). Sei I = [0, 00)
und X = (Xy)ier ein Sub-Martingal. Weiter ist Y = (Yi)erng mit Vi = Xy firt € INQ.
Dann gilt mit (Gi)ier aus Lemma 14.25.

1. Es gibt eine Nullmenge N, so dass Y;" = limg ¢ Y; fiir alle t € I aufSerhalb N existiert.
Der Prozess Z = (Zt)ie; mit Zy = 1NcY;+ ist ein (Gi)rer-Sub-Martingal.

2. Falls (Fi)ier rechtsstetig ist, dann hat X genau dann eine Modifikation mit Pfaden in
Dr([0,00)), wenn t — E[X{] rechtsstetig ist.

Beweis. Da (|)|)ierng ein Sub-Martingal ist, ist sup,«, E[|Y;|] < oo fiir 7 < co. Also gibt es
nach Theorem 15.28 fiir jedes ¢ € I die Grenzwerte Y;1,t € I auBerhalb einer Nullmenge N.
Damit ist (Z;)e; mit Z; = 1ycY;" rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwerten. Aufierdem ist
Z; messbar beziiglich o(F;, N)T,t € I.

Wir zeigen nun, dass (Z;)ie; ein Sub-Martingal ist. Seien s < ¢t und s, | s, sowie
tn 4 t (und s, < t, n = 1,2,...). Dann gilt offenbar Y; & < E[Y; |Fs, ] fur alle m,n. Da-
mit gilt Z; < E[Y;, |Fs+] nach Theorem 15.35. Da sup,, E[Y;,] < oo, ist das Sub-Martingal
(Y%, )n=1,2,... nach Theorem 15.36 gleichgrading integrierbar mit Y3, LA 75,01 Zt, und damit

n—oo

E[}/tn|‘F5+] 7 fs,L1 E[Zt’f5+]' Daraus fOIgt Zs < E[Zt|-/rs+] = E[Zt|gs]'
2. Mit derselben Notation ist fiir ¢ € I und ¢, | t mit ¢1,%9,... € Q,

ElX,, | =E[Y,], X <E[}Y,[FA]

Wegen t,, | ¢ ist limg); E[X,] = E[Z;]. Weiter ist wegen der Rechtsstetigkeit von (F;)¢c; und
Theorem 15.36 X; < E[Z;|F;| = Z;. Falls X eine rechtsstetige Modifikation besitzt, dann
ist Z; = X, fast sicher, und damit lim,;; E[X,] = E[X}], also t — E[X{] rechtsstetig. Ist
andererseits ¢t — E[X}] rechtsstetig, so folgt E[|Z; — X;|] = 0, und damit Z; = X; fast sicher.
Damit ist (Z;)er eine rechtsstetige Modifikation von X. O

Bemerkung 15.46 (Ubliche Bedingungen). Sei I = [0,00). Im Folgenden werden wir
immer annehmen, dass die Filtration (F3):>¢ rechtsstetig und vollstindig ist. Weiter zeigt
Theorem 15.45, dass es unter diesen Annahmen zu jedem Sub-Martingal X eine Modifikation
mit Pfaden in Dg(]0,00)) gibt, falls ¢t — E[X;] rechtsstetig ist. Dies wollen wir ebenfalls an-
nehmen, und von jedem Sub-Martingal immer diese Modifikation mit Pfaden in Dg([0, c0))
nehmen. All dies werden wir zusammen fassen und sagen, dass wir unter den blichen Bedin-
gungen arbeiten.

Theorem 15.47 (Martingalkonvergenzsitze fiir kontinuierliches I). Sei I C [0,00)
ein Intervall. Unter den tblichen Bedingungen gelten die Aussagen von Lemma 15.24, Propo-
sition 15.25, Lemma 15.27, Theorem 15.28, Korollar 15.29, Theorem 15.31, Theorem 15.32,
Theorem 15.35 und Theorem 15.36 entsprechend.
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Beweis. Man beachte, dass alle Aussagen bereits im Falle abzéhlbarer Indexmenge, also z.B.
I NQ, gezeigt wurden. Alle Aussagen folgen im kontinuierlichen Fall, weil unter den iibli-
chen Voraussetzungen der Prozess X' = (Xy)ier, sowie alle seine Grenzwerte, eindeutig aus
(X¢)terng und dessen Grenzwerten konstruiert werden kann. O

Alle Martingalkonvergenzsitze sind nun auch fiir den Fall kontinuierlicher Indexmenge gezeigt.
Es folgen noch die Aussagen des Optional Sampling (Theorem 15.21) und Optional Stopping
Theorems (Proposition 15.18) im kontinuierlichen Fall.

Theorem 15.48 (Optional Sampling Theorem im kontinuierlichen Fall). Sei I C
[0,00) ein Intervall, S < T fast sicher endliche Stoppzeiten und X = (X¢)ier ein Sub-
Martingal. Ist entweder T' beschrinkt oder X gleichgradig integrierbar, so ist Xt integrierbar
und Xg > E[X7|Fs]. Auflerdem gilt Lemma 15.22 auch fir I = [0,00).

Beweis. Ohne Einschréankung ist I = [0, 00). Sei S), := 27"[2"S+1] und T}, := 27"[2"T+1], so
dass Sy, | Sund T;, | T wie in Proposition 14.28. Mit Theorem 15.21 folgt X5, < E[X7,|Fs,.]
fiir alle m > n. Mit m — oo und Theorem 15.35.2 folgt

Xs < E[XT,|Fs] (15.11)

Ist T fast sicher beschrinkt, so ist ..., X7, X7, ein Sub-Martingal mit inf, E[X7,] > —oc.
Also handelt es sich nach Theorem 15.36 um ein uniform integrierbares, fast sicher und in L'
gegen X7 integrierbares Sub-Martingal. Nun folgt die Aussage aus (15.11) mit m — co.

Ist X uniform integrierbar, dann konvergiert nach Theorem 15.31 (bzw. Theorem 15.47)
t—»00

X —— s 11 Xoo mit integrierbarem Xoo. und es gilt X < E[Xoo| Fs].

Wie oben ist zundchst Xg < E[X7, |Fs], und das Sub-Martingal ..., X7,, X7, konvergiert
fast sicher und in L' gegen X7. Also gilt die Aussage wieder wegen (15.11).

Der Beweis von Lemma 15.22 gilt unverédndert. 0

Korollar 15.49 (Optional Stopping im kontinuierlichen Fall). Sei I C [0,00) ein In-
tervall und X = (Xi)ier ein (Sub, Super)-Martingal und T eine fast sicher endliche Stoppzeit.
Dann ist XT = (X7at)eer ein (Sub, Super)-Martingal.

Beweis. Das Korollar folgt mit dem Optional Sampling Theorem, da T'A s < T A t, also
X1ns S E[X7a| Frns) < B[ X7pae|Fsl. O

16 Markov-Prozesse

Die einfachsten stochastischen Prozesse X = (X;);es sind die, bei denen X eine unabhéngige
Familie ist. Wir kommen nun zur zweit-einfachsten Abhéngigkeits-Struktur, die bei stocha-
stischen Prozessen auftritt. Unter einem Markov-Prozess X verstehen wir einen Prozess, bei
dem zur Zeit ¢t der zukiinftige Verlauf nur von X; abhéngt, jedoch nicht von (Xg)s<¢. Mit
anderen Worten: (Xg)gs¢ und (Xg)s<¢ sind unabhéngig gegeben X;.

Viele der bereits eingefiihrten stochastische Prozesse sind Markov-Prozesse und werden in
diesem Abschnitt als Beispiele dienen. Im ganzen Abschnitt sei (E,r) ein vollstdndiger und
separabler metrischer Raum.
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16.1 Definition und Beispiele

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der bedingten Unabhéngigkeit aus Abschnitt 12.4
benotigen; siehe auch Beispiel 12.13. Schlieflich sind Markov-Prozesse solche, bei denen
die Zukunft — gegeben die Gegenwart — nicht von der Vergangenheit abhéngt. Nach der
Einfithrung von Markov-Prozessen und einigen Beispielen werden wir in Theorem 16.5 fest-
stellen, wann Gauss’sche Prozesse Markov sind. Ein zentraler Begriff werden Markov-Kerne
,uift darstellen, die gerade die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei Zeitpunkten s
und ¢ beschreiben. Formal dquivalent fithren wir Operatoren Tsﬁ ein, die angeben, wie sich
Erwartungswerte von Funktionen f(X;) im Laufe der Zeit &ndern.

Definition 16.1 (Markov-Prozess). Sei (F;)ier eine Filtration und X = (Xy)ier ein ad-
aptierter stochastischer Prozess.

1. Der Prozess X heifit Markov-Prozess, falls Fs unabhingig von X; ist gegeben X, s < t.
Das heiftt, es gilt fir A € B(E) (siehe Proposition 12.17)

P(X, € A|F,) = P(X, € A|X,) (16.1)

oder dquivalent dazu

E(f(X0)|Fs) = BE(f(X)|Xs)
fiir alle messbaren und beschrdinkten f: E — R.

2. Die Markov-Kerne (oder Ubergangskerne) uﬁft (von E nach E) von X sind durch
pe(Xs, B) = P(X; € B|X,) = P(X; € B|F,)

gegeben.

3. Sei B(E) (nicht nur die Borel’sche o-Algebra auf E, sondern auch) die Menge der
beschrinkten, messbaren Funktionen f : E — R. Dann definieren wir fir s < t den
Ubergangsoperator

. [B(E) —B(E)
BONF s e s BAX)IX. = = [ sw.

4. Fir Markov-Kerne u,v von E nach E setzen wir auflerdem einen Markov-Kern von E
nach E? durch

(:u’ ® I/)(.f,A X B) = /M(x7dy)y(y7dz)ly6A,z€B

und einen Markov-Kern von E nach E durch

(), A) = (1 v)(x, E x A).

Bemerkung 16.2 (Interpretationen). 1. Genau wie bei Martingalen wird die Markov-
Eigenschaft beziiglich einer Filtration (F;):er formuliert. Im folgenden werden wir jedoch
immer F; = o((X;)s<t) setzen, t € 1.
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16 Markov-Prozesse

Wir wollen die Ubergangskerne (ugt) s<t als regulére Versionen der bedingten Erwar-
tung von X; gegeben X, interpretieren. Dies ist moglich, da E Polnisch ist und nach
Theorem 12.22 dann die regulére Version der bedingten Verteilung existiert.

Den Ubergangsoperator T,  interpretiert man am besten so: Gegeben sei eine Funktion
S und f(X) sei bekannt. Dann ist (T3, f)(X,) die Erwartung von f(X;) bei Start in
Xs. Diese hiangt natiirlich vom Wert X ab, also ist T;ft f eine Funktion in Xj.

Zur Interpretation der Markov-Kerne Mgt ® ufu und ugtu?;u fir s <t < wu sei folgendes
bemerkt: Es ist u;"ft ® ufu(w,A x B) die Wahrscheinlichkeit, gegeben X, = z, dass
sowohl X; € A und X, € B ist. AuBerdem wird unter ug‘ftuffu der Zustand zur Zeit
t ausintegriert, d.h. pg tutu( B) ist die Wahrscheinlichkeit, gegeben X = x, dass
X, € B. (Diese muss natiirlich im Falle eines Markov-Prozesses gleich i, (, B) sein;
siehe auch die Chapman-Kolmogorov Gleichungen in Korollar 16.16.)

Beispiel 16.3 (Markov-Ketten). (Siehe auch Beispiel 6.10.) Markov-Prozesse X = (X;)er
mit hochstens abzihlbarem Zustandsraum FE heiflen Markov-Ketten. Ist auBlerdem I =
{0,1,2,...}, so ist der Ubergangskern :“t),(t+1 durch eine Matrix P11 = (pt,i41(2,Y))2yeE
gegeben, so dass

und

Priv1(z,y) = P(Xip1 = y| Xy = o)

Mtt+1 z, A) Zptt+1 (z,y).

Weiter ist hier

und

yeA
(751 ® B e2) (@ A X BY = > prapa (@, 9)pig142(y, 2)
yc€A,zeB
(Hf¢+1ﬂﬁ1,t+2)($ A) Z Pri+1 (2, Y)Pr1+2(Ys 2).-
yeE,zeA

Fiir den Ubergangsoperator (Tth) s<t lasst sich f : E — R beschrénkt als Vektor schreiben,
namlich als f = (f(2))zer und damit ist

(Tt irf)(@ Zut (@, dy) fy) = Zpt,t+1($7y)f(y)v

yek yeR

also entspricht die Anwendung von Ttﬁ 41 auf f einer Multiplikation der Matrix p;;y1 mit
dem Vektor f.

Beispiel 16.4 (Summen und Produkte unabhiingiger Zufallsvariablen etc.).

1.

Seien X1, Xo, ... reellwertig, fast sicher endlich und unabhingig. Dann sind § =
(St)t=0,1,2,... mit Sy = Zs 1 X5 and auch & = (S¢)¢=0,1,2,.. mit Sy = HS 1 Xs Markov-
Prozesse. Es gilt namlich beispielsweise fiir A € B(R)

P(St+1 S A’ft) = /P(St cA— $,Xt+1 S d.%’]:t)

= /1St€A—$P(Xt+1 € dl’) = P(St+1 S A|St)
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In diesem Fall ist
Nf,t+1(957 A)=P(Xi41 € A—2x)

und

(T30 /) (@) = E[f (& + Xi41))-

2. Sei X = (X¢)s>0 ein Poisson-Prozess mit Intensitit A. Dann sind (X¢);>0 sowie (X f))e>0
fiir jede wachsende Funktion f Markov-Prozesse, genau wie (X; — At)i>0. Allerdings ist
(X? — )\fg(2Xr + 1)dr)s>0 kein Markov-Prozess; siche auch Beispiel 15.4. (Fiir den

letzten Prozess sei bemerkt: angenommen X7 — \ fg(QXr + 1)dr = x, fillt der Prozess
linear mit Steigung A(2X; + 1) ab. Allerdings ist diese Steigung keine Funktion von z.)

Betrachten wir den Poisson-Prozess X. Hier sind die Markov-Kerne fiir z € {0, 1,2, ...}
gegeben als

(g (A(E = 5))E®
RN DR e
keAn{z,z+1,..} )

und der Ubergangsoperator fiir f : {0,1,2,...} — R beschriinkt ist

00 s k
@) = 3 e N QO g B+ P,

|
— k!

wobei P eine Poisson-verteilte Zufallsvariable ist mit Parameter A(t — s).

3. Sei X = (X;)i>0 eine Brown’sche Bewegung. Dann sind sowohl (uX¢)i>0, als auch
(nX? — pt)i>o als auch (exp(uX; — p?t/2))i>o fiir p € R Markov-Prozesse (sowie Mar-
tingale nach Beispiel 15.5). Beispielsweise ist

PIXZ —u < z|F] =P[(Xu — Xi)? +2(Xy — X)Xy + X}? < u+ 2| F)]
=P[(X, — X¢)? +2(Xu — X)) X; + X2 <u+2|Xy] = P[X2 —u < 2] Xy].

u

Betrachten wir die Brown’sche Bewegung X'. Thre Markov-Kerne ist gegeben durch

2

(. A) = “’( —2)

1
V2m(t—s) /Aexp<— 2 t—s))dy

und der Ubergangsoperator fiir f € B(R)

2
(T F) (@) L) fa+ y)dy = EBlf (@ + VE—s2)],

=/ ol
2t —3) / Pl a0y
wobei Z eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist.

Theorem 16.5 (Gauss’sche Markov-Prozesse). Sei X = (X¢)i>0 ein Gauss’scher Pro-
zess. Genau dann ist X Markov, falls

COV(X,, X,) V(X;) = COV(X,, X;) - COV(X,, X,) (16.2)

fir alle s <t <.
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Beweis. Durch Subtraktion der Erwartungswerte kénnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass E[X;] = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. Wir bemerken, dass (falls V(X;) > 0)
mit

COV (X, Xu)

X' = X,
V(Xt)

u

Xt

gilt, dass COV (X!, X;) = 0. Also sind X, und X; unabhéngig (und die gemeinsame Ver-
teilung eine Normalverteilung). Im Falle V(X;) = 0 setzen wir X! = X, woraus dasselbe
folgt.

Sei zundchst X Markov und s < ¢t. Dann ist X, von X,, unabhéngig gegeben X, also ist
auch X, von X/ unabhiingig gegeben X;. Da auch X; und X/ unabhiingig sind, folgt

P(X, € A, X! € B) =E[P(X, € A|X;) - P(X| € B|X})]
= E[P(X, € A|X,) -P(X. € B)]=P(X, € A) - P(X, € B)

und damit sind X und X unabhiingig. Damit gilt

COV(X;, X))

0= COV(X,,X,) = COV(X,, X,) — VZ
t

COV(X,, X})
und (16.2) folgt.

Andersherum erfiille X die Gleichung (16.2). Dann ist (mit derselben Rechnung wie eben)
X unabhéngig von X, fiir alle s < ¢. Damit ist X/ unabhéngig von F; = 0((Xs)s<¢) und es
folgt

P(X, € AlF) = /P(X; € do, COPEENI X, € A - m|}'t)

V(X0
- /P(X; € dz, SO X, € A - xth)
= P(X, € A|X)).

O]

Beispiel 16.6 (Beispiele Gauss’scher Markov-Prozesse). 1. Wir haben schon ge-
zeigt, dass eine Brown’sche Bewegung X ein Markov-Prozess ist. Zur Sicherheit sei
hierzu noch bemerkt, dass in diesem Fall fiir s <t < wu

COV (X,,X,) - V(X;) = st = COV(X,, X;) - COV (X3, X,,).

2. Eine fraktionale Brown’sche Bewegung mit Hurst-Parameter A ist ein Gauss’scher Pro-
zess X = (X¢)i>0 mit E[X;] =0, ¢> 0 und

COV(X,, X,) = %(t% b8 (t = 5)2hy.

Wie man leicht nachrechnet, ist dies nur fiir h = % ein Markov-Prozess. Dann ist X die

Brown’sche Bewegung.
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3. Sei X = (X)i>0 eine Brown’sche Bewegung und J = (Y;);¢(0,1] gegeben als V; = X; —
tX1. Dann heifit ) Brown’sche Briicke; siehe auch Abbildung 16.1. Esist E[Y;] = 0,£ > 0
und s <t

COV (Y., V) =COV (X — sX1, Xy —tXq) =s—2st + st = s(1 —1).
Damit gilt fiir s <t <wu
COV(Y,,Y,) - V(¥i) = s(1 — u)t(1 - t) = COV(Y,,¥;) - COV(Y;, Yy,

also ist die Brown’sche Briicke ein Markov-Prozess.

(A) (B)
0 ©
o ©
7 o |
<
v | o 7
—i
- ~N
X o >o
=] <
S -
0
o 7 _
o | <
o o -
I T T T T I ! I T T T T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t t

Abbildung 16.1: (A) Der Pfad einer Brown’schen Bewegung X' = (X;)c[0,1]- (B) Der
entsprechende Pfad der Brown’schen Briicke J = (Y;)¢cjo,1) mit Y; = X; — X;.

Die verbale Beschreibung von Markov-Prozessen besagt, dass der zukiinftige Verlauf des Pro-
zesses unabhéngig von der Vergangenheit ist, gegeben die Gegenwart. Jedoch wird in Defi-
nition (16.1) nur gefordert, dass einzelne Zeitpunkte der Zukunft unabhéngig von der Ver-
gangenheit sind, gegeben die Gegenwart. Dass dies in der Tat mit der verbalen Beschreibung
iibereinstimmt, wird nun gezeigt.

Lemma 16.7 (Erweiterte Markov-Eigenschaft). Sei X = (X;)ic; ein Markov-Prozess.
Dann ist (Xy)u>t unabhingig von Fi gegeben X

Beweis. Seient =ty <t <..<ty, €I und Ay,..., A, € E. Dann gilt
P(Xto S AO,..., th S An|Ft) = E[]'XtOEAm . 1th_1€An—1 . E[]-thGAn|ftn71”ft]
= E[lXtOEon s 1th,1 €Ap—1 " E[lthEAn|th—1]|Ft]

= E[lXt0€A07 X 1th,2€An72 ) E[lth,leAnflE[lthGAn‘thfl”}—tnﬂ] | Ft]

=E[lx, e, 1Elx,, eanlXt, 1, Xe, 5] Xe, o]

:E[lxtn71 €Ap—1 .1th EAn ‘th72}

== E[lxtoerE[1X1€A17 ) 1th€An’Xto”‘Ft]
= E[lXtOEAm ceey 1th€An’Xt] = P[Xto S A(), ...,th S An’Xt],
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wobei wir Proposition 12.17 verwendet haben. Damit ist gezeigt, dass (Xi,,..., Xs,) un-
abhéngig von F; ist gegeben X, also die Unabhéngigkeit auf Zylindermengen {X;, €
A, ..., X1, € An}. Dies erweitert man mittels eines Argumentes mit einem Dynkin-System zu
allen Mengen in o((Xy)u>t)- O

Ein besonderer Fall ist der eines Markov-Prozesses, der rdumlich homogen ist. Dieser verhélt
sich immer gleich, unabhéngig wie sein momentaner Wert ist. Solche Prozesse haben wir auch
schon kennen gelernt, etwa die Brown’sche Bewegung und der Poisson-Prozess. Aquivalent
dazu ist es, dass der Prozess unabhéngige Inkremente hat, wie Lemma 16.9 zeigt.

Definition 16.8 (Ridumlich homogener Markov-Prozess).
Sei E eine Abelsche Gruppe.

1. Ein Markov-Kern von E nach E heif$t homogen, falls u(x, B) = u(0, B — x) fir alle
x € E und B € B(E) gilt. (Hierbei ist B—x={y—x:y € B}.)

2. Ein Markov-Prozess X heifst rdumlich homogen, falls die Markov-Kerne ,u;‘ft homogen
sind, s < t.

3. Ein Markov-Prozess X = (X¢)i>0 hat unabhdingige Inkremente, falls X; — X unabhingig
von Fy ist, s < t.

Lemma 16.9 (Homogeneitéit und unabhingige Inkremente). Sei X = (X;)ier ein
Markov-Prozess mit Zustandsraum E, wobei E eine Abelsche Gruppe ist. Der Prozess X hat
genau dann unabhdngige Inkremente, wenn X rdumlich homogen ist. In diesem Fall ist die
Vervollstindigung der Filtration (Fi)e>o0 mit Fr = o((Xs)s<t) rechtsstetig.

Beweis. Sei zunéichst X ein riumlich homogener Markov-Prozess, also pu (z, B) = p2,(0, B—
x) fiir alle z € F und B € B(F). Dann gilt

P(X; — X; € B|F;) =P(X; € Xy + B|Fs) = ps(Xs, Xs + B) = ,uift(O,B).

Damit ist X;— X, nach Lemma 12.12 unabhéingig von Fj, also hat X unabhingige Inkremente.
Andersherum habe X unabhingige Inkremente. Dann ist (X; — Xj)i>s ebenfalls ein
Markov-Prozess mit denselben Markov-Kernen und es gilt

piay (X, B) = P(X; € B|F;) = P(X; — X; € B — X,|Fs) = p2y(0, B — X,).

Wir kommen nun zum zweiten Teil der Aussage, der Rechtsstetigkeit der von X erzeugten
Filtration. Sei t € I und u1,us, ... € I mit u, | t. Ohne Einschrdnkung nehmen wir an, dass
F; vollstindig ist. Wir miissen zeigen, dass F;” = (", Fu, = F¢. Zunichst ist (F,Gi, G, ...)
mit G, = 0(Xu,_, — Xu,) eine unabhiingige Familie. Es ist ;" unabhiingig von (Gi, ..., Gy)
fiir jedes n. Sei A € F,". Dann ist nach Proposition 12.17

P(A|F) = P(A|F,G1, ... Gn) —25 14

fast sicher wegen Theorem 15.35 und weil 14 messbar ist beziiglich o(F:, G1,.Ga, ...). Insbe-
sondere folgt, da F; vollstédndig ist, ]-"t+ CF C .7-'t+ . O
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16.2 Starke Markov-Prozesse

Bei Martingalen haben wir das Vorgehen kennen gelernt, dass eine Eigenschaft, die fiir feste
Zeiten gilt (z.B. X, = E[X{|F]) auf Stoppzeiten iibertragen wird. (Dies fiihrte etwa zum
Optional Sampling Theorem, also Xg = E[Xp|Fg] fiir fast sicher beschrinkte Stoppzeiten
S<T.)

Die Markov-Eigenschaft ist zunéchst wieder eine Eigenschaft fiir feste Zeitpunkte, die man

z.B. schreiben kann als
P(Xsy € AlFs) = N?js+t(Xs’A)~

Das Ersetzen der festen Zeit s in der letzten Gleichung durch eine Stoppzeit S fithrt zu starken
Markov-Prozessen. Die meisten hier behandelten Prozesse gehoren zu dieser Klasse, jedoch
bildet Beispiel 16.14 eine Ausnahme.

Definition 16.10 (Starker Markov-Prozess). Sei X = (X;)icr ein Markov-Prozess mit
erzeugter Filtration (Fi)icr und progressiv messbar. Weiter sei S eine (Fy)ier-Stoppzeit. Dann
hat X die starke Markov-Eigenschaft bei S, falls

P(Xsi: € AlFs) = ﬂ§5+t(X5'7A)
fir A € B(E) oder dquivalent dazu

E[f(Xs)|Fs] = (T f)(Xs)

fir f € B(E) gilt. Weiter heifst X starker Markov-Prozess, falls X die starke Markov-
Eigenschaft bei allen fast sicher endlichen Stoppzeiten hat.

Proposition 16.11 (Stark Markov bei diskreten Stoppzeiten). Sei X = (Xi)ier ein
Markov-Prozess mit erzeugter Filtration (Fi)icr und progressiv messbar. Weiter sei S eine
fast sicher endliche (Fi)ier-Stoppzeit, die nur diskrete (also insbesondere nur abzdihlbar viele)
Werte annimmt. Dann hat X die starke Markov-Eigenschaft bei S.

Ist insbesondere I diskret, so hat jeder Markov-Prozess X auch die starke Markov-
FEigenschaft.

Beweis. Sei {s1, s2,...} der Wertebereich von S und f € B(E) sowie A € Fg. Dann ist (da
der Wertebereich von S diskret ist) AN {S = s;} € Fs, und

E[f(Xs), A Z E[f(Xst), AN{S = s;}]
—ZE Xoi4t), AN{S = s;}]
= Z E[E[f(Xo+0)| X, AN{S = s:}]
= Z Bl(Ts,s0+4)(Xs), AN {S = 5i)]
= Z E[(Ts,540f)(Xs), AN {S = 5.}]

= E[(Ts,54f)(Xs), A].

Da (Ts s++f)(Xs) nach Fg-messbar ist, folgt die Behauptung. O
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Theorem 16.12 (Stark Markov bei stetigem Ubergangsoperator). Sei X = (X;)ics
ein Markov-Prozess mit erzeugter Filtration (F;)icr mit rechtsstetigen Pfaden. Ist Té(tf stetig

fir f € Cy(E) und s +— T;fs_i_tf stetig fir alle f € Cy(E) (beziiglich der Supremumsnorm auf

Co(E)), dann ist X ein starker Markov-Prozess.

Beweis. Zunéchst ist nach Lemma 14.32 der Prozess X progressiv messbar. Sei S eine fast
sicher endliche Stoppzeit, die wir nach Proposition 14.28 durch Stoppzeiten Si,.Ss,... mit
S, | S approximieren, so dass S,, nur diskrete Werte annimmt, n = 1,2, ... Dann gilt wegen
der Rechtsstetigkeit der Pfade von X, dass Xg, UmisN's s fast sicher und fiir f € Cp(F) ist

E[f(Xs+)|Fs] = T}LHQOE[E[f(Xan)’]:Sans]
= lim E[(T5, s,1.f)(Xs,)|Fs]
= E[(T5s+/)(X3)|Fs] = (T§54/)(Xs),
wobei die Stetigkeitsvoraussetzungen im dritten Gleichheitszeichen eingegangen sind. O

Beispiel 16.13 (Poisson-Prozess und Brown’sche Bewegung sind stark Markov).

1. Sei X = (X¢)¢>0 ein Poisson-Prozess mit Intensitét A > 0. Dann ist X stark Markov,

denn:
Nach Beispiel 16.4.2 ist (T35 f)(z) = E[f(z + P)], wobei P ~ Poi(A(t — s)). Damit ist
s Ts)fs 1+ konstant. Weiter ist  — (155 ,,f)(z) messbar und wegen der diskreten

Topologie auf {0,1,2,...} auch stetig. Die starke Markov-Eigenschaft folgt damit aus
Theorem 16.12.

2. Sei X = (X})1>0 eine Brown’sche Bewegung. Dann ist X stark Markov, denn:
Nach Beispiel 16.4.3 ist (T3%f)(z) = E[f(z 4+ t — sZ)], wobei Z ~ N(0,1). Damit
ist s — 12X, f konstant und z (Tfs 1f)(x) stetig. Wieder folgt die starke Markov-

s,8

Eigenschaft aus Theorem 16.12.
Es ist gar nicht so einfach, nicht-starke Markov-Prozesse anzugeben. Hier jedoch ein Beispiel.

Beispiel 16.14 (Ein nicht-starker Markov-Prozess). Sei T' ~ exp(1)-verteilt. Weiter
definieren wir den stochastischen Prozess X = (X¢)i>0 mit

X =0t-T)"
und Vervollstdandigung der kanonischen Filtration (F;);>0. Dann ist fiir f € B(R)

E[f((t—T)%)], falls X, =0,

E[f(Xs+t)|F3] = {f(fE + t)7 falls Xs > 0.

Insbesondere hingt die rechte Seite nur von X ab und damit ist X ein Markov-Prozess mit
Ubergangsoperator

(T f (@) = Lo B[f (= T) )] + Losof(z + 1)

Betrachte nun die zufillige Zeit S = inf{t : X; > 0} (also S = T'). Nach Proposition 14.30.2
ist T' eine Optionszeit und damit, da {T" = t} eine Nullmenge und F; vollsténdig ist, {7 <
t} ={T <t} U{T =t} € F;. Damit ist T eine (F;);>0 eine Stoppzeit. Nun gilt

E[f(Xs+1)|Fs] = f(t),



16.3 Verteilung von Markov-Prozessen 189

da S nach Fg-messbar ist und Xg4; = t fast sicher gilt. Andererseits ist Xg = 0 und damit

(T554:/)(Xs) = (T5,54:/)(0) = E[f((t = T)*)].
Da die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen fiir viele f € B(E) nicht iibereinstimmen,
ist X kein starker Markov-Prozess.
16.3 Verteilung von Markov-Prozessen

Fiir einen Markov-Prozess X stellen die Markov-Kerne ,uift sowie die Ubergangsoperatoren
T;‘ft ein wichtiges Werkzeug dar. Wir werden in Theorem 16.17 lernen, dass eine Konsistenz-
Bedingung (die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen, siehe Korollar 16.16) nicht nur notwendig
sondern auch hinreichend fiir eine Familie von Markov-Kernen ist, um Markov-Kerne fiir einen
Markov-Prozess zu sein.

Lemma 16.15 (Endlich-dimensionale Verteilungen). Sei X = (X;)ier ein Markov-
Prozess mit Xy ~ vi¥ fiir Verteilungen v* auf E und Markov-Kernen (U;\jt)sgt- Dann gilt
fiirtg < -+ < tn

(Xtm ...th) ~ V{g &® /J/g’g’tl Q- Q& ,Uz;:_htn
und
P((Xtu "'7th) € "fm) = (:u;g,tl K :ut)i_l,tn)(Xtoa )

Beweis. Der Beweis der ersten Formel erfolgt mittels Induktion. Fiir n = 0 ist die Aussage
klar. Gilt sie fiir ein n, so gilt fiir f € C,(E""2)

E[f(Xtor“ﬂ th+1)] = E[E[f(Xtoa sy th+1)"Bn]]

= E[/f(Xtou -"7thaJUn-i-l)MZ\;,thrl(thydl‘n—‘rl)}

_ /Vgg @ uk ® @ o (A2, s din 1) (@0 Tns)

also gilt die erste Formel fiir n + 1. Fiir die zweite Formel bemerken wir, dass die rechte Seite
Xy,-messbar ist. AuBlerdem gilt mit Lemma 16.7

P((ti "'7th) € '|~Ft0) = P((thv "‘ath) S '|Xt0)
sowie fiir A € B(E) und B € B(E™) mit der ersten Formel

Ell(x,,,..x:,)eB: Xtg € A = P((Xyg, ..., X1,,) € AX B)
— /A v (dn) (i oy © @ 4 (0 B) = By, © - @ 4 )(Xios B), Xog € A,

woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 16.16 (Chapman-Kolmogorov Gleichungen). Sei X' ein Markov-Prozess mit
Xy ~ v¥ fiir Verteilungen v;¥ auf E, Markov-Kernen (uft)sgt und Ubergangsoperatoren

(Tsﬁ)sgt' Dann gilt fiir s <t <wu

Loy = M, (16.3)
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und fir f € B(E)

(T (T3 ))(Xs) = (T ) (Xs) (16.4)
v¥ -fast sicher.
Beweis. Nach Proposition 16.15 gilt fiir v*-fast alle X fiir A € B(E)

e (Xs, A) = P(X, € AlF,) = P((Xy, X,) € E x A|F,)
= (13 @ ) (X, B x A) = (nd i, (Xs, A)

sowie fiir f € B(FE)

= B[(T7)(X0)|Fs] = (T30 f) (Xs)-

O

Klar ist, dass es zu jedem Markov-Prozess die Markov-Kerne (p;)s<; gibt. Andersherum
zeigen wir nun, dass es zu jeder Familie von Markov-Kernen (ps)s<¢, die den Chapman-
Kolmogorov Gleichungen geniigt, einen Markov-Prozess gibt.

Theorem 16.17 (Existenz von Markov-Prozessen).
Sei I eine Indexmenge mit minI = 0, vy ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf E. Dann gilt:

1. Ist (psyt)s<t eine Familie von Markov-Kernen mit fusifiey = frsu fir alle s < t <
u. Dann gibt es einen Markov-Prozess mit Startverteilung vo und Ubergangskernen
(Ns,t)SSt'

2. Ist (Tst)s<t eine Familie von Ubergangsopemtoren mit Ts (Tt = Ts o fiir alle s <t < u.
Dann gibt es einen Markov-Prozess mit Startverteilung vo und Ubergangsoperatoren
(Ts,t)sgt-

Beweis. Gegeben (fis+)s<+ rechnet man leicht nach, dass

(Tusf)(x) = / e, dy) £ (4)

mit f € B(E) eine Familie von Ubergangsoperatoren (T )s<; definiert, der genau dann (16.4)
erfiilllt wenn (ps¢)s<¢ die Bedingungen (16.3) erfiillt. Ist andersherum (7s;)s<; gegeben, so
definiert

psp(2, A) = (Ts1a) ()

eine Familie von Markov-Kernen, die genau dann (16.3) erfiillt wenn (7s;)s<¢ die Bedin-
gung (16.4) erfiillt. Deshalb geniigt es, 1. zu zeigen. Hierfiir definieren wir zunéchst die Mafle
fir t1 < ... <ty mit {t1, ...t} €1

Vb1 ety = VOOt © Myt @ - @ Htyy b, -
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Um zu zeigen, dass (th,n-,tn){tl,...,tn}@I eine projektive Familie ist sei J = {¢1,...,t,} und
H = {tl, ...,tk_l,tk+1, ...,tn}. Dann ist fiir B = B1 X oo X Bk:—l X Bk:—i—l X oo X Bn S B(EH)

(m)vs(B) = vy((niy) " (B))
= (LoH0t @ Pty @+ it y,t,)(B1 X -+ X By X B X Byy1 X -+ X By)
= (VO,UO,tl @ fiy by @ - C Pt Mottt ® Htpyq,tiga & - '/‘tnq,tn)(B)
= (VOMO,t1 @ oty ty @ - Pt bk ® Htgqq g & - 'Mtnﬂ,tn)(B)
=vy(B).

Nach Theorem 6.24 gibt es einen Prozess X = (X;);er mit den endlich-dimensionalen Vertei-
lungen (v7)jer und Startverteilung 1. Es bleibt zu zeigen, dass X ein Markov-Prozess ist.
Hierfiir sei A € B(E”) fiir ein J € I und maxJ = s < t sowie B € B(E). Dann gilt

P((X;)res € A, Xy € B) = vy (A x B) = Elus (X, B), (X )res € Al
Ist (Fi)ier die von X erzeugte Filtration, so gilt also fiir A € F;
P(X; € B, A) = E[us(Xs, B), A

Aus der Definition der bedingten Erwartung lesen wir ab, dass P(X € B|Fy) = pus+(Xs, B) =
P(X; € B|Xj). Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 16.18 (Verteilung von Markov-Prozessen). Sei v und (jis+)s<¢ wie in Theo-
rem 16.17. Dann gibt es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P, auf B(E)!, so dass P, die
Verteilung des Markov-Prozesses mit Ubergangskernen (ps,t)s<t und Anfangsverteilung v ist.
Weiter definiert = — P, := Ps_ einen Ubergangskern von E nach B(E)! und es gilt

P, = / v(dz)P,.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass P,(A) = [v(dz)P,(A) fiir Zylindermengen A gilt.
Wie iiblich erweiter man diese Aussage auf alle A € B(E)!. O

16.4 Halbgruppen und Generatoren

Eine besondere Rolle spielen zeitlich homogene Markov-Prozesse. Bei diesen hingt ,uift nur
von der Zeitdifferenz t — s ab.

Definition 16.19 (Zeitlich homogener Markov-Prozess und seine Halbgruppen).
Sei I abgeschlossen unter Addition. Ein Markov-Prozess X heifit zeitlich homogen, falls
es eine Familie von Markov-Kernen (ug)ier gibt mit ugt = Wi—s. Dann schreiben wir auch
p = py und bezeichnen (u)icr als Ubergangshalbgruppe??.
Dies ist (natiirlich) genau dann der Fall, wenn es eine Familie von Ubergangsoperatoren
(Ty)eer gibt mit T3, = Ty_s. In diesem Fuall schreiben wir T;* = Ty und bezeichnen (T )ier
als Operatorhalbgruppe.

ZEine Halbgruppe ist ein Paar (I,*), wobei * eine zweistellige, assoziative Verkniipfung auf I ist.
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Bemerkung 16.20 (f)’bertragung auf zeitlich homogene Markov-Prozesse). Sei X
ein zeitlich homogener Markov-Prozess mit Ubergangs- und Operator-Halbgruppe (1% )ier
und (T;¥);e;. Dann gilt nach Ergebnissen aus Abschnitt 16.3

(Xtgs o Xpy) vt @t @ @ut_,
und
P (Xt X1,) € Fro) = (s -ty © -+~ @ iy, 4, ) (Xig )
AuBlerdem werden die Chapman-Kolmogorov Gleichungen zu
pe 1y = s
TsXTtX = Ts)-(&-t
fiir alle s,t € I. Die starke Markov-Figenschaft ist in diesem Falle
P[Xsy € AlFs] = u(Xs, 4),
E[f(Xs+t)|Fs] = (Tf)(Xs)
fiir alle fast sicher endlichen Stoppzeiten S, A € B(E) bzw. f € B(E).

Bemerkung 16.21 (Halbgruppen-Eigenschaft). Sei (u;%)ic; die Ubergangshalbgruppe
und (T;¥)ser die Operatorhalbgruppe eines zeitlich homogenen Markov-Prozesses X'. Dann
gilt wegen der Chapman-Kolmogorov Gleichungen

X X X
Hs Uy = Hgigs
TsXTtX = Tsﬁt

fir alle s,t € I. Aus diesem Grund spricht man von (kommutativen) Ubergangs- und
Operator- Halbgruppen.

Bestimmte Eigenschaften von Operatorhalbgruppen erleichtern oftmals Beweise. Dies fiihrt
nun auf den Begriff der Feller-Halbgruppe. Um uns Schreibarbeit zu sparen, verwenden wir
die Verteilungen P, aus Korollar 16.18 und bezeichnen den Erwartungswert beziiglich dieser
Verteilung mit E,.

Definition 16.22 (Feller-Halbgruppe, Feller-Prozess). Sei I = R...

1. Sei (T3)ier eine Familie von Operatoren mit Ty : B(E) — B(E). Diese heifit eine Ope-
ratorhalbgruppe, falls Ty(Tsf) = Tiysf fiir alle f € B(E). Eine solche Halbgruppe heifst
(a) positiv, falls Tyf >0 falls f >0 fiir allet € 1,
(b) Kontraktion, falls 0 <Tif <1 fir0< f <1 fira
(c) konservativ, falls T;1 =1 fir alle t € I,
(d) stark stetig, falls [|T,f — fllso —2 0 fir alle f € Cyp(E).

(e) Feller-Halbgruppe, falls T;f(x) 120, flx) firx € E und f € Cp(E) und Ty f €
Co(E) fiir alle f € C,(E) und t € I gilt.
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2. Ein zeitlich homogener Markov-Prozess X = (X¢)iez heifit Feller-Prozess, falls seine
Operator-Halbgruppe (T{X )1 eine Feller-Halbgruppe ist.

Bemerkung 16.23 (Probabilistische Eigentschaften von Feller-Prozessen). Sei I =
R, und (T;¥)ses die Operator-Halbgruppe eines Markov-Prozesses X = (X¢)ser.

1. Die Halbgruppe (T;¥);e; ist konservativ und eine positive Kontraktion.
Denn: Natiirlich ist 7;¥1(z) = E,[1] = 1, was die Konservativitit von (T;¥);cs zeigt.
Ganz #hnlich schreibt man fiir f € B(E) mit 0 < f <1

T f(z) = Eo[f(2)] < Eu[1] = 1

und damit ist (7}%)ses eine Kontraktion.

2. Sei Xo = x. Dann ist 7} f () s f(z) fiir alle f € Cp(E) genau dann, wenn X; 20, p L.

Denn: '=": Es folgt mit g(y) := r(z,y) A1, dass E;[r(z, V) A1] = T g(z) malN g(x) =0,
was die behauptete Konvergenz zeigt. '<’: Es gilt X; 129 . und damit nach Definition
der schwachen Konvergenz fiir f € Cy(FE) insbesondere T;¥ f(z) = E,[f(X})] foe
E.[f(2)] = f(x).

Lemma 16.24 (Poisson-Prozess und Brown’sche Bewegung sind Feller). Sowohl der
Poisson-Prozess (mit Rate X\ > 0) als auch die Brown’sche Bewegung sind Feller-Prozesse.

Beweis. Sei X* = (X})¢>0 ein Poisson-Prozess und ¥ = (Y} );>0 eine Brown’sche Bewegung,
jeweils gestartet in x € R und y € R. Es gilt X* L + XY sowie )Y 4 y 4+ Y°. Dann gilt

X ~ N(z,t) und Y ~ y + Poi(t)). Insbesondere ist offenbar X; t_)0>p z,Y; =22 p- Deshalb

gilt ;¥ f () SN f(z) und TY f(y) =20 f(y) fir f € Cp(R) nach Bemerkung 16.23.2. Weiter

gilt

T f(2) = Eu[f(X0)] = Eolf (& + X)) = Eolf (2’ + X;)] = ;¥ f(«')
und analog fiir den Prozess ). Daraus folgen alle Behauptungen. O

Fiir konkrete Markov-Prozesse sind Halbgruppen meist schwer angebbar. (Siehe jedoch die
Ausnahmen des Poisson-Prozesses und der Brown’schen Bewegung aus Beispiel 16.4.) Einfa-
cher fillt zumeist zu definieren, was in infinitesimal kurzer Zeit passiert. Dies wird durch den
Generator der Operatorhalbgruppe beschrieben.

Definition 16.25 (Generator). Se: I = [0,00), X = (Xi¢)ier ein zeitlich homogener
Markov-Prozess mit Operatorhalbgruppe (T, tX )ter- Dann ist der Generator von X (oder von
dessen Operatorhalbgruppe) definiert als

(@) = tim BT ZIEN oy (¢ )~ o),

t—0

fiir alle f fir die der Grenzwert existiert. Die Menge der Funktionen f, fir die (G~ f)(x) fir
alle x € E existiert, ist der Domain von G und wird mit D(G?Y) bezeichnet.

Beispiel 16.26 (Generator fiir Poisson-Prozesses und Brown’sche Bewegung).
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1. Sei X = (X¢)ies ein Poisson-Prozess mit Parameter A und G¥ sein Generator. Dann

gilt
(GFf) (@) = A(f(z +1) - f()
fir x € Nund f € B(N).

Denn wir berechnen, falls P; eine Poisson-verteilte Zufallsvariable ist mit Parameter At

1 — L
e—/\t( )

(G f)(z) = lim E(Em[f(w + B) — f(2)]) = lim — (f(z+ k) — f(x))

t—0 ¢ t—0 ¢t — k!
oo k
i N A (e L) - £(@)
k=0
A+ 1) - f(2)

wegen majorisierter Konvergenz.

Sei X = (X})ses eine Brown’sche Bewegung und G ihr Generator. Dann gilt

(GYf) () = 3f"(x)
firzx e Rund f € Cf (R), die Menge der beschrénkten, zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen mit beschrinkten Ableitungen.

Denn wir berechnen, falls Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist mit der Taylor-
Approximation und einer Zufallsvariable Y mit |Y| < |Z]

(@ )(a) = lim (Bl (x4 ViZ) ~ f(2)
— lim (B [f (0)ViZ + L' (@)t 2? + S + VEY

t—0 t

) — f"(x)tz?]) (16.5)
= 3/"(@) + lim E[J(f"(z + VIY) - ["(2)2%] = 3" (x)

mit majorisierter Konvergenz.

Analog berechnet man: Ist X = (X;)ier mit X; = (X}, ..., X{) eine d-dimensionale
Brown’sche Bewegung. Dann gilt

2

&H

(GY )

l\’)\r—t

QU
@w

fiir z € R? und f € CZ(R?).

Bemerkung 16.27 (Feller-Halbgruppen und starke Stetigkeit). Ist £ zumindest lokal
kompakt, so kann man — wenn man Cy(E) durch Cy(E), die bei unendlich verschwinden-
den Funktionen ersetzt — immerhin zeigen, dass jede Feller-Halbgruppe stark stetig ist. Dies
erleichtert in einigen Beweisen das Nachpriifen der uniformen Konvergenz fiir die starke Ste-
tigkeit. Insbesondere sind nach Lemma 16.24 die (Feller-)Halbgruppen des Poisson-Prozesses
und der Brown’schen Bewegung stark stetig.
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Lemma 16.28 (Zusammenhang zwischen Operator-Halbgruppe und Generator).
Sei X ein Feller-Prozess mit Operator-Halbgruppe (T(X)icr. Weiter sei GY der Generator von
X und D C D(G¥) mit G¥(D) C Cy(E). Fiir f € Cy(E) ist dann [, (T f)ds € D(GY) mit

X X)) — X)) = % t X S X .
TN — 1@ = (¢¥( [ @ nas)) @) (16.6)
und fiir f € D und t > 0 ist auch T;¥ f € D(GY) und es gilt
GX (T f) = TH(GX ),
t 16.7
(TX ) () — f(x) = /0 (TX(G¥ f))()ds, (o0

also

B, [f(X)] = f(x) + /0 E[(G¥ f)(X.)]ds.

Beweis. Fiir # € E und f € Cy(E) ist t — (T;¥ f)(w) stetig. Es gilt nimlich wegen der
Feller-Eigenschaft von (T;¥);e;

(T ) (@) = (T (T H) (@) = (T f) ().

Fiir die erste Gleichung ist nun
( /0 t(Tsﬁhf)(x) — (T f)(w)ds)
t+h ¢
( /h (T f)(@)ds — /0 (T f)()ds)
1

t+h h
1 [ aEpwas - [

h—0

=S (T (@) — f(=).

| /Ot@ffxxh) — (T )()ds] =

Fiir die anderen Aussagen ist zunéchst

d

ZBalf(X0)] = lim FEa[f(Xpsn) = F(X0)]

= (I{* lim $E[f(X3) — f(2)] = (T* (G f)) (@),

aber auch

S (X)) = Jim FB[f(Xeen) — F(X0)]

= lim 1B, [(T;* f)(Xa) — (T ) ()] = (G (T ) (@),

was die erste Gleichung zeigt. Fiir die zweite Gleichung bemerken wir, dass t +— (T;¥ (G¥ f))(z)
nach Voraussetzung stetig ist, also folgt

X = ti s= ‘TR (G x)ds
TN @) = @) = [ SRl = [ (TG ) @s
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Korollar 16.29 (Domain ist dicht). Sei X, (T}%)ic; und G wie in Lemma 16.28 und
die Voraussetzungen in Lemma 16.28 gelten mit D = Cy(E). Weiter sei (T;%)ies stark stetig.
Dann ist D(G?) dicht in Cy(E) beziiglich der Supremumsnorm, d.h. jedes f € Cy(E) lisst sich
durch Funktionen aus D(G*) approzimieren.

Beweis. Fiir jedes f € Cy(E) gilt nach Voraussetzung

1/(:(T§‘f)ds =0,

beziiglich der Supremumsnorm. Da die Funktion auf der linken Seite nach (16.6) in D(G*¥)
liegen, ist die Behauptung gezeigt. O

Theorem 16.30 (Von Markov-Prozessen abgeleitete Martingale). Sei X = (X;)er
ein Feller-Prozess mit Generator G und Domain D(GY). Weiter sei D C D(GY) so, dass
G* (D) C Cy(E). Dann sind fiir f € D sowohl

(s00 - [ @ xaas)

als auch, im Falle (GYf)/f € L

t (X
(f(Xt)exp(—/O st))tel

tel

Martingale.

Beweis. Sei t > s. Fiir den ersten Prozess bemerken wir

!

= B[s0x) - 100 - [ @ x|,

S

E[f(X,) - f(X,) - / (GXF)(X,)dr

= (D)%) £06) ~ [ (TG )i =0

nach Lemma 16.28. Weiter ist

E, [f(Xt) exp < — /Ot (GXf)()XT)dr> — ) exp /0 GXf >

FX,
:Ex[fmt)exp(_/twd) Jlx]- exp< / )

S f(XT’

7|

und

t X
SB[ f(x) e (- /0 (G f{))g”dr)}
GG,y

— e @ 0o (- [ L0

0
e (- /0 (G¥f N%) ) <G}(él§f”} .

Wieder liefert Integration von s bis t die Behauptung. O
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Beispiel 16.31 (Gewdhnliche Differentialgleichung). Sei X = (X;);>¢ die zeitliche Ent-
wicklung mit Werten in R?, die durch die gewShnliche Differentialgleichung

d
—X; =g(X
i t 9( t)

gegeben ist, wobei g = (g;)i=1...4 : R? = RY eine beschrinkte Lipschitz-Funktion ist. Dann ist
X zwar deterministisch, kann aber eben auch als zeitlich homogener (weil g nicht zusétzlich
von ¢ abhingt) Markov-Prozess gesehen werden. Den Generator von X berechnet sich fiir
f €CHRY) und Xy =z als

daf

t=0 N - axl
=1

(GYf)(x) = lim +(F(X) — f(x)) = %(f(Xt))‘ (9(2)) - gi(x) = (V)(9(x)) - g().

Beispiel 16.32 (Poisson-Prozess und Brown’scher Bewegung). Im folgenden sei

fa(z) = ze™®/" also f, € Co(Ry) und gn(z) = 22 /" so dass fp(z) — f(z) und
n—0o0 . 2

gn(x) — g(x) mit f(z) =z und g(x) = z~°.

1. Sei X = (Xt)¢>0 ein Poisson-Prozess mit Rate A. Damit ist nach Theorem 16.30 und
Beispiel 16.26

t
(Xt An — / AlXSSn—ldS)t>0
0 >
ein Martingal. Da X} integrierbar ist, folgt nach majorisierter Konvergenz auch, dass
(Xt - )‘t)tzo

ein Martingal ist. Analog folgert man (aus der Integrierbarkeit von X2, dass

t
(X7 - )\/ (X5 +1)* — X2ds) .,
0 >
ein Martingal ist. Siehe auch Beispiel 15.4.

2. Sei X = (X;)i>0 eine Brown’sche Bewegung. Aus der Integrierbarkeit von X;, X? und
e"Xt folgert man aus Theorem 16.30, dass wegen G h(z) = $h”(z)

t
(Xt - é/o z’d"(Xs)dS)tZO = (Xt)i>0,

t
(321 [y o)~ -0

(e (w3 [ ), = (oo (- b))

alles Martingale sind. Siehe auch Beispiel 15.5.

Beispiel 16.33 (Sprungprozess). Mit die einfachsten Markov-Prozesse sind Prozesse, die
im Zustandsraum FE stiickweise konstant sind. Wir beschreiben nun den folgenden Prozess:
Gegeben X = z springt der Prozess nach einer exponentialverteilten Zeit mit Rate A(z). Der
Prozess springt dabei nach dem Markov-Kern (X5, .), d.h. er springt mit Wahrscheinlichkeit
w(Xs, dy) nach y.
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Gegeben sei also A € B(E) mit 0 < A < A* und der Markov-Kern p von E nach E. Weiter
sei (Yi)k=0,1,2,.. eine Markov-Kette in diskreter Zeit mit P (Y41 € A|Yy) = p(Y%, A) fiir alle
A € B(FE). Weiter seien T1, Ty, ... unabhiingig und exp(1)-verteilt. (Wir bemerken dass damit
T}/ X nach exp(\)-verteilt ist.) Wir definieren den Sprung-Prozess (X;)¢>o durch

Ty
Yy, t< ,
0 A(Yo)
X, = L (16.8)

Yk7

™

o

LY
I <t< .
2(;) ; A(Y))
Dies ist ein Markov-Prozess wegen der Ged#chtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Zur
Berechnung des Generators von X bemerken wir, dass die Wahrscheinlichkeit, dass in Zeit
¢ mehr als 2 Spriinge stattfinden, hochstens 1 — e=*"(1 + $A*t) = O(t?) ist. Also gilt fiir
feCy(E)

(G¥ f) () = lim el (X) = (@)

t—0 t
—lim } (2 = 1) 1(@) + Mt [ f@)  (169)

—A(x) / w(e,dy) (F(y) — F(2))dy.

Wir bringen nun noch einige Beispiele fiir Markov-Sprung-Prozesse auf abzidhlbaren Zu-
standsrdumen.

Beispiel 16.34 (Master-Gleichung). Sei X = (X;);>0 ein Sprungprozess auf einem
abzéhobaren Zustandsraum F, gegeben wie im letzten Beispiel durch die Funktionen A und
den Markov-Kern p(.,.). Wir setzen nun A(z,y) := A(z)u(z,y) und bezeichnen diese Grofie
als Sprungrate von x nach y, also ist

Gf(@) =Y Mz,y)(fy) - f(x)

yelE

der Generator von X. Setzt man in diese Gleichung die Funktion f(y) = 1,—, (fiir ein festes
x) ein, so erhilt man

d d

%P(Xt =z)= %E[f(Xt)] = E[(Gf)(Xp)]
=E { Z (X, y)(ly:m - 1Xt:x)]
yerR
= Y POG = 2) YA ) Ly — L) e
zeE yer
= Z Mz, 2)P(Xy = 2) — Mz, 2)P(X; = z).
zelR

Diese Gleichung ist also eine Differentialgleichung fiir (P(X; = z)),cg. Die Losung dieser Glei-
chung liefert somit die genaue Verteilung von X;. Wegen ihrer vielfiltigen Einsatz-Moglich-
keiten heiflt diese Gleichung in der Physik auch Master-Gleichung.
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Wir werden die Generator-Gleichung nun auch durch

E;[f(Xn)] = f(z) + hGf(z) + o(h).
schreiben.

Beispiel 16.35 (Verzweigungsprozesse in stetiger Zeit). In einem zeitstetigen Verzwei-
gungsprozess (mit Zustandsraum Z;) stirbt jedes Individuum mit Rate 1 und wird dabei
durch eine zufillige Anzahl von Nachkommen (mit Verteilung ) ersetzt. Hier ergibt sich der
Generator zu

Etwa ist fir f(z) = r* gerade

Gfp(a) =ar® ' Yy u(n) (" —r) = 2r N gu(r) — ) = (gu(r) — T)d%fr(l’)-
n=0

Hieraus berechnet man

d

B, [rX] = % + (g (r) — 1) /0 LB, s,

also 16st die Funktion u : (t,7) +— E,[r*¢] die Gleichung

Dt r) = (gur) = 1) L, v) (16.11)

mit den Randbedingungen u(0,7) = r* u(t,1) = 1.

Beispiel 16.36 (Yule-Prozess). Der einfachste Verzweigungsprozess ist der Yule-Prozess,
bei dem jedes Individuum durch zwei Nachkommen ersetzt wird. In diesem Fall ist also p = d9
und damit g, (r) = 72, also muss hier in (16.11)

d d
$u(t,r) =—r(l- r)au(t,r)

gelten. Wir behaupten nun, dass diese Gleichung im Fall x = 1 durch
e tr
)= —
u(t,r) 1—r(l—et)
gelost wird. Es ist ndmlich

(I—r(1- e*t))z%u(t, r)=—1—-r(l—eNret+e 212 =—r(1l —r)e!

(1—r(1- e*t))z(%u(t, N=01-r(l-e e +elr(l—e?)=e"

Da die erzeugende Funktion der geometrischen Verteilung gerade

[e.9]

n— n pr
Ggeo(p) (1) = Z(l —p)" " = 1—r(1—p)

n=1
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ist, haben wir gezeigt, dass in diesem Fall X; ~ geo(e™!) ist. Dies ldsst sich auch anhand der
Mastergleichung

%P(Xt =z)=(@-1)PXy=2-1) —2P(X; =x)
ablesen. Es ist nimlich fiir P(X; = z) = (1 — e )% et
%(1 ety et = (p S 1)(1 — et 22— (1 — eyl
=(1—e) 2 (z-1et—1—-et))=10—e )" 2et(zet - 1)
und

(r-1)PXi=z—-1)—2P(Xy=x2)=(1—-e )" 2eHz—-1—x(l—e))
=(1- e_t)I_Qe_t(xe_t —1).

Beispiel 16.37 (Aussterbewahrscheinlichkeit eines Verzweigungsprozesses). Sei

T = Ty die Aussterbezeit eines Verzweigungsprozesses. Dann gilt offenbar P, (T < o0) =
P (T < 00)* und

Py (T < o0) = (1—h)P1(T < o00)+h > pun)Py(T < o0)" + o(h)

n=0

also muss fiir r := P (T < o0) gerade
r = gu(r) (16.12)

gelten. Diese Gleichung hat trivialerweise die Losung r = 1. Im Falle >, nu(n) < 1 ist dies
die einzige Losung, was zeigt, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit in diesem Fall 1 ist. (Dies
haben wir bereits durch Martingaltheorie gesehen.) Im Fall Ist etwa p = pdy + gde mit g > p
(also 3", nu(n) > 1) berechnet man, dass (16.12) genau dann gilt, wenn 0 = gr®> —r + p, also

fiir
_1xyT—4pg 1+£2¢-1
B 2q 2
gilt. Da die Aussterbewahrscheinlichkeit kleiner als 1 sein muss, ist die also gerade (p/q) A 1.

Beispiel 16.38 (Treffzeiten). Sei E' C E und T := Tps die Treffzeit von E’. Wir wollen
die Abbildung u : x + E[T] berechnen. Offenbar ist u(x) = E;[T] = 0 fiir z € E’, aulerdem

fiir A(z) =3, Mz, y)

E,[T] = (1 — hA(2))Eo[T + h] + Y B [T Xy = y] - P(X), = v)

r

= Eo[T] + h(1 = A@)Ex[T] + ) Mz, y)Ey[T] + O(h?)
)

= E,[T] + h(1 + GE.[T]) + O(h?).
Deshalb muss die Funktion u die Gleichung

Gu(zx) = —1, x ¢ E'
u(z) =0, reFE

erfiillen.
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Beispiel 16.39 (Geburts-Todes-Prozesse). Markov-Prozesse mit £ = Z; und Uber-
gangsrate \(z,y) = 0 fir z—y| > 1 heiflen Geburts-Todes-Prozesse. Typischerweise bezeichnet
man

An,n+1) =: Ay, A(n,m—1) =: pin,
und damit ist der Generator gegeben durch

Gf(n) = A(f(n+1) = f(n)) + pa(f(n—1) = f(n)).

Fiir die erwarteten Treffzeiten von 0, also u(n) := E,[Tp], zeigen wir nun, dass

u(n) = Z Z j

Hkﬂ'k:

mit 7 = 1 und

Es gilt ndmlich

Gu(n) = )\n¥ Z T — uni Zﬂ'j

T T
Hn+1Tn+1 i) o s
1 — 1 & .
= — T — — E T, = —1.
Ty . J T < J
j:n"rl Jj=n

17 Eigenschaften der Brown’schen Bewegung

Zwar haben wir in Kapitel 14.3 schon die Brown’sche Bewegung eingefiihrt, jedoch gibt es
noch einiges {iber sie zu berichten. Wir wissen bereits, dass die Brown’sche Bewegung ein
Martingal, ein Gauss-Prozess sowie ein starker Markov-Prozess mit unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zuwichsen ist und stetige Pfade hat. Aus dem bereits gezeigten konnen wir
neue Eigenschaften ablesen, beispielsweise das Blumenthal’sche 0-1-Gesetz, das als Ergénzung
zum Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz verstanden werden kann.

Theorem 17.1 (Blumenthal’sches 0-1-Gesetz). Sei X = (X;)¢>0 eine Brown’sche Be-
wegung beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsraumen (0, F,P), gestartet in x € R, und Fot :=
Niso 0(Xs 1 s < t). Dann ist Foy P-trivial, d.h. es gilt P(A) € {0,1} fir A € Foy.

Sei weiter T :=(\y00(X¢ : t > 5) die terminale o-Algebra von X. Dann ist T P-trivial.

Beweis. Nach Lemma 16.9 ist die Filtration (F;);>0 mit F; = o(Xs : s < t) rechtsstetig. Aus
der Rechtsstetigkeit in 0 folgt Fo+ = o(Xp). Da Xg = = konstant ist, muss also Fp; eine
P-triviale o-Algebra sein.
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Weiter ist mit X nach Theorem 14.19 auch &’ = (X{)i>0 mit X; = tX,; eine in 0

gestartete Brown’sche Bewegung. Mit dem eben gezeigten gilt, dass ()50 (X s <t)P-
trivial ist. Daraus folgt aber, dass

ﬂO’(Xt:tZS): ﬂa(tXl/t:tgs): ﬂa(X{:tSs)

s>0 s>0 5>0
P-trivial ist, also die Behauptung. ]

Bemerkung 17.2. Obwohl das Blumenthal’sche 0-1-Gesetz einfach aussieht, mag es den-
noch iiberraschen. Wie wir spéter zeigen werden, darf man sich die Brown’sche Bewegung —
in geeignetem Sinne — als Grenzwert von Irrfahrten vorstellen. Starten wir Irrfahrten in 0,
dann ist es ja so, dass Irrfahrtspfade entweder erst nach oben oder erst nach unten sprin-
gen. Insbesondere verbringen sie fiir kleine Zeiten entweder mehr Zeit im Positiven oder im
Negativen.

Definieren wir analog hierzu fiir die Brown’sche Bewegun

t t
A = {/ 1x,>0ds > / 1Xs<0d$}
0 0

die Menge der Brown’schen Pfade, die bis zur Zeit ¢ mehr Zeit im Positiven verbracht haben,
sowie A 1= (\,50Nocs<t As, das ist die Menge der Pfade, die bis zu irgendeiner kleinen Zeit ¢
mehr Zeit im Positiven verbracht haben. Dann ist A € Fy4, also muss aus Symmetriegriinden
P(A) = 0 gelten. Es gibt also fast sicher keinen Brown’schen Pfad, der in noch so kurzer Zeit
immer mehr Zeit im Positiven verbracht hat, obwohl dies fiir Irrfahrten doch der Fall ist.

Dieses Gesetz ist jedoch nur der Auftakt einer Reihe weiterer Eigenschaften. Wir untersu-
chen hier die quadratische Variation in Abschnitt 17.1, das auf der starken Markov-Eigenschaft
basierende Reflexionsprinzip in Abschnitt 17.2, das Gesetz des iterierten Logarithmus in Ab-
schnitt 17.3, die Konvergenz von Irrfahrten gegen die Brown’sche Bewegung in Abschnitt 17.4
und einen Zusammenhang mit zentrierten Zufallsvariablen in Abschnitt 17.5.

17.1 Quadratische Variation

Die Pfade der Brown’schen Bewegung in den Abbildungen 14.3 und 16.1 sahen — wenn auch
stetig — doch sehr zackig aus. Diese Eigenschaft soll nun prézisiert werden.

Definition 17.3 (Variation und quadratische Variation). Sei f € Dg([0,00)), t > 0
und firn = 1,2,... seien 0 = t,0 < ty1 < -+ < tpg, = t gegeben. Wir bezeichnen ¢, :=
{tn,0, s tnk, t als n-te Partition (von [0,t]). Angenommen maxy(t, r — tnk—1) 2700, so
schopfen die Partitionen das Intervall [0,t] fiir n — oo immer besser aus. Dann definieren
wir die (- Variation von f beziglich ¢ = ((p)n=12,... als

VE,t,C(f) = lim V?,t,{(f)

n—oo
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Falls der Grenzwert unabhdngig von ¢ ist, ist dies gleich der (- Variation und wird mit ve4(f)
bezeichnet. Die 1-Variation wird auch als Variation und die 2-Variation auch als quadratische
Variation bezeichnet.

Auferdem heifst ¢ aufsteigend, falls ¢, C (ot fiir alle n = 1,2, ... gilt.

Lemma 17.4 (Elementare Eigenschaften der (quadratischen) Variation). Sei f stetig
und t > 0. Dann gilt fir ¢ wie in Definition 17.3

v c(f) < oo = vepc(f) =0,
Vir14,c(f) > 0= v c(f) = o0,

Beweis. Es gentigt die erste Eigenschaft zu zeigen. Wir schreiben

kn
0< lim »|f(tuk) = f(tg-1)*
k=1

kn
< nlgn;o Sl;p [f(tnk) = f(tng-1)] - nlggo Z |f(tnk) — f(tn,kfl)w =0
k=1

da f auf [0,t] gleichméBig stetig ist. O

Proposition 17.5 (Quadratische Variation der Brown’schen Bewegung). Sei X' =
(Xt)t>0 eine Brown’sche Bewegung. Dann gilt fiir ¢ wie in Definition 17.3

n—oo

Vypo(X) ——p2 t.

Ist ¢ aufsteigend, so gilt auch

n—oo

l/g,t,C(X) ?fs t.
Insbesondere ist die Variation von X fast sicher unendlich.

Beweis. Wir schreiben vy, . := vy, C(‘X ). Zuniichst zur L2-Konvergenz. Es ist bekannt, dass
Xy — X5 ~/t —sX; fiir s <t gilt. Also ist

k}n kn kn
Elvy] =Y E[(Xi,, — Xt , )1 =D (k= tak DEIXT] =D (tnk — tog1) =t
k=1 k=1 k=1
sowie
kn kn
_>
B[ — 1)’ = Vs =D VI(Xuk — Xnk1)?) = D (tng — tnp1) E[X]] 7= 0.

k=1 k=1

Fiir die fast sichere Konvergenz nehmen wir zunéchst ohne Beschrinkung an, dass es 0 <
t1,ta,... <t gibt, so dass ¢, = {t1, ..., t, }. Weiter werden wir zeigen, dass (1/2_2‘),1:__7_27_1 ein
(Ruickwérts-)Martingal ist, also dass

B! — v lvie, vt ] =0
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fiir alle n gilt. Sind ¢/, und ¢/ die Zeitpunkte direkt vor und nach ¢, in ¢,, so gilt
Vggl vy = (Xo — Xy )* = (X — X0,)* — (X, — Xpr)?
= 2(Xy — Xy, )(Xt, — X ).

Wir definieren eine zweite Brown’sche Bewegung ()?t)tzo durch eine unabhéngige Zufallsva-
riable Y mit P(Y =1) =P(Y = —1) = § und

Xs = Xs/\t + Y(Xs - Xs/\tn)-

Das bedeutet, dass ( s)o<s<t nach t, an th gespiegelt ist. Insbesondere gilt (X, — Xy ) =
(Xp, — X)) und (Xpr — Xy,) = —(Xpm — Xy,,). Es ist vE, (X)) =V, (X Y) fiir k=n,n+1,...
und damit

E[VQ;%(X) - VQt,C(XﬂV;’:C, ngl, ] = E[y;;é(ét') — Vg,t,c(xﬂ’/;ga y;ﬁgl, o,
also
E[V;té(.)() - z/g (X)|I/£LC, V;‘Zrl, o

(E VQtC VQtC(X)|V§,<,V2< R E[V;l;é(é\f) — vy (X)) |2, l/gzl, )
[(Xpr — th)(th Xy )+ (Xon — X0, ) (Xe,, — Xy )Wg e, it ] =0,

LR
2
E

was die gewiinschte Martingaleigenschaft zeigt. Nach Theorem 15.36 konvergiert also
(ug’t7<)n:1,27,.. auch fast sicher gegen t. O

Korollar 17.6 (Brown’sche Bewegung hat nirgends differenzierbare Pfade). Fine
Brown’sche Bewegung X = (Xi)t>0 hat fast sicher nirgends differenzierbare Pfade. Das be-
deutet, dass

Xeon — X
P( lim =5~ 2 oristiert fir eint > 0) = 0.
h—0 h

Beweis. Es geniigt die Menge der Pfade der Brown’schen Bewegung zu betrachten, deren
quadratische Variation in der Zeit [0,t] genau t ist. (Die ist ndmlich eine Menge vom Maf 1,
wie Proposition 17.5 zeigt.) Jeder Pfad in dieser Menge hat in jedem kleinen Zeitintervall
positive quadratische Variation, also nach Lemma 17.4 unendliche Variation. Da Differenzier-
barkeit zumindest eine endliche Variation in einem kleinen Zeitintervall voraussetzt, folgt die
Behauptung. O

17.2 Starke Markov-Eigenschaft und Reflexionsprinzip

In Beispiel 16.13 haben wir gesehen, dass die Brown’sche Bewegung ein starker Markov-
Prozess ist. Dies hat einige niitzliche Konsequenzen, die wir nun darstellen werden. Das Re-
flexionsprinzip ist in Abbildung 17.1 veranschaulicht.

Lemma 17.7 (Reflexionsprinzip). Sei X = (X;);>0 eine Brown’sche Bewegung und T' eine
Stoppzeit. Dann ist der reflektierte Prozess X' = (X[)i>0 mit

Xy t<T

X} = Xopnr — (Xy — Xonp) = {0 =

¢ tar — (Xt tAT) {QXT—Xt, to T

ebenfalls eine Brown’sche Bewegunyg.
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Abbildung 17.1

Das Reflexionsprinzip der Brown’schen Bewegung besagt, dass fiir eine Brown’sche Bewe-
gung (X¢)¢>o der nach T bei x = X gespiegelte Prozess (X/):>o ebenfalls eine Brown’sche
Bewegung ist.

Beweis. Zunichst ist wegen der Konstruktion klar, dass X’ stetige Pfade hat. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass T' < oo gilt. Wir definieren Y = (¥;)1>0
durch Y; = Xiar sowie Z = (Zi)i>0 durch Z; := Xpiy — Xp. Dann ist Z wegen der

starken Markov-Eigenschaft eine Brown’sche Bewegung, die von (7)) unabhingig ist. Da-

mit gilt (7,Y,2) £ (T,Y,-2), da 2 £ —Z. Damit folgt auch (¥,27) £ (¥, —27) mit

ZT = (Z )0, ZF = Z(4—)+. Daraus folgt

x=y+z'dy zl=x"
Dies zeigt die Behauptung. O

Als Anwendung des Reflexionsprinzips berechnen wir nun die Verteilung des Maximums einer
Brown’schen Bewegung bis zu einer Zeit t. Zun&chst bemerken wir jedoch, dass man aus
der Doob’schen LP-Ungleichung, Proposition 15.25, Abschétzungen iiber die Verteilung des
Maximums erhélt. Sei hierzu X = (X;)¢>0 eine Brown’sche Bewegung und M = (M;);>0
mit M; = sup,«; Xs der Maximums-Prozess. Dann folgt aus Proposition 15.25 (bzw. der
Erweiterung auf zeitstetige Prozesse aus Theorem 15.47) mit p = 2

P(M; > z) < LE[X]] = 4.

Gerade fiir grofle = ist diese Wahrscheinlichkeit jedoch in der Tat viel kleiner, wie das néchste
Resultat zeigt.

Theorem 17.8 (Maximum der Brown’schen Bewegung). Sei X = (X;)i>0 eine (in
Xo = 0 gestartete) Brown’sche Bewegung. Wir definieren den Mazimums-Prozess M =
(My)i>0 durch My = supg<s<; Xs. Dann gilt fiir

d
= |

d
M, 2 M, — X, 2 1X,.
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Alle drei Zufallsvariablen haben die Dichte

2

2
o4 — — — ) 1z>0.
v wteXp< 2t> 220

Beweis. Sei py(x) = \/ﬁ exp ( — %) die Dichte der Brown’schen Bewegung zur Zeit ¢t. Dann

ist die Dichte von | X;| gegeben durch 2¢;(x)1;>0. Also bleibt zu zeigen, dass sowohl M; and
auch M; — X; genau diese Dichte besitzen. Hierzu setzen wir T := T, = inf{s > 0: X, = z}.
Fiir 0,y < x gilt wegen Lemma 17.7, falls (X{);>0 der bei T' gespiegelte Prozess ist

o
POV 20X <) = P2 20—0) = [ az)d:
2z—y

und damit fiir x >0

P(My > z)=P(M; >z, Xy <x) + P(X; > x)
—2/ o(2)dz

woraus folgt, dass M; 4 | X¢|. Weiter berechnen wir

o

P(Mt—XtZ:c):lir%% Plz<M; <z+¢ X, <z—x)dz
E— 0
:lin%% PM;>2,X¢<z—2)—P(M;>z2+¢,X; <z—2x)dz
E— 0
e 00 _ 00
= ;1_13% | 20(z + x)dz /x 2p(z)dz.
Wieder gilt also M, — X; < | X,|. O

Bemerkung 17.9 (Das pfadwertige Reflexionsprinzip). Das Reflexionsprinzip zeigt nur
die Gleichheit der Verteilungen von |X;|, M;, M; — X; zu einem festen Zeitpunkt ¢. Es bleibt
nun offen, ob etwa auch (|X¢|)i>0 ~ (M — X¢)i>0 gilt. Auch wenn wir das hier nicht zeigen,
stellt sich diese Behauptung als richtig heraus. (Nebenbei: Sicher ist (M;)i>0 anders verteilt
als (| X¢|)e>0 oder (M — Xt)i>0, da die letzten beiden Prozesse auch fallen kénnen, (M;)i>o
jedoch nicht.)

17.3 Gesetz des iterierten Logarithmus

Wir wollen bestimmen, wie eine Brown’sche Bewegung X = (X;);>0 maximal wdichst. Das
bedeutet, dass wir eine Funktion ¢ — h; bestimmen wollen, so dass

X
0 < limsup - < oo (17.1)

t—o0 t

X, t—o0

gilt. Wir wissen bereits aus dem Gesetz der groffen Zahlen, dass <t —— 0. Auflerdem gilt

Xy
lim sup — = oo. 17.2
t%oop \/i ( )
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J2tloglogt y2tloglogt
S 8
8 g
<X o - SEN-E=
o o
o o
o o
i i
I I I I I I
10° 5x10° 10 10° 5x10° 10

Abbildung 17.2

Hier sind zwei Pfade einer Brown’schen Bewegung angegeben. Wie man sieht, verlassen die
beiden Pfade die Kurven ¢ — £+v/2t deutlich hiufiger als die Kurve t — +hy.

Denn: Sicher ist lim sup;_, % messbar beziiglich der terminalen o-Algebra von X', also nach

Theorem 17.1 fast sicher konstant. Angenommen, lim sup,_, % tooo, ~ fiir ein 0 < v < 0.

Xt

> 2) 1200, 0, im Widerspruch zum zentralen

Dann wiirde insbesondere gelten, dass P(
Grenzwertsatz.
Es gilt also nun, eine Funktion ¢ — h; zu finden mit v/# < hy < t, so dass (17.1) gilt. Diese

wird durch den iterierten Logarithmus wiefolgt beschrieben:

Theorem 17.10 (Iterierter Logarithmus fiir die Brown’sche Bewegung). Sei X' =
(Xt)t>0 eine Brown’sche Bewegung. Dann gilt

msup ————— = lImsup — — .
t_)oop V2tloglogt =0 P 2tloglog 1/t

fast sicher.

Bemerkung 17.11. Aus Symmetriegriinden, d.h. weil —X ebenfalls eine Brow’sche Bewe-
gung ist, gilt ebenfalls

X X
lim inf ¢ lim inf d

t—woo +/2tloglogt =0 V/2tloglog 1/t B
fast sicher. Zur Veranschaulichung siehe Figur 17.2. Die Tatsache, dass h; := /2tloglogt
die richtige Funktion ist, bedeutet, dass sich fast jeder Pfad der Brown’schen Bewegung nur
endlich oft auflerhalb der beiden Kurven ¢ — +h; befindet, jedoch unendlich oft auflerhalb
der beiden Kurven t — £(1 — ¢)h, wobei 0 < ¢ < 1 beliebig ist.

-1

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass mit Theorem 14.19 auch (X /);>0 eine Brown’sche
Bewegung ist. Falls wir die Aussage also fiir den ¢t — oo Grenzwert gezeigt haben, so folgt

X X tX
lim sup L = lim sup 1t = lim sup Lt

P — =1
t—0  \/2tloglog1/t t—o0 /2% log log t t—oo V2tloglogt
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fast sicher. Auflerdem schreiben wir h; := h(t) := /2tloglogt. Den Beweis fiir t — oo
erfordert ein paar Abschitzungen. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.

Schritt 1: Abschdtzung der Normalverteilung: Sei ¢(x) = \/%6_932/2 die Dichte von X;. Dann
ist

P(X; > ) < ;o(x), (17.4)
P(X1 > 1z) > 55 0(), (17.5)

Denn: Es gilt ¢'(y) = —y¢(y) und damit

p(z) = /OO yp(y)dy > x/oo p(y)dy =z - P(X > z),

/
was (17.4) zeigt. Fiir (17.5) schreiben wir, ganz &dhnlich, <#) = —lz—éﬂgo(y), und damit
elz) =/ 2y o(y)dy < — / py)dy = —5—  P(X > ).
x - Y x - x

Wir schreiben im folgenden a(z) ' b(x), falls % 2% 1 gilt. Also ist z.B. nach dem

eben gezeigtem
T—00

P(X; > zVt) =~ %(p(x)

2. Schritt: Obere Abschitzung: Nach Theorem 17.8 ist fiir x > 0

T—00 2
~ =1

P(sup X, > zvt) =2 -P(X; > 2V/t) ~p(r).

0<s<t

Sei nun r > 1. Wir bemerken zunéachst

2(1 -1 logl 21
h(rn—l):\/ (log(n — 1) + log Ogr)\/ﬁn;oo g o

r r

Nun ist fiir ¢ > 0 mit den letzten beiden Abschéitzungen

21
P( sup X;> ch(r"‘l)) "9, P(Xrn S ¢ ogn\/ﬁ>

0<t<rn T

n—oo 1 2r

~ 21 1/r (176)
c\/logn¢(c\/ ogn!/T)

npeol f v 1

~ e\ wlognné/r

Es ist also fiir ¢ > 1 und 1 < r < ¢? die rechte Seite der letzten Gleichung summierbar, also
folgt mit dem Borel-Cantelli-Lemma

X
P(lim sup a4 > c) < P( sup X; > ch,n-1 fiir unendlich viele n) =0.
t—oo N 0<t<rn

Damit folgt "<’ in (17.3).
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3. Schritt: Untere Abschdtzung: Sei r > 1 (typischerweise gro8) und ¢ > 0 (typischerweise
nahe bei 1). Definiere die Ereignisse

Ay o= {Xon — X1 > ch(r™ —r"H}.

Da X,n — X,n-1 ~ N(0,r" — r"~1), gilt nach Schritt 1

T

Xpn — Xypn—1 h(r® —r™=1)
P(A,) = P( e )
( ) \rn _rn—l \/rn _Tn—l

= P(X1 > c\/2 log log(r™ — r”—l))

~ - exp (= 2 loglog(r™ — ™1
c \/477 log log(r™ — rn—1) P ( & log ))
noeo 111

c4m lognﬁ

Ist ¢ < 1, so sind diese Wahrscheinlichkeiten nicht summierbar in n. Da die Ereignisse
Aq, As, ... unabhéngig sind, gilt nach dem Borel-Cantelli Lemma, dass unendlich viele der
A, zutreffen. Also gilt fiir unendlich viele n, falls ¢ < 1

Xpn > ch(r™ — ") 4+ X 0o,

Nach der ’'<’-Richtung ist X,n-1 > —2h(r" 1) fiir fast alle n, d.h. liminfnﬁoo% <
—liminf, h&:;)l) = —# fast sicher. Weiter ist h(r™ — r™1) /h(r") 2=>% 1 und damit
. Xt . rn . Xrn — Xrnfl ]. 1
lim sup — > lim su >limsup——m—— — — > c— —.
t—>oop he — n—)oop h(rn) - n—)oop h(rn - rn—l) \/F N \/’F
Da 0 < ¢ < 1 und r > 0 beliebig waren, folgt ">’ in (17.3). O

17.4 Satz von Donsker

Die Brown’sche Bewegung X = (X});>0 ist ein stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden.
Paul Lévy betrachtete die Brown’sche Bewegung approximativ als Irrfahrt, wobei

Xevar — Xe = :t\/cﬁ, jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

(Natiirlich kann dies nur eine formale Darstellung sein, schliefflich ist unklar was denn Vdt
sein soll.) Der hier dargestellte Satz von Donsker macht die Verbindung von Irrfahrten und
der Brown’schen Bewegung exakt. Er behauptet die Konvergenz von Irrfahrten gegen die
Brown’sche Bewegung in Verteilung.

Bemerkung 17.12 (Irrfahrten und Brown’sche Bewegung). In diesem Abschnitt sind
Y1, Ys, ... unabhingig und identisch verteilte Zufallsgrofien mit E[Y;] = 0 und V[Yi] = o2

.= Vit AY e oo 5 . .
sowie X, ; = 17;” fir ¢ > 0 und &, = (X, ¢)r>0. Wir wissen aus dem zentralen
no -
Grenzwertsatz, dass fiir t > 0
n—oQ

Xnt == Xu,
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wobei X; ~ N(0, t)-verteilt ist. Ganz analog gilt fiir 0 < ¢; < -+ < < 00

n—oQ

(‘)}nytlv}?ﬂ,tz - Xﬂ,tm ceey Xn,tk - Xnvtk—l) = (thath - Xt17 ey th - thfl)’

falls (X3, ..., X3, ) die Werte einer Brown’schen Bewegung X zu den Zeitpunkten ¢, .., ¢, sind.
Bedeutet das nun schon die Konvergenz der Irrfahrt gegen die Brown’sche Bewegung, also
X, === X7 Nein! Fiir diese Konvergenz miissen wir sowohl X, und X als Zufallsvariable
mit Werten in einem topologischen Raum — nennen wir ihn C — auffassen kénnen, wobei
die Konvergenz in Verteilung auf der Konvergenz von Erwartungswerten beziiglich stetigen,
beschrinkten Funktionen f : C — R basiert. Allerdings ist fiir den iiberabzdhlbaren Produk-
traum die o-Algebra B(R)®1%%) nicht die Borel’sche o-Algebra auf dem Produktraum, und
die Theorie schwacher Konvergenz hatten wir nur fiir den Fall entwickelt in dem wir es mit
Wabhrscheinlichkeitsmaflen auf einer Borel’schen o-Algebra zu tun hatten.

Um die Konvergenz in Verteilung gegen die Brown’sche Bewegung formulieren zu kénnen,
bendtigen wir also zuniichst einen geeigneten Zustandsraum. Dieser ist als C := Cgr([0, 00)),
versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz gegeben (siehe Definition 17.13). Um
Konvergenz in diesem Raum zu formulieren, definieren wir die lineare Interpolation der Pro-
zesse X,, damit deren Pfade ebenfalls stetig sind. Hierzu setzen wir

- Y,
X 1= Xy + (nt — [nt]) AL (17.7)
no

und X, = (X, ¢)¢>0. Nun macht es Sinn zu fragen ob

Xy =2 X
gilt, wobei hier die schwache Konvergenz beziiglich der Verteilungen auf B(Cr ([0, 0))) gemeint
ist.

Definition 17.13 (Uniforme Konvergenz auf Kompakta). Sei (E,r) ein metrischer

Raum. Fiir f, f1, fa,... € Cp(]0,00)) sei fn 27 f uniform auf Kompakta genau dann, wenn
n—oo .

SUPg<s<t r(fn(s), f(s)) —— 0 fiir alle t > 0.

Lemma 17.14 (Cg([0,00)) ist Polnisch). Sei E' Polnisch mit vollstindiger Metrik r. Dann
ist die Topologie der uniformen Konvergenz auf Kompakta auf Cr(]0,00)) separabel. Aufer-
dem, definiert
o0
re(fg) = [ e (LA sup (7). gDt
0 0<s<t
eine vollstindige Metrik auf Cg([0,00)), die diese Topologie induziert. Insbesondere ist

Cr([0,00)) Polnisch.

Beweis. Um die Separabilitiat zu zeigen, geniigt es eine abzéhlbare Klasse von Funktionen zu
nennen, die jede Funktion in Cg([0,00)) lokal auf Kompakta approximiert. Hierzu sei D C E
dicht und abzéhlbar. Fiir jede endliche Folge x1,...,x, € D und t1,...,t, sei f = for, . antr,tn
eine stetige Fuktion mit f(¢;) = x;. Dann ist U, {fo1,.znti,tn : Z1, s Tn € D, t1, .., 8, > 0}
abzéhlbar und dicht in Cg([c0)).

Nun zur Metrik. Da ¢t ~ supg<s<;7(f(s),9(s)) A 1 monoton wachsend ist, gilt

n—o0

re(fns f) 1229, ) genau dann, wenn supg<s<; T(fu(8), f(s)) —— 0 fiir alle ¢ gilt. Dies ist aber
genau die kompkte Konvergenz. Sei weiter f1, fo, ... eine Cauchy-Folge beziiglich r¢. Dann ist
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fiir jedes ¢t > 0 die Folge fi, fa, ..., eingeschrankt auf [0, ¢] eine Cauchy-Folge beziiglich der Su-
premumsnorm auf [0, ¢], also uniform konvergent auf [0, ¢]. Die Behauptung folgt nun mittels
eines Diagonal-Folgen-Argumentes. O

Zunéchst definieren wir zwei Konvergenzarten stochastischer Prozesse, die wir eben kennen
gelernt haben.

Definition 17.15 (Konvergenz von stochastischen Prozessen). Seien X =
(Xt)t>0, X1 = (XP)i>0, X2 = (X?)i>0, ... stochastische Prozesse mit Zustandsraum E.

1. Gilt fiir jede Wahl von tq,...,t5, k. =1,2,..., dass

(X7, X7) 222 (X, Xoy),s
so sagen wir, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von X', X2, ... gegen die von
X konvergieren und schreiben

n—oQ

X" — fdd X.
(Hier steht fdd fir finite dimensional distributions.)

2. Haben die Prozesse X, X', X2, ... Pfade in Cg(]0,00)) und gilt
=Xy

wobei wir hier X, X1, X2, ... als Zufallsvariable in Cg(]0,00)) ansehen, so sagen wir,
dass X1, X2, ... in Verteilung gegen X konvergiert.

Die fdd-Konvergenz ist schwécher als die schwache Konvergenz von Prozessen. Kann man je-
doch zusétzlich die Straffheit (siehe Definition 10.14) der Prozesse zeigen, fallen beide Begriffe
zusammen.

Proposition 17.16 (Schwache und fdd-Konvergenz). Seien X, X', X2, ... Zufallsvariable
mit Werten in Cg([0,00)). Dann sind dquivalent

n—roQ

1. A" =—= X

2. &" go>fdd X und {X" :n=1,2,...} ist straff in Cg(]0,00)).
Beweis. ’1.=2.": Zunéchst folgt aus der schwachen Konvergenz nach Korollar 10.18 die Straff-
heit von {X" : n = 1,2,...}. Weiter sind die Abbildungen f — (f(¢t1),..., f(tx)) stetig fir
t1,...,tx € [0,00), also folgt die fdd-Konvergenz nach Theorem 10.10.

'2.=1.”: Wir definieren die Funktionenklasse

M = {f — (p(f(tl), ,f(tk)) 1, ..tk € [0, OO),(p S Cb(Ek)} - Cb(CE([O, OO)))

n—oo

Klar ist, dass die fdd-Konvergenz X" £==% ;55 X diquivalent ist zu E[p(x™)] 7% E[p(X)]
fiir alle ¢ € M. Weiter ist M eine Algebra und trennt Punkte, ist nach Theorem 10.24 also
separierend. Nun folgt die schwache Konvergenz aus Proposition 10.27. O

Um die Konvergenz von Prozessen zu zeigen ist nach Proposition 17.16 sowohl die Konvergenz
der endlich-dimensionalen Verteilungen als auch die Straftheit zu zeigen. In Anwendungen ist
meistens die Uberpriifung der Straffheit nicht-trivial. Insbesondere man verstehen muss, wie
(relativ-)kompakte Teilmengen von Cg([0,c0)) charakterisiert werden kénnen. Dies geschieht
durch den aus der Analysis bekannten Satz von Arzela-Ascoli, der auf dem Stetigkeitsmodul
aufbaut.
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Definition 17.17 (Stetigkeitsmodul). Fir f € Cg([0,00)) definieren wir das Stetigkeits-
modul

w(f, 7, h) :=sup{r(f(s), f(t)):s,t <7,|t —s| < h}.

Theorem 17.18 (Arzela-Ascoli). Eine Menge A C Cg([0,00)) ist genau dann relativkom-
pakt, wenn {f(t) : f € A} fir allet € Q4 :=[0,00) N Q relativkompakt in E ist und fir alle
T>0

lim sup w(f,7,h) =0 (17.8)
h—)OfeA

gilt.

Beweis. Sei zunichst A relativ-kompakt. Dann miissen {f(t) : t € A} fiir alle ¢ > 0 relativ-
kompakt sein, sonst wire es einfach eine divergente Folge zu konstruieren. Auflerdem ist
A nach Proposition 1.9 total beschrinkt. Weiter sei 7 > 0, ¢ > 0 und fi,..., fn, so dass
AC Ufil B.3(fi)- Da fi,..., fn auf [0, 7] gleichmiBig stetig sind, gibt es ein h > 0 mit

0<st<mlt—si<h =  r(fi)fis) <e/3,  i=1,..N.
Also gilt fiir jedes f € A und s,t < 7,|t — s| < h, dass

r(f(s), f(#)) < min_r(f(s), fi(s)) +r(fi(s), fi(t)) + r(fi(t), F()) < e

i=1,...,

und damit

w(f,7,h) =sup{r(f(t), f(s)):s,t <7, |t —s| <h} <eg,

unabhéngig von f. Daraus folgt also (17.8).

Andersherum gelte (17.8). Es geniigt zu zeigen, dass jede Folge in A eine Teilfolge hat,
die Cauchy ist. Wegen der Relativ-Kompaktheit von {f(t) : f € A} fiir ¢t € Q4 ist klar, dass
es fiir jede Folge eine Teilfolge fi, fa,... gibt, so dass fi(t;), fa(ti), ... fiir alle t; € Q4 eine
Cauchy-Folge (also konvergent) ist. Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein h > 0, so
dass aus |t — s| < h und f € A folgt, dass r(f(s), f(t)) < /3 gilt. Weiter sei M = [7/h] und
0=ty,...trr € Qy, sodass |tip1 —t;i| < h,i=1,..,M —1und tp; > 7. Weiter gibt es ein N,
so dass aus n,m > N folgt, dass sup;y, 4, 7(fa(t), fm(t)) < €/3 gilt. Daraus folgt nun fiir
0<s<t

r(fn(8)s fm(8)) < r(fu(8), fultrs/m)) +17(faltrsm))s fm(trs/ny)) + 7(fm(trsym), fm(s)) < e.

Daraus folgt, dass f1, fo, ... eine Cauchy-Folge beziiglich kompakter Konvergenz auf [0, ¢] ist,
also auf diesem Bereich gleichméfig konvergiert. Ein Diagonal-Folgen-Argument erweitert
diese Aussage auf die kompakte Konvergenz. O

Theorem 17.19 (Straffheit in Cg ([0, 00))). Seien X, X1, X2, ... Zufallsvariablen mit Werten
in Cp([0,00)). Dann gilt X" 2= X genau dann, wenn X™ g%fdd X und

lim lim sup E[w(X",7,h) A1] =0 (17.9)

h—0 n—co

fiir alle 7 > 0.
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Beweis. Nach Proposition 17.16 geniigt es zu zeigen, dass (17.9) dquivalent zur Straftheit der
Familie (X"),—12,. . ist.

Sei zunéchst (X"),=1,2, . straff und ¢ > 0. Dann gibt es eine kompakte Menge K C
Cr([0,00)) so dass limsup,, ,,, P(X™ ¢ K) < e. Fiir 7 > 0 kann man nach dem Arzela-Ascoli
Theorem h klein genug wihlen, so dass w(f,,h) < ¢ fiir f € K gilt. Damit ist

limsup E[w(X",7,h) AN1] <e+ sup Plw(X",7,h) > ] < 2e,

n—00 n=1,2,...

woraus (17.9) folgt.
Andersherum gelte (17.9) sowie X" === tdd X. Die Abbildung w ist wachsend in h und

w(X™, T, h) 220, 0 fast sicher fiir n = 1,2, ... Also gilt limy, ,osup,,—y o Elw(X",7,h) A1] =
limp, 50 sup,, i, g1, E[w(X™, 7,h) A1] fiir alle k, also auch limy_,gsup,_y o E[w(X™,7,h) A
1] = limp 0 limsup,,_, o E[w(X™, 7, h) A 1]. Also ist (17.9) dquivalent zu

lim sup P[ (X", 7,h) >¢]=0
h—0p=12,.

fiir alle € > 0 und 7 > 0. Sei 7, = k und £ > 0. Dann gibt es hq, ho, ... > 0, so dass

sup P(w(X", 7, hy) > 27F) < 27 (g,
n=1,2,...

Weiter sei t1, to, ... eine Abzéhlung von Q4 und C4,Cs, ... C R kompakt, so dass

sup P(X"(ty) ¢ Cp) < 27 *HVe,
n=1,2,...

Nun definieren wir
B:= () {feCu([0,00) : f(tx) € Cr,w(f, 7, h) < 27"}
k=1
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist B C Cg(]0, 00)) relativ-kompakt. Auflerdem gilt

sup P(X" ¢ B) < sup ZP "(t) ¢ Ci) + P(w(X", 7, hy) > 27F)

n=1,2,... n=1,2,.
oo
< 2 (htlg 4 o= (htl) o — ¢
k=1
Daraus folgt, dass (X™),—1,2,.. straff ist. O

Wir wollen das letzte Resultat anwenden, um die Konvergenz der Irrfahrt gegen die
Brown’sche Bewegung zu zeigen. Hierzu benétigen wir noch eine Lemma.

Lemma 17.20. Seien Y1,Ys, ... unabhdingige und identisch verteilte Zufallsgrofsen mit B[Y;] =
0 und V[Y1] = 0% > 0 sowie Sy, := Y| + -+ Y,,. Dann gilt fiir r > 1

P( max S; > 2ry/n) < M

1<k<n 1 —o2r—2
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Beweis. Wir definieren T' := inf{k : |S;| > 2ry/n}. Dann gilt, da (S, )n=12,.. stark Markov
ist,
P(|Sy| > rv/n) > P(|Sy| > rv/n, max. Sy > 2ry/n)

P(T <n,|S, —ST’<T’\F)
P( max. Sk > 2ry/n) - in P(|Sk| < rv/n)

(AVANAY]

Aus Chebychev’s Ungleichung folgt damit

2k 0_2
P(|S,] < > 1—— 1—-—.
2in P8l <rvn) > min 1- - 2

O]

Theorem 17.21 (Satz von Donsker). Seien Y1, Ys, ... unabhdngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit E[Y1] = 0 und V[Y1] = 0 > 0, und X,, = (Xpt)t>0 gegeben durch

(Y14 + Yy + (0t — [nt])Y]pe)41)

und X = (Xt)¢>0 eine Brown’sche Bewegung. Dann gilt

n—oQ

X, —— X.

n—r0oQ

Beweis. Sei oBdA 0% = 1. Wie in Bemerkung 17.12 ausgefiihrt, gilt X,, == 44 X. Also ist
nach Proposition 17.16 noch die Straffheit der Familie {X,, : n € N} nachzuweisen, also (17.9)
aus Theorem 17.19. Wir schreiben im Folgenden S, := Y7 4+ --- +Y,,. Mit Lemma 17.20 folgt

1
lim 7 lim supP( sup | Xy p4s — Xyt > 5)

h—0 n—00 0<s<h
< lim —hmsupP( sup  |Sk| > i\/nh)
h=0N n—oo k=1,...,[nh] vVh
|STnml €
<hm7hmsu P > —
h—0 n—)oop ( \/nh 2\/ﬁ>
< lim — o(x)dx
h—0 h 5/(2\/E)
2 2v'h
tim 220 0

nach (17.5), wobei ¢ die Dichte der N(0, 1)-Verteilung ist. Sei nun 6 > 0 und A klein genug
flir

lim supP( sup [ Xpt4s — Xni| > E) < bh.
n—00 0<s<h
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Damit konnen wir schreiben

lim sup P(w(&y,, 7,h) > 2¢) = limsup P( sup | X ts — Xnt| > 2¢)
n—00 n—00 0<t<7—h,0<s<h
< lim sup P (sup{| X khts — Xngnl : k=0,1,...,[7/h],0 < s < h} > ¢)
n—oo
[7/h]
< Z lim sup P (sup{|Xpn xnts — Xngn| : 0 < s <h} >¢)
< [r/h]éh 120, 25,
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt (17.9). O

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Straffheits-Kriterium, das oft anwendbar ist. Es
baut auf Theorem 14.8 auf.

Theorem 17.22 (Kolmogorov-Chentsov Kriterium fiir Straffheit). Seien &} =
(X1(t))e>0, X2 = (Xa(t))t>0,... stochastische Prozesse mit stetigen Pfaden. Angenommen
{X,(0) : n € N} ist straff und fiir jedes T > 0 gibt es Zahlen o, 3,C > 0 mit

sup B[r(Xo(s), Xa())"] < Clt - 5|17

fiir alle 0 < s,t < 7. Dann ist {X, : n € N} straff in Cg([00)).

Beweis. Sei 0 < v < (/a beliebig. Wir benutzen die Notation aus dem Beweis von Theo-
rem 14.8, also z.B. & := max{r(X,(s), Xn(t)) : 5,t € Dy, |t —s| = 27*}. OBdA sei 7 = 1.
Genau wie in (14.1) berechnen wir

0o 00
Z 2a7kE é-a Z ay—ﬁ)k‘
k=0 k=0

Da die rechte Seite nicht von n abhéngt, gibt es ein C’ mit sup,, E[{3,] < C'e= 7% Wichtig
ist es einzusehen, dass w(X,,1,27") < > 2 &uk. Daraus folgt

s%p Ew(AX,,1,27™)*A 1] < supE[( Z fnk)a} < SlT];p ( i E[ff{k]l/a)a
k=m

<o ety

k=m

woraus die Behauptung folgt. O

17.5 Der Skorohod’sche Einbettungssatz

Der Name Skorohod fiel bereits beim Zusammenhang zwischen schwacher und fast sicherer
Konvergenz, sieche Theorem 10.11. Salopp gesprochen konvergiert eine Folge von Zufallsva-
riablen genau dann schwach, wenn sie auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum fast
sicher konvergiert. Betrachtet man nochmals den Satz von Donsker, kann man sich fragen,
wie denn der Wahrscheinlichkeitsraum auszusehen hat, auf dem die Irrfahrt fast sicher gegen
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eine Brown’sche Bewegung konvergiert. Anders gefragt: wie muss man die Irrfahrt und die
Brown’sche Bewegung definieren, so dass beide immer nah beisammen sind. Dies beantwor-
tet der Skorohod’sche Einbettungs-Satz, Theorem 17.26. Er lidsst weitere Riickschliisse auf
die Irrfahrt zu, etwa das Gesetz des iterierten Logarithmus, Theorem 17.29. Grundlegend ist
das folgende Lemma:

Lemma 17.23 (Randomisierung). Fir w < 0 < z sei Yy, , eine Zufallsvariable mit Zu-

standsraum {w, z} mit
z

z + |w|

P(Y,.=w)=

und Yy, =0 fir w,z = 0. Weiter sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit E[Y] = 0. Dann
gibt es ein Paar von Zufallsvariablen (W,Z) mit W < 0,Z > 0, so dass Y die Verteilung
Yw,z besitzt.

Beweis. Wir setzen ¢ = E[Y 1] = E[Y]. Weiter sei f : R — R messbar mit f(0) = 0. Dann
gilt, falls Y ~ pu,

Y)Y = E[Y*]-E[f(-Y )] + EY "] - B[f(Y")
- / / (= () + ] (=) LesoLweopu(dw)a(dz)
- / / (= + [ BLF (Yao) Lo Luopi(dew)u(d).

c-BElf(

Das bedeutet, dass wir (W, Z) als Zufallsvariable mit gemeinsamer Verteilung
i (dw, d2) = p(0)00.0(duw, d2) + (2 + ] Lol osopu(dw)p(d2)

wéhlen konnen. (Man priift leicht nach, dass die Gesamtmasse dieses Mafles 1 ist.) Dann gilt
némlich

CElf(Yiv.z2)] = cB[E[f (Wiv.2)|(W, 2)]] = / / (2 + [wDELf (Vi) Lo Lesopu(dw)u(d2)

und die Behauptung ist gezeigt, da f beliebig war. O

Bemerkung 17.24 (Starke Einbettung). Das Lemma behauptet zunichst nur die Gleich-
heit in Verteilung, Y ~ Yy z. Weiter ist es auch moglich, den Wahrscheinlichkeitsraum, auf
dem Y definiert ist, zu erweitern um Zufallsvariablen (W, Z) und Yy, z, so dass Y = Yy, fast
sicher gilt.

Lemma 17.25 (Einbettung einer Zufallsvariable in eine Brown’sche Bewegung).
Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit E[Y| = 0. Weiter sei (W, Z) so verteilt wie in
Lemma 17.23, und X = (X¢)i>0 sei eine unabhdngige Brown’sche Bewegung. Dann ist

TW,Z = inf{t >0:X; € {W, Z}}
eine Stoppzeit beziiglich der Filtration (Fi)i>o0 mit Fy = o(W, Z; X5 1 s <t). Auferdem gilt

X1y, ~Y,  E[lwgz] =E[Y?].
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Beweis. Die Brown’sche Bewegung X ist an (F;);>0 adaptiert. Deswegen ist Ty, z nach Propo-
sition 14.30 eine Stoppzeit. Klar nimmt fiir w < 0 < z die Zufallsvariable X7, , nur die Werte
w und z an. Nach Proposition 15.18 ist (X7, .a¢)t>0 ein Martingal, das nach Theorem 15.21
in L' gegen Xr,.. konvergiert. Deshalb gilt

0 = E[XT'LU,Z] = wP(XT'Lu,z = w) + Z(]‘ - P(XTw,z = w))7

also

z
2+ |w|’

P(Xr,.=w)=

Also hat X, . dieselbe Verteilung wie Y, ., aus Lemma 17.23 und ist unabhéngig von X.
Nach dem Lemma folgt also Xy, , ~ Y,z ~ Y. Weiter ist (X? —t);>0 ein Martingal und fiir
y <0< zist (X%w . at—Tw,2\t)¢>0 ein Martingal. Damit gilt mit monotoner und majorisierter
Konvergenz 7

E[Tiv,z] = B[E[Tw,z|W, Z]] = E[Jim E[Tw 7 A 1][W, Z]
~ E[B[X},,W. 2] = E[X},,] = B[Y?).
O

Theorem 17.26 (Skorohod’scher Einbettungssatz). Seien Y1,Ys, ... unabhingig und
identisch verteilt mit E[Y1] = 0, sowie S, = Y1+ ---+Y,,. Dann gibt es einen Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F,P) mit Filtration (F;)i>0, sowie eine Brown’sche Bewegung X = (X¢)i>0
auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, die ein (F;)i>0-Martingal ist und Stoppzeiten Ty, Ts, ...,
so dass folgendes gilt:

1. (XT17XT27 ) ~ Sl, SQ, ... und
2. (Th+1 — Thn)n=0,1.2,.. sind unabhdngig mit E[T,+1 —T,] = V[Y1] firn=1,2, ...

Bemerkung 17.27 (Starke Einbettung). 1. Wie in Bemerkung 17.24 ist es moglich,
den Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Y7, Y5, ... definiert sind, zu erweitern so dass
(X7, X1y, ...) = S1, 52, ... fast sicher gilt.

2. Ohne die Einschrinkung der Integrierbarkeit von 7,41 — T, wire die Aussage des Theo-
rems trivial. Dann konnte man némlich einfach rekursiv 0 = Ty < 77, ... mittels

T,=inf{t>T,1: Xy =5}
setzen. Jedoch sind diese Wartezeiten nicht integrierbar.

Beweis von Theorem 17.26. Seien die Paare (W1, Z;),(Wa, Zs),... genauso verteilt wie in
Lemma 17.23. Wir erweitern den Wahrscheinlichkeitsraum um eine unabhingige Brown’sche
Bewegung & = (X¢)i>0. Wir definieren rekursiv 0 = Ty < 71 < T5... durch

Ty i=inf{t > T, 1 : X4 — Xq,_, € {Wy, Z,}}.

Damit sind 7T3,75,... Stoppzeiten beziiglich der Filtration (F);>0 mit F =
o(Wh,Z1,Wa,Zs,..;Xs + s < t) und X ist ein Martingal beziiglich (F})>0. Auerdem
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sind die Paare (T},11 — Ty, X1, 1 X1, )n=012,.. wegen der starken Markov-Eigenschaft der
Brown’schen Bewegung voneinander unabhéngig. Deswegen folgt aus Lemma 17.25, dass

(X7, X1, — X1yy.o) ~ (Y1, Y0, ..,
also
(X7, X1y, ...) ~ (51, 52, ...),
sowie E[T,,+1 — T,,] = E[Y,]. O

Da dank des letzten Theorems der Zusammenhang zwischen der Irrfahrt und der Brown’schen
Bewegung gezeigt ist, liegt es auf der Hand, nochmal eine Erweiterung des Satzes von Donsker,
Theorem 17.21, zu formulieren.

Korollar 17.28 (Stochastische Konvergenz der Irrfahrt). Seien Y1,Ys, ... reellwertige,
unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariable mit E[Y;] = 0, V[Y1] = 1 und S,, = Y1 +
---4Y,. Dann kann man den Wahrscheinlichkeitsraum erweitern, so dass es eine Brown’sche
Bewegung X = (X¢)i>0 gibt mit

n—oo

1
sup |—= — 0 (17.10)

Ssn -
0<s<t \/ﬁ [sm}

=X
fiir alle t > 0.
Beweis. Wir verwenden die Konstruktion aus Theorem 17.26 und Bemerkung 17.27. Da
Tni1 — Ty, unabhingig und identisch verteilt sind mit E[T, 1, — T},] = 1, gilt T,,/n —25 1
nach dem Gesetz der grofien Zahlen. Damit gilt auch I sup,., |Tisn) — sn o, #s 0. (Um
dies einzusehen, betrachten wir die Menge {isup,<;|Tjs, — sn| > €} fiir ein € > 0.
Auf dieser Menge gibt es s1,8g,... < t mit |Tjs, ) — snn| > en. Dies widerspricht aber
limy, 00 Tis, n)/[$n72] = limy, 00 T /m = 1.)

Wir erinnern an die Definition des Stetigkeitsmoduls w aus Definition 17.17. Mit der
Skalierungseigenschaft der Brown’schen Bewegung aus Theorem 14.19 folgt, da S,,,) = X7

sn]’

1
limsupP|— sup [Sign — Xsn| > €
n%oop (\/ﬁ OSSIS)t | [en] | )
< i%f limsup P(w(&X, (t 4+ h)n,nh) > ev/n) + P(sup [Tjs,) — sn| > nh)
n—o00 s<t

:i%fP(w(X,t+h,h) >¢e)=0.
U

Da nun die Irrfahrt und die Brown’sche Bewegung direkt miteinander in Verbindung stehen,
liegt es nahe, Eigenschaften der Brown’schen Bewegung auf Irrfahrten zu iibertragen. Dies ist
etwa fiir das Gesetz des iterierten Logarithmus moglich.

Theorem 17.29 (Gesetz des iterierten Logarithmus fiir Irrfahrten). Seien Y1,Ys, ...
reellwertige, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariable mit E[Y;] = 0, V[Y1] = 1 und
S,=Y1+---+Y,. Dann gilt

, Sn
limsup —————==1
n—oo V2nloglogn

fast sicher.
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Beweis. Wir zeigen nur dass man den Wahrscheinlichkeitsraum so erweitern kann, dass es
eine Brown’sche Bewegung & = (X¢)>0 gibt mit

Sy — Xt 1500
v2tloglogt

Dann folgt die Aussage ndmlich aus dem Gesetz des iterierten Logarithmus fiir die Brown’sche
Bewegung, Theorem 17.10.

Nach Theorem 17.26 gibt es eine Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraumes und Stopp-
zeiten 0 = Ty, 11, ..., so dass X7, = S,,. Wieder gilt T, /n 279 1 nach dem Gesetz der grofien
Zahlen, was auch Ty, /t 2%, 1 impliziert. Sei nun r > 1, ¢ > r — 1 und h(t) = v/2tloglogt.
Dann gilt (mit einer &hnlichen Rechnung wie in (17.6)

15 0. (17.11)

P( sup |X = Xp| > ch(" 7)) =P( sup [Xi| > k("))

rn=l<g<pn 0<t<pm—pn—1
= 2P(Xn_yn1 > ch(r" 1)) = 2P(Xy > ch(r" ") /y/rm — rn1)

n%oo 1 (7“ — 1)n_62/(r_1)
c\ mlogn

)

da h(r"=1)/v/rm — -1 P V/(2logn)/(r — 1). Die rechte Seite ist summierbar ist, also folgt
mit dem Borel-Cantelli-Lemma wegen X1y = S[y

S — X Xy —X
P(limsupwz()) 2P<limlimsup sup M:O)

oo h(t) rll oo t<u<rt  D(t)
Xy — X,n-
> P(lim limsup  sup % = 0).
Ti/l n—oo Tnflgtgrn h(rn_ )
X — X, -
= inf P( lim limsup sup X = Xn ] < c) =1.
c¢>0 rilr<c?+l n—soo pr-l<i<pn h(Tnfl)
Also folgt (17.11). O

18 Stationare stochastische Prozesse

Unabhéngige Familien von Zufallsvariablen stellen eine sehr einfache Struktur dar. Weiter
haben wir bereits bestimmte Formen der Abhéngigkeit kennen gelernt, insbesondere durch
Martingale und Markov-Prozesse. Wir kommen hier zu einer weiteren — handhabbaren —
Form von Abhéngigkeit, ndmlich stationdren Familien von Zufallsvariablen. Hierzu sei stets
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I, abgeschlossen unter Addition (also z.B. I =
{0,1,2,..},I =Z,1 =[0,00) oder I =R.)

18.1 Begriffe und einfache Beispiele

Wir definieren zunichst die wichtigsten Begriffe. Fiir spiatere Anwendungen ist es sinnvoll,
immer den Fall zu betrachten, dass (X;).c; der kanonische Prozess beziiglich P und ein
stationérer Prozess ist, und 7((X¢)ter) = (Xtts)ter fiir ein s € 1.
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Definition 18.1 (Stationire und ergodische Prozesse). 1. Eine messbare Abbildung
7:Q — Q heifft maBtreu, falls 7, P =P.

2. Fiir 7 : Q0 — Q messbar heifit das Ereignis A € F t-invariant, falls 7=1(A) = A. Weiter
bezeichnen wir mit

IT:=T,={AcF:71(A) =4}
die o-Algebra der T-invarianten Ereignisse

3. Ist 7 : Q@ — Q mafstreu und Z trivial (d.h. P(A) € {0,1} fir A € Z,), dann heifst (P, 1)
ergodisch.

4. FEin stochastischer Prozess X = (X;)icr heifst stationdr, falls fir alle s € I

d
(Xtts)ter = (Xt)ter,

oder dquivalent

d ..
Ts(X) =& fiir 75 : (iUt)teI — ($t+s)tel-

Dann st

I, ={A € B(E)* : (Xi1s)0 € A <= (Xi)iz0 € A}
die o-Algebra der Ts-invarianten Ereignisse. Weiter heifit X ergodisch, wenn L, fir alle
s € I P-trivial ist.

Beispiel 18.2 (Stationire und ergodische Prozesse). 1. Ein stochastischer Prozess
X = (Xt)t=0,1,2,... ist genau dann stationdr, wenn (X;)i—012,.. 4 (Xt41)t=0,1,2,.... Er
ist genau dann ergodisch, wenn Z,, P-trivial ist.

2. SeiY : Q — E und 7: Q — 2 messbar. Weiter definieren wir X = (X;);—0,1,2,... durch
Xi(w) =Y (r'(w)).
Dann ist X genau dann stationér fiir jede Wahl von Y, wenn 7 maflerhaltend ist.
Um dies zu sehen, sei zunéchst X stationir, also (Xi41)i=0,1,2,... 4 (X¢)t=0,1,2,.... Dann
gilt .E[Y] = E[Y o 7] = E[X;] = E[Xy] = E[Y]. Da Y beliebig war, folgt, dass
maflerhaltend ist. Ist andersherum 7 maflerhaltend und Y messbar, dann ist P(Xy €

Ay, Xy €A) =P(Yor € Ag,Yor? € Ay,....Y ottt € A)) = P(X; € Ay, ..., X411 €
Ay).

Weiter ist (P, 7) genau dann ergodisch, wenn der stochastische Prozess X ergodisch ist.
3.8 I =0,1,2,..., 2 = BN 7((wi)ter) = (wir1)eer und Y ((wi)ier) = wo. Dann ist mit

derselben Notation wie im letzten Beispiel Xs((wi)ier) = (7%(wi)ier)o = ((Wits)ter)o =
ws, d.h. X = (Xy)1er ist der kanonische Prozess. Weiter ist A € Z genau dann, wenn

A=7A) = {w: T (W) € A} = {w: (wr,wipn, ) € A} € 0(Xe, Xiga, )

fiir alle t € I. Damit ist
IcC mU(Xtth—i-ly ) =T,
tel
wobei T die terminale o-Algebra der Xg, X1, Xo, ... ist.
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4. Ist X = (Xi)ter eine unabhéngige Familie identisch verteilter Zufallsvariablen, dann
ist X stationdr. Nach dem Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz, Theorem 9.15, ist 7 P-trivial
und damit ist auch Z P-trivial, also ist & ergodisch.

5. Sei X = (Xy)ier ein zeitlich homogener Markov-Prozess mit Zustandsraum FE,
Ubergangs- und Operator-Halbgruppe (u;% )ser und (T}%)sc;. Angenommen, es gibt ein
v € P(E) mit vyt = v, wobei

(A = [ vl @, 4),
oder dquivalent
[vtan @ s@ = [ van) sia)
fiir alle f € B(E) gilt. Dann ist X stationir, falls Xo ~ v.

6. Ist X = (Xt)t=0,1,2,... stationér mit Werten in R und f : R — R messbar, so ist auch
Y = (Yi)i=0,1,2,... mit
Y, = f( Xy o, Xiva)
stationdr. Ist speziell f(xo, ..., zq) = ﬁ Z;'i:o x4, so heifit Y auch Prozess des gleitendes
Mittels.

7. Sind X = (X¢)¢=0,1,2,... identisch verteilt mit dass X; = Xy = X3 = ... und X( un-
abhéngig von X1, Xa, ..., so ist X nicht stationér.

Wir zeigen nun noch ein einfaches Resultat, um spéter die Messbarkeit beziiglich Z besser
nachpriifen zu koénnen.

Lemma 18.3 (Messbarkeit beziiglich 7). Sei 7 : Q@ — Q messbar. Eine F-messbare
Abbildung Y ist genau dann Z.-messbar, wennY ot =Y.

Beweis. Sei zunichst Y = 14. Fiir '=’ sei also Y messbar bzgl. Z., d.h. A € Z. Damit ist

(Y or)(w) =1a(1(w)) = 1rwjea = luer-1(a) = luea = Y(w).

Fiir '« ist 17 )ea = luea, dh.w e A = we 77'A und damit A = 771(A), dh. A€ T,
insbesondere ist Y also Z,-messbar. Diese Argumente iibertragt man auf einfache Funktionen
und schliellich durch ein Approximationsargument auf allgemeine messbare Funktionen. [J

18.2 Der Markov-Ketten-Konvergenzsatz

Wir betrachten zunéchst den bereits bekannten Fall einer zeitlich homogenen Markov-Kette
in diskreter Zeit, d.h. einem Markov-Prozess mit abzidhlbarem Zustandsraum E und [ =
0,1,2,... Wie in den Beispielen 6.10, 12.13 und 16.3 eingefiihrt, lédsst sich eine solche Kette
am besten durch die Ubergangsmatrix P = (p(x, Y))z,ycE beschreiben, so dass

p(z,y) = P(Xi1 = y| Xt = )

gilt. Bekannt ist bereits (siehe die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen), dass dann, mit P?® :=
(0°(%,9))ayer

p’(x,y) = P(Xigs = y| Xt = ).
Weiter schreiben wir P, fiir die Verteilung der Markov-Kette mit Xy = x fast sicher, und E,
fiir den entsprechenden Erwartungswert.
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Definition 18.4 (Rekurrenz und Transienz von Zustinden einer Markov-Kette).
Sei X = (Xy)ier eine Markov-Kette mit Ubergangsmatriz P,

Sy = Z 1{Xt::c}
t=0

die Anzahl der Besuche von x,
T, :=inf{t > 0: X; =z},
die erste Treffzeit von x und
Tay = Po(T, < 00) = P,(S, > 1).
1. Finx € E heif§it

(a) periodisch mit Periode d, > 1, falls {n : p"(z,z) > 0} den grifiten gemeinsamen
Teiler d, hat,

(b) aperiodisch, falls d, =1,

(¢) rekurrent, falls ry, =1,

(d) positiv rekurrent, falls E,[T;] < oo,

(e) nullrekurrent, falls © rekurrent, aber nicht positiv rekurrent ist,

(f) transient, falls ry; < 1.
2. Die Markov-Kette X heifst

(a) aperiodisch/rekurrent /positiv-rekurrent/null-rekurrent/transient, falls alle x € E
die Eigenschaft haben

(b) irreduzibel, falls ryy, > 0 fir alle z,y € E.

3. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf v auf E heifit invariant fir X, falls der Zeitshift 7 : BT —
E!, gegeben durch 7((Xt)ier) = (Xes1)ter, maftreu fir P, = [ v(dx)Py ist, d.h.

P,/((Xo,Xl, ) € A) = PV((Xl,XQ, ) S A)
fiir alle A € B(E)*.

Lemma 18.5 (Okkupationszeiten und Rekurrenzklassen). Sei X' = (X;);—0,1,2,.. eine
zeitlich homogene Markov-Kette, T,y € E und t > 0.

1. Es gilt
P,(S, >n) = rxyrggjl,
r
S, = —
-73[ y] 1 o Tyy

2. Der Zustand x ist genau dann rekurrent wenn S, unter P, fast sicher oo ist. Andersfalls
ist Sy unter P, geometrisch verteilt mit Parameter ry,, und x ist transient.
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3. Sei x rekurrent und Cp := {y € E : ryy > 0}. Dann gilt vy, = 1 fir alle y,z € Cj.
Insbesondere sind alle y € C, rekurrent.

Beweis. 1. Seien T} := T,, und TP := inf{t > T" : X; = 2} (fiir n = 1,2,...) der Zeitpunkt
des n+1-ten Besuchs von z. Da X" die starke Markov-Eigenschaft hat (siehe Proposition 16.11)
und 7' eine Stoppzeit ist, gilt

Py (T < 00) = Eql1ycoo - Pixyy (T < 00))]
=P, (T, <o0) Py(Ty < 00) = Py(T; <00):1yy.

Mit Induktion folgt nun

Yy vy
und damit
> T
E.[S,] = E P.(S,>n) = —2
[Sy] n:1 (Sy =n) 1—ryy

2. folgt firekt aus 1. Fiir 3. sei y € C,. Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt, da x
rekurrent ist

0=E;[lr,<co - PXTy (Tr = 00)] = Po(Ty < 00) - Py(Ty = 00) = ray(1 — 1ya).

Da rg, > 0 nach Voraussetzung, muss also ry, = 1 sein. Nun wihlen wir r,# > 1 so, dass
p"(y,z),p'(z,y) > 0. Dann gilt

Ey[S)] > > p' (v, 2)p(w,2)p"(z,y) = p" (v, 2)p" (2,9) Y Pu(X, = )
s=0 =0

=p"(y,2)p"(z,y)Es [Z 1{stz}} =p"(y,2)p"(z,y)Ez[Sy] = o0.
s=0

Mit 1. folgt S, = oo, also ist y nach 2. rekurrent. Nun gilt auch r,, = 1 und damit folgt auch
weiter 7, = 1 fiir y,z € Cj. O

Proposition 18.6 (Eigenschaften irreduzibler Ketten). Sei X = (X,)ics eine irreduzi-
ble homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatriz P. Dann gilt:

1. Entweder sind alle Zustinde x € E positiv rekurrent, oder alle Zustinde sind null-
rekurrent, oder alle Zustinde sind transient.

2. Alle x € E haben dieselbe Periode.
3. Ist v invariant, dann gilt v(z) > 0 fir alle x € E.

Beweis. Nach Lemma 18.5.3 ist klar, dass entweder alle Zustdnde rekurrent oder transient
sind. Wir zeigen, dass alle Zusténde positiv rekurrent sein miissen, wenn es einen positiv
rekurrenten Zustand gibt. Angenommen, es gibt also einen positiv rekurrenten Zustand zx.
Fiir y € E sei t > 0 so gewéhlt, dass P,(A) > 0 fir A := {Xy,..., X4—1 # z, Xy = y}. Dann
gilt

00 > E,[T,] > E, [Ty |A] - Po(A) > (t + Ey[Ty]) - P(A).
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Insbesondere gilt E,[T}] < co. Andersherum seien 77}, T2, ... die Treffzeiten von z und S, die
Anzahl der Besuche von x vor T, und p := P,(T, < T) > P, (A) > 0. Damit ist S}, nach oben
beschrankt durch eine geometrische Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit p > 0, hat
also endlichen Erwartungswert. Aulerdem gilt 7, < Tf =1 unter P,. Da (TiH —T1)i—012...

unabhéngig und identisch verteilt sind, folgt

Sk
E;[T,)] < E; T:f;+1] =E; [Z(T£+1 - Té)} - EI[S;c]Ex[Té+1 - Té] = Ex[S;]Ex[Tx] <0
1=0

mit Beispiel 15.23. Nun ist E,[T,] < E,[T,] + E;[T}], also ist y ebenfalls positiv rekurrent.
Daraus folgt nun 1.
Fiir 2. seien z,y € E und r,t > 1 mit p"(y, ), p*(z,y) > 0. Dann gilt fiir s > 0

"y, y) > 07 (v, 2)p® (z, 2)p (@, ).

p
Fiir s = 0 folgt damit p" ™ (y, y) > 0, also gilt d,|(r+t) (d.h. d; teilt r+t). Gilt weiter p*(z, z) >
0, folgt dy|(r+s+t) und da d|(r+t) auch dy|s. Daraus folgt d, < d,. Aus Symmetriegriinden
folgt daraus dy, = d,. Fiir 3. sei € E. Wir wihlen zunéchst y € E mit v(y) > 0 und s > 0 mit
p°(y,x) > 0. Dann gilt wegen der Stationaritit v(z) = > pv(2)p°(z,2) > v(y)p®(y, z) >
0. O

Lemma 18.7 (Invariante Verteilung und Rekurrenz). Sei X' eine zeitlich homogene
Markov-Kette. Falls eine invariate Verteilung v € P(E) existiert, so sind alle x € E mit
v(x) > 0 rekurrent.

Beweis. Sei x € E mit v(z) > 0. Zunéchst gilt wegen der Invarianz von v

0 < u(z) = / o dy)p'(y. 7).

Damit gilt
o o0 oo
o= 3 vla) = [vldy) Yo r) = [ vidpB, [ 3 100,
t=1 t=1 t=1
~ [ vdnB,(s.] < EilS)
nach Lemma 18.5. Dies ist aber nur moglich, falls r,, = 1, x also rekurrent ist. ]

Proposition 18.8 (Invariante Verteilungen irreduzibler Ketten). Sei X' eine irredu-
zible, positiv rekurrente Markov-Kette. Dann hat X eine stationdre Verteilung.

Beweis. Sei z € E. Wir definieren die erwartete Anzahl der Besuche von y vor T,

T.—1

Iy) = E[ 3 1Xt:y] - iPZ(Xt —y. T, > 1).
t=0

t=0
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Klar ist, dass 7(y) < E.[T,] < co. Wir rechnen nun nach, dass v stationér ist. Hierzu schreiben
wir

S v@p(ry) =) PAXy==,T. > t)p(z,y)

zeFR t=0 xzcFE

oo
=) PXim=yT. > 1)
t=0

=Y PX; =y, T. > 1)
t=1

oo
= ﬁ(y) - Pz(XO = yaTz > 0) + ZPZ(Xt = yaTz = t)
t=1

=D(y) — Oyz + 6y Y Po(Te = 1)
t=1
=v(y).
Auflerdem ist
> v(z) =Y P.(T. >t) =E.[T.].
t=0

zel

Klar ist nun, dass v(z) = % eine invariante Verteilung ist. O
Wir wissen nun, dass irreduzible, positiv rekurrente Markov-Ketten eine stationdre Verteilung
besitzen. In Theorem 18.18 werden wir sogar sehen, dass die invariante Verteilung eindeutig
ist. Jetzt beschéaftigen wir uns jedoch zunédchst mit der Konvergenz von Markov-Ketten. Das
bedeutet, dass wir untersuchen wollen, wann X; =% v fiir ein v € P(E) gelten kann.
Um den Markov-Ketten-Konvergenzsatz zu formulieren, ben6tigen wir noch den Begriff des
Total-Variationsabstandes.

Definition 18.9 (Total-Variationsabstand). Seien p,v € P(E). Dann ist

drv(v) = sup |u(A) - v(A)
AeB(E)

der Total-Variationsabstand von p und v.

Bemerkung 18.10 (Total-Variationsabstand und schwache Konvergenz). Seien
[y f11, [2, .. € P(E) und f € Cp(E). Dann gilt (mit p[f] := [ fdp) fir alle A € B(E)

|n[f] = pl AT <AL (pn(A) = p(A)] + [0 (A7) = p(A°)])

n—oQ

Daraus folgt insbesondere, dass aus dpy (pin, 1t) —— 0 auch f, —= 1 folgt.

Theorem 18.11 (Markov-Ketten-Konvergenzsatz). Sei X = (X;);=0,1,2,.. eine zeit-
lich homogene, irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit abzdhlbarem Zustandsraum E.
Dann gilt genau eine der beiden Aussagen:
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1. X ist positiv rekurrent und es gibt genau eine invariante Vertellung v von X. Ist Xo ~ u
mit p € P(E) beliebig, so ist

1(X2).P — v|| == 0. (18.1)
2. Es gibt keine invariante Verteilung von X und es gilt
p'(z,9) 12200 fiir alle z,y € E. (18.2)
In diesem Fall ist X entweder transient oder null-rekurrent.

Der Beweis des Markov-Ketten-Konvergenzsatzes benotigt das Werkzeug der Kopplung.

Definition 18.12 (Kopplung). 1. Seien X wund Y stochastische Prozesse mit Zu-
standsrdumen E und F. Dann heifit ein stochastischer Prozess Z eine Kopplung von X
und Y, falls Z Zustandsraum E x F hat, 7g(Z) genauso verteilt ist wie X und wp(Z)
genauso verteilt ist wie ).

2. Sind weiter t1p(Z) und wp(2) unabhdngig, so heifit Z eine unabhéngige Kopplung von
X und X.

Lemma 18.13 (Eigenschaften der unabhingigen Kopplung). Sei X = (X¢)i=0,12,...
eine Markov-Kette mit Ubergangsmatriz P. Dann ist die Markov-Kette Z mit Ubergangsma-
trix Q, gegeben durch q((z,2'), (y,y")) := p(z,y)p(x’,y") eine unabhingige Kopplung von X
und X. Ist X irreduzibel und aperiodisch, dann gilt dies auch fir Z. Gibt es in diesem Fall

eine invariante Verteilung von X, so ist Z rekurrent.

Beweis. Klar ist, dass Z eine unabhéngige Kopplung von X und X ist und Z irreduzibel
ist, falls X irreduzibel ist. Weiter haben nach Proposition 18.6 alle x € F dieselbe Persiode.
Da p!(z,z) > 0 genau dann gilt, wenn ¢'((z,z), (z,z)) > 0, ist d(ze) = 1. Da wegen der
Irreduzibilitit auch alle Zusténde in F x E dieselbe Periode haben (siche Proposition 18.6.2),
folgt die Aperiodizitidt von Z. Ist v eine invariante Verteilung fiir X', so ist ¥ ® v invariant fiir
Z und die Rekurrenz von Z folgt aus Lemma 18.7, da nach Proposition 18.6 alle Zustédnde
rekurrent sein miissen. O

Beweis von Theorem 18.11. Wir beweisen nun den Markov-Ketten-Konvergenzsatz in zwei
Schritten. Falls (18.2) nicht gilt, gibt es nach Schritt 2 eine stationdre Verteilung, und nach
Schritt 1 ist diese eindeutig und die in (18.1) behauptete Konvergenz gilt.

Schritt 1: Konvergenz und Findeutigkeit der stationdren Verteilung: Wir nehmen an, dass es
eine invariante Verteilung v gibt. Seien X = (X;);=0,1,2,... und Y = (Y)¢=0,1,2,... zwei Markov-
Ketten mit Ubergangsmatrix P mit X ~ u € P(E), Yy ~ ¢/ € P(E). Wir zeigen hier, dass
dann immer

1(X0):P — (Y2).P|| &% 0 (18.3)

gilt. Gilt ¢/ = v, so ist dies also gerade die Konvergenz (man beachte, dass dann (Y;),.P = v)
in (18.1). Weiter folgt aus (18.3) die Eindeutigkeit der invarianten Verteilung fiir X wie folgt:
angenommen, es gibt eine weitere invariante Verteilung /. Dann gilt, falls X ~ v/, Yy ~ v,
dass 0 = limy, 00 |[(X0)« P — (Yo)P|| = ||/ — ||, also v/ = v.



18.2 Der Markov-Ketten-Konvergenzsatz 227

Es bleibt also (18.3) zu zeigen, und zwar unter der Annahme, dass es eine invariante
Verteilung gibt. Aus Lemma 18.13 folgt, dass die unabhéngige Kopplung Z rekurrent ist.
Deswegen ist die Stoppzeit

T := min{t : X; = Y}}

fast sicher endlich. Wir betrachten nun eine Kopplung Z mit Z = (Xi, }A}t)t:071727._, so dass

~ Y,, t<T
}/%:: ts 7.
X, t>T.

Da Z stark Markov ist, ist Z Markov mit (2)75:071,27._ 4 (Y2)t=0,1,2,.... Insbesondere ist Z eine
Kopplung von X und ). Auflerdem gilt
P(X, € 4)— P(Y; € A)| = [P(X, € 4)— P(¥; € 4)| = [P(X, € 4) — P(V, € A,T >)|
= |P(X; € A, T>t)—P(Yie AT > 1) <2P(T > t).

Da die rechte Seite nicht von A abhéngt, folgt

1(X).P — (Y2).P|| < 2P(T > t) =2 0.

Schritt 2: Ezistenz der stationdren Verteilung, falls (18.2) nicht gilt: Falls (18.2) nicht gilt,
gibt es 7,7 € E und eine Folge 1, to, ... mit p™*(Z,7) koo, ¢y > 0 und p'*(Z,y) koo, ¢y >0

fiir y # y. Damit gilt
O<ch< hm Zpt’“ z,y)=1
yeklk

nach Fatous Lemma, Theorem 4.25. Wir zeigen nun p'*(z,y) LN ¢y fiir alle v € E.
Hierfiir sei Z die unabhéngige Kopplung von X und X aus Definition 18.12. Nach Lem-
ma 18.13 ist Z ebenfalls irreduzibel und aperiodisch und hat die Ubergangsmatrix Q =

(q((z,2"), (4, ¥')) (@2, (wy)ee2 Mit q((z,2'), (y,y)) = p(z,y)p(2’,y). Die Markov-Kette Z
muss rekurrent sein. Andernfalls wire sie namlich nach Proposition 18.6 transient, also miisste

Z(p2(l',y))t = th((xvx ZP (z,x) Zt y)) = E(x,:ﬂ) [S(y,y)] <0

t=0 t=0 t=0

gelten, was aber p'(z,y) L2200 fiir alle x,y € E, also (18.2) implizieren wiirde. Sei Xy = =
und Yy = 7. Da Z rekurrent ist, ist 7' := inf{t : X; = Y;} fast sicher endlich. Wie in
Schritt 1 folgt daraus, dass [P(X; = y) — P(Y; = y)| = [p'(z, y) — p'(F, y)| =25 0, also folgt
limy o0 p'* (2, y) = limg_y00 p'* (T, y) = ¢ fiir alle z € E.

Nun gilt fir x,z € £

P @, 2) =P (@ y)p(y, 2) = Y p(a,y)p
yekE yeER
also mit dem Lemma von Fatou und majorisierter Konvergenz

> ey, 2) <> pla,y)e.

yel yeE
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Da alle Terme positiv sind und ) c. <1 gilt, folgt durch Summation iiber z, dass

> eyply, 2) = c..

yer

Mit anderen Worten ist die Verteilung v mit v(z) = cz/(3_, ¢ ¢y) invariant. O

18.3 Ergodensitze in diskreter Zeit
Sei I ={0,1,2,...} und 7 maflerhaltend. Ferner sei f : Q@ — R messbar und fiir jedes t € I
Xs(w) = f(m°(w))- (18.4)

wie in Beispiel 18.2.2. Wir behandeln im folgenden den Fall von Gesetzen grofler Zahlen fiir
X = (Xi)ter. Das bedeutet, wir betrachten den Prozess S = (S;)ier mit

Als Vorbereitung bringen wir ein grundlegendes Lemma.

Lemma 18.14 (Hopf’sches Maximal-Ergodenlemma). Sei Xq € L£! und M; :=
max{0, S1, ..., St} firt € I. Dann gilt fir jedes t € I

E[XU;Mt > O] > 0.

Beweis. Fiir s <t ist sicher M;(7(w)) > Ss(7(w)). Damit ist auch Xo+ Mio1 > Xo+ Ss07 =
Ssi1, d.h. fiir s=1,...,¢ ist

Xo > Ses1 — Myor. (18.5)
Weiter ist S; = Xo und M; o7 > 0, d.h. (18.5) gilt auch fiir s = 0. Daraus folgern wir
Xo > max{S1,...,S¢} — Myor.
AuBlerdem ist, da M; o 7 > 0 immer gilt,
(M, >0} C{M,; =0y {Myor >0} C {M; — Mo <0}
Aus der Mafitreue von 7 und den letzten beiden Gleichungen folgert man

E[Xo; M; > 0] > E[(max{S1,...,S¢} = My o 7); My > 0]
=E[(M; — My o7); My > 0]
> E[My — My o 7] = E[M;] — E[M,] = 0.

O

Theorem 18.15 (Fast sicherer Ergodensatz, Birkhoff). Sei X = (X;)ic; wie in (18.4),
T =1, und Xg € L'. Dann gilt

t—1

1

Y X mi
s=0

Ist speziell X ergodisch, so gilt E[Xo|Z] = E[Xo].
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Beweis. Der Zusatz ist klar, da Z trivial ist, falls X ergodisch ist. Da E[X(|Z] eine Z-messbare
Zufallsvariable ist, ist E[Xo|Z] o 7 = E[X(|Z] nach Lemma 18.3. Damit ist (X; — E[Xo|Z])ser
stationdr und wir kénnen (E annehmen, dass E[X(|Z] = 0 ist. Setze Sy = Xo+---+ X;—1 und
S* :=limsup,_,, 5. Fiir beliebiges € > 0 werden wir P(S* > ¢) = 0 zeigen, woraus mittels
eines Symmetrieargumentes lim;_, %St = 0 fast sicher folgt. Offenbar ist S* o 7 = §*, d.h.
S* ist Z-messbar, also {S* > e} € Z. Wir setzen A := {S* > ¢},

X[ = (Xy —e)ly,
S;=Xg+ ...+ X5,
M = max{0, S§, ..., S; },
A = {M; > 0}.

Dann ist A1 € A5 C ... und

QAt:{SupSf>0}:{sup15t>6}ﬂA:A.

t>1 t>1

Der letzte Schritt folgt hier, da aus w € A folgt, dass es ein (und in der Tat sogar unendlich

t—o00

viele) t € I gibt mit 1.5, > . Damit gilt A, 1 A und E[X§; A;] —— E[X§] nach majorisierter
Konvergenz. Nach Lemma 18.14 ist E[X{; A¢] > 0, also, da A € 7,

0 <E[X;]=E[Xo—¢);A] = E[E[X,|Z]; A] — eP(A) = —P(A).
Mit anderen Worten, P(A) = 0. O

Lemma 18.16. Seien X, X1, ... identisch verteilt und Xog € LP fiir p > 1. Dann ist

t—1
1 L

{‘;E X, .t_1,2,...}
s=0

gleichgradig integrierbar.

Beweis. Da {|Xo[P} gleichgradig integrierbar ist, gibt es nach Lemma 8.9 eine monoton wach-
sende, konvexe Funktion f mit L&) 2% o ynd E[f(|Xo|P)] < oco. Weiter ist, mit der

x
Jensen’schen Ungleichung

t—1
sup E[f(‘%ZXS
5=0

t=1,2,...

PIER RO

t=1,2,...

< swp }YBIA(IX)] = BIA(1XoP)]

woraus die Behauptung (wieder mit Lemma 8.9) folgt. O

Theorem 18.17 (LP-Ergodensatz, von Neumann). Sei X = (X;);c; wie in (18.4), T =
Z; und Xg € LP fiirp > 1. Dann gilt

t—1

1 oo

7 > X, 5 B[Xo[Z).
s=0
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Beweis. Nach Lemma 18.16 ist

t—1
p
{‘%ZXS = 1,2,...}
s=0
gleichgradig integrierbar. Da die behauptete Konvergenz fast sicher (und damit stochastisch)
nach Theorem 18.15 gilt, gilt sie also auch in LP nach Theorem 8.11. O

Wir wenden nun den Ergodensatz auf irreduzible rekurrente Markov-Ketten an. Diese sind
némlich ergodisch, und wir kénnen zeigen, dass die invariante Verteilung aus Proposition 18.8
eindeutig ist.

Theorem 18.18 (Ergodizitéit von Markov-Ketten). Sei X = (X})i=0,1,2,.. eine zeitlich
homogene, stationdre, rekurrente und irreduzible Markov-Kette mit abzihlbarem Zustands-
raum E. Dann ist X ergodisch und positiv rekurrent und die stationdre Verteilung v ist ein-
deutig gegeben durch

z € E. (18.6)

Bemerkung 18.19 (Markov-Ketten). Aus dem Ergodensatz liest man ab, dass

t—1

1 t—o00

- D Lixmay —ps v(3). (18.7)
s=0

Man beachte, dass hier auf der linken Seite die mittlere Zeit steht, in der von X der Wert
x angenommen wurde und auf der rechten Seite die Wahrscheinlichkeit, mit der man im
Gleichgewicht den Prozess in x beobachtet. Man sagt hier auch, dass das Zeitmittel gleich dem
Raummittel wird. Diese Beobachtung wird im Beweis dazu verwendet werden, die stationére
Verteilung eindeutig zu bestimmen.

Beweis von Theorem 18.18. Zunichst zeigen wir, dass X ergodisch ist. Wir schreiben 7 fiir
den Zeitshift, also 7((X¢)i=0,1,2,..) = (X¢)i=12,... Sei A € Z. Nach Beispiel 18.2.3 ist A € T =
N2y 0(Xy, Xiq1,...), also fiir eine fast sicher endliche Stoppzeit T' mit der starken Markov-
Eigenschaft

P,(X € A|Fr) =P, (T o X € A|Fr) = P((X7, X141,...) € A|Fr) = Px, (X € A). (18.8)
Fir T =T, gilt also, da T' < oo fast sicher,
P, (¥ e A)=P,(X € A), r €kl
Deswegen gilt auch nach Theorem 15.35

P,(X € A) =) lix,_Pa(X € A) =Py, (X € 4)
zeFE
t—o0

= P,/(X S A|X0, ...,Xt) —_— P,/(X S A|XU,X1, ) = 1{X€A}'

Insbesondere ist P, (X € A) € {0,1}, d.h. Z ist trivial und X ist ergodisch.
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Wir zeigen nun mit Hilfe des Birkhoff’schen Ergodensatzes, dass

(18.9)

gelten muss. Daraus folgt dann, dass es mindestens einen positiv rekurrenten Zustand gibt,
X also nach Proposition 18.6.1 positiv rekurrent ist. Weiter zeigt dies die Eindeutigkeit der
invarianten Verteilung.
Mit X ist auch (1{Xt:x})t:0,1,2,... ergodisch unter v. Sei L; = 22:1 Lix,—a) = H{s < t:

X = z}| die Anzahl der Besuche von z bis zur Zeit ¢. Dann folgt aus dem Ergodensatz (siehe
auch (18.7))

L

?t t—o0 l/($)
fast sicher. Andererseits sei T der Zeitpunkt des n-ten Besuches von . Da (TF+! —TF Jk=1.2,...
unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen

1

n
ro = (T ST - ) P BT - 1] = B[

k=1
fast sicher unter P,. Deswegen gilt auch

& t—o00 1
t E.[T.]

Da der Limes von L;/t eindeutig sein muss, folgt (18.9).

Als Anwendung des Ergoden-Satzes bringen wir nun noch einen Satz, der zeigt, dass alle
zentrierten Irrfahrten auf Z rekurrent sind. Hier folgt zunéchst ein Lemma.

Lemma 18.20 (Range und Fluchtwahrscheinlichkeit). Sei } = (Y})i=0,1,2,.. stationdr
(also etwa eine unabhingige Familie) mit Werten in R%, Sy =Yy +--- +Y;,

R = |{S1,..., St}| (18.10)
der Range von & = (S¢)i=o0,1,2,... und
A= {Sl, SQ, ?é O}

das Fluchtereignis. Dann gilt

t—o00

1
SR T PALT).

Beweis. Sei T der Zeitshift um 1. Zunichst ist

t
Ry=|{r <t:S, # Sps1,.s S} = {r <t: 8, # Spy1, Sepa, o} =D Laor.
r=1
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Der Birkhoff’sche Ergodensatz liefert also
1
liminf —R; > P(A|Z)
t—oo

fast sicher. Fiir die Umkehrung sei s > 1 und A := {51, ..., S5 # 0}, wobei A = N2, A,. Es
gilt

Ry < s+ |{7" <t-—s:5 # ST+17"'7St}|
t—s
<s+|{r<t—s:S #Srt1,..., Srts}l :3+21A5 or"
r=1

Wieder liefert der Birkhoff’sche Ergodensatz

1
limsup —R; < P(A,|T) 2225 P(A|T)
t—o0 t
fast sicher wegen majorisierter Konvergenz. O

Theorem 18.21 (Satz von Chung-Fuchs). Seien Y1,Ys,... mit Werte in Z, unabhdingig,
identisch verteilt mit E[Y1] = 0, sowie Sy = 0 und Sy = Y1 +--- + Y, t = 1,2,... Dann ist
S = (St)t=0,12,.. rekurrent.

Beweis. Sei R; wie in (18.10) und A = {S, 55, ... # 0}. Wir zeigen 1R, H—Oo>fs 0. Daraus
folgt nach Lemma 18.20, dass P(A) = 0, was die Rekurrenz der Markov-Kette S impli-

ziert. Da Ry < 14 maxs—1,.. ;95 — ming—1 . ;5,, geniligt es aus Symmetrie zu zeigen, dass

1 maxXs—1,..¢ s H—oo>fs 0. (Falls E[Yf] < oo folgt dies aus dem Gesetz des iterierten Loga-

¢
rithmus.) Da %St 1% 0 nach dem Gesetz der groflen Zahlen, folgt

. 1 . 1 . S . r
limsup - max S, = lim limsup — max S, < lim sup — = limsup — =0
t—s00 r=1,...,t 8§50 {00 r=s,...,.t 5700 p>g T r—oco T

und die Behauptung ist gezeigt. O

18.4 Mischung

Eine Familie von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen sind nach Beispiel 18.2.4
ergodisch. Deshalb kann man sagen, dass Ergodizitit eine Abschwichung des Begriffes Un-
abhdngigkeit bedeutet. Jedoch erinnern wir an Theorem 18.18, bei dem fiir eine ergodische
Markov-Kette erlaubt war, dass sie periodisch ist und damit einen hohen Grad von Abhéngig-
keit aufweist. Deshalb fithren wir nun den Begriff der Mischung ein. Eine mischende Familie
von Zufallsvariablen ist weniger abhéngig als eine ergodische, muss aber nicht unabhéngig
sein.

Wir erinnern zunéchst an den Begriff des Cesaro-Grenzwertes.

Bemerkung 18.22 (Cesaro-Grenzwert). Aus der Analysis ist der Begriff des Cesaro-
Grenzwertes bekannt. Ist x1, xs, ... eine Folge, dann ist, falls existent,

n
o1
lim — E T;
n—o00 N 4
i=1
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der Cesaro-Grenzwert dieser Folge. Ist etwa x dieser Grenzwert, schreiben wir im Folgenden

C— limz,==x oder Ty ——225 g,
n—00 Cesaro
Man erinnere sich daran, dass fiir konvergente Folgen (z,,)p=12,... der Cesaro-Grenzwert eben-
falls existiert und mit dem Grenzwert der Folge tibereinstimmt. Andererseits gibt es Folgen,
deren Cesaro-Grenzwert existiert, die jedoch selbst nicht konvergieren. Etwa ist der Cesaro-
Grenzwert von y1 = 0,90 = 1,93 = 0,94 = 1,95 = 0, ... gerade % Weiter gelten fiir Cesaro-

Grenzwerte etwas andere Regeln als fiir {ibliche Grenzwerte. Im folgenden ist wichtig einzuse-

hen, dass aus z,, ——» z nicht folgt, dass |z, — 2| —— 0. (Etwa ist ja y, —— %, jedoch
Cesaro Cesaro Cesaro

1 n—oo 1
— 3| — 3.
|yn 2| Cesaro 2)
Lemma 18.23 (Ergodizitit und Cesaro-Grenzwerte). Fine maftreue Abbildung T ist

genau dann ergodisch, wenn

P(ANT'B) Zf—"% P(A)-P(B), ABcTF. (18.11)
Beweis. '=": Sei T ergodisch. Dann gilt nach dem Birkhoff’schen Ergodensatz 15 o 7! ?—O%
esaro
P(B) fast sicher, also auch 14-1go7! ?—O% 14 -P(B). Wegen majorisierter Konvergenz gilt
esaro
dann auch P(AN7!{(B)) 225 P(A) - P(B).

Cesaro
'«<": Falls (18.11) gilt, und A € Z, so gilt wegen A = AN 77 Y(A), dass P(A) = P(AN
77t(A)) é_}—oo> P(A)2. Das ist allerdings nur fiir P(A) € {0,1} moglich, und damit ist 7

ergodisch. 0

Definition 18.24 (Schwach mischend und mischend). 1. SeiT eine mafStreue Abbil-
dung. Dann heifst (P, 7) mischend, falls fiir alle A,B € F

P(AN7'B) 22 P(A) - P(B)

gilt. Falls
IP(ANT7'B) — P(A) - P(B)| =250

Cesaro

so heifst (P, 1) schwach mischend.

2. Sei X = (X4)t=0,1,2,... ein stationdrer Prozess. Dann heifft X mischend, falls fiir alle
A,B,e B(E)!

t—o00

P((Xo, X1,...) € A, (X4, Xt41,...) € B) — P(X € A) - P(X € B).
Er heifit schwach mischend, falls fiir alle A, B, € B(E)!

IP((Xo,X1,..) €A, (Xy, Xi41,...) €EB)—P(X € A)-P(X € B)| zf—“’> 0.
esaro
Theorem 18.25 (Mischend, schwach mischend und ergodisch). Sei 7 eine maftreue
Abbildung. Ist T mischend, so ist T auch schwach mischend. Ist T schwach mischend, so ist T
auch ergodisch.
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Beweis. Alle Aussagen folgen aus den Rechenregeln fiir Cesaro-Grenzwerte aus Bemer-
kung 18.22 sowie aus Lemma 18.23. 0

Beispiel 18.26 (Ergodisch aber nicht schwach mischend). Sei X = (Xt)i=0,1,2,.. €i-
ne zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum {0,1} und Ubergangsmatrix P mit
p(z,1 —x) = 1, gestartet in v mit v(0) = v(1) = 5. Dann ist X stationdr, nach Theo-
rem 18.18 ist X also ergodisch. Allerdings ist X nicht schwach mischend. Sei hierzu etwa

A =B ={Xy=1}. Dann gilt

1t gerad
P(ANT(B)) =2 &
0, t ungerade.

jedoch P(A) - P(B) = %. Also folgt

IP(ANT7Y(B)) - P(A) - P(B)| >

Cesaro

PN

Es gibt Beispiele fiir mafitreue, schwach mischende Abbildungen, die nicht mischend sind. Auf
diese wollen wir hier jedoch nicht eingehen.

Wir haben schon gesehen, dass positiv rekurrente, irreduzible Markov-Ketten ergodisch sind.
Nun zeigen wir, dass solche Ketten genau dann mischend sind, wenn sie aperiodisch sind. Wir
haben bereits in Theorem 18.11 gesehen, dass solche Ketten konvergieren.

Theorem 18.27 (Mischende Markov-Ketten). Sei X' = (X;);—0,1,2,... eine zeitlich homo-
gene, positiv rekurrente, irreduzible Markov-Kette mit abzdihlbarem Zustandsraum E, gestartet
in einer (nach Theorem 18.18 eindeutigen) invarianten Verteilung v . Dann ist X genau dann
mischend, wenn X aperiodisch ist.

Beweis. ’=’: Angenommen, X ist periodisch mit Periode d > 2. (Die Periode ist fiir alle
Zustinde nach Proposition 18.6.2 dieselbe.) Ist ¢ > 0 mit d [ ¢, so gilt p(z,z)! = 0. Also gilt
lim inf; o0 pt(z, x) = 0. Weiter ist v(x) > 0 fiir alle z € E nach Proposition 18.6.3. Damit gilt
litminf P,(Xg =z X, =2z) =v(z)pt(z,z) =0 # v(z)? =P, (Xg = z)*
—00

Damit ist X nicht mischend.

<" Sei nun X aperiodisch. Wir wissen aus Theorem 18.11, dass p’(z,y) LN v(y) fir
alle z,y € F gilt. Angenommen, A hingt nur von den ersten s Zeitpunkten ab, d.h. A, B € Fj,
so gilt wegen der Markov-Eigenschaft

P(Xc€AXor'eB)= ) P(XcAX,=2X,=yXor' €B)

r,yeE
= Z PV(X S AaXS = .Z') ‘pth(x’y) ' P?J(X S B)
el
% Y PL(XY €A X, =1) v(y) Py(X € B)
zyel

=P, (X¥ecA) -P,(X¥eB).

Der allgemeine Fall, d.h. A € F, folgt mittels eines Approximationsargumentes. O
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18.5 Stationire Prozesse in stetiger Zeit

In diesem Abschnitt erweitern wir die bekannten Ergodensétze 18.15 und 18.17 und formulie-
ren sie im zeitstetigen Fall; siehe Theorem 18.31. Die wichtigste Anwendung ergibt sich mit
stationidren Markov-Prozessen in stetiger Zeit, und insbesondere mit Markov-Ketten; siehe die
Erweiterung des Markov-Konvergenzsatzes (Theorem 18.11) auf den zeitstetigen Fall; siehe
Theorem 18.38.

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Stationaritéit im zeit-stetigen Fall. Ein stocha-
stischer Prozess X = (X});>0 heifit stationér, wenn (Xiys)i>0 4 (Xt)e>0 fiir alle s > 0 gilt.

Anders ausgedriickt: Ist 75 der Zeit-Shift um s, so gilt 75(X) < x.

Definition 18.28 (Fluss). Sei I = Ry oder I = R. Eine Familie von Abbildungen (7s)scr
mit 7s : Q — Q heifft Fluss (oder Halbgruppe), falls 75(14(w)) = 7sy¢(w). Der Fluss heifst
messbar, wenn (w,t) — 7 (w) eine F x B(I) — F-messbare Abbildung ist.

In diesem Fall nennen wir

T={ACF:77YA) = A fir alle s € I}
die o-Algebra der (Ts)ser-invarianten Ereignisse.

Beispiel 18.29 (Stationirer zeit-stetiger Prozess). In der Definition 18.28 betrachten
wir wieder den Fall, dass Q = E' und f : E — R. Ist dann (7,)s¢cs ein Fluss, so ist

Xs = f(rs(w)) (18.12)

ein stationérer stochastischer Prozess. Weiter ist der Fluss (75)ser genau dann messbar, wenn
fiir jedes messbare f der Prozess (X;):c; messbar beziigllich B(E) x B(I) — B(E) ist.

Um die Messbarkeit eines stochastischen Prozesses zu gewéhrleisten, stellen wir einen Zusam-
menhang zu dem bereits bekannten Begriff der progressiven Messbarkeit her; siehe Definiti-
on 14.31.

Lemma 18.30 (Progressiv messbar und messbar). Sei X = (X;)er ein E-wertiger
stochastischer Prozess. Ist dieser progressiv messbar, so ist (x,t) — Xy messbar beziiglich

B(E) x B(I) — B(E).
Beweis. Die Behauptung ist klar, weil die Einbettung B(E) x B([0,t]) — B(E) x B([0, c0)
stetig, also messbar ist. O

Theorem 18.31 (Ergodensatz in stetiger Zeit). Sei [ = [0,00) und X = (X;)ies ein
stationdrer stochastischer Prozess wie in (18.12), T die invariante o-Algebra und Xo € LP fiir
p > 1. Dann gilt

1 t
t/ Xods 2251, 10 E[Xo|T). (18.13)
0

Beweis. Zunéchst kénnen wir annehmen, dass X; > 0 ist. (Ansonsten schreiben wir X; =
X, — X; und wenden das Resultat auf X;” und X; an.) Schreibt man Y} = fkk,l Xsds, so
folgt die Konvergenz der linken Seite von (18.13) aus Theoremen 18.15 und 18.17, da mit der
Jensen’schen Ungleichung gilt, dass

E[Y?] = E[(/Ol Xsds)p] < /01 E[Xg’]ds — B[X7] < .
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Es geht also nur noch darum, zu zeigen, dass der Grenzwert Z fast sicher gleich E[X(|Z] ist.
(Dies ist nicht sofort klar, weil in den Ergodensétzen in diskreter Zeit auf der rechten Seite
nur die invariante o-Algebra des Ein-Schritt-Zeitshiftes steht.)

Auf der Menge von Maf 1, auf der (18.13) gilt, ist sicher fttf Xsds < oo fiir alle t1 < to, da
sonst der Grenzwert in nicht existieren wiirde. Daraus folgt, dass fiir jedes r > 0 (auf dieser

Menge
g) 1(/r+th /th)t—moO
— sds — sds) —— 0.
T 0

r+t
—hm de—hmf Xsds = Z o,

t—oo t r

Das bedeutet insbesondere

Damit ist Z also messbar beziiglich Z nach Lemma 18.3. Weiter gilt, wegen der L'-Konvergenz
fir AeT

E[ X, X € A] = E[X;,75(X) € A] = (75).E[Xo, X € A] = E[Xo, X € A].

Daraus folgt (wieder mit A € Z) aus der L'-Konvergenz

1t 1t
E[Z X € A] = lim E[t/ X,ds, X € A} = lim - [ E[X,,X € Alds = E[Xo, X € A,
0

t—o00 t—oo t 0

woraus Z = E[X|Z] folgt. O

Das wichtigste Beispiel stationdrer Prozesse stellen Markov-Prozesse dar. Fiir diese stellt das
néchste Resultat ein einfaches Werkzeug bereits, wie die Stationaritéit nachgewiesen werden
kann.

Proposition 18.32 (Stationire Verteilungen fiir Markov-Prozesse). Sei X = (X;):>0
ein Markov-Prozess mit Zustandsraum E, Generator G* und Domain D(GY¥). Weiter sei
t — Eg[f(Xy)] stetig in O fir alle v € E und f € Cy(E), v — Eg[f(X:)] € Cp(E) fir
f €Cy(E) und G¥ f € Cy(E) fiir f € D(GY). Fiir v € P(E) sind dquivalent:

1. v ist eine stationdre Verteilung, das heifit E,[f(X:)] = E,[f(Xo)] fiir alle f € Cy(E).

2. Es gibt eine separierende Funktionenklasse I C D(GY), so dass E,[(GY f)(Xp)] = 0 fiir
alle f € II.

Beweis. 1. = 2.: Sei f € D(GY). Nach Theorem 16.30 ist
t
(0 - 0 - [ (@ nxas) (18.14)

ein Martingal. Aus der Stationaritét von v folgt, dass E, [g(X:)] = E, [g(X0)] fiir alle g € B(E).
Daraus folgt

0= /0 E, [(GX 1)(X.))ds = t - B, [(G* £)(Xo)]ds

fiir alle ¢ > 0. Dies ist jedoch nur moglich, falls E,[(G? f)(Xo)] = 0. Die Aussage folgt nun,
da D(G) dicht in Cp(E) ist; siehe Korollar 16.29.
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2. = 1. Fiir f € II gilt fur alle ¢ € I, da (18.14) ein Martingal ist,
E,[f(X1)] = Ev[f(Xo)].

Da II separierend ist, folgt X 4 Xo ~ . O

Definition 18.33 (Markov-Kette in stetiger Zeit). Wir betrachten das Beispiel 16.33
und die darin verwendete Notation. Ist hier EE hdchstens abzdhlbar, so heifit X eine Markov-
Kette in stetiger Zeit. Der Prozess Y = (Y)r=0,1,2,.. heifit die eingebettete Markov-Kette. Es
heifit \(x) die Sprungrate von x und wir definieren die Ubergangsmatriz P = (p(z,9))zyeE
der eingebetteten Markov-Kette als p(x,y) := p(x,dy). Weiter ist pi(z,y) = w(x,dy) die
Wahrscheinlichkeit der zeit-stetigen Markov-Kette, bei Start in x zur Zeit t in y zu sein.

Bemerkung 18.34 (Unbeschrinkte Sprungsraten). Wir bemerken, dass in Bei-
spiel 16.33 die Sprungrate A beschrinkt ist. Die Konstruktion der Verbindung von X und
Y funktioniert jedoch auch bei unbeschrénktem A, so lange 7 := Z]o-io %{G) = oo fast sicher
gilt (siehe (16.8)). Andernfalls wére der Prozess X in endlicher Zeit unendlich oft gesprungen,

und die Definition des Prozesses nach 7 wire nicht moglich.

Proposition 18.35 (Stationire Verteilung von Markov-Ketten). Sei X = (X;);>0 eine
Markov-Kette in stetiger Zeit und ) die eingebettete Markov-Kette, sowie v € P(E). Dann
ist v genau dann stationdr fir X, wenn v mit v(z) = Mx)v(z)/C und C =3 p Ay)v(y)
stationdr fir Y ist.

Beweis. Wir wissen aus Proposition 18.32 und (16.9), dass v genau dann stationér fir X ist,
wenn

z€EFE ryel
= O v(@)p(e,y)(fy) = f(x)) = C(Bs[f(V1)] — B[ (Y0)])
Daraus folgt die Aussage. O

Lemma 18.36 (Treffwahrscheinlichkeiten). Sei X = (X;):>0 eine Markov-Kette in steti-
ger Zeit und x,y € E. Dann ist py(x,z) > 0 fiir allet > 0 und x € E. Fir xz # vy ist entweder
pi(x,y) > 0 fir alle t > 0, oder py(z,y) =0 firt > 0.

Beweis. Wir setzen 13 := Z?:o /\(ng/") als k-te Sprungzeit von X. Es gilt fiir ¢ > 0
J

pr(z,x) =P Xy =2) > Pp( Xy =2, > 1) = e M@t >,
Weiter sei V = (Yi)k=0,1,2,.. die eingebettete Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und
Tay = Py[T, < ool]. Gilt rz, > 0, so gibt es ein n > 0 mit p"(x,y) > 0. Daraus folgt fiir jedes
t>0
pe(x,y) =Po(Xe =y) > Po( Xy =y, 71 St <) =0"(2,y) Po(tno1 <t < 1) >0

Ist andersherum r, = 0, so muss p;(x,y) = 0 fiir alle t > 0 gelten. ]
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Definition 18.37 (Rekurrenz, Transienz). Sei X = (X;);>0 eine Markov-Kette in stetiger
Zeit. Wir setzen

Ry:=inf{t>0: X, #2}  wnd  T,:=inf{t >R, : X, =z}.

Dann definieren wir die Begriffe rekurrent, positiv rekurrent, null-rekurrent, transient, irre-
duzibel genau wie in Definition 18.4 im zeit-diskreten Fall.

Nach dem eben gezeigtem Lemma macht fiir Markov-Ketten in stetiger Zeit der Begriff der
Aperiodizitit keinen Sinn. Deswegen fassen wir die analogen Aussagen zu den Theorem 18.11
und Theorem 18.18 fiir Markov-Ketten in stetiger Zeit zusammen.

Theorem 18.38 (Markov-Ketten-Konvergenzsatz in stetiger Zeit). Sei X = (X;)t>0
eine zeitlich homogene, irreduzible Markov-Kette in stetiger Zeit mit abzdihlbarem Zustands-
raum E. Dann g¢ilt genau eine der beiden Aussagen

1. X ist positiv rekurrent und es gibt genau eine invariante Verteilung v von X. Ist Xo ~ p
mit p € P(E) beliebig, so ist

1(X0)P — v]] 225 0. (18.15)

In diesem Fall ist X mischend (also auch ergodisch) und die einzige stationdre Verteilung
ist v € P(E) mit

2. Es gibt keine invariante Verteilung von X und es gilt
pe(x,y) LNy fiir alle z,y € E. (18.16)

In diesem Full ist X entweder transient oder null-rekurrent.

Beweis. Nach Lemma 18.36 ist fiir jedes h > 0 die Markov-Kette (X,p)n=0,1,2,... irreduzibel
und aperiodisch. Wir beginnen mit der Klassifizierung in die beiden Fille.

Angenommen, es gibt ein h > 0, fiir das die Markov-Kette (X,,5)n=0.12,.. positiv rekurrent
ist. Nach Theorem 18.11 gibt es dann eine einzige invariante Verteilung v. Weiter ist dann
(Xnh/)n=012,.. positiv rekurrent fiir jedes b’ = 27™h, m = 0,1,2, ..., und zwar — wegen der
Eindeutigkeit — mit derselben invarianten Verteilung. Sei ¢ > 0. Approximiert man ¢ mittels
[2"t/h]27™h von oben, so folgt wegen der Rechtsstetigkeit von X, dass mit Xy ~ v auch
X ~ v, also v auch invariant fiir X ist. Es gilt nun

(X P —v]| <Y IP(Xe=2) —v(z)| = ) ‘ > ul@pe, 2) — v(z)

zeR z€E zeFE

< @)Y Ipul, 2) = v(2))|
el zeE

< @) Y pemn () = vW)Ipe—jemn (v, 2)
z€FE y,2€E

=5 w@) S Ippsmn (e, y) — v(y) 20

zel yel
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nach majorisierter Konvergenz mit Theorem 18.11. In diesem Fall folgt genau wie in Theo-
rem 18.27, dass X mischend ist.

Angenommen, (Xpp)n=0,1,2,... ist fiir alle b > 0 entweder null-rekurrent oder transient. Fiir
x,z € F ist dann, wieder mit Theorem 18.11

Jim py(z, 2) = lim ZEPt_[t/h]h(%y)p[t/h]h(y, 2)
ye

. h—0
< tllglop[t/h}h(x’ z) + Zpt—[t/h]h(xa y) < th(fﬁvy) — 0.

y7w y#w

Wir kommen nun zur Berechnung der stationédren Verteilung von X im Falle positiver
Rekurrenz. Sei T" := inf{n > 0 : X, = x}. Wir berechnen, wegen der Rechtsstetigkeit von
X,

Eo[Ty] =) ple.y)Ey[Tx] = lim > p(a, y)By[T7] - h = lim Eq[T}| Xy # a] - h

yek yerE
. E TN h—E Th X, =2]-h . E T!-h—h . ET/]
= lim = lim —————— = lim
h—0 P(X), # x) h—0 1 — e Ma)h h—0 ()

Ist nun (Xpp)n=0,1,2,... fiir ein h > 0 positiv rekurrent, so ist nach Theorem 18.18 die invariante
Verteilung v von X durch
1 . 1 1 1

—= = 1 7:1. - .
v(z) E,[T7]  mooc Eo[T2 "] — hs0 Bo[TF] — A(x) - By[T]

gegeben. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem stationdren Markov-Prozess, der aber keine Markov-
Kette ist.

Beispiel 18.39 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess). Wir lernen nun noch einen speziellen
Prozess in stetiger Zeit kennen, der, sowohl ein Gauss-Prozess (siehe Definition 14.15), als
auch ein starker Markov-Prozess und stationér ist. Hierzu sei X = (X¢)¢>0 eine Brown’sche
Bewegung, p > 0, und Y = (Y2)¢>0 gegeben durch

_ —ut _—put
}/t =€ XfOtSQMSdS =€ Xﬁ(ezu‘t—l).

Klar ist, dass ) ein Gauss’scher Prozess ist, und zwar mit Covarianz-Funktion

1 — Le—u(ert)(e?u(sAt) —1).

- t
COV(Y,,Y;) = e ot )COV(XQL(ew—l)’X2—(e2us—1)) 5
© u

Gegeben Yy = y, folgt daraus, dass Y; ~ N (e Hty, i(l —e21)), Wir berechnen fiir s <t < u

4% - COV (Y, Y,) - V(V}) = (e—u(u—s) _ e—u(quS)) (1 — 720
— (e—u(t—S) _ e—u(t+8))(e—u(u—t) _ e—u(u+t))

= 4-COV(Y,,Y;) - COV(Y,,Y,).
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Nach Theorem 16.5 ist ) also ein Markov-Prozess. Aus Theorem 16.12 konnen wir auflerdem
ablesen, dass Y stark Markov ist.

Damit ist der Generator dieses Markov-Prozesses fiir f € CZ(R), mit Hilfe von (16.5), fiir
ein ¢/ mit |t/ — 1| < |1 — e #|

(GV1)(y) = lim § (By[F (V) — f()])

= lim 1 (Ey[f(e" feQusds) f))
(
F(

t—0 ¢t

_%t( WP OCpt ings) = 1)

Xf e218ds )( —ut - I)X‘[g e21sdsg + %f”(ng e2#8d5)(t - 1)2Xi‘ 62‘”‘gd8])
= %f”(y) — 1y f'(y)
Da Y; ~ N (e Fly, i(l — e 21)), folgt schon, dass Y; Xy = N(0, i) Dies legt nahe, dass

v eine stationére Verteilung ist. Dies kann man mit Hilfe von Proposition (18.32) nachrechnen.
Es gilt ndmlich, fiir f € Cg(R), mittels partieller Integration,

E(GYN00) = /2 [ (4" (@) ~ o f ()
- [ / f(x e —hE dm—u/xe_“x2f’(m)d:v> =0,

woraus die Stationaritit von v folgt.



