Abteilung fiir Mathematische Stochastik Wintersemester 2019,/2020
Prof. Dr. Angelika Rohde Johannes Brutsche, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
“ Analysis ITI“
Blatt 6

Abgabetermin: Montag, 02.12.2019, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (2, A, p) ein Mafiraum und f,g : © — R messbare Funktionen. Es seien weiter 1 <
p,q < oo mit % + % = 1. Zeigen Sie, dass

| 17sl dn < (/Q\f|pdu>’l’-(/g|g|qcm>;.

HINWEIS: Zeigen Sie zunéchst die Ungleichung zy < %) + % fiir z,y > 0 und p, ¢ wie oben.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und O die Menge der offenen Mengen in X, welche von d
induziert werden. Eine Teilmenge B C O heifit Basis der Topologie, falls

VAe OVx e AdB e B sodass z € B C A.

Zeigen Sie, dass es genau dann eine abzédhlbare Basis B von O gibt, wenn eine abzihlbare
dichte Teilmenge von X existiert.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen RN = [L,cn R sind messbar
beziiglich BN := @, .y B(R)?

(a) {(xn)new € RN : SUPpeN Tn > 3}
() {(zn)new € RN : 37_; 2 = 0 fiir mindestens ein n € IN}

(c) {(zp)nen € RN : (2,)new konvergiert gegen 3}

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei f € C([a,b]) eine stetige reellwertige Funktion und € > 0. Ziel dieser Aufgabe ist es zu

zeigen, dass ein Polynom p existiert mit

sup |f(z) — p(z)| <e.
z€la,b]

Dazu definieren wir fiir n € IN das Bernsteinpolynom
B =37 (5 (1)ar - ot
" ' — n/) \k '

k=0

(bitte wenden)
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Zeigen Sie nun:

(a) Es gilt
Buf@) ~ 1) = 3|7 (£) - 50| gusto
k=0
fiir
mala) = ()1 = ot

(b) Zeigen Sie, dass fiir x € [a, ]

n 2

S (5 0 1

k=0

(c) Folgern Sie nun die Behauptung, indem Sie fiir € > 0 ein § > 0 wihlen, sodass fiir

|z —y| < § folgt, dass |f(x) — f(y)| < € und dann per Fallunterscheidung |% — x| <6 und
|% — x| > ¢ mithilfe von (a)

|[Buf(x) = f(x)] <€
gleichméBig fir = € [a, b] erhalten.



