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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (Ω,A, µ) ein Maßraum.

(a) Es seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) Messräume und f1 : Ω→ Ω1 eineA-A1-messbare Funktion,
sowie f2 : Ω1 → Ω2 eine A1-A2-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass

µf2◦f1 =
(
µf1
)f2

.

(b) Es sei Ω = Z2 und A = P(Z2), sowie f : Z2 → Z definiert durch f(x, y) = x + y.
Bestimmen Sie µf .

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei f : R → R mit f(x) = |x| gegeben. Bestimmen Sie alle (σ(f),B)-messbaren Funktionen
g : R→ R und begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei λ das Lebesgue-Maß auf (R,B(R)).

(a) Zeigen Sie, dass für die Folge konstanter Funktionen fn = 1
n im Lemma von Fatou die

strikte Ungleichung gilt.

(b) Betrachten Sie die Funktionenfolge (fn)n∈N mit fn(x) = 1
n1[0,n](x). Zeigen Sie, dass

limn→∞ fn(x) = 0 für alle x ∈ R und bestimmen Sie limn→∞
∫
fndλ. Widerspricht dies

dem Satz von der dominierten Konvergenz?

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (fn)n∈N eine Folge nicht-negativer, messbarer, reeller
Funktionen auf Ω, die punktweise gegen eine Funktion f : Ω→ [0,∞] konvergiert. Zeigen Sie,
dass im Falle limn→∞

∫
fn dµ = c < ∞ auch f µ-integrierbar ist mit

∫
f dµ ≤ c. Zeigen Sie

ferner anhand eines Beispiels, dass
∫
f dµ jeden Wert in [0, c] annehmen kann.

Hinweis: Wählen Sie z.B. (Ω,A, µ) = (R,B,1[0,1] · λ) und f := a · 1(0,1] für vorgegebenes
a ∈ [0, c].

1


