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Ubungen zur Vorlesung
“ Analysis ITI“

Blatt 4

Abgabetermin: Montag, 18.11.2019, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Fiir eine Folge A,, C 2, n € IN, von Mengen definieren wir

limsup A4, := ﬂ U A, und linrr_l)i£fAn = U ﬂ A,

n—oo m>1n>m m>1n>m
(a) Zeigen Sie, dass liminf, . A, C limsup,,_, . A, gilt.

(b) Es sei nun (Ap)new monoton, das heifit A, C A,41 oder A,y1 C A, fir alle n € IN.
Zeigen Sie, dass dann liminf, . A, = limsup,,_,., A, gilt.

(c¢) Es seinun (2, 4, u) ein Mairaum und 4,, € A fiir alle n € IN. Es gebe ein m € IN, sodass
I (Uan An) < oo gilt. Beweisen Sie dann die folgende Ungleichungskette:

I <lim inf An> < liminf pu(A4,) < limsup pu(4,) < p <lim sup An> .

n—00 n—00 n—o0 n—oo

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Wir definieren die folgenden Mengensysteme:

C1:={(—o0,b] | b € Q},

Co :={(a,b] | a,b € Q mit a < b},
Cs:={(a,b) | a,b € Q mit a < b},
Cy :={[a,b] | a,b € Q mit a < b}.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Mafi A auf (R, B(R)) das einzige translationsinvariante Mafl
ist, das auf dem Einheitsintervall (0, 1] den Wert Eins besitzt. Translationsinvariant bedeutet
dabei, dass u(A) = u(t + A) fir alle t € R und A € B(R), wobei t+ A:={t+a|a € A}.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Sei F eine nicht-fallende und rechtsstetige Funktion F': R — R und pp definiert fiir alle
halboffenen Intervalle (a,b] C R definiert durch

pr((a,b]) = F(b) — F(a).

Zeigen Sie Bedingung (vii) aus dem Maflfortsetzungssatz, d.h. dass fir Intervalle (a, b], (an, by]

mit n € N und (a,b] C U, en(@n, bn] gilt p((a,b]) <3 cn w((an, br)).

HINWEIS: Konstruieren Sie eine endliche offene Uberdeckung UnNzl(an, by, + 6,) von [a + 6, 0] fiir
geeignete d,,0 > 0 und argumentieren Sie, wieso Sie hierbei annehmen kénnen, dass
a1 <ag < - <ayund apr1 < by + 6y < bpa1 + Ont1-

(b) Es sei p ein o-endliches Maf§ auf dem Messraum (R, B(RR)). Zeigen Sie, dass eine nicht-
fallende und rechtsstetige Funktion F': R — R existiert mit

p((a,b]) = F(b) - F(a).

(c) Essei F eine weitere Funktion, welche die Gleichung aus (b) erfiillt. Zeigen Sie, dass eine
Konstante ¢ € R existiert mit ' = F + c.



