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Prof. Dr. Angelika Rohde Johannes Brutsche, M.Sc.

Ubungen zur Vorlesung
“ Analysis ITI“
Blatt 10

Abgabetermin: Montag, 13.01.2020, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Esseil <¢g<p<ox.

(a) Zeigen Sie, dass fiir f € LP(Q, A, u) N LI(Q, A, u) und ¢ < r < pauch f € L"(Q, A, u)
gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f € L1(Q, A, u) N L®(Q, A, ) auch f € LP(Q, A, u) gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien f, f,, € L3(Q, A, ). Wir sagen, dass (fn)nen schwach gegen f konvergiert, falls

/ fngdp — / fgdp  fiir alle g € L*(, A, p).

Q Q

(a) Zeigen Sie, dass die Normkonvergenz || f, — f||2 — 0 die schwache Konvergenz von (fy,)nen
gegen f impliziert.

(b) Es konvergiere (f,)nen schwach gegen f und es gelte || fn|l2 — || f]|2 fiir n — oco. Zeigen
Sie, dass dann schon || f, — f||l2 — 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Essei f € L%(Q, A, i1). Betrachten Sie die Abbildung F : L?(2, A, 1) — R welche durch

g / fodp
Q

gegeben ist und fassen Sie den Definitionsbereich als normierten Raum mit der Norm
|| - ||2 auf. Zeigen Sie, dass F' stetig ist.

(b) Betrachten Sie den Mafiraum ([0, 27], B([0, 27]), A) mit dem ein-dimensionalen Lebesgue-
MaB \. Zeigen Sie, dass die Folge f,(x) := sin(nx) schwach gegen f(z) = 0 konvergiert,
jedoch nicht in der L?-Norm.

HINWEIS: Um schwache Konvergenz zu zeigen, d.h. das Integral [ f,gd\ zu berechnen kann es
hilfreich sein, g durch Treppenfunktionen zu approximieren.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum, M ein abgeschlossener linearer Unterraum und
M~ :={hec H|hLm fir alle m € M}.

Im Beweis des Projektionssatzes hatten wir gesehen, dass sich jedes h € H schreiben lésst als
h = f+f', wobei f € M und f' € M~*. Es bezeichne P die orthogonale Projektion von H auf
M, d.h. es gilt P(h) = f, und analog @ die orthogonale Projektion auf M=+, d.h. Q(h) = f'.

(a) Zeigen Sie, dass P linear ist und P? := Po P = P.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle g,h € H gilt (P(g),h) = (P(g), P(h)) = (g, P(h)).
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle h € H gilt ||h||? = ||P(R)|]* + ||Q(h)||?.



