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1 Wahrscheinlichkeit

1.1 Axiome von Kolmogorov

Definition 1.1 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und diskreter Mafiraum). Gegeben
sei eine nicht-leere Menge Q0 (genannt Grundraum oder Stichprobenraum). Eine Abbil-
dung p: P(Q) — [0, 00] heifit diskretes Maf, falls folgende Figenschaften erfillt sind:

(2) Nicht-Negativitit: VA C Q: pu(A) > 0.
(13) Nulltreue: pu(2) = 0.

(iti) o-Additivitit: Fir A; C Q¥ie N mit AN A; =@ Vi,jeN,i#j gilt:
Iz (U Ai) = u(A)
i=1 i=1

(iv) Diskretheit: Es gibt eine abzihlbare Teilmenge Qo C Q mit u(Q2§) = 0.

Das Tripel (22, P(£2), 1) nennt man einen diskreten Mafsraum. Die Abbildung pu heif$t dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafs, falls u(Q2) = 1 ist. In diesem Fall nennt man das Tripel
(Q,P(Q), 1) auch diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Fir A C Q heifft dann p(A) die
Wahrscheinlichkeit von A.

Bemerkung 1.2. Fin (diskretes) Wahrscheinlichkeitsmafl wird typischerweise mit P
bezeichnet (wobei der Buchstabe P fiir ,,Probability“ steht).

Ubungsaufgabe 1.3. Beweisen Sie: Eine Abbildung p : P() — [0,00] mit (i), (iii)
und p(Q) =1 erfillt auch die Eigenschaft (ii). N.b.: Fiir abzihlbares Q # & werden die
FEigenschaften (i), (i) und p(2) = 1 auch Aziome von Kolmogorov genannt (1933).

Bemerkung 1.4. Die Menge Qg aus Definition 1.1 ist nicht eindeutig. Jede abzdihlbare
Menge Qo C Q mit ,u(QOC) = 0 heyf$t Trager von p. Ldsst man aus einem Trdger alle
Elemente w weg, die p({w}) = 0 erfiillen, so bleibt ein Trager mit u({w}) >0 Vw € Qg

ibrig. Dieses Qg nennt man dann Trdger im strengen Sinne.

Konvention 1.5. Ist in einer endlichen oder unendlichen Summe von Zahlen aus [0, 00]

mindestens ein Summand oo, so wird die Summe gleich oo gesetzt.

Notation 1.6. Sind A; € P(Q) firi € N paarweise disjunkte Mengen (d.h. A;NAj =
g Vi, jeN,i+#j), so schreibt man auch:

00 [e§)
=1 i=1



Lemma 1.7 (Regel von De Morgan). Seien 2 # @& eine beliebige Grundmenge und I
eine beliebige Indexmenge. Fir alle i € I sei A; € P(2). Dann gilt:

C C

(ﬂ Ai> = JAf und (U AZ-) =AY
icl i€l i€l i€l
Beweis. Ubungsblatt 1, Aufgabe 2. O

Lemma 1.8. Gegeben seien ein Grundraum Q # &, ein diskretes Maf v : P(2) — [0, o0]
und ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs P : P(Q2) — [0,00]. Dann gelten folgende

Aussagen:

(i) Endliche Additivitit: Ist n € IN gegeben und sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte

Teilmengen von §) (diese bezeichnet man gerne als ,Ereignisse®), so gilt:

I (Z Ai> => (A
i=1 i=1

(1i) Isotonie: Ist A C B fiir A,B € P(Q), so ist u(A) < u(B). Speziell folgt hieraus
fir das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P, dass VA € P(Q) gilt, dass 0 < P(A) <1 ist.

(13i) Subtraktivitit: Ist p(A) < oo fir ein A € P(Q), so gilt die folgende Implikation
VB eP(Q):
ACB= B\ A)=pubB)—puA)

Wegen P(Q) =1 gilt diese Implikation fiir Wahrscheinlichkeitsmajf$e immer.

(iv) Komplementaritit: Ist p(A) < oo fir ein A € P(Q), so folgt, dass u(A%) =
() — p(A) ist. Insbesondere ist P(AY) =1 — P(A).

(v) Stetigkeit von unten: Ist (A;);en eine aufsteigende Folge in P(Q2) (d.h. Vi € IN gilt
A; C Ajt1), so folgt:

o (U Ai) = lim pi(A,)
=1

(vi) Stetigkeit von oben: Ist (A;);ew eine absteigende Folge in P(Q) (d.h. Vi € IN gilt
Ai D Aiy1), und ist p(Ar) < oo, so folgt:

Z (ﬂ Az) = g )
=1




(vii) Subadditivitit: Firn € N und Ay, ..., A, € P(Q) gilt immer:

2 (U Ai) < ZM(Az‘)
i—1 =1

(viii) o-Subadditivitit: Ist (A;)ien eine Folge in P(Q2), so gilt:

MQJ&)SEZM&)

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften (i) — (iv) nach. Die Eigenschaften (v) — (viii) sind
Gegenstand von Aufgabe 3 auf Ubungsblatt 1.

(i) Mit 4; := @ Vi > n gilt

n

ZM(Ai)~
i=1

o-Additivitét n(2)=0

M(ZlA> _ M(iA) . iuw

(i) Sei B = AU (B\ A). Es folgt aus (i), dass u(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A) ist
(denn pu(B\ A) > 0).

(ii1) p(B) L p(A) + (B \ A) B2 (B A) = pu(B) — p(A)

(iv) folgt aus (iii) mit B = .

Diskrete Mafle lassen sich leicht mithilfe von Zahldichten konstruieren.

Definition 1.9 (Z&hldichte). Sei 2 # @ ein Grundraum.

(1) Eine Abbildung f : Q — [0,00] heifit Zihldichte, wenn T = {w € Q | f(w) > 0}
abzdhlbar ist. Gemdfs

pA) = 3 ) mit 3 fw) =0 (+)
weANT wED

wird offenbar ein diskretes Maf auf (2, P()) definiert, wobei Qo = T gesetzt

werden kann. Gilt
Y flw =1,

weT

so ist das durch (x) definierte Maf$ ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf.



(13) Ist umgekehrt p ein diskretes Maf$ auf (Q, P(2)), so ist die durch
[ = 0,00, w = p({w})

definerte Funktion eine Zihldichte.

Beispiel 1.10. (i) Seien Q = {1,2,3,4,5,6} und f : Q — [0, 00],w ﬁ = %. Das
zu f assoziierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ P heif$t Laplace-Verteilung auf (2, P(2)).
(Q,P(Q),P) ist ein Modell fiir einen einmaligen Wiirfelwurf.

(i) Betrachten wir nun einen einmaligen Minzwurf. Dafiir verwenden wir die Grund-
menge Q = {Kopf, Zahl}, versehen mit der Zihldichte f(Kopf) = 1, f(Zahl) = 1.
Das zugehorigeWahrscheinlichkeitsmaf ist ebenfalls eine Laplace-Verteilung auf

(€2, P(2))-

1.2 Urnenmodelle und abgeleitete Verteilungen

Wir betrachten n Ziehungen aus einer Urne mit N Kugeln, die mit den Zahlen 1,..., N

durchnummeriert seien.

Beispiel 1.11 (6 aus 49). Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus 49 Zahlen 6 (unterschied-
liche) Zahlen auszuwdhlen? Fiir die erste Zahl gibt es 49 Mdoglichkeiten; fir die zweite
dann nur noch 48, da eine Zahl dann ja bereits gewdhlt wurde; fiir die dritte gibt es
nur noch 47 Mdglichkeiten, usw.; wenn wir diese Anzahl noch durch die Anzahl der
mdoglichen Permutationen eine 6-elementigen Menge teilen, ergibt sich schlussendlich

folgende Formel:

4948 -...-44 49
_ = = 13.983.816
o= (5)
Dies ist genau die Anzahl aller 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49}. Allgemeiner
1st (Z) genau die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen der Menge {1,...,n}. Dieses

Beispiel entspricht dem Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen von 6 Kugeln

aus einer Urne mit (urspriinglich) 49 Kugeln.

Satz 1.12 (Kombinatorik). Wir betrachten das Ziehen einer Stichprobe vom Umfang n

aus einer N-elementigen Menge. Es gilt:

Mit Zuriicklegen Ohne Zuriicklegen
Mit Reihenfolge N7 N-(N=1)-..-(N=n+1)= 5y
Ohne Reihenfolge (N +:_1) (]X )

Ohne Beweis.



Beispiel 1.13 (Ziehen mit Zuriicklegen, Binomialverteilung). Wir betrachten eine Urne
mit N Kugeln; R davon seien rot, und N — R weifS. Aus dieser Urne ziehen wir n-
mal hintereinander eine Kugel, wobei wir nach jedem Zug die jeweils gezogene Kugel
zuriicklegen. Die Kugeln seien von 1,..., N durchnummeriert — 0.B.d.A. seien die ersten

R Kugeln rot. Wir betrachten dazu den Stichprobenraum
Q= {(w17"'7wn) | I <w SN}

(w1 bezeichnet dabei die Nummer der ersten gezogenen Kugel, wo die der zweiten, usw.)

mit Laplace-Verteilung, d.h. die Wahrscheinlichkeit jedes n-Tupels ist gleich.

Frage: Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau r rote Kugeln in der Stichprobe
sind? Dies entspricht dem Ereignis E, = {(w1,...,wn) : |[{i:w; < R} =71}.

Um die Mdichtigkeit von E, zu berechnen, schreiben wir E, als Vereinigung disjunkter
FEreignisse Er, wobei I C {1,...,n} die Nummern der Ziehungen enthdlt, bei denen
genau eine rote Kugel gezogen wird. Die Idee ist, dass wir von diesen Ereignissen die

Wahrscheinlichkeit leichter ermitteln konnen. Wir setzen also
Er={(wi,...,wpn) |wie{l,...,R} firie T undw; e {R+1,...,N} fiir i ¢ I}

und

E, = U Er.

Ig{l’»n}
[|=r

Da es genau (:f) Teilmengen I C {1,...,n} mit Kardinalitit v gibt, und da E; fir alle
solchen I dieselbe Kardinalitdt hat, folgt:

n n
El=(")1Eq = (")-R-(N=R"
| Er| <r> B, <r> R" - ( R)

Mit der Laplace-Verteilung und der Tatsache, dass || = N™ ist, ergibt sich:

-5 () () 68)

Da Ey, ..., E, eine disjunkte Zerlegung des Ergebnisraumes S ist (denn irgendeine An-

zahl roter Kugeln muss man ja gezogen haben, und diese Anzahl liegt bei n Kugeln

zwischen 0 und n), wird durch
p(r) :=P(E,) Vr €{0,...,n}

eine Zahldichte eines WahrscheinlichkeitsmafSes auf ({0, ...,n},P({0,...,n})) definiert,



denn es gilt
n

1=P(Q) =P (Z E) => P(E) =) p).
i=0 =0

1=0

Das WahrscheinlichkeitsmafS heifst Binomialverteilung (mit Parametern n und %)

2 Unabhidngigkeit, Produktraume, bedingte Wahrscheinlichkeit

2.1 Stochastische Unabhdngigkeit

Definition 2.1 (Stochastische Unabhéngigkeit). Sei (Q,P(Q2),P) ein diskreter Wahr-

scheinlichkeitsraum. Dann heiflen zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhdngig,

wenn gilt:
P(ANB)=P(A) -P(B)
Beispiel 2.2. (i) Wir werfen einen unverfilschten Wiirfel und definieren folgende
Ereignisse:
e A: ,Die Augenzahl ist gerade*.
e B:  Die Augenzahl ist durch 8 teilbar*.

Nach obiger Definition sind diese Ereignisse stochastisch unabhdngig, denn es gilt:

Al 3 1 B| 1 1
A= ="=_:PB)="'=_:P(ANB)=- =

DO =
W =

(13) Wir ziehen zwei mal mit Zuriicklegen aus einer Urne mit 3 roten und 5 weiflen

Kugeln, und betrachten folgende Ereignisse:
e A: ,Die erste gezogene Kugel ist rot*.
e B: , Die zweite gezogene Kugel ist weifs“.

Diese FEreignisse sind stochastisch unabhdngig, denn es gilt:

3-8 3

P(A) = 85 5 15

2 PB)=—-——=2;P(B)=—

ool w
oo| Ut

Definition 2.3. Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereignisse
Ai,..., Ay € P(Q) heiffen stochastisch unabhingig, wenn Yk € {1,...,n} und jede
Auswahl von Indizes 1 < iy < is < ... <1ty < n gilt:

k k
P (4, | =[P4
j=1 j=1



Bemerkung. Es folgt sofort, dass Teilfamilien von unabhdngigen Ereignissen wieder

unabhdngig sind.

Beispiel 2.4. Wir werfen eine faire Miinze zweimal. Wir betrachten also den folgenden
Grundraum:
Q= {(Kv K)? (Kv Z)v (Z7 K)) (Z7 Z)}

Setze:

o A:={(K,K),(K,Z)} = ,Der erste Wurf ergibt Kopf* ~» P(A) =1/2

e B:={(K,K),(Z,K)} = ,Der zweite Wurf ergibt Kopf* ~» P(B) =1/2

o A:={(K,Z),(Z,K)} = ,Es wird genau einmal Kopf geworfen“ ~~ P(C) = 1/2.
Wir fragen uns, ob diese Ereignisse unabhdngig sind. Dazu berechnen wir:

e P(ANB)=1/4=P(A)-P(B) ~» A und B sind unabhdngig.

e P(BNC)=1/4=P(B)-P(C) ~ B und C sind unabhdingig.

e P(ANC)=1/4=P(A) -P(C) ~ A und C sind unabhdingig.

Allerdings gilt: P(ANBNC) = P(@) =0 # § = P(A) - P(B) - P(C). Also sind zwar
die Ereignisse A, B und C paarweise unabhdngig, nicht aber das Gesamtsystem. Dies
zeigt uns sofort, dass es micht ausreicht, paarweise Unabhingigkeit zu tberprifen, um

die Unabhdngigkeit eines Systems nachzuweisen.

Satz 2.5. Sei (0, P(Q),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Seien die Ereignisse
A1,..., Ay € P(Q) stochastisch unabhdingig. Dann sind auch die Ereignisse By, ..., By
mit B; € {A;, AS'} Vi € {1,...,n} unabhingig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollsténdiger Induktion nach n.

Induktionsanfang fiir n = 2: Es gilt:
Ay = (A1 N Ap) + (A1 N AT)
Dabei bezeichnet ,,+“ eine disjunkte Vereinigung von Mengen.

= IP(Al) = IP(Al N Az) —I—IP(Al N Ag)
N————
=P(A;)-P(A)
= P(A; NAS) =P(A)) - (1 — P(Ay)) = P(4A;) - P(AS)

Damit sind die Ereignisse A; und AS stochastisch unabhiingig. Analog fiir A{ und As
bzw. Alc und AQC.



Induktionsschritt: Die Behauptung sei fiir n — 1 richtig. Seien A1, ..., A, stochastisch
unabhéngig. Sei {i1,...,im} C {1,...,n} mit m := n—1. Nach Induktionsvoraussetzung

sind dann die Ereignisse B;,, ..., B;

im

unabhéngig (da dies n—1 Ereignisse sind). Es bleibt

folgende Gleichung zu zeigen:

P (m Bi> Irw) )
i=1 =1

Es seien 0.B.d.A. By = AY,..., By, = AY, Byy1 = Ak, ..., By = A,. Wir zeigen die
Aussage (%) per Induktion tiber k.
Induktionsanfang fiir k = 1: Mit endlicher Additivitét erhalten wir:

(o) er(Q4) -=(02)

=P (A? N (n] Ai> = (ﬁ IP(A,-)) (1 -P(Ay)) = P(AY) - ﬁ]P(Ai)
=2

i=2 1=2

Induktionsschritt von k — 1 nach k: Es gilt:

(0] (0,4)) =) (2))
r((0) (0 4)) = (Meo) (1 oy

Damit gilt analog zum Induktionsanfang:

(0] (0,2)) = (Treo) (1L )

Insgesamt ergibt sich damit die Aussage (). O

2.2 Produktraume und Produktexperimente

Motivation 2.6. Zwei Studenten — Student 1 in Freiburg, Student 2 in Konstanz —
fiihren gleichzeitig ein Experiment aus: Student 1 wirft eine (faire) Miinze, Student 2
wirft einen (fairen) Wiirfel. Beide haben ihre eigenen Wahrscheinlichkeitsriume, 0 =
{K, Z} mit Laplace-Verteilung Py auf P(21) und Q2 = {1,...,6} mit Laplace- Verteilung
Py auf P(Qa). Was die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A “Student 1 wirft Kopf,
Student 2 erhdlt eine “67” anbelangt, besteht das Problem , dass das Ereignis weder in
P(21) noch in P() enthalten ist.



Definition 2.7. Es seien (21, P(21),P1),..., (Qn, P(Qy),Py,) diskrete Wahrscheinlich-
keitsraume. Der Produktraum (2, P(Q2),P) ist der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum mit

Q= x...xQ ={(wi1,...,wn) |w; € %G Vie{l,...,n}}

und der Zdhldichte
p((wi,- - wn)) = pi(wi) - .. pn(wn)
~—— ~——
=P1({w1})  =Pn({wn})
Das zu p gehirende Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf (2, P(2)) heifit Produkt- Wahrschein-
lichkeitsmafl und wird oft mit P = Py ® - - ® P, bezeichnet.

Satz 2.8. Es seien (1, P(1),P1),..., (2, P(Q),P,) diskrete Wahrscheinlichkeits-
rdaume und (2, P(Q),P) der zugehirige Produktraum. Fir i € {1,...,n} seien A; C Q
Ereignisse und A, := {(w1,...,wn) € Q| w; € Ai} = QX X Qi1 XA X Qi XX Q.

Dann gilt P(AL) = P;(A;) fir alle i € {1,...,n} und die Ereignisse Al,..., Al sind
stochastisch unabhdingig.
Beweis. Es ist
n
P(A) =Y pw = > [lpiw)
weA (W1 yeeerwn)EQ =1
wieAi
= Z pr(wi) |- Z pilwi) | --..- < Z pn(wn)>
w1€ w;€A; wWn €0
=1 =1
= ) pilwi) = Pi(4y),
wieAi
und fiir die Indizes 1 < i1 <o < ... < i < n gilt
k n
P (4 ) = > [P
j=1 (W1ye.es0n ) EQ j=1
wijeAij vjie{l,...k}
k
= Z Hpij (wi; )
wi. €A;. Vije{l,...k}
J J
k k
= D palwi) | [ DD pulws) | =[] Pi(4y) = ] P4
wileAil wikeAik ]:1 ]:1
Damit sind die Ereignisse A, ..., A/, unabhingig. O



Bemerkung. Mit der Identitit (;_,; A, = A1 x...x A, bedeutet Satz 2.8, dass auf dem
Produkt- Wahrscheinlichkeitsraum gilt:

P(A; x ... x Ay) = [[Pi(4).

Diese Identitit ist Ausgangspunkt einer alternativen Definition des Produkt- Wahrschein-
lichkeitsmafles — MajStheorie (Analysis III).

Beispiel 2.9 (Noch einmal die Studenten aus Freiburg and Konstanz). Mit der Notation
aus Motivation 2.6, definiere Q2 := Q1 x Qo sowie das Produktmaf P := P1 @y auf P()
mit Komponenten Py und Py. Das Ereignis {(K,6)} = “Student 1 wirft Kopf, Student 2

erhdlt eine “67”ist eine einelementige Teilmenge von ) und

P({K,6}) = P(({K} x 2) 0 (% x {6}))

— P({K} x 92) - P(2 x {6})
11

=Pi({K}) - Po({6}) = 3§

D.h., unter dem Produktmaf sind die Ereignisse in Exzperiment 1 unabhdngig von denen

i Experiment 2.

2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Ziel: Beschreibung von Abhéngigkeitseigenschaften von Ereignissen. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit von einem Ereignis A, wenn wir wissen, dass ein anderes Ereignis B ein-

getreten ist?

Definition 2.10. Sei (2, P(2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter seien
A, B € P(Q2) Ereignisse mit P(A) > 0. Dann wird die bedingte Wahrscheinlichkeit von
B gegeben A durch

P(AN B)

P(B|A) = =5

definiert.

Beispiel 2.11. Wir betrachten den zweimaligen Wiirfelwurf sowie die Ereignisse
e O:={1,...,6}°
o A:={(wi,w2) € Q| wi +we =12}

e B := {(wl,WQ) €N | w1 :5}

10



Damit gilt:

1 1 P(AﬁgB)
]P(A):%;]P(B)ZESIP(A|B):W:0

Bemerkung 2.12. Fiir unabhingige Ereignisse A, B € P(2) mit P(A) > 0 gilt

P(B | 4) = IP(];l(Z)B) _ ]P(Alg(.j;(B) _P(B).

Anders gesagt: Sind die Ereignisse A und B unabhdngig, so dndert das Wissen, dass das
Ereignis A eingetreten ist, nichts an der Wahrscheinlichkeit, dass auch das Ereigniss B
eintritt. Umgekehrt: Ist P(B | A) = P(B), so folgt

P(ANB) =P(A)-P(B| A) = P(A) - P(B),

d.h. A und B sind unabhdngig.

Satz 2.13 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum. Seien By, ..., B, € P(2) mit folgenden Figenschaften:

e UB =0
=1

i=
e BiNB; =2 Vi, je{l,....n},i#j
e P(Bj)>0Vje{l,...,n}

Eine solche Zerlegung des Raumes 2 wird auch Partition von ) genannt. Dann gilt fir
AeP(Q):

P(A) = Z]P(A | B;) - P(B;)
=1

Beweis. Da auch die Mengen AN B;, i =1,...,n, paarweise disjunkt sind, folgt

P(A) =PANQ) =P | AN OBj =P LnJ(AﬂBj)
j=1 j=1
~ Y P(ANBy) = S P(A| By B(B)
=1 i=1

O]

Satz 2.14 (Formel von Bayes). Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei Bi,...,B, € P(Q) eine Partition von Q0 wie oben, und sei A € P(Q). Dann gilt

Vi 1,...,n}:
= } P(A|B;)-P(B))
> -1 P(A| Bj) - P(By)

P(B; | A) =

11



Beweis. Es gilt Vi € {1,...,n}:

w

P(B; | A) = PANB;) P(A|Bi) P(Bi)z13  P(A|Bi)- P(Bi)

P(4) P(4) 2o P(A] By) - P(Bj)

|

O]

Beispiel 2.15. Gegeben seien 6 Urnen, die jeweils 5 Kugeln enthalten. Die erste Urne
enthdlt 5 weiffe Kugeln, die zweite Urne enthdlt 4 weifle und eine schwarze Kugel, usw.

bis zur 6. Urne, die 5 schwarze Kugeln enthdlt:

Urne 1 OO00O00O0
Une 2 @OOOO
Unes @ @®@OOO
Urne 4 000 OO
Uneb O @@ @O
Unet O OO OGO

Ezperiment: Wir werfen zundchst einen unverfilschten Wiirfel und wahlen diejenige Ur-
ne aus, die der geworfenen Augenzahl entspricht. Anschlieffend ziehen wir aus der aus-

gewdhlten Urne mit Zuricklegen Kugeln. Wir definieren folgende Ereignisse:
e B;:= _Es wird aus der i-ten Urne gezogen®.
o Ay := ,Die erste gezogene Kugel ist schwarz®.
o Ay := ,Die zweite gezogene Kugel ist schwarz®.

Ziel ist nun, die Wahrscheinlichkeiten P(Ay) und P(Ag | A1) zu ermitteln. Dafiir halten

wir zundchst fest, dass die Ereignisse By, ..., Bg eine disjunkte Zerleqgung des Ergebnis-

raumes bilden. Ferner gilt Vi € {1,...,6}:

1—1

P(A; | B;) =

Damit gilt nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

Bemerkung: Diese Aussage war bereits klar aus Symmetriegrinden.
Auferdem gilt:
P(Al N AQ)

]P(AQ | Al) = IP(Al)

= 2IP(A1 N AQ)



Nun ist

5
also gilt:
: 1 11
P(A; N A) :;IP(AmAQ | Bi).w: 150,;2.2: "
=@y S -
— P(As | A)) = %

3 Diskrete Zufallsvariablen

3.1 Abbildungen und BildmaBe

Beispiel 3.1. Wir betrachten das dreimalige Werfen einer Miinze mit dem Grundraum
Q= {(wi,w2,ws) | w; € {0,1} Vi € {1,2,3}}.

Wir nutzen die Laplace-Verteilung P auf (Q,P(Q2)), d.h. P(A) = % = % fir A € P(2).
Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass k-mal Zahl geworfen wird?

Dafiir gibt es zwei mégliche Herangehensweisen:

(i) Wir definieren das Ereignis

A
Ap = {(wl,WQ,LUg)EQ | k|.

3
Zwi = k:} und berechnen P(Ay) =
i—1

(i1) Die Anzahl ist binomialverteilt, d.h. wir betrachten Bin(3,3). Diese Verteilung
ist allerdings kein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, P(2)). Wir missen also einen

anderen Grundraum und ein anderes Wahrscheinlichkeitsmafl verwenden:

Q% =1{0,1,2,3} und P*({k}) := (i) G)k (1 — ;)H = (2) %, k=0,1,2,3.

Den Raum (X, P(QX), PX) erhdlt man aus (Q, P(Q),P) mit folgender Abbildung:

3
X:Q->R, w=(w1,w2,ws3)+— Zwi.
i=1
Dann ist QX = Bild(X) ={z ¢ R |Jw € Q: 2 = X(w)}, und es gilt PX(B) =
P(X~Y(B)) fiir jede Menge B € P(Bild(X)).

13



Definition 3.2. Sei (2, P(Q),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X :Q— D mit D C R heifit diskrete Zufallsvariable. Die durch X induzierte Verteilung

PX(A):=P(X Y(A)VACD
ist ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf (D, P(D)). Die Funktion

Fx(x) = PX((~00,2]) = P(X " ((~00,4])) =: P(X < a)
N—

={w|X(w)<z}
heifst Verteilungsfunktion von X.
X
(€2, P(2),P) (D, P(D),P¥)

Bemerkung 3.3. (i) Man rechnet leicht nach, dass PX tatsichlich (wie in obiger
Definition behauptet) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs ist (da die Aziome von

Kolmogorov gelten).

(1i) Man rechnet ebenfalls leicht nach, dass Fx monoton wachsend und rechtsseitig
stetig ist, und folgende Limites hat:
lim Fx(z)=0und lim Fx(z)=1.
T——00 T—00

(iii) Da der Triger von PX in QX enthalten ist und somit QX C D gilt, kann man PX
gleichermafen auf (X, P(QX)) definieren. Eine andere typische Wahl ist D = R.

Die Poisson-Verteilung

In der Praxis stellt sich mitunter die Frage, explizite Zahlenwerte der Verteilungsfunktion
Fx auszurechnen. Dies kann bspw. bei der Binomialverteilung fiir grole Werte von n

sehr aufwendig sein, da die Binomialkoeffizienten fiir grole n sehr grofl werden kénnen.

Satz 3.4 (Poisson-Grenzwertsatz). Es seien X,, ~ Bin(n,py) fir n € IN diskrete Wahr-
scheinlichkeitsriume. Falls ein A € (0,00) existiert, sodass npy, 720 A gilt, so gilt

)\k
lim P(X, =k)=e . o7 VEEN,.

=(1)pk (1—pn)"—*

Die Abbildung py : Ng — R, k— e_’\),‘q—lf, definiert die Zihldichte eines Wahrscheinlich-
keitsmafes auf (Ng, P(INg)). Dieses heiffit Poisson-Verteilung.

14



Beweis. Fiir festes k € INg ist

P(X, =k)= <Z> pE (1= py)H

:n.(n—l)-...‘(n—kﬂrl) _i.(npnyc.<1_%>n-(l—pn)_k

k! nk
- n n-—1 n—k+1 1 (npn)F (1 npn>n
n o n v n (1—pu)k k! n
n—oo 1 n— 00 1 n—oo )I‘%T n—)oo}eik

Nach Voraussetzung gilt np,, ALEN A, und damit p, 7200, Wegen

n
lim (1 + x—") =
n—o00 n

fiir @, —% folgt

NP

n—o0
P(X, = k) "= e Lo

o] 00 Ak 00 Ak
Somk) =Y et =ty ===
k=0 k=0 ’ k:ow

ist py tatsédchlich Zahldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafes auf (INg, P(INg)).
O

3.2 Erwartungswert und Varianz

Sei (2,P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Menge 2 sei nachfolgend
0.B.d.A. abzihlbar mit Qg C Q.

Wir betrachten ein zufélliges Gliicksspiel. Wie hoch ist der “erwartete” Gewinn?

Definition 3.5. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Zihldichte p, d.h. PX({z}) =
P(X~1({z})) = p(x). Wir sagen, dass der Erwartungswert von X ezistiert, falls

Z |z] - p(x) < oo. (3.1)

zeNX

In diesem Fall definieren wir den Erwartungswert von X als

EX = Z x - p(x). (3.2)

zeQX

Bemerkung. Die Forderung der absoluten Summierbarkeit (3.1) stellt sicher, dass (3.2)

15



wohldefiniert ist, d.h. der Wert der (potentiell unendlichen) Reihe nicht von der Rei-

henfolge der Summation abhdngt. Bedingung (3.1) wird typischerweise als E|X| < oo

abgekiirzt.

Beispiel 3.6. (i) Sei X Laplace-verteilt auf {1,...,N}, d.h. Vk € {1,...,N} ist
P(X =k) = % . Dann gilt

N
1 1 N(N+1) N+1
EX — - - .
j;] N N 2 2

(1) Sei X Bernoulli-verteilt mit Parameter p € (0,1), d.h. es gelten P(X = 1) =p
und P(z = 0) =1 —p. Dann folgt

EX=1-p+0-(1—p)=p.
(t91) Sei X binomialverteilt mit Parametern n,p (X ~ Bin(n,p)), d.h. es gilt
— _ (" k n—k
P =k = (1) 5 (=)

fir k € {0,...,n}. Wir berechnen:

EX:ERJ k- <Z>-p"“-(1—p)"_k

k=0 «
= k2 = p (n—1)!

kl(n=k)! *=DH{(n=D)=(k=D)!
" /n—1

=np-y_ (k - 1> pEl (1 = ) D=
k=1
n—1 n—1

- ( k > P (1)U
k=0

Summe ﬁbergie Zdhldichte
der Bin(n—1,p)- Verteilung

= np.

Satz 3.7 (Transformationsformel fiir den Erwartungswert). Sei X eine diskrete Zufalls-

variable mit Zihldichte px, und u : QX — R eine Abbildung mit

3 Ju(@)] - px(a) < oo

zeQX

Dann gilt

16



Beweis. Die Zahldichte von Y := u(X) ist gegeben durch

py(y) =Pu(X) =y) = Z px ().
zeQX:
u(z)=y

Setzen wir dies in die Definition von IEY ein, so folgt

EY = > ypy()= > v Y, px(x)=>_ > ul@px(@) =Y ul@)px(x).

yeQy yeQY  zeQX: Y zeQX: xeQX
u(z)=y u(z)=y ]

Satz 3.8 (Eigenschaften des Erwartungswertes). Es seien X,Y zwei diskrete Zufallsva-
riablen auf (Q,P(Q),P), deren Erwartungswerte existieren. Dann gilt fir alle a,b € R:

(i) BlaX] =a-EX

(i) B[X +Y]=EX + EY
(iii) Bb=b

(iv) [EX| < E|X|

Beweis. (i) Mit u(z) := a - x ergibt die Transformationsformel (Satz 3.7)

ElaX] = Z (az) - px(x) =a- Z z-px(z) =a-EX

zeNX QX

(’LZ) Mit QX = {xl,l'g, .. .}, QY = {yl,yg, .. .}, A; = Xﬁl({wz}) und Bj = Yﬁl({yj})
nimmt X +Y Werte in U := {z; +y; | z; € Q@¥y; € @V} an. Wir erhalten

EX +EY =Y zP(4) + > yP(B))
i J
— inIP<AmZBj> +ZyjIP<(ZAi) ﬂBj)

— inIP(Ai N B;) + Z?/jIP(Ai N B;j)

2%] i,J
= (i +y;)P(4; N B))
1,3
=Y > (wi+y)P(ANB;)
u  g,j5€N:
Tit+yj=u
=> u- Y PANB)=EX+Y)
u i,jEIN:
Tit+yY;=u

P(X+Y=u)

17



(7i1) Klar.

() BIX| =Y cox l2lpx (@) = Yocx [2px(2)| = ‘ 2 seox tpx(z) | = [EX].

Bemerkung. (i) Es gilt im Allgemeinen NICHT: E[g(X)] = g(EX).

(i7) Aus 3.8 (ii) folgt per Induktion

E [il Xi] = il EX;.

Beispiel 3.9. (i) Sei X ~ Bin(n,p), d.h. X ist die Anzahl von Erfolgen in n un-
abhingigen Bernoulli- Experimenten mit Parameter p — bspw. ist X die Anzahl der
6-er beim n-maligen Wiirfelwurf (in diesem Falle ist p = 1/6). Wir definieren fir
i€ {l,...,n} das Ereignis

A; = ,das i-te Bernoulli- Experiment liefert Erfolg“ = {w € Q1 Xx...xQ, | w; =1}
(wobei Q; = {0,1} Vj € {1,...,n} ist) sowie

1 WEAZ'
0 w¢A,

14, =

1

Dann gelten X =31 | 14, und damit EX = > | El4, = np.

(13) Eine hypergeometrische Verteilung H(N, R,n) beschreibt ein n-faches Ziehen ohne

Zuriicklegen aus einer Urne mit R roten und N — R weiflen Kugeln. Es gilt

Ry (N-R
b =y = (00D

)
genau r rote Kugeln gezogen \ 1

wobei (Z) =0 fir k < 0 oder k > n ist. Nun gibt es zwei Mdglichkeiten zur
Berechnung des Erwartungswertes.

(a) Wir rechnen mit demselben Trick wie bei der Binomialverteilung:

ex=(0) 2 () (02

C) e () ()

r=1
e (JD 1<Rr1) | ((vﬁn}ir)
18
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N\"' (N-1
=R < ) : ( 1) nach Blatt 2, Aufgabe 1 (d)

nl(N —n)! ) (N —1)!
NI (n=1!- (N —n)

R-
R-

=[=

(b) Wir definieren fiir i € {1,...,n} das Ereignis
B; := ,die i-te gezogene Kugel ist rot”.

Damit ist X =" | 1p, und

n n
s trie R
]EX — Z]E]IBZ — Z]P(B/L) ymge e nﬁ‘
i=1 =1

Definition 3.10. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit IE(XZ) < o0. Dann wird ihre
Varianz definiert durch

Var(X) = E[(X — EX)?].

Bemerkung. Man bezeichnet die Varianz von X auch hiufig mit o2 oder O'g(. Die Grifle

Var(X) nennt man Standardabweichung von X .

Satz 3.11 (Eigenschaften der Varianz). Seien a,b € R sowie X eine diskrete Zufallsva-
riable mit IE)(X2) < 00. Dann gilt:

(i) Var(aX +b) = a?- Var(X) Va,b € R
(i) Var(X) = E[X2] — (EX)?

(iii) E[(X — a)?] = Var(X) + (EX — a)? > Var(X) mit Gleichheit genau dann, wenn
a=1IEX ust.

Beweis. (i) Seien a,b € R. Nach der Linearitét des Erwartungswertes gilt

Var(aX +b) = E[(aX + b — E[aX + b))?]
[(aX +b—aEX — b)?]
[0*(X — EX)?]

= d’E[(X — EX)?]

= a? - Var(X).

=K
=K
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Var(X) = E[(X — EX)?]
= E[X? - 2X(EX) + (EX)?]
= E[X?] - 2E[X - EX] + E[(EX)?] nach Linecaritit
= E[X?] - 2(EX)(EX) + (EX)? nach Satz 3.8 (i) und (iii)
= E[X?] - (EX)?

(iii) Wegen E[X — EX] = EX — EX = 0 gilt

E[(X —a)?] =E[(X —EX + EX —a)?]
=E[(X -EX)?> 4+ 2E[(X — EX)(EX — a)] +E[(EX — a)?]]
—2(EX—a)E[X—EX]=0
= Var(X) + (EX —a)? nach 3.8 (iii).

O

Beispiel 3.12 (Varianz der Binomialverteilung). Sei X ~ Bin(n,p). Wir kennen bereits
EX. Anstatt E(X?) zu berechnen, bestimmen wir E(X (X —1)) = E(X?) - E(X), damit

wir aus dem Binomialkoeffizienten kiirzen konnen.

E(X(X —1) = k(k—1) (Z)pk(l ok
k=0

k=2
" /n—2
_ _1\n2 k—2 (n—2)—(k=2)
n(n—1)p (k B 2>P (I-p)
k=2
Zshldichte von Bin(n — 2, p)
n—2

=n(n—1)p*- <n l_ 2>pl(1 _ p) D

/

=1

Es folgt

Var(X) = E(X?) — (EX)? = E(X?) - EX + EX — (EX)?
=n(n—1)p* +np — (np)°
= np(1 —p).
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Satz 3.13 (Markov- und Chebychev-Ungleichung). Sei X eine diskrete Zufallsvariable.

(i) Markov-Ungleichung: Falls E|X| < oo, so gilt Vn € Ry:

E|X
P(lx] 2 ) < 2

(ii) Chebychev-Ungleichung: Ist T5(X?) < 0o, so gilt V1 € Ry,a € R:

—a)?
IP(|X—(1|Z17)§E[(X;72>]

Fiir a = EX st insbesondere

E [(X — EX)?] _ Var(X)

P(X —EX|>n) < 7 >

Beweis. (i)

Pixzn= Y s X 2 <l 3 o) - Ex

z€QX:|z|>n zeNX:|z|>n zeNX
(i)
) E (X —a)?
PIX o] 2 ) =P (X ~a? 2 ) € L)

3.3 Mehrdimensionale Verteilungen

Angenommen, X und Y seien zwei Zufallsvariablen, bspw. X das Alter eines Fisches

und Y seine Grofie. Kann man aus den Werten von X auf die von Y schlielen?

Definition 3.14. Seien X1,...,X,, diskrete Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Das (diskrete) Maf PX1-Xn gquf (R", P(R")), ge-
geben durch

PXtXn () .= P((Xy,...,X,) 1 (0)) firC cR",

heifit gemeinsame Verteilung von X1, ..., X,. Die Funktion Fx, . x, : R" — [0,1] mit

n
Fxpox, (21, ) = P(Xy < a1,..., X, <) =P (ﬂ Xi_l((—oo,xi])>
=1

heifit gemeinsame Verteilungsfunktion von X1,..., X,. px,,..x, : R" — [0, 1] mit

le,...Xn(wla N ,acn) = IP(Xl =T1y.-- ,Xn = :pn)
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nennen wir gemeinsame Zdihldichte von Xi,...,X,. Firl < i1 <ig < ... < i < n

hei$t die gemeinsame Verteilung von X;,,...,X;, k-dimensionale Marginalverteilung

bzw. k-dimensionale Randverteilung.

Bemerkung 3.15. (i) Da der Triger von PXv++Xn bereits in QX1 x - x QXn ent-

halten ist, kann man die gemeinsame Verteilung PX1-Xn gleichermafen auf
(X x o x Q% PN x - x Q)

bzw. (Qé(1 X - X Qé(”,P(Qé(l X - X Qécn)) defnieren, wobei Qo den Triger von

P im strengen Sinne bezeichnet (siehe Bemerkung 1.4).

(i1) Fir I C {1,...n} gilt

Dx;ielr(Ti)ier) =P(X; =2, Vie ) = Z Z p(x1, ..., xn).

JEIC z;€0X
Beispiel 3.16. Betrachte den dreimaligen Wiirfelwurf, wobei ,,0¢ Kopf und ,1“ Zahl
entspricht. Wir nutzen den Grundraum Q = {0,1}3, und definieren

3
X : Q- R, (w,ws,ws) = w undY : Q — R, (w1, ws,ws3) — Zwi,

i=1

d.h. X prift, ob im ersten Wurf Zahl erhalten wurde, und Y entspricht der Anzahl an
Zahlen in den 8 Wiirfen. Damit ist Q¥ = {0,1} und QY = {0,1,2,3}. Wir wissen, dass
PXY) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafy auf (X x QY P(QX x QY)) ist, wobei

X,Y): Q- 0¥ xQ¥
(

und
PEY)(C) = P((X,Y)7H(C)).

Ferner gilt:
QX x QY ={(z,y) |z € Q¥,y € QV} = {(0,0),...,(0,3),(1,0),...,(1,3)}

Betrachte bspw. das Ereignis C = {(0,1),(1,2)} (dabei enspricht (0,1) ,1. Wurf Kopf,
insgesamt 1x Zahl“, und (1,2) ,1. Wurf Zahl, insgesamt 2x Zahl®). Es gilt:

(X,Y)"(C) = {(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1)}

-1
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Wir wollen nun noch die gemeinsame Verteilung von X und Y bestimmen:

Y
0123
X
1 2 1
0 8|s|8]|0
1 2 1
1 Ols|8|s
Damit gilt
5 1 2 1 1
pﬂm—MX—QYbmm@—%;MX—QY—ﬁ—8+8+8+O—2

Definition 3.17. Seien X1,..., X, diskrete Zufallsvariablen. X1,..., X, heiflen sto-
chastisch unabhdngig, falls gilt:

P(Xy =a1,...,Xp=2,) = [[P(Xi =) V(21,...,2) € R"
Bemerkung 3.18. (i) Aquivalent zu obiger Definition ist:

n
FX17...,Xn(w17-'~7$n) = HFX-L('CU’L) V(aﬁl,...,xn) eR”
=1

(i) Seien Xi,..., X, stochastisch unabhingige, diskrete Zufallsvariablen. Dann gilt:

PwﬁeBh“wXﬁeB“:IIPQ}eBJVBLUWBHQR
i=1
Notation. Man verwendet bei Zufallsvariablen die Abkiirzung “iid” fir “unabhdngig

identisch verteilt” (independent identically distributed).

Beispiel 3.19 (Summe von unabhiéngigen Zufallsvariablen). Seien X ~ Bin(n,p) und
Y ~ Bin(m,p) stochastisch unabhdingige Variablen. Wir wollen nun die Verteilung von
X 4+Y bestimmen.

P(X+Y =k)=P(X+Y =k, X belicbig)

I
™=

PX+Y =kX=1I)

~

E|
o

P(X=1Y=Fk—1
0

~
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= pF(1— ) zﬁ: (?) <k:ﬂj l)

_ <n + m)pk(l . p)nerfk (Blatt 2, Aufgabe 1 (d))7

womit X +Y ~ Bin(n + m,p). Induktiv folgt damit insbesondere fiir Zufallsvariablen
X1, ..., X, “ Ber(p) = Bin(L, p):

n
Z X, ~ Bin(n,p).
i=1

Satz 3.20. Seien X und Y zwei unabhingige diskrete Zufallsvariablen mit E(X?) < oo
und E(Y?) < co. Dann gilt:

(i) BXY) = (EX) - (BY)
(1i) Var(X +Y) = Var X + VarY

Beweis. (i)

(EX)- (BY) = | > z-px@) ]| | D v-pr(y)

zeNX yeQY
= > zpx(@) -y pr(y)
zeQX yeQY

= > > z-px(@) -y pr(y)

ueQXY zeQX yeQ?

TYy=u
= Z Z xy - P(X =z, =y)
ueQXY xe%f;,giﬁy :P(X:JP(Y:y)

nach Unabhéngigkeit

= Z U - Z P(X =zY =vy)

weQXY  2eQX yeQ¥
TYy=u

= ) w-pxy(u) = B(XY).
u€*Y _p(Xy =u)
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(13) Nach (4) ist

E((X — EX) - (Y — EY))

E(XY — XEY — (EX)Y + (EX)(EY))

= E(XY) - E(XEY) — E(EX)Y) + E(EX)(EY))
= EXY) — (EX)(EY) — (EX)(EY) + (EX)(EY)
= E(XY) — (EX)(EY)
= 0.
Damit gilt
Var(X +Y) = E (X +Y —E(X +Y))?)

(X —EX) + (Y - EY))?)
X —EX)?+2(X —EX)(Y —EY) + (Y —EY)?)
X -EX)}) +EQ2(X - EX)(Y —EY))+E (Y - EY)?)

=0

= Var X + VarY.

O

Satz 3.21 (Schwaches Gesetz der grolen Zahlen). Seien X1, ..., X,, iid diskrete Zufalls-

variablen mit endlicher Varianz o®. Dann gilt Ve > 0:

£

Beweis. Da Xi,...,X, iid sind, ist EX; = EX; Vi € {1,...,n}. Damit folgt mit der
Chebychev-Ungleichung

1 n
n
=1

25)""_“’)0
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Bemerkung 3.22. (i) Man nennt eine unendliche Folge (X;);ew von Zufallsvaria-
blen ,stochastisch unabhdngig®, falls je endlich viele von ihnen stochastisch un-

abhdingig sind.

(13) Die Art der Konvergenz der Zufallsvariablen

1 n
Yo=—:) X
i=1

gegen X1 im schwachen Gesetz der groffen Zahlen wird Konvergenz in Wahr-

scheinlichkeit oder stochastische Konvergenz genannt.

Es existiert auch ein sogenanntes starkes Gesetz der grofien Zahlen (spéter), dessen
Konvergenzbegriff stérker ist, als der in Satz 3.21 (deswegen spricht man hier auch vom
,schwachen Gesetz“). Insbesondere zeigt der Beweis, dass die Konvergenz im quadrati-
schen Mittel

E((Y, - EX1)?) 250
die stochastische Konvergenz impliziert.

Definition 3.23. Seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit E(X?) < oo und E(Y?) < .
Dann heifst
cov(X,Y) == E((X — EX)(Y — EY))

die Kovarianz von X und Y. Ist cov(X,Y) =0, so heiffen X und Y unkorreliert.
Eine Verallgemeinerung von Satz 3.20 ist folgende.

Satz 3.24. Secien X1,..., X, Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum mit B(X?) < oo fiiri € {1,...,n}. Dann exzistiert die Varianz Var (3_1_, X;), und
es qilt

Var (ix) = Zn:Var(Xi)—i- > cov(Xi, X;).
=1 =1

0]
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. Sind X undY stochastisch unabhdingige Zufallsvariablen mit E(X?) < oo
und E(Y?) < oo, so gilt nach Satz 3.20

cov(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY) = (EX)(EY) — (EX)(EY) = 0.

Im Allgemeinen impliziert Unkorreliertheit aber nicht die stochastische Unabhdngigkeit.
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Definition 3.25. Seien X,Y diskrete Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen, diskre-
ten Wahrscheinlichkeitsraum mit B(X?) < oo, E(Y?) < 0o, Var X > 0 und VarY > 0.

Dann heifst
cov(X,Y)

B VVar X - v/VarY
der Korrelationskoeffizient von X und Y.

o(X,Y):

Der Korrelationskoeflizient ist ein Maf fiir den linearen Zusammenhang zwischen zwei

Zufallsvariablen.

Satz 3.26. Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen, diskreten
Wahrscheinlichkeitsraum mit B(X?) < oo, E(Y?) < oo, VarX > 0 und VarY > 0.
Dann gelten |o(X,Y)| < 1 sowie

o X,)Y)=%1 <= dJa,beR:P(Y =a+0bX) =1.

Dabei ist b > 0, falls o(X,Y) = +1, und b < 0, falls o(X,Y) = —1.

Beweis. Die Aussage |o(X,Y)| < 1 folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, denn die
Kovarianz definiert ein Skalarprodukt auf der Menge der zentrierten Zufallsvariablen mit

endlicher Varianz. Sei zunéchst o(X,Y’) = 1. Dann gilt

X Y X Y
Var — = Var + Var
<\/VarX \/V&TY) <\/VarX> <\/VarY>

X Y
—2cov< , >:1+1—2:0
VVar X v/VarY

X Y
<:>IP< — :c>:1miteinemc€]R
VVar X VVarY

vVarY
v Var X

= P(Y=a+bX)=1mit b= > 0.

Fiir o(X,Y) = —1 betrachte analog:

\ < X . Y ) 0 — it vVVary
ar =...= ... mitb=— )
VVarX VVarY v Var X

O
Bemerkung und Definition 3.27. Seien X1,..., X, diskrete Zufallsvariablen auf ei-
nem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum mit E(X?) < oo Vi € {1,...,n}. Dann heifit

die Matriz
Y= (COV(Xi,Xj))-’» n}
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die Kovarianzmatriz von X = (X1,...,X,)". Es gilt fir vy = (y1,...,7)" € R" (nach

der Bilinearitit der Kovarianz)

Damit ist die Matriz 3 symmetrisch und positiv semidefinit.

Bspw. fiir n = 2 ist die Kovarianzmatrix gegeben durch

_ Var(X) cov(X1, Xo)
cov(X1, Xo) Var(X3) '

3.4 Bedingte Verteilungen

Definition 3.28. Secien X und Y Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum (2, P(2),P). Sei x € R mit P(X = x) > 0. Das Wahrscheinlichkeits-
mafl auf (Q¥,P(QY)), welches jeder Teilmenge A € P(QY) die Wahrscheinlichkeit
P(y € A| X = z) zuordnet, heifit bedingte Verteilung von'Y gegeben X = x. Die bedingte
Zihldichte von Y gegeben X = x wird definiert durch

Pyix=a(y) =P(Y =y | X =2)= poj(((i’)y)

Bemerkung 3.29. (i) Die bedingte Verteilung von Y gegeben X = x ist tatsdchlich
ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf$ (im Sinne der Aziome von Kolmogorov) bzw.
die bedingte Zdihldichte tatsdchlich die Zihldichte eines Wahrscheinlichkeitsmafies
ist. Denn aus P(X = x) = px(z) > 0 folgt

Py|x=2(y) = w >0
und
_ pxy(zy) 1 ) = )
yg;ypyxzx(y)—ygy @) px(@) y;;ypx,Y( ' Y) ox (@) px(z) = 1.

(i1) Man schreibt auch PYIX=%(A) fir P(Y € A| X = z), bzw. PYX=2 fiir die bedingte
Verteilung von Y gegeben X = x.

Beispiel 3.30. Seien X, Y stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ Bin(n, p)
und Y ~ Bin(m,p). Dann gilt fir die bedingte Zihldichte von X gegeben X +Y = k:

pxix+v=k(J) =P(X =7 | X +Y =k)
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CP(X=45X+Y=k)
P(X+Y =k)
_PX=5Y=k—))
P(X+Y =k)
_P(X =) P(Y =k—j)
P(X+Y =k)
(?) pl (1 —=p)i (ij) cpFI L (1 = pym(h—d)
(") PR (L= p)ntmk
(5) - ()
"y

d.h. die bedingte Verteilung von X gegeben X +Y = k ist die hypergeometrischen Ver-
teilung H(n + m,n, k).

Definition 3.31. Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, P(Q),P). Fir ein x € R sei P(X = x) > 0.

(@) Ist 3, [yl - py|x=2(y) < 00, so wird der bedingte Erwartungswert von Y gegeben
X = x definiert durch

EY|X =z) = Zy Py|x=x(

(13) Ist Zy y? Py |x=2(y) < 00, so wird durch
Va(Y|X =z)=E (Y -E(Y | X =2))* | X =)

die bedingte Varianz von'Y gegeben X = x definiert.

Damit ist der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = z gleich dem Erwar-
tungswert der bedingten Verteilung, und die bedingte Varianz ist gleich der Varianz der
bedingten Verteilung. Alle Sdtze und Identitdten, die wir bislang fiir Erwartungswert
und Varianz bewiesen haben, stehen uns damit auch fiir den bedingten Erwartungswert

und die bedingte Varianz zur Verfiigung.

Definition 3.32. Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariablen, sodass E(|Y] | X = z) < o0
Vo mit P(X = x) > 0 ist. Dann heifit die Zufallsvariable g(X) = go X mit

E(Y|X =z) falls px(xz) >0
g(@) =
0 sonst

die bedingte Erwartung von'Y gegeben X und wird mit E(Y'|X) bezeichnet. Entsprechend

definieren wir die bedingte Varianz von'Y gegeben X, Var(Y|X), indem die Funktion h,
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gegeben durch

Var(Y|X =) falls px(z) >0
h(z) =
0 sonst,

mit der Zufallsvariable X wverknipft wird (vorausgesetzt, dass Var(Y|X = z) Yz mit
px(x) > 0 existiert).

Damit sind bedingte Erwartung IE(Y|X) und bedingte Varianz Var(Y|X) selbst Zu-

fallsvariablen!

Satz 3.33 (Eigenschaften von E(Y|X)). Seien X,Y,Z diskrete Zufallsvariablen mit
ElY| < oo und E|Z| < co. Dann gelten:

(i) E(E(Y]X)) = EY.

(13) Sind X,Y stochastisch unabhdngig, so ist E(Y|X) = EY mit Wahrscheinlich-
keit 1 [Man sagt, ein Ereignis gilt ,fast sicher® (abgekiirzt .f.s.“), falls es Wahr-
scheinlchkeit 1 hat. In diesem Sinne gilt also E(Y|X) = EY f.s.] Insbesondere gilt
E(1|X) =1 fast sicher.

(#i7) Linearitit:

E(aY +0Z|X)=a-E(Y|X)+b-E(Z|X)
Beweis. (i)

E(E(Y|X)) = Z E(Y|X =z) - px(x) (nach der Transformationsformel)

z:px (z)>0
= ) (Zy 'pYX:x(y)> - px ()
z:px (2)>0 Y

= Z Zy'pY\X:x(y)'pX<m)

z:px (2)>0 ¥

=> ) y-pxy(@.y)
=>y- (ZPX,Y(H«UZ/)>

=py (y)
=> v py(y)
Yy

=LY

X,y (©,y)
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(13) Vo mit px(z) > 0 gilt

EY[X =z) = Zy Py |x=a(

B P(Y =y, X = 1)
_Zy:y' P(X = )
. PY=y)-P(X=u2)
_Zy:y P(X =)
= y P(Y =y

Y
— EY.

(4ii) Ubungsaufgabe.
O

Satz 3.34. Seien X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen auf einem diskre-
ten Wahrscheinlichkeitsraum, und sei f : R? — R eine Funktion mit E|f(X,Y)| < co.
Dann gilt fiir alle xg mit P(X = xg) > 0:

E(f(X,Y) | X = xo) = E(f(x0,Y)).
Beweis. Wir definieren die Zufallsvariable Z := f(X,Y’). Damit ergibt sich

E(f(X,Y) | X = 50) = B(Z | X = z0)

= Z Z Pz X=x0(7)

z y:f(xo,y)=2

=> > zPY=y

Z y:f(zo,y)=2

=3 > flaoy)-PY =y)

Z y:f(zo,y)=2

=> fzo,y) pr(y)-
Y
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Bemerkung 3.35. (i) Ist f in Satz 3.3 von der Form f(x,y) =1y - h(x), so folgt

E(Y - h(X) | X = m0) Z2B(Y - h(0)) = h(xo) - BY =: g(x0).

Damit gilt
EY-h(X)|X)=9(X)=h(X) -EY P-fs.

(7i) Insbesondere ist
E(Y | X)=EY fs.,
—_—— =
Zufallsvariable eR
falls X und'Y stochastisch unabhdngig sind.
Durch Anwendung obiger Uberlegungen kann man eine diskrete Variante des soge-

nannten Satzes von Fubini beweisen.

Satz 3.36 (Fubini diskret). Seien X und Y stochastisch unabhingige diskrete Zufalls-
variablen und f : R? — R eine Funktion mit B|f(X,Y)| < co. Sei h(z) := E(f(z,Y)).
Dann gilt:

E(f(X,Y)) = Er(X)

Beweis. Nach Satz 3.34 gilt E(f(X,Y) | X =z) =Ef(z,Y) = h(x). Nach Satz 3.33 (i)
folgt damit
Eh(z) = E(E(f(X,Y) | X =z)) = Ef(X,Y).

Alternativ:
Ef(X7 Y) = Z f(xv y) ' pX7Y({I:7 y)

x?y
= Z flz,y) - px(x) - py(y) da X,Y stochastisch unabhingig sind,
'1,7y

— Z (Z f(z,y) 'pY(y)) px ()

—Ef(x,Y)=h(z)

=" h(@) - px()

=Eh(X) nach der Transformationsformel.

O

Nach Satz 3.11 (iii) ist fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit E(X?) < oo folgende
Ungleichung erfiillt:

E[(X —a)’] > Var(X) =E ((X - EX)?) Va€R.
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Dabei gilt Gleichheit im Falle a = EX. Insofern spricht man bei IEX auch vom ,,bes-
ten konstanten Pradiktor* von X bzgl. der mittleren quadratischen Abweichung. Eine
entsprechende Optimalitdtsaussage fiir bedingte Erwartungswerte ist Gegenstand des

nichsten Satzes.

Satz 3.37. Seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit E(Y?) < oo und sei ¢ : R — R
eine Funktion, sodass E ((¢(X))?) < oo ist. Dann gilt

E((Y - p(X))2) > E((V — B(Y | X))?).
Beweis. Wir definieren

E[(Y —¢(X))?*| X ==] falls px(z) >0
g(x) := 0

0 falls px (x) =
CemifB Satz 3.33 (i) gilt damit
E((Y - (X)) =E(E[(Y —o(X))* | X]) = Eg(X).
Wir zeigen zunichst die Identitéit
E((Y—o(X)? | X=2)=E(Y —p@)*| X =2). (3:3)
Wie im Beweis von Satz 3.34 gilt mit Z = (Y — ¢(X))? und f(z,y) = (y — p(x))?:

B((Y = ¢(X)*| X =20) = E(Z | X = a9)
= Z f(20,Y) - Py |x=20 (V)
Y

= E(f(z0,Y) | X = x0)
=E((Y — @(20))* | X = z0) -
Insbesondere folgt E [(Y —E(Y|X))? | X =z] = E[(Y —E(Y|X =2))? | X = 2] fiir
die spezielle Wahl ¢(X) = E(Y|X), d.h. (3.3) ist verifiziert.
Z:E[E[(Y -EY|X)? | X]] <E[E (Y —¢X))?]X)].
Fiir jedes z mit px(z) > 0 gilt
E((Y ~E(Y|X)? | X =2) P E(Y ~BY|X =2)* | X =2)
(+) ﬁ
SE((Y -¢@)? | X =) D B((Y - ¢(X)?| X =1).

Dabei haben wir die Ungleichung (*) bereits in Satz 3.11 (iii) bewiesen. Betrachten wir
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nun nicht mehr einen konkreten Wert x, sondern die gesamte Funktion, so erhalten wir
E((Y-EYX)?*X)<E((Y -p(X))*| X) fs.

Die Behauptung folgt nun aus der Monotonie des Erwartungswertes (Ubungsblatt 6,
Aufgabe 2 (a)). O

4 Stetige Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen sind oftmals nicht gerechtfertigt. Beispielsweise die Grofie von
Schulkindern oder die Lebensdauer eine Gliihbirne sind kontinuierliche Gréflen, denn

z.B. die Glithbirne muss nicht zu einer exakten Sekunde oder Minute kaputtgehen.

Beispiel 4.1. Student S wartet auf seine Freundin, die um 16 Uhr kommen mdochte. Aus

diesem Grund hdlt er alle Zeitpunkte zwischen 16 und 17 Uhr fiir gleichwahrscheinlich.
Idee: (Approzimation) Zerlege das Intervall [a,b] = [16,17] in n Teilintervalle derselben

Linge mit Mittelpunkten x%,...,z und ordne jedem die Wahrscheinlichkeit 1/n zu.

Falls die Ankunftszeit X™ nur Werte in {«%,...,x]'} annehmen kann, ergibt sich

1 b—a 1 |
Plce< X" <d) = — = — .
(=< < d) Z n n b—a n—>oo/C b—adm
c<z}<d c<z}<d
Wir méchten also ein Wahrscheinlichkeitsmafs (das Bildmaf PX der Ankunftszeit X )

definieren, welches fir allea <c<d<b

d—rc
b—a

P ([e,d]) =

erfiillt. Dieses kann offenbar keinen abzihlbaren Triger besitzen, denn PX ({c}) = 0 fiir

alle c € R.

4.1 Aligemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Will man ein Wahrscheinlichkeitsma$i auf (R,P(R)) wie in Beispiel 4.1 definieren, tre-
ten uniiberwindbare mathematische Schwierigkeiten auf, die erzwingen, den Definitions-
bereich eines solchen Mafles auf ein kleineres Mengensystem als die Potenzmenge zu
beschriinken. Wenn man unsere frithere Uberlegung mit diskreten Wahrscheinlichkeits-
maflen P betrachtet, so sieht man allerdings, dass von der Potenzmenge P(2) lediglich

verwendet wurde,

e dass die interessierenden Mengen dazugehorten (insbesondere €2 und die Elemente
w € Q mit P({w}) > 0),
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e und dass man bestimmte Mengenoperationen (i.e. abzéhlbare Vereinigungen und
Durchschnitte, Komplemente, ...) ausfithren konnte, sodass P(A) fiir die so ent-

standenen Mengen A definiert war.

Definition 4.2 (o-Algebra, messbarer Raum). Sei Q) # @ eine Stichprobenmenge. Eine
o-Algebra tiber Q) ist ein Mengensystem &/ mit den folgenden Figenschaften:

(i) Qed
(i1) Ae f — A°c o
(iti) Ay € AVie N = ey Ai € &

Das Paar (2, /) heifst messbarer Raum. Ein Element A € </ heifst messbare Menge.

Beispiele 4.3. (i) Die Potenzmenge P(QQ) ist die grifite o-Algebra iber Q, die soge-

nannte diskrete o-Algebra.

(1) {2,Q} ist die kleinste o-Algebra tiber 2, die sogenannte indiskrete o-Algebra.

(791) Sei £ ein System von Mengen mit £ C P(2). Dann ist

o(€) = ﬂ o
o/ o-Algebra iiber 2
ECA

ebenfalls eine o-Algebra (Beweis: Blatt 7, Aufgabe 1). o(&) ist die kleinste o-

Algebra, die £ enthdlt und wird auch die von £ erzeugte o-Algebra genannt.

Das nichste Lemma zeigt, dass o-Algebren auch unter héchstens abzihlbaren Durch-

schnitten und Mengendifferenzbildung abgeschlossen sind.

Lemma 4.4. Fir jede o-Algebra of tber ) gelten folgende Aussagen:
(i) ABes — ANBed
(i) A\ Be of — B\Acd

(iii) Aje A VieN = (\en4di € 4.

Beweis. (i) Seien A, B € <. Dann liegen auch A° und B¢ in &, also auch A°U B°€.
= ANB=(A°UB°)‘ e .

(ii) Seien A,B€ /. = A B°c o/ = B\ A= A°NBc 4.

(13i) Sei A; € o/ Vi € N. Damit ist auch A € & Vi € IN.

G A5 ey 22 ﬂAi:<UA§> € o

€N 1€N 1€N
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Es folgen die Axiome von Kolmogorov fiir Wahrscheinlichkeitsmafle auf messbaren

R&umen.

Definition 4.5 (Axiome von Kolmogorov (1933) im allgemeinen Fall). Sei o/ eine
o-Algebra iber Q # &, d.h. das Paar (2, o7) bildet einen messbaren Raum. Eine Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (Q, o7) ist eine Abbildung P : o/ — R mit den folgenden FEigen-
schaften:

(i) Nichtnegativitit: P(A) >0V A € o

(ii) Normiertheit: P(2) =1
(1i1) o-Additivitit: Es gilt fiir alle paarweise disjunkten Mengen A; € <7, i € IN:
P (Z Ai> = P(4)
ieN ieN

Das Tripel (Q, 7, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung p : o/ — R U {oo}
mit den Eigenschaften (i) und (it) und pu(@) = 0 heifst MafS. Das Tripel (2, o, 1) heifit

dann Mafraum.

Bemerkung 4.6. Natiirlich ist jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P insbesondere ein Mafs,

P(2) =P (Z@) => P(@)€eR

€N 1€IN

denn

impliziert P(&) = 0.

4.2 Die Borel-o-Algebra iiber R

In Beispiel 4.1 sind wir natiirlicherweise auf die Frage nach einem nicht-diskreten Wahr-
scheinlichkeitsmafl gestofien, welches allen Intervallen eine Wahrscheinlichkeit propor-
tional zur Intervalllinge zuordnet. Das legt nahe, als o-Algebra iiber R diejenige zu

studieren, welche von den Intervallen erzeugt wird.

Definition 4.7 (Borel-o-Algebra). Die Borelsche o-Algebra B(R) ist die kleinste o-
Algebra iber R, welche das Mengensystem Gy := {(a,b] | a,b € R mit a < b} enthilt,
d.h.

BR)= (| o
o/ o-Algebra iiber R
Gi1CA

gemdyj$ Beispiel 4.3.

Bemerkung. Man schreibt auch £ statt B(R), wenn kein Zweifel dariiber besteht, dass

R als Stichprobenraum gemeint ist.
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Das n#chste Lemma zeigt, dass die Borel-o-Algebra iiber R alle ,,praktisch relevanten®

Teilmengen von R entélt.
Lemma 4.8 (Eigenschaften von #(R)). Die folgenden Mengen liegen in B(R):

(i) Jede ein-elementige Teilmenge von R.

(13) Jede endliche Teilmenge von R.

(tit) Jede abzihlbare Teilmenge von R.

(iv) Jedes abgeschlossene, halb-offene oder offene Intervall von R.

(v) Jede offene Teilmenge von R.

(vi) Jede abgeschlossene Teilmenge von R.
Beweis. Ubungsblatt 7, Aufgabe 2. O

Bemerkung 4.9. Es gilt Z(R) # P(R) (hier ohne Beweis).

4.3 Stetige Verteilungen und stetige Zufallsvariablen

Proposition und Definition 4.10. Sei f : R — R Riemann-integrierbar mit f > 0
und [ f(z) do = 1. Dann wird durch

b
P([a, b)) ::/ f(z)dz Ya<b

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, 2) definiert. P heifit stetige Verteilung.

Beweis. Dass P eindeutig definiert und ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, wird in der Maf-

theorie (Analysis III) bewiesen. O

Bemerkung 4.11. (i) Es gilt Va € R:
P({a) = [ (o) dz =0,
(1) Die Funktion F : R — R mit

Fz) = /_ ") dy

heif$t Verteilungsfunktion von P. Ist f stetig, so gilt
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nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

(iii) F ist monoton wachsend und (insbesondere) rechtsseitig stetig mit

lim F(z) =0und lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

(tv) f aus Definition 4.10 wird auch als (Riemann-)Dichte von P bezeichnet.

Beispiel 4.12. (i) Die Gleichverteilung (auch ,uniforme Verteilung® genannt) auf
[a,b] (haufig mit U[a,b] bezeichnet):

f#) = o Apy@) Yo € R
0 firx <a
F(x):/ f(x) de=q%=2 fira<z<b

1 firxz >0

8

f() F(x)

‘ -

T
o

(1i) Die Exzponentialverteilung &(\) ist gegeben durch

X-e ™M fiirxz >0

0 fur z < 0.

f(z)
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Wir iberpriifen, dass diese Funktion f tatsdchlich eine Zdihldichte ist:
/ f(x) de = / Aoe A = _gTAT|00 —
—00 0

Entsprechend erhdlt man auch die Verteilungsfunktion F(z) = 1 o) (7)(1 — eM).

(iii) Die Normalverteilung A (1, 0?) (auch Gaufverteilung genannt) ist gegeben durch

die Dichte
1 1 )
fuo2(x) = Norawe - exp —T‘Q@ —p)7 ).

Beispielsweise fiir p =0, 0% = 1:

/()

Wir nutzen auch die folgenden Bezeichnungen:

pla) = foala), B(a) = [ (o) d.

—00

Definition 4.13. Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) heifst eine Abbildung
X:Q—= R mit
X' Byeo VBe R

(reellwertige) Zufallsvariable mit Bildmaf8 PX, gegeben durch
PX(B) :=P(X}(B)) VBe A
Besitzt PX eine Riemann-Dichte fx, d.h. es gilt
b
PX([a,b]) = / fx(z) dz Ya,b€R,a<b,

so nennt man X stetig verteilte Zufallsvariable bzw. stetige Zufallsvariable.

X

T

(Q, o/, P) (R, 2, PX)
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Bemerkung 4.14 (Lineare Transformation von Zufallsvariablen). Sei X stetig verteilt
mit stetiger Riemann-Dichte fx und Verteilungsfunktion Fx (bspw. X ~ A (u,0?)). Sei
Y =aX + b fiir ein a > 0 und ein b € R. Gesucht ist die Verteilung der Zufallsvariable
Y. Es gilt:

FY(?/)Z]P(Y<y):IP(aX+b<y):]P<X<y;b>:FX (y;b>

1 y—> 1 y—>b
= F = _ . F" = _.
— == () = o ()
Im Spezialfall X ~ A (0,1) ist damit Y = 0 X + pu ~ N (u,0?%). Allgemeiner gilt im Fall
X ~ AN (u,0%),Y =aX +b:

d.h. Y ~ A (ap+b,a%0?).

Satz 4.15. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und Y = g(X), wobei g
eine streng monotone, differenzierbare Funktion sei. Dann ist auch Y stetig verteilt mit

Dichte d
) = fx(g (W) (thl(yﬂ

Beweis. Sei g streng monoton wachsend. Dann gilt:

PY ([a,b]) = P(Y € [a,b])
=P(g(X) € [a,b])

d

g~ L(b) b
—P(X € [g Y (a), g~ () = / fx(a) do = / il ) 07 ) dy

— P(Y € [a,b]) = / Fx(™ @) 407 ) dy Va <

Riemann-Dichte von Y

Beispiel 4.16. Betrachte X ~ .4 (0,1), Y = X2. Frage: wie sieht fy aus? Das Problem

hier ist, dass g(z) = x? nicht streng monoton ist. Wir wissen allerdings, dass Y > 0 ist,
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womit
P(Y € [a,b]) = P(X € [Va, Vb)) + P(X € [-Vb, —/a))
=2.P(X € [Va, Vb]) da .#7(0,1) symmetrisch um den Punkt 0 ist
Vb 1 1,2
va var b <_2)

b
1 —y 1 _1/2 . . .
2. cexp | — ) - = d durch die Substitution y = v/z
/a o p( 2) 5 Y y Y=z

T~

L . e_y/z y_l fuf," y 2 O
— fy(y) =4 V2" vy
0 fiir y < 0.

Y heifit dann x?-verteilt mit einem Freiheitsgrad Y ~ X%-

4.3.1 Erwartungswert und Varianz

Definition 4.17. Sei X cine stetige Zufallsvariable mit Riemann-Dichte fx. Dann heifst
o
EX ::/ x- fx(z) dz
—o0

der Erwartungswert von X, sofern

/ |z] - fx(z) dz < o0
ist. Die Varianz wird wie gewohnt definiert als
Var(X) = E [(X — EX)?].

Beispiel 4.18. Fiir X ~ A (u,0?) ist

]EX:/OO:c-fX(x) dz

ungerade Symmetrisch um 0 Dichte der .4 (0, 02)-Verteilung

+ 1 1 1 1
2 2
— . . . dy +u - . . d
/oo Y 2mo? P < 202 y > grh /oo 2m02 exp < 202 y > y

=0

=1

durch die Substitution y = x —

:/_L_

Sinngeméf ist also der Erwartungswert bei stetigen Zufallsvariablen genauso definiert
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wie bei diskreten, nur wird eben die Summe durch ein Integral ersetzt. Analog zu Satz 3.7
gilt auch die Transformationsformel: Sei X stetig verteilt mit Riemann-Dichte fx und g

derart, dass die Integrale

/_00 g(z) - fx(z) dz und /_OO lg(x)| - fx(x) dx

existieren (und endlich sind). Dann gilt:

Elg(X)] = / 7 g(@) - fx(@) de

— 00
4.3.2 Mehrdimensionale stetige Verteilungen

Definition 4.19. Seien X1,...,X, Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-

scheinlichkeitsraum, und
F(zy,...,zn) =P(X1 <z1,...,Xp, < )

die gemeinsame Verteilungsfunktion dieser Variablen. Ist f : R® — R eine Funktion,

sodass

1 Tn
F(:L‘l,...,wn)—/ / flyi, ooy yn) dyn ...dys

fir alle x1,...,x, € R gilt, so heifst f gemeinsame Dichte von Xi,...,X,. Fir I C

{1,...,n} ist
:):,:ieI)_/.../f(xl,...,xn)- I d=;

jeIc

die Marginaldichte von (X;)ier.

Beispiel 4.20. Seien X1, Xo gemeinsam stetig verteilt mit Dichte f. Dann gilt fiir alle
a,b,ec,d € R mita <bundc<d:

P(X; € (a,b], X2 € (¢,d])
—P(X1 < b, Xo<d) —P(X; < a,Xs <d)
—P(X; <b,Xo<c)+P(X; <a,Xe<c)
= F(b,a) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

b d
/ / flxy,29) doy dzg — ... = ... :/ / f(x1,29) dz; das.

Allgemeiner: Sind X1, ..., X, gemeinsam stetig verteilt mit Dichte fx, . x,, so ist

bl n
P(X1 € (an,bil, .., X € (an; ba]) _/ / Frxs(@1s ey an) dap .. day.
a1 an
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Das néchste Beispiel illustriert, dass verschiedene gemeinsame Verteilungen ein- und

dieselben Marginalverteilungen besitzen konnen.

Beispiel 4.21. (i) Seien X,Y gemeinsam stetig verteilt mit Dichte

2z + 2y —4xy YV (z,y) € [0,1)?
fxy(z,y) =
sonst.

Es gilt fxy(0,0) =0, und wir erhalten die Marginaldichten

1
fx(x) :/ (2x +2y —4dzy) dy=22+1—-2z=1Vzxel0,1],
0
1
fy(y):/ (22 +2y —4dzy) de=---=1Vy € [0,1].
0
Damit ist X ~ U[0,1] und Y ~ U]0,1].
(1) Seien X,Y gemeinsam stetig verteilt mit Dichte

2 -2z —2y+4dxy V(x,y)€0,1]?
fX,Y(xvy) =
sonst.

Hier sind fxy(0,0) =2 und

1
fx(z) = / (2—2x —2y+4ay) dy=1Va €]0,1],
0
1
frly) = / (2—2x—2y+4ay) de=1Vye[0,1].
0
Also gilt erneut X ~U[0,1] und Y ~ U[0,1].
(7i7) Seien nun X,Y gemeinsam stetig verteilt mit Dichte

1 V(x,y)€[0,1)?
fX,Y(xay):
0 sonst.

FEinmal mehr bestimmen wir
1 1
fx(z) :/ ldy=1Vz€l0,1] und fy(y) :/ ldez=1Vyel01],
0 0

also erneut X ~U[0,1] und Y ~ U0, 1].

Obwohl in allen drei Fillen die (eindimensionalen) Marginalverteilungen identisch

sind, ist die gemeinsame Verteilung in allen 8 Fdllen unterschiedlich.

43



4.3.3 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Dichten

Definition 4.22. Seien X1, ..., X, gemeinsam stetig verteilt mit Dichte fx, .. x,. Dann
heiffen X1,..., X, stochastisch unabhdngig, falls

le,...,Xn(xl, ey xn) = le (:El) .. an(xn) le, cea, Ty € R gilt.

Wie bei diskreten Zufallsvariablen faktorisiert die Dichte endlich vieler gemeinsam

stetig verteilter stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen.

Bemerkung 4.23. Zusammen mit Beispiel 4.20 gilt damit im Falle der stochastischen
Unabhdingigkeit von X und Y :

d b
PO € (0 tY € (d) = [ [ frr(e) dody

- [ @) ) @ ay
= ["nw) ([ 1w ar) ay
() ([

=P(X € (a,0]) - P ¢, d])

Proposition und Definition 4.24. Seien XY : Q) — R gemeinsam stetig verteilt mit
Dichte fx )y, sowie

Ixy(wy) g
Ixly=y(z) = Iy (y) alls fy (y) # 0

0 sonst.

Dann ist fx|y—y(z) > 0. Ferner gilt:

/00 Ixy=y(®) dz =1 Vy € R mit fy(y) >0

und

0= | " iy (@) fy(y) dy

Die Funktion fx|y—, heif$t bedingte (Riemann-)Dichte von X gegeben' Y = y.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wie im diskreten Fall kann man nun auch bedingte Erwartungen, bedingte Varianzen,

etc. definieren. Wir fithren die Analogien an dieser Stelle aber nicht weiter aus.
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5 Konvergenz von Zufallsvariablen und zentraler Grenzwertsatz

Definition 5.1. Sei (2,97, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X und X, fir n € N

reellwertige Zufallsvariablen. Dann konvergiert die Folge (X, )nen fiir n — oo gegen X

(i) fast sicher, falls
Plwe Q| Xp(w) = X(w)}) =1

. . . f.s.
ist. Wir schreiben dann: ,X, — X “.

(7i) in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch, falls Ve > 0 gilt:

n—oo

P(|X, — X|>¢e) 225 0.

. . P
Wir schreiben dann , X, — X “.

(tit) im p-ten Mittel (fir ein p € R, p > 1), falls E[|X|P] < oo und E[|X,[P] < co
Vn € N ist, und gilt:

E[|X, - X|P] =3 0.

(iv) in Verteilung, falls

n—oo

FXn(x) g Fx(x)
fiir alle Stetigkeitspunkte x von Fx gilt. Wir schreiben dann ,X, 7, x«

Offenbar gelten (i) = (ii) und nach der Markov-Ungleichung (iii) = (ii). Weitere

Implikationen werden spéter untersucht.

Beispiel 5.2. Firn € N sei X,, Laplace-verteilt auf {l 23 ...,1}. Sei aufSerdem

n’>n’n’
X ~ U[0,1]. X ist also stetig verteilt, wohingegen die X,, fiir alle n € IN diskret sind.
Firt <0 st Fx, (t) = Fx(t) =0. Firt > 1 ist Fx, (t) = Fx(t) = 1. Firt € [0,1] gilt

LI RN )

Fx,(t) =
also insgesamt lim,, o Fx, (t) = Fx(t) Vt € R und damit X, 7 x.

5.1 Zusammenhdnge zwischen schwacher und stochastischer Konvergenz

Proposition 5.3. Seien (X,,)nen, (Yn)new Folgen von Zufallsvariablen und X eine Zu-
fallsvariable mit X, ﬁ X und X,, =Y, ﬂ 0. Dann gilt auch Y, % X.

Beweis. %7: Fy, () === Fy(z) fiir alle Stetigkeitspunkte = von Fy.

Sei Z, == X,, — Yy, d.h. Z, 2 0. Seien weiter z € R und eine Nullfolge (£ )pen mit
€k ¢ 0 so gewdhlt, dass x und = + ¢, Vk € IN Stetigkeitspunkte von Fx sind. Das ist
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moglich, da F'x hochstens abzihlbar viele Sprungstellen besitzt. Dann gilt

Fy (2)=PY,<2)=PX,-Z,<2)=PX,<z+ 2,
(

=P

nach Voraussetzung, also

limsup Fy, (z) < Fx(z +e¢;) Vke N

n— o0

Gleichermaflen folgt
liminf Fy, (z) > Fx(x —¢er) Yk e N,

n—00

womit lim,_,~ Fy, () = Fx(x), da z Stetigkeitspunkt fon Fx ist. O

Proposition 5.4. Seien (X,)nen, (Yn)new Folgen von Zufallsvariablen und ¢ € R eine

Konstante. Dann gilt:
) Xp B X = X, X
(i) Xn 5 X, Y, 50 = X, Y, 50

(iti) Xo 5 XYy Dre = Xo+ Yo D X+eXo Yo De- X und X0 25 X falls

c# 0.
Beweis. (i) Folgt aus Proposition 5.3.

(17) Seie, k> 0. Wir zerlegen P(|.X,, - Y,,| > ¢) wie folgt:

& g
. > = . > — . > > —
P(| X, - Yo| > ¢) IP(]Xn Yo > e, Y| < k>+IP(\Xn Y| > e, Vo] > k)

<P(Xa| > K)+P (1Yol > ),
—_———— k

D) o
falls —k und k »0

Stetigkeitspunkte
von Fx sind

also
limsupP(| X, - Y,| > ¢) < P(|X| > k),

n—oo

k—o00

sofern —k und k Stetigkeitspunkte von F'x sind. Auflerdem gilt P(|X| > k) —— 0

nach Lemma 1.8 (v) (Stetigkeit von oben), womit

limsup P(|X,,-Y,| >¢) =0.

n—o0
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(7it) Aus X, 7 x folgt bereits X,, + ¢ 7 x + ¢, denn

Fx, io(z)=P(X, <xz—c¢c)=Fx,(x —¢c) — Fx(zr—c¢) = Fxic(z),

n—oo

falls = — ¢ Stetigkeitspunkt von Fx (d.h. z Stetigkeitspunkt von F'x..) ist.
— (Xp+Yy) — (Xnt0)=Y,—c 502 X, +Y, 5 X +e

Aus X, 7, x folgt entsprechend ¢ - X, Zse. X, denn

Fx(z/c) falls ¢ > 0
Fox () =P(cX <) = { 1 ) falls ¢ =0
falls ¢<0 und
1- FX (ﬂS‘/C) Stetigl?ei:sfainkl‘énvorxl/g‘x ist.

Damit ergibt sich X, -Y,, — X, ¢ = X, - (Y — ¢) L. 0 nach Proposition 5.4 (ii)
und folglich X,, - Y, Z, X -cnach Proposition 5.3. Die letzte Aussage folgt analog.
O

Beispiel 5.5. Seien X,, ~ A(0,02), n € N, mit lim,, o 02 = 0. Wegen

n—o0

o, = B(X7) = B((X, - 0)%) 0

konvergiert (X,,) im quadratischen Mittel gegen 0. Damit folgt auch

(1Xn = 0]) noo

5 0 Ve>0

E
P(|X, — 0] > ¢) <
9

nach der Markov-Ungleichung, also X, Lo, Proposition 5.4 (i) impliziert schliefllich
7
X, — 0.

Beispiel 5.6. Sei X ~ .47(0,1) und X,, := —X Vn € N. Die Standardnormalverteilung
ist symmetrisch um den Punkt 0, also gilt auch X, ~ A4°(0,1) Vn € IN und insbesondere
Xn 7y X. Wir zeigen nun, dass (X,) nicht stochastisch gegen X konvergiert:

P(|X, — X| >e) =P(2-|X]| > ¢) = P(2X > &) + P(2X < —¢)
~(-0(5)) +o(5) o

Die Umkehrung von Proposition 5.4 (i) gilt also im Allgemeinen nicht. Bemerkenswer-

terweise ist sie aber giiltig, wenn X konstant ist.

Proposition 5.7. Seien X1, Xo,... Zufallsvariablen und ¢ € R eine Konstante mit
X, 1 c. Dann gilt auch X, E) c.

47



Beweis. Sei X, 7, ¢. Dann gilt Vit # ¢

1 t>c¢
n—roo 0 t<e
Fx(z)
1 il 1
: T

¢
Hierbei lassen wir den Punkt ¢ aus, da die Funktion F'x im Punkt c unstetig ist, d.h.

die Verteilungskonvergenz garantiert nicht, dass obige Aussage auch fiir ¢ = ¢ gilt.
Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

P(X,—X|>e)=P(X,—c|>e)=P(X, <c—¢)+P(X,, >c+e)
<PX,<c—e)+1-P(X, <c+e)=Fx,(c—e)+1—Fx, (c+¢e),
[ —_———

—0 —1

also limy 0o P(|Xn — ¢| > €) =0, d.h. X,, 2> X. 0

5.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1, ..., X, iid mit EX; =: p und Var(X;) =: 0? < co. Wir definieren

Es ist bereits bekannt, dass X, LN w gilt (Satz 3.13). Nach Bemerkung 4.14 gilt zudem
speziell fiir X; ~ A (u, 0?):

) _
_ X, —
XnNJV<u,(;—1) bzw. \/n - U'MNJV(O,l).

Xn—p
g

Konvergenz aus Definition 5.1 (iv) gegen die .#(0, 1)-Verteilung konvergiert, d.h. dass

im Sinne der

Im allgemeinen Fall werden wir zeigen, dass die Verteilung von /n
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gilt:

P(ﬁ-X"_“gx)ﬂcb( ) VzeR
o

mit der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung .47(0,1). Wegen

X, — 1 «— X
D

und ]E(Xi_ﬂ) =0, Var (Xi_u) =1

(o2 g

und kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass g = 0 und o2 = 1 ist.

Satz 5.8 (Lindeberg-Trick). Seien X1,..., X, #d mit EX; = 0 und Var(X;) = 1. Sei
f: R — R zweimal stetig differenzierbar, sodass f, f' und f" beschrinkt sind und f"
gleichmdfig stetig ist. Wir definieren Vn € IN:

. 1 n
Zn :ﬁ-Xn:%-ZXi
i=1

n—oo

Dann gilt B[f(Z,)] —— E[f(Z)] mit Z ~ A4 (0,1).

Beweis. Seien Y7, ...,Y, stochastisch unabhéngig .47(0, 1)-verteilt, sodass Xi,..., Xy,
Y1,...,Y, gemeinsam stochastisch unabhingig sind. Es gilt /nY, ~ 4#(0,1), d.h.
E[f(Z)] = E[f(y/n - Y,)]. Wir ersetzen nun nacheinander X; durch Y;:

) sy = g (Tt Ka) (N Xate )

Jn
Y1++Xn Yl—I—YQ—l-Xg—I-...—i-Xn
o () o Vi )
+ ...
o () - ()

mit

Xi Yi i+...+Yi 1+ X, e+ X
Vi=flUi+—= | —f{Ui+—=) und U, := LA A+ F _

Mithilfe der Taylor-Entwicklung nach U; folgt

W=f<Ui+\)/(%>_f<Ui+\5//%>

Xi—Y / 1 2 " 91'Xi 1 2 " 92'Yi
= U)+ — - X2. U, - .y2. U ’
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wobei 61,02 € [0, 1] geeignete Zufallsvariablen sind. Wir betrachten nun den Stetigkeits-

modul
o(h) = sup |f"(z) = f"(y)l.
z,yeR
le—y|<h
Nach Voraussetzung ist f” gleichméBig stetig, womit §(h) — 0 fiir &~ — 0. Damit ist
1
2n

_Xi Y

NG

wobei das Restglied R; wie folgt abgeschétzt werden kann:

1 | X 1 Y|
Ri|<— -X2.5( 22 —ay2os 22
i< gy xts (B + o vto (3

Nun sind aber Xj;,Y;, U; gemeinsam stochastisch unabhéngig, womit

Vi FU) + (X =Y?) - f"(Us) + Ry,

E[(X; ¥ FO)] + o B[(XP - ¥P)- '(U)] + BR,

(X - BY) - Bf(U) + 5 - (B(X2) —~ E(2)) - Blf"(U)] + ER,

1

)
=0 =0 =1 =1

Den Absolutbetrag |ER;| beschrinken wir mithilfe des Stetigkeitsmoduls durch

R 1 “(i‘ 1 Dz’
ER;| < E|R;| < ‘E[X?- — + — y2. i} .

Fiir den linken Term ist

5 X\ _ 5 | Xi]
E [Xi & <\/ﬁ)] =E [Xz' '5<\/7; '(1{|Xi|9\/ﬁ}+]1{\xi\>xﬁ})
<E[X7 5] +2- |1 lsup - B [Xf ' ]l{IXi|>A\/ﬁ}} -
_ g

<e fiir A hinreichend klein n—00 0

Fiir den rechten Term gehen wir analog vor. Damit ist |ER;| < % - ay, fiir eine Nullfolge

(an)nen, also gilt die Behauptung. O
Wir kommen zum Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 5.9 (Der zentrale Grenzwertsatz). Seien X1, Xo, ... iid mit EX = p und Var(X;) =
0?2 Vi e N. Dann gilt

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Aussage von Satz 5.8 auch mit f = 1(_ 4 fiir alle

—>D ZNN(O,l).
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x € R gilt (P ist stetig). Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen nun Funktionen f; und fs, die
die Voraussetzungen von Satz 5.8 erfiillen, mit f; < f < fo und

/ (f2(t) = (1)) dt <e.

Diese Funktionen kénnten beispielsweise wie folgt aussehen:

1Y
\ f2
x;s x x%s

Satz 5.8 impliziert nun einerseits

Efi(Z,) <Ef(Z,) <Ef2(Zy) (Monotonie des Erwartungswertes)
1 \
Efi(Z) < Ef(Z) <Ef2(2) (Monotonie des Erwartungswertes).

Andererseits ist aber
Ef(2)-BA(Z) = [ " he) - 0(2) dz / T () a(2) da
= [Tt - 5 -2 0z
—00 N~~~

<®(0)
<20) [ (f2) - Al s
< ®(0)-¢e
Wegen ¢ > 0 beliebig folgt Ef(Z,) — Ef(Z), also die Behauptung. O

Bemerkung 5.10. (i) Der zentrale Grenzwertsatz gilt auch noch, wenn man die Vor-
aussetzung ,unabhdngig” bzw. identisch® verteilt etwas abschwdcht. Wir verwes-

sen hier auf die Litteratur.

(11) Allgemeiner gilt VB € B(R):

]P<\/E.X”“GB> 7% P(Z € B).
g

(7i1) Von dem zentralen Grenzwertsatz existiert auch ein mehrdimensionales Analogon.
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Anwendung 5.11 (Binomialapproximation). Wir wissen, dass fir iid Zufallsvariablen
X; ~ Ber(p) gilt, dass Y ;| X; ~ Bin(n,p) ist, mit Erwartungswert np und Varianz
np(1—p). Ist p ,klein® (d.h. p = pp, sodass np, —— X\ > 0), so wissen wir nach dem

Poisson-Grenzwertsatz, dass

n k
IP(Z&ZI@) ”*—"%e—k.%
i=1 ’

Ist p hingegen nicht klein, so kionnen wir gemdfs dem zentralen Grenzwertsatz eine

Normalapprozimation verwenden:

TP 2y (0,1)
p(1 —p)
i , Trick“
1 1
:>]P<ZXZ—I<:>£IP<I<—2< X1§k+2>
i=1 i=1
Lo(k=L1) = 1 X, — 1o+ 1)
:P\/ﬁn(Z)p<\/anZZ:1 pgfn(+2)p

Beispiel 5.12. Seien X, Xa, ... iid mit EX; = p, Var(X1) = 02 und EX{ < .

(i) Wir definieren
- 1
e . Z(X’ — )2

an? ist ein Schitzer fiir die Varianz o2 (bei bekanntem ), denn

l.n ._2:l,n )2 = o2
S, m] DN

n 1
= =Var(X1)

Ea?’=FE

und damit 7,° Ly 62 nach Satz 5.21 (schwaches Gesetz). Nach dem zentralen

Grenzwertsatz und Proposition 5.4 (iii) folgt

X 2 01).

n
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(13) Wir definieren

~ 1 -~

52 = - Z(Xi - X%
i=1

§n2 ist ein Schiitzer fir die Varianz (bei unbekanntem ) mit E 5, = 0% (nach-

rechnen!). Wir wollen beweisen, dass
Zn = (52— 02 L N (0, pa — oY) (5.1)

mit pg = E((X1—p)*). SeiY; := (X;—pu)?, i € N. Dann gelten E(Y;) = Var(X;) =
02 und Var(Y;) = E(Y2)—(E(Y;))? = pa—o?. Der zentrale Grenzwertsatz impliziert

bereits
. 1 & 2
Zp:=+n-|—=- X; — p)? —o? — o).
Vn (n > (X —n) 0)—>JV(0,M4 ')

i=1

Nach Proposition 5.3 folgt daraus (5.1), falls Z, — Zn P 0. Letsteres gilt wegen

1
. (Xi— N>2>
=1
1 1< no
= _ X, — 2 X _ 2
ﬁ(n_ln“( i— )= (X u))
n 1<« S
= n\{l EZ(Xi—MV—\/ﬁ(Xn—u)-n_l (X, —p) —0,
~—— =1 T/—/ »
-0 —_>"/V(0702) —1 —>0
£>02 nach 3.21 nach dem ZGWS nach 3.21

P
—>0 nach Prop. 5.4 (4)

wobei wir im letzten Schritt nachfolgendes Lemma verwendet haben.

Lemma 5.13. Seien (Xp)nen, (Yn)new Folgen von Zufallsvariablen und X,Y Zufalls-
vartablen mit X, P X und Y, P y. Dann gilt X, +Y, Pox +Y.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus
IP<|Xn LY, - (X+Y)| > 5) < IP(\Xn —X|> g) + IP<|Yn Y| > g) fiir alle & > 0.

O]
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