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1 Grundbegriffe der Statistik

1.1 Einfiihrung

Die Vorlesung Stochastik II ist eine Einfilhrung in die mathematische Statistik. Ziel der
Statistik im Allgemeinen ist es, Daten zu ordnen und daraus Schliisse zu ziehen, was zu
folgender Unterteilung fiihrt:

e Deskriptive Statistik: Diese dient dazu, die Daten zu beschreiben, aufzubereiten
und zusammenzufassen. Dazu gehoren insbesondere graphische Darstellungen und
Kennzahlen aller Art.

o [nduktive Statistik (auch schlieffende Statistik): Hier werden mithilfe stochastischer
Modelle aus beobachteten Daten einer Stichprobe Aussagen iiber die Grundgesamt-
heit getroffen bzw. iiber die Annahmen, die dem stochastischen Modell zugrunde
liegen.

Diese Vorlesung behandelt ausschlieflich Themen der induktiven Statistik. In der voran-
gegangenen Veranstaltung Stochastik I war das Setting abstrakt gesprochen das Folgende:
Gegeben war ein stochastisches Modell in Form eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, A, P)
bzw. Zufallsvariablen auf einem solchen samt ihrer Verteilung. Darauf aufbauend wurden
Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit bestimmter Ausgénge getroffen, z.B. der Wahr-
scheinlichkeit beim dreifachen Wiirfelwurf eines fairen Wiirfels mindestens eine Sechs zu
wiirfeln. Die Schlussrichtung der induktiven Statistik ist in gewisser Hinsicht umgekehrt:
Die grundlegende Annahme ist hier, dass beobachtete Daten die Realisierungen von Zu-
fallsvariablen sind, iiber deren Verteilung eine Aussage getroffen werden soll. Eine typische
Fragestellung wire dann etwa, ob davon auszugehen ist, dass ein Wiirfel fair ist, wenn bei
zehnfachem Wiirfelwurf keine einzige Sechs auftritt (vgl. Abbildung . Man beachte,
dass dies eine Frage iiber das Wahrscheinlichkeitsmaf ist, welches der Datengenerierung
zugrunde liegt.

Im folgenden Teil der Einleitung werden wir anhand des Beispiels eines n-fachen Miinzwurfs
einige Fragestellungen und Konzepte der Statistik veranschaulichen und sehen, inwiefern
die Resultate aus Stochastik I fiir die Analyse hilfreich und grundlegend sind. Im Anschluss
betten wir die grundlegenden Ideen in einen abstrakten Rahmen samt mathematisch pra-
ziser Begriffsbildung ein.

Ein einfiihrendes Beispiel: Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf

Wir betrachten das Modell des n-fachen unabhéngigen Miinzwurfs, wobei die Wahrschein-
lichkeit p fiir das Ereignis "Kopf’ noch unbekannt sei. Wir gehen davon aus, dass wir eine
Realisierung X = (X7,..., X,,) von n Miinzwiirfen beobachten kénnen, wobei X1, ..., X,
unabhéngig identisch verteilt sind mit

{1, falls der i-te Wurf "Kopf’ zeigt,
0,

sonst,

und
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Abbildung 1: Darstellung der Konzepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Stochastik I)
und Statistik (Stochastik II). Das Modell wird hier durch eine Urne symbolisiert, der
Pfeil veranschaulicht die Analyserichtung.

firi=1,...,n. Der Wert von S, = X1+ ---+ X, gibt die Anzahl der Kopf-Wiirfe in den
n Versuchen an und es gilt S,, ~ B(n,p), d.h. S,, ist binomialverteilt mit den Parametern
n und p. Man beachte, dass hier n bereits feststeht (da wir wissen, wie héufig wir die
Miinze geworfen haben), nicht jedoch p. In dieser Situation gibt es nun zwei verschiedene
Fragestellungen:

e Schdtzung. Hierbei geht es darum, die Erfolgswahrscheinlichkeit p zu schiatzen. Dabei
konnen wir entweder aus den Daten einen moglichen Wert p(X7, ..., X)) ableiten
(Punktschdtzer) oder ein Intervall [a(X7, ..., X,),b(X1,. .., X,)] bestimmen, in wel-
chem der wahre Parameter p mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt (Konfidenzbereich,
Intervallschatzer).

o Testproblem. Anhand der Beobachtungen soll entschieden werden, ob z.B. die Hypo-
these 'Fiir den wahren Parameter p gilt p = 1/2’ plausibel ist. Anders ausgedriickt
fragen wir uns, ob die beobachteten Daten diese Aussage stiitzen oder zu unwahr-
scheinlich dafiir sind.

Fiir diese verschiedenen Fragestellungen wollen wir nun Losungen skizzieren:

Erfolgswahrscheinlichkeit p schitzen. Ein naheliegender Schitzwert fiir die Wahr-
scheinlichkeit p, dass die Miinze 'Kopf’ zeigt, ist der Anteil der ’Kopf’-Wiirfe an allen n
Wiirfen. Dies fiihrt auf den Schétzer

o 1
DPn = pn(X1, ..., Xp) = nZ;XZ
1=
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Wir folgen hier der Konvention, einen Schétzer fiir einen unbekannten Parameter 8, wel-
cher auf n Beobachtungen basiert, mit 0,, zu bezeichnen. Man beachte, dass p,, eine Funk-
tion der Daten Xi,..., X, ist - diese wiederum sind der Modellannahme nach zufallig,
sodass auch p,, selbst eine Zufallsvariable ist. Um zu sehen, inwiefern der Schéatzer p, ’gut’
ist, betrachten wir zwei Kriterien. Dabei bezeichnen wir mit P, und E, die Wahrschein-
lichkeit bzw. den Erwartungswert unter der Annahme, dass p der wahre Parameter ist,
d.h. dass jedes X; Bernoulli-verteilt zum Parameter p ist, sowie X1, ..., X,, unabhingig
sind. Wir erhalten dann:

(i) Unter Ausnutzung der Linearitét des Erwartungswertes gilt

E, [pn] = _E, [Z Xi] = Y B Xi=p (1)
=1 =1

Das bedeutet, dass der Schétzer p, im Mittel das richtige liefert, mit anderen Wor-
ten: Wiederholen wir das Prozedere der n-fachen Beobachtung des Miinzwurfs viele
Male, so dirfen wir davon ausgehen, dass unser Verfahren im Schnitt dem wah-
ren Parameter nahekommt. Angenommen, wir haben N unabhéngige Stichproben
(X{, .. ,X,J;), j = 1,...,N, und basierend auf jeder davon errechnen wir einen
Schétzer ﬁ%, dann gilt nach dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen (man priift
leicht, dass p. eine von N unabhingige endliche Varianz hat), dass

N

1 i .

N Z% NﬂoPp Ep [pvli] = b
j=1

Die Eigenschaft [1| nennen wir auch Erwartungstreue.

(ii) Eine zweite wiinschenswerte Eigenschaft ist, dass der Schétzer mit steigender Be-
obachtungszahl (d.h. besserer Datenlage) auch bessere Ergebnisse liefert. Nach dem
schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt

.1y
Pn = ﬁZXz' —rp, Ep [X1] =p.
i=1

Anders ausgedriickt gilt fiir alle € > 0, dass
Py (Ipn — pl > €) — 0,

d.h. p, liegt mit immer groferer Wahrscheinlichkeit nahe am wahren Parameter p.
Wir nenne die Eigenschaft p, —p, p Konsistenz des Schitzers.

Konfidenzintervall fiir p. Die bisherigen Uberlegungen zum Punktschiitzer p,, sagen
noch nichts iiber seine Verteilung (als Zufallsvariable) aus. Nehmen wir an, dass wir drei
Experimente durchfiihren, wobei wir in einem innerhalb von zehn Wiirfen sechsmal Kopf
werfen, dann innerhalb von 100 Wiirfen 60-mal und schliefslich innerhalb von 1000 Wiir-
fen ganze 600-mal. In jedem dieser Fille wiirden wir mit unserem Punktschétzer p,, die
Erfolgswahrscheinlichkeit auf p = 6/10 = 60/100 = 600/1000 = 0.6 schétzen. Es ist je-
doch klar, dass wir dem Schétzwert im Experiment mit den meisten Wiirfen die hochste
Bedeutung zumessen und davon ausgehen diirfen, dass die Schitzung dort am néchsten
am wahren Wert liegt. Diese 'Sicherheit’, dass die Schédtzung nahe am wahren Parameter
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liegt, wollen wir mit einem sogenannten Intervallschétzer oder Konfidenzbereich prazise
beschreiben. Da es sich um eine Verteilungseigenschaft des Schétzers handelt, beruht die
Uberlegung diesmal auf dem zentralen Grenzwertsatz: Fiir eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable Z ~ N(0,1) gilt

NPy — NP Xn—p D
— =\ =7
Vnp(1—p) \/Var(X7y)

Da p, —p, p, folgt (Ubungsblatt 1, Aufgabe 2)

1 1
T T Py T
\/pn(l _pn) V p(l _p)
sodass nach dem Lemma von Slutzky (Proposition 1.5.4)

Mn—1p__ D,

Damit erhalten wir (die Notation ~ bedeute 'ungeféhr’, ohne Anspruch auf mathematische
Exaktheit), dass fiir grofes n

0.95 ~ P (—1.96 < Z < 1.96)

~P, ( 196<p_”p<196>

V npn 1 _pn

~PB, (pn196\/pn — n) < p < o+ 1.96y) PnL—Pn) )

Wir haben also gezeigt, dass der wahre Wert p ungefdhr mit Wahrscheinlichkeit 0.95 im

Intervall
o e
I, = [pn 196/ P =P) iy g [/ Pel] = Pn) ]
n n

liegt und nennen dieses Intervall daher ein (approximatives) 95%-Konfidenzintervall. Ins-
besondere sehen wir, dass dieses Intervall mit steigendem n immer kleiner wird. Fiir das
eingangs erwihnte Beispiel erhalten wir (auf zwei Nachkommastellen gerundet)

Lo = [0.30,0.90]  Ijpo =[0.50,0.70],  Iy000 = [0.57,0.63].

Erfolgswahrscheinlichkeit testen. Nehmen wir nun an, jemand stellt die Behaup-
tung auf, die geworfene Miinze sei fair, d.h. p = 1/2. Wir wollen nun anhand der Daten
entscheiden, ob wir dieser Hypothese zustimmen konnen oder nicht. Dabei kénnen wir
grundsétzlich zwei Arten von Fehlern machen:

e Die Hypothese verwerfen, obwohl sie richtig ist.
e Die Hypothese nicht verwerfen, obwohl sie falsch ist.

Wir gehen spéter noch detaillierter auf diese beiden Fehler ein. Zunéchst wollen wir hier
annehmen, dass wir der Person, welche die Fairness der Miinze behauptet, nicht ohne guten
Grund widersprechen wollen. Das bedeutet, dass wir die Hypothese nicht verwerfen wollen,
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falls sie in Wirklichkeit stimmt, d.h. unser Entscheidungsverfahren soll so konzipiert sein,
dass die Wahrscheinlichkeit

PPy /o (Hypothese verwerfen)

klein ist, sagen wir z.B. kleiner als 5%. Man beachte, dass wir also etwas an das Verfahren
unter der Annahme p = 1/2 fordern. Die Idee ist nun, die Hypothese p = 1/2 zu verwerfen,
falls die Zahl der beobachteten "Kopf’-Wiirfe deutlich kleiner oder grofser ist, als sie unter
IP; /o sein sollte. Eine Moglichkeit wire es, dies durch die Forderung

PPy /5 (Zahl der beobachteten "Kopf’-Wiirfe) < 0.05.

mathematisch zu prézisieren. Wir betrachten hier wie schon fiir das Konfidenzintervall
einen approximativen Ansatz: Sei Z ~ N (0,1), dann gilt nach dem zentralen Grenzwert-
satz fiir k > 0,

K S, —n/2 K
P1/2(|Sn—”/2| > k)= 1—[P>1/2< / )

CVaA S at e
ml—IPl/2<—\/n74<Z<m>.

Betrachten wir nun das Beispiel des 100-fachen Miinzwurfs mit 55 Beobachtungen "Kopf’.
Unter p = 1/2 erwarten wir hier nur 50 Wiirfe mit ’Kopf’, d.h. wir haben x = 5 zu viele
beobachtet. Die Wahrscheinlichkeit dieser Beobachtung oder einer extremeren ist unter
[Py /o approximativ gegeben durch

Wir kénnen die Hypothese also nicht verwerfen. Haben wir hingegen 540 Beobachtungen
"Kopf’ unter 1000 Wiirfen, so gilt

P,y (|Sn —500] > 40) & 1 — Py 5 (—2.53 < Z < 2.53) ~ 1 — 0.99 = 0.01

und die Hypothese p = 1/2 kann verworfen werden, da unsere Daten (oder extremere)
unter [Py /5 lediglich mit einer Wahrscheinlichkeit von 1% auftreten.

1.2 Grundbegriffe und Annahmen

Wir formalisieren nun das Setting unseres einfiihrenden Beispiels. Wie dort eingangs er-
wahnt, gehen wir davon aus, dass beobachtete Daten z1, ..., z, als Realisierungen von Zu-
fallsvariablen X, ..., X, angesehen werden konnen. Fiir die mathematische Beschreibung
sei (2, A,P) ein (allgemeiner) Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, ..., X, Zufallsvariablen
auf Q, wobei X; Werte in E; annehme fiir ¢ = 1,...,n. Wir nennen

den Beobachtungsraum (oder Stichprobenraum) und definieren ein Mengensystem F C
P(X), sodass (X, F) ein messbarer Raum ist sowie X = (X1,...,X,,) eine Zufallsvariable
mit Werten in &X'. Falls der Beobachtungsraum X abzdhlbar ist, wihlen wir F = P(X),
ansonsten ist F eine geeignete o-Algebra auf X'. Wir beschrinken uns in letzterem Falle
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auf den in der Stochastik I behandelten Fall X = R™ und F = #(R") fiir die Borel’sche
o-Algebra B(R™). Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass fiir eine Zufallsvariable X
dann X ~(F) € A fiir alle F € F gilt. Auferdem sei an das Bildmaf

PX = pXiXa

erinnert, welches der gemeinsamen Verteilung von X1, ..., X, entspricht. Dass die Beob-
achtungen z1,...,z, Realisierungen von Zufallsvariablen sein sollen bedeutet also, dass
x; = X;(w) fur alle i = 1,...,n fir ein geeignetes w € Q bzw. X (w) = (z1,...,2y).

Die Grundidee: In der Statistik gehen wir nun davon aus, dass wir weder den Grund-
raum (2, A,P) noch die Zufallsvariable X kennen. Damit ist insbesondere das Bildmaf
PX, also die wahre Verteilung der beobachteten Daten, nicht bekannt. Unser Ziel wird es
sein, aufgrund der Beobachtungen Riickschliisse auf Form oder Eigenschaften von PX zu
ziehen. Dazu nimmt man vereinfachend an, dass die wahre unbekannte Verteilung P¥ in-
nerhalb einer bestimmten Familie {Pg : § € ©} von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (X, F)
liegt, d.h. dass PX = Py, fiir ein 6y € ©.

Konvention: Wir werden durchgehend den zu Py gehdrenden Erwartungswert mit Eg
bezeichnen. Analog bezeichnet Vary die zugehdrige Varianz.

Definition 1.1 (Statistisches Modell). Das Tripel £ = (X, F,{Py : 6 € ©})
aus Beobachtungsraum X, der o-Algebra F und der Familie {Py : 6 € O} wvon
Wahrscheinlichkeitsmafen auf (X, F) heifit STATISTISCHES MODELL. Die Menge ©
heifst PARAMETERRAUM oder auch PARAMETERMENGE. Ist © eine Teilmenge ei-
nes endlich-dimensionalen Vektorraums (z.B. © C R¥), so spricht man auch von ei-
nem PARAMETRISCHEN MODELL, andernfalls von einen NICHT-PARAMETRISCHEN
MODELL.

Bemerkung. Bei der Definition des parametrischen Modells haben wir bewusst darauf
verzichtet, © mit einer (affinen) Vektorraumstruktur zu versehen und lediglich gefordert,
dass © Teilmenge eines Vektorraums ist. Schétzen wir etwas wie im Eingangsbeispiel in
Abschnitt die Erfolgswahrscheinlichkeit p einer Bernoulli-Verteilung, so gilt © = (0, 1)
und dieses Intervall ist kein (affiner) Vektorraum. Anders séhe es bei der Erwartungswert-
schitzung einer Normalverteilung aus, hier ist © = R eine natiirliche Wahl.

Beispiel 1.2 (Produktmodell). Oft nimmt man an, dass die Daten x1,...,z, Rea-
lisierungen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen X1, ..., X, sind. Nehmen
diese Werte in E an, so ist X = E” und

n
Py = ®@9 =: @?n,
i=1

d.h. Py ist das n-fache Produktmaf eines Wahrscheinlichkeitsmafes Py auf E (wobei letz-
terer Raum noch um eine geeignete o-Algebra ergénzt werden muss). Fiir die unbekannte
Verteilung PX = PX1%n gilt in diesem Fall

PX = é)@eo,
=1
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d.h. die unbekannte Verteilung PX ist durch die eindimensionale Verteilung Py, = PX1
bereits eindeutig festgelegt. Bei uns wird entweder E endlich/abzéhlbar sein und E™ mit
der Potenzmenge versehen zu einem messbaren Raum (z.B. E' = {0,1},N,Z), oder E = R
und R™ mit der entsprechenden Borel-o-Algebra #(R"™) zu einem solchen. Wir schreiben
in letzterem Falle fiir das Produktmodell auch

=R, BR"),{Py":0c0}) =&"

fir £ = (R, Z(R),{Pg : 0 € O}) und nennen £ DAS zU €& GEHORENDE n-FACHE PRO-
DUKTMODELL (analog endliches/abzéhlbares F).

Erinnerung: Ist Py ein diskretes W-Mafs mit Z&hldichte fy oder ein stetiges W-Mafs mit
Riemann-Dichte fy, so ist die Z&hldichte bzw. Riemann-Dichte fpggn des Produktmafies

P?" gegeben durch

n
Fpon (@1, an) = [ ] folwi)-
i=1
Beispiel 1.3 (n-faches Produktmodell mit Normalverteilungen). Fiir die Para-
metermenge © = R x (0,00) sei Py = N(u,0?) die Normalverteilung mit Mittelwert
und Varianz o2. Das zugehorige Produktmodell ist

(R", B(R"), {N (1, 0*)*" : (1, 0?) € ©})

und heifst das n-fache Produktmodell mit Normalverteilungen. Man kann auch einen der
Parameter als gegeben voraussetzen, dann erhilt man z.B. fiir © = R das statistische
Modell

(R", B(R"),{N (1, 1)®" : p € ©}) .

Analog konnen n-fache Produktmodell auch fiir beliebe andere Verteilungen definiert wer-
den.

Beispiel 1.4 (Unabhiingige, aber nicht identisch verteilte Beobachtungen). Sind
die Zufallsvariablen X;, welche die Daten generieren, nur unabhéngig, aber nicht identisch
verteilt, so ist die Verteilung Py = @);-; Py, eine Produktverteilung mit nicht-identischen
Faktoren und Parameter 6 = (61, ...,6,). Sind alle Py, parametrisch, so gilt dies auch fiir
Py. Ein Beispiel wire Py = @);-; Pois()\;) und 6 = (A\1,...,\,) € © := (0,00)".

Bemerkung. Jede Zufallsvariable X : Q@ — FE mit £ C R abzéhlbar kann auch als
Zufallsvariable X : Q@ — R aufgefasst werden (im Sinne von Definition 1.4.13), da nach
Lemm 7.4.8 X () € #(R) fiir das abzéhlbare Bild X (Q2) C E. Daher beschrinken wir uns
in vielen Betrachtungen auf das Modell £ = (R, B(R), {Py : § € O}) bzw. das zugehorige
Produktmodell £".

Beispiel 1.5 (Nichtparametrisches Modell). Ein klassisches nicht-parametrisches
Beispiel ist z.B. ein Produktmodell aus stetig verteilten Zufallsvariablen, wobei jede ein-
dimensionale Verteilung aus der Menge

{Py : Py besitzt eine Riemann-Dichte 6},

stammt und die Parametermenge gegeben ist durch

0= {p : R — R : p ist Riemann-integrierbar mit /p(a:)da: = 1} i
R



Definition 1.6 (Statistik). FEs sei & = (X, F,{Py : 0 € O}) ein statistisches
Modell. Jede (messbare) Funktion T : X — ©' in eine Menge ©' heiffit STATISTIK.

Bemerkung. Da X’ der Bildraum der Zufallsvariablen X = (X1, ..., X,) ist, ist auch fiir
jede Statistik T': X — ©' die Abbildung

ToX:0—6

eine Zufallsvariable. Fiir einen beobachteten Datenvektor = (x1, ..., z,) ist dann T'(z) =
T(X (w)) eine mogliche Realisierung dieser Zufallsvariablen.

Beispiel 1.7. Wir erinnern nochmals an das Beispiel aus Abschnitt das formal dem
statistischen Modell

Eger = ({0,1}™,P({0,1}"), {Ber(p)®" : p € (0,1)})
entspricht, wobei Ber(p) die Bernoulli-Verteilung zum Parameter p bezeichne.

(1) Definieren wir 7y : {0,1}" — (0,1) durch Ti(z1,...,2,) = 230 21 = Ty,
erhalten wir den Punktschétzer p,, als p, = 17 o X.

(3) Setzen wir Ty : {0,1}" — {I C R: [ ist ein Intervall} mit

Z (1—% T
T2($17-'-7$n) = [JJ” - 196\/m’xn+196\/m] ,
n n

erhalten wir mit I, = T5 o X unseren Intervallschitzer (Messbarkeitsfragen klam-
mern wir an dieser Stelle aus).

(3) Ahnlich wie in (2) ldsst sich auch ein Test als Statistik 73 schreiben, wobei der
Wertebereich von 73 dann durch {0,1} gegeben ist (womit wir die Entscheidung
des Verwerfens der Hypothese als Zahlen codieren). Niheres dazu spéter im Kapitel
iiber Tests.

2 Parametrische Schatztheorie

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Einfiihrung einiger Begriffe und lernen typische Schét-
zer fiir die zentralen Grofen Erwartungswert und Varianz kennen. Danach werden wir
uns etwas systematischer mit der Konstruktion von Schétzern beschéftigen und dabei die
Momentenmethode kennenlernen, sowie sogenannte Maximum-Likelihood-Schétzer unter-
suchen.

2.1 Grundbegriffe der Schitztheorie

Definition 2.1 ((Punkt-)Schétzer). Seien & = (X, F,{Py: 0 € O}) ein statis-
tisches Modell und ©' eine Menge, sowie g : © — O’ eine Funktion. Dann heifSt
jede Statistik T : X — ©' (PUNKT-)SCHATZER fiir g(6).
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Bemerkung.

(1) Mochte man den Parameter 6 selbst schétzen, ist © = ©’ und g(x) = ide die
Identitat.

(2) Héaufig besteht Interesse an der Schéatzung von Erwartungswert und Varianz von Py.
Im n-fachen Produktmodell mit Exponentialverteilungen Py = Exp(#) wihlt man
© = (0,00) = ©" und

1
g91(0) :=Ey[X1] = 7 bzw. ga2(f) = Varg(X1) = 7k
(3) Zur Schétzung des zweiten Moments im n-fachen Normalverteilungsmodell mit 6 =
(1, 0?) € R x (0,00) withlt man g(0) = K, ,2)[X1] = 0% + p?. Hier gilt ©’ =R # ©.

(4) Oft wird auch die Verkettung T o X als Schétzer fiir g(6) bezeichnet.

Nach unserer Definition ist auch jede konstante Funktion 7'(z) = ¢ € ©’ ein mdoglicher
Punktschétzer fiir g(6), auch wenn sie natiirlich nur in den seltensten Fallen gute N&-
herungswerte fiir g(#) ergibt. Um ’gute Naherungswerte’ zu beschreiben, fithren wir nun
zwei Giitekriterien fiir Schatzer ein.

Definition 2.2 (Erwartunstreue und konsistente Schétzer).

(a) Es sei &= (X, F,{Py: 0 € O}) ein statistisches Modell und g : © — ©" C R.
Dann heifst ein Schitzer T fiir g(6) ERWARTUNGSTREU, falls

Ey[T(X)] =g(0) fir alle 0 € O©.

(b) Es sei (E™)nen eine Folge statistischer Modelle mit identischer Parameter-
menge ©, d.h. E" = (X", F",{Py : 6 € O}). Weiter seig: © — ©' C R und
(Th)nen eine Folge von Punktschétzern fir g(0). Dann heif$t die Schdtzfolge
(T,(X™))nen KONSISTENT, falls fir alle e > 0

Py (|T.(X™) — g(8)] > €) =30 fiir alle § € ©.

Bemerkung. Fiir die Konsistenz haben wir angenommen, dass © C R um den Ab-
stand |T,,(X™) — g(0)| definieren zu kénnen. Die Definition liefse sich daher auf metrische
Raume verallgemeinern. Bei der Erwartungstreue hingegen wird benétigt, dass die Zu-
fallsvariable T'(X) einen definierten Erwartungswert besitzt. Aus der Stochastik I kennen
wir den Erwartungswertbegriff fiir R-wertige Zufallsvariablen - auch hiervon existieren
Verallgemeinerungen, jedoch nicht in derart groker Allgemeinheit. Insbesondere kann die
Konsistenz fiir allgemeinere © bzw. ©’ formuliert werden als die Erwartungstreue.

Bemerkung. Ist £ = £" ein Produktmodell, so nennen wir einen Schétzer To(Xq,..., X5)
konsistent, wenn die Schéatzfolge (T,,(X1, ..., X,))nen konsistent im Sinne obiger Defini-
tion ist.

Beispiel 2.3. Wir betrachten ein weiteres Mal das n-fache Produktmodell mit Bernoulli-
Verteilung, d.h. das statistische Modell £" = ({0,1}", P({0,1}"), {Ber(p)®" : p € (0,1)})
aus Abschnitt [L11
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(1) Wie bereits in Abschnitt bewiesen ist der Schétzer
1 n

(X1, Xp) = nZIX
=

erwartungstreu und konsistent. Dort haben wir ebenfalls schon die Bedeutung dieser
beiden Begriffe diskutiert.

(2) Jeder konstanten Schétzer ungleich dem wahren Parameter ist offensichtlich weder
erwartungstreu noch konsistent.

(3) Fir © = [0,1] ist auch p,,(X71,...,X,) = X1 ein Schitzer fiir p. Dieser kann nur
die Werte 0 oder 1 annehmen, ist jedoch erwartungstreu, denn

Byl (X1, Xu)] = EylX1] = p.

Intuitiv ist jedoch bereits klar, dass p), mit mehr erhobenen Daten nicht besser wird
und in der Tat ist p/, nicht konsistent, da

]P)p (|ﬁ;’L(X17 o 7—Xn) _p‘ > 6) = 17
falls € < min{p, 1- p}7 unabhéngig von n.

Bevor wir uns in den néchsten zwei Unterabschnitten jeweils mit einem allgemeinen An-
satz zur Konstruktion von Schétzern beschéaftigen, stellen wir hier noch zwei klassische
Schétzer fiir Erwartungswert und Varianz vor.

Definition 2.4 (Empirischer Mittelwert und empirische Varianz). Se:
X = (X1,...,X,) ein Vektor von Zufallsvariablen. Dann heifst

_ 1 &
X, = 52)(1
=1

(EMPIRISCHER) MITTELWERT und die Grofle

EMPIRISCHE VARIANZ.

\

Das néchste Resultat gibt an, unter welchen Voraussetzungen diese beiden Schétzer er-
wartungstreu und konsistent sind.

Satz 2.5 (Schitzung von Erwartungswert und Varianz). Es sei (E")peny =
(R™, B(R™),{P5" : € @}))nEN eine Folge von Produktmodellen. Dann gilt:

(a) Ist Bg[X3?] < oo fiir alle § € ©, so ist (Xn)nen eine erwartungstreue und
konsistente Schdtzfolge fiir den Erwartungswert g1(0) = Eq[X1].

(b) Ist Eg[X{] < oo fiir alle 0 € O, so ist (s2(X))nen eine erwartungstreve und
konsistente Schdtzfolge fir die Varianz g2(0) = Varg(Xy).
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Beweis. Aufgrund der Linearitédt des Erwartungswerts und der identischen Verteilung der

X1,..., X, gilt

Eo [X,] = ZH«:@ ZEexl Eo[X1] = 01(0)

und die Erwartungstreue in (a) folgt. Die Konsistenz ist eine direkte Folge aus dem schwa-
chen Gesetz der groken Zahlen (Satz 1.3.21), welches anwendbar ist, da mit Eg[X?] < oo
auch Vary(X7) < oo.

Fiir Teil (b) berechnen wir zunéchst direkt, dass

2% = ni > (%X

= — (zn:x —2X, ZX +nX>
(

X2 X+ nXi)

—_

.
—

™M= I

(2

—_

1

A

- 2
= ZX n—l X,

=1

—_

.

Aufgrund der Voraussetzung Ey[X}] < oo folgt Varg(X?) < oo fiir alle § € ©. Damit
konvergiert nach dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen (Satz 1.3.21)

1 n
- > X7 —p, Bo[X7).
=1

Da wir bereits fiir Teil (a) gesehen haben, dass X, —sp, Eg[X1], folgt mit der Identi-
tat , Lemma 7.5.13 und der Tatsache, dass fiir eine reelle Folge (ay,)pen mit a, — a
und eine Folge von Zufallsvariablen mit X,, —p X auch a,X,, —p aX (nachrechnen!)

s2(X) —p, Eo[X7] — Eg[X1]? = Varg(Xy).

n

Fiir die Erwartungstreue nutzen wir, dass

n
—9 1
Xp=— > X7+ Z X X;.
=1 i,7=1,...,
11

Dann erhalten wir mit , der Linearitdt des Erwartungswerts und der Tatsache, dass
Xi,..., X, i Py im zweiten Schritt,

1 & 1
Ey [s2(X)] = - > Eo[X7] + — > E[XiX;)
=1 ZJ:«;’T"”
1#£]
1 & 1
==Y Ee[X7]+ > Eg[X1]Ee[X]
L (n—1) ij=1,...n
i#j
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Bemerkung.

(1) Damit wir das schwache Gesetz der grofen Zahlen anwenden konnen, brauchen wir
in Teil (a) von Proposition die Voraussetzung zweiter und in Teil (b) vierter
Momente. Das starke Gesetz der Grofen Zahlen (— Wahrscheinlichkeitstheorie)
schwécht die Voraussetzung von Satz [.3.21 dahingehend ab, dass keine endliche
Varianz, sondern nur ein endliches erstes Moment benétigt werden. Damit bleibt
Teil (a) in Proposition [2.9] giiltig, falls man nur Eg[|X1]] < co fordert und in Teil (b)
Ey[X?] < oco. Diese Voraussetzungen sind insofern natiirlicher, da sie geniigen, damit
der zu schétzende Parameter existiert.

(2) Die Normierung mit n — 1 in der Definition von s2

2(X) mag auf den ersten Blick
iiberraschen, stellt jedoch sicher, dass s2(X) erwartungstreu ist. Die Konsistenz

wiirde hingegen auch mit einer 1/n-Normierung giiltig bleiben.

2.2 Momentenschatzer

Wir betrachten in diesem Kapitel ein Produktmodell £ = (R", Z(R"),{P}" : 6§ € O})
und bezeichnen mit
mi(0) := Eg[X{]

das k-te Moment von X;. Wir nehmen weiter an, dass g : © — ©’ gegeben ist durch
g(0) = h(m1(0),...,m(0))

fiir eine Funktion h : R' — ©’. Das bedeutet, dass g(f) eine Funktion der ersten I Mo-
mente von X ist. Hierzu kennen wir bereits das folgende Beispiel: Ist Py = Exp(6) mit

0 € (0,00), so gilt Eg[X1] = %, d.h. § = h(my(0)) fiir h(z) = 1/z.

Fiir jedes Moment m1(0) gibt es analog zum empirischen Mittelwert den naheliegenden
Schéatzer des sogenannten k-TEN EMPIRISCHEN MOMENTS

) ) 1
M (X) = Mpn (X1, Xp) = - ZXf.
i=1

Die Idee der Momentenmethode besteht nun darin, g(#) durch den Wert h (11 (X)), . .., My n (X))

)

zu schétzen.

Definition 2.6 (Momentenschéitzer). Sei & = (R", B(R"),{P;" : 0 € O}) ein
n-faches Produktmodell, my(6) das k-te Moment und 1y, ,(X) das k-te empirische
Moment, sowie g : © — O’ gegeben durch

9(0) :== h(ma(0),...,m(6))
fiir eine (messbare) Funktion h : Rl — ©'. Dann heifit der Schitzer
gn(X) == h (M1 n(X), ..., M ,(X))

MOMENTENSCHATZER. fiir g(0).
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Beispiel 2.7.

(1) Sei & = (R", B(R"),{P;" : 6 € ©}) ein n-faches Produktmodell mit Eg[X?] < oo
fiir alle § € ©. Da g(0) = Varg(X1) = ma() — m1(0)? gilt g(0) = h(m1(8), m2(9))
fir A : R?2 — R mit h(z,y) = y — 2. Damit ist der Momentenschitzer fiir die
Varianz gegeben durch

Tn(X):mZn(X)_ml,n(X)Q::ZZX?_( ZX> :nilsi(X).
=1

Insbesondere ist dieser Momentenschétzer nicht erwartungstreu (vgl. Satz [2.9)).

(2) Es sei & = (R", B(R"),{P}" : € O}) das n-fache Produktmodell mit stetigen
Gleichverteilungen d.h. Py = P(, 4 = U([a,b]) und © = {(a,b) € R? : a < b}. Dann
gilt m1(0) = Ep[X1] = (a+b)/2 sowie Varg(X1) = (b—a)?/12 (Blatt 1, Aufgabe 1).
Da entsprechend /3Varg(X;) = (b — a)/2, gilt

= my(0) — \/3Varg(X1) = m1(0) — \/3m2 —my(0)?)

1 1
=my(0) + /3Varg(X1) = m1(0) + /3(ma(0) — m1(0)?).

Daraus ergeben sich die Momentenschétzer

(3) Momentenschétzer sind oft nicht eindeutig. Betrachten wir das n-fache Produktmo-
dell mit Poisson-Verteilungen, so gilt fiir Py = Poi(6), dass Eg[X;] = Varg(X;) = 6.
Daher kann der unbekannte Parameter § € (0,00) entweder durch den Momen-
tenschétzer 1My, (X) oder den Momentenschitzer g, (X) — 11, (X)? geschitzt
werden.

Als néchstes wollen wir uns der Konsistenz von Momentenschéitzern widmen, wobei wir
uns auf den Fall g(f) € R beschrinken (ebenso wie bei der darauffolgenden Verteilungskon-
vergenz). Unter geeigneten Voraussetzungen an die Momente erhalten wir aus dem schwa-
chen Gesetz der grofen Zahlen direkt die stochastische Konvergenz my, ,,(X) —p, my(0)
der empirischen Momente. Dies motiviert die Frage, ob und unter welchen Voraussetzun-
gen, sich die stochastische Konvergenz von einer Folge (X, )nen auf die zugehorige Folge
(f(Xn))nen tibertragen lasst. Fiir die Konvergenz des Momentenschétzers gentigt der fol-
gende Spezialfall eines solchen Resultats:

Lemma 2.8 (Stochastische Konvergenz und Stetigkeit). Firj=1,...,d

set (XT(LJ))neN eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit X(]) —p ¢j € R. Weiter
sei h: R — R eine Funktion, welche in ¢ = (c1,...,cq) stetig ist. Dann gilt

h(Xf}),...,X,(Ld)) —p (et ca).
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Beweis. Es sei € > 0 und 6 > 0 passend gewéhlt, sodass |h(z) — h(c)| < € fir alle
x = (x1,...,7q) mit |2 — ¢||eo < 6. Hierbei bezeichnet || - |0 die Maximumsnorm im R?,
d.h. ||(z1,...,2n)]|cc = max;—1,_q4|x;]. Die Wahl eines solchen ¢ ist moglich, da h in ¢
beziiglich jeder Norm stetig ist (da auf dem R? alle Normen #quivalent sind). Es folgt
dann

P()h (Xgl>,...,X,§d>) —h(cl,...,cd)‘ > e) gP(H(XS) ey, X _Cd)Hoo > 5)

M=

1P(|X§3’> —¢| > 6) —0,

<.
I

wobei die zweite Ungleichung die endliche Additivitdt des Mafes P nutzt. O

Satz 2.9 (Konsistenz von Momentenschitzern). Es set & =
(R, B(R"),{P§" : 0 € ©}) ein n-faches Produktmodell und Eq(X?] < oo fir
alle 0 € ©. Weiter sei h : Rt — R stetig und h (11, (X), ..., M n(X)) der Mo-
mentenschdtzer fir g(0) = h(my(0),...,my(0)). Dann ist dieser konsistent, d.h.

h (10 (X), - - (X)) —p, R(ma(0), ..., mu(6)).

Beweis. Aufgrund der Momentenannahme Eg[X?] < oo existiert die Varianz Varg(X7)
fir alle j =1,...,l und 8 € ©. Damit folgt aus dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen
Mjn(X) —sp, m;j(0) fiir j =1,...,1 und die Aussage folgt aus Lemma [2.8] O

Als néchstes wenden wir uns der Verteilungskonvergenz der Momentenschétzer zu. Aus
dem zentralen Grenzwertsatz erhélt man direkt, dass

TArLkm(X) — mk(H)
V/mag(0) — my(6)

Aus Proposition 1.5.4 erhélt man hieraus die alternative Formulierung

vn

_ 2% N(0,1).

V(1 (X) — mie(8)) =% N (0, mak(6) — mi(6)?).

Analog zur Konsistenz fragen wir uns nun, ob sich diese Verteilungskonvergenz auf eine
Funktion von 7, ,(X) tibertragen lésst. Um das Resultat in groferer Allgemeinheit zu
fassen, stellt sich zunéchst sogar eine andere Frage, ndmlich diejenige nach der Vertei-
lungskonvergenz des Vektors

(), ..., (X))

Anders als bei der stochastischen Konvergenz kann diese nicht auf die Verteilungskon-
vergenz der Komponenten zuriickgefiihrt werden, da die die Abhéngigkeitsstruktur der
Komponenten untereinander nicht akkurat beriicksichtigen wiirde. Die Antwort besteht
jedoch in einer mehrdimensionalen Version des zentralen Grenzwertsatzes.
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Definition 2.10 (Mehrdimensionale Normalverteilung). FEs sei d € N,
p € RT und ¥ € R eine symmetrische positiv definite Matriz. Wir sagen,
dass ein Vektor (X1,...,Xq) € R? MEHRDIMENSIONAL NORMALVERTEILT IST MIT
ERWARTUNGSWERT p UND KOVARIANZMATRIX X, wenn die gemeinsame Dichte
dieses Vektors gegeben ist durch

1 1 _

wobei x € RY. Wir schreiben dann auch (X1, ..., Xq) ~ Ng(p, X).

le,m,Xd(x)

.

Fir die angekiindigte Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes noch eine Be-
merkung: Fiir einen Zufallsvektor X = (Xi,..., X ) definieren wir den Erwartungswert
komponentenweise, d.h. E[X] = (E[X1],...,E[X4]) € R%.

Theorem 2.11 (Mehrdimensionaler zentraler Grenzwertsatz). Es sei-
en X1i,...,Xn unabhdngig identisch verteilte d-dimensionale Zufallsvektoren mit
E[X1] = p € R? und positiv definiter Kovarianzmatriz ¥ = (3ij)1<i j<d, wobei
Yij = Cov(X1,, X1,;j) ist fir den i-ten Eintrag X1, des Vektors Xi. Dann gilt fir
das Stichprobenmittel Z, = 1 3" | X;, dass

VI (Zn = 1) 2> Ng(0, %),

Beweis. Der Beweis kann in Analogie zum eindimensionalen Fall gefiihrt werden. Wir
verzichten an dieser Stelle darauf und verweisen auf Theorem 21.3 in Probability essentials
von J.Jacod und P.Protter (2000, Universitext, Springer). O

Beispiel 2.12. Es seien X1q,..., X, ~ Py unabhéngig identisch verteilt mit E[X%l] < 00
fiir alle . Dann sind auch Y; = (X;, X2,...,X)T i = 1,...,n, unabhingig und iden-
tisch verteilt. Weiter gilt Eg[Y7] = (m1(6),...,my(#))” und die Kovarianzmatrix £(6) =
(3ij(0))1<i j<a gegeben durch ¥;; = Covg(X?, X]) sei positiv definit (im Allgemeinen
ist nur klar, dass sie positiv semidefinit ist, vgl. Bemerkung 1.3.27). Dann folgt nach
Theorem R.11

ﬁ(ml,n(X) —ma(0),... 1 (X) - ml(0)> Doy Ny (0, ).

Satz 2.13 (5-Methode). FEs sei (X,,)nen eine Folge d-dimensionaler Zufallsvek-
toren und p € R? eine Konstante, sodass

Vi (X — 1) 23 Ng(0,%)

fiir eine symmetrische, positiv definite Matriz ¥ € R¥¥4. Es sei weiter g : R* — R
stetig differenzierbar, sodass fir den Gradienten Vg gelte, dass Vg(p) # 0. Dann
gilt
D
Vi (9(Xn) = g(u)) — N (0, Vg(n)Z(Vg(w)") -
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir d = 1, d.h. ¥ = ¢2 > 0. Nach dem Mittelwertsatz
gilt

9(Xn) = g(p) + ¢’ (&) (Xn — 1)
fiir eine zuféllige Zwischenstelle &, zwischen X,, und p. Da (X, — p) = ﬁ(\/ﬁ(Xn — 1))

folgt aus den Propositionen 7.5.4 und 1.5.7, dass X,, —p p. Wegen | X,, — u| > |, — pl,
folgt aus X,, —p p entsprechend &, —p . Da ¢’ nach Voraussetzung stetig ist, folgt
aus Lemma 2.8

9'(€n) —p 9 (1)
Nutzen wir nun zusatzlich die Identitat

Vi (9(Xn) — g(p) = ¢' (&) V(X — 1),

die vorausgesetzte Verteilungskonvergenz von /n(X, — ), sowie Proposition I.5.4(iii)
erhalten wir fiir Z ~ N(0, 0?)

Vi (9(Xa) = () = o' (0)Z ~ N (0.0%(g'(1))°)
und die Behauptung folgt. O

Bemerkung. Ahnlich wie in Lemma gilt nach dem sogenannten Continuous-Mapping-
Theorem fir die schwache Konvergenz, dass X, 25 X bereits 9(Xy) 2, g(X) fiir stetiges
g impliziert. Der Vorteil der 6-Methode besteht an dieser Stelle darin, dass die Verteilung
des Grenzwerts explizit angegeben werden kann.

Satz 2.14 (Asymptotische Normalitit von Momentenschitzern). Se:
E = R, BR"),{PS™ : 6 € O©}) ein n-faches Produktmodell mit Eg[X?] < oo
sowie X(0) = (X4(0))1<ij<i positiv definit fir 3;;(0) = Covg(Xi, X7 fiir al-
le € ©. Auflerdem sei h : RY — R stetig differenzierbar, sodass vy :=
Vh(mi(0),...,m(0)T # 0 und h (111 (X), ..., M (X)) der Momentenschitzer
fir g(0) = h(my(0),...,m(0)). Dann gilt

\/ﬁ<h (1 (X), - ., T n(X)) — h(my(6), . .. ,ml(9))> Ly N (0,08 Sg) -

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Beispiel [2.12 und Satz O

Beispiel 2.15. Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Py = N (u,0?) und 8 €
© = R x (0,00). Dann ist der Momentenschitzer fiir die Varianz gegeben durch 62 =
Mo (X) — 1M1 0(X)? = h(1h1n(X),M2,(X)) mit b : R2 — R gegeben durch h(z,y) =
y — x2. Dann erhalten wir unmittelbar Vh(u,0?) = (—2p, 1) und durch Nachschlagen der
Momente der Normalverteilung

v _ [ Vare(X1) Eo[X1]Eg[ X7\ [ o? 20>
T \Eg[X1]Ee[X?]  Varg(X?) ) \2uo? 4p’o?+20%)°

Dann liefert Satz [2.14] direkt
Vi (62 — 0%) 25 N(0,20Y),

vergleiche auch Beispiel 1.5.12, in welchem die gleiche asymptotische Verteilung fiir den

empirischen Varianzschiitzer s2(X) = -";62 hergeleitet wurde.
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2.3 Maximum-Likelihood-Schatzer

Wir betrachten erneut das Beispiel aus Abschnitt und unterstellen diesmal, dass wir
die Miinze mit 'Kopfwahrscheinlichkeit’ p genau 100 mal geworfen haben, wobei 44 Mal
"Kopf’ geworfen wurde. Die Zufallsvariable, deren Realisierung wir beobachten, ist in
diesem Fall binomialverteilt mit Parameter n = 100 und unbekanntem p € (0,1). Die
Eintrittswahrscheinlichkeit unseres beobachteten Ereignisses ist daher gegeben durch

100 100—44 44 100 56 44
<44>p (1-p)*= L (1—p)™.

Da wir wissen, dass 44-mal 'Kopf’ geworfen wurde (und wir diesem Ereignis daher eine
hohe Wahrscheinlichkeit zugestehen wollen), besteht ein neuer Ansatz zur Schitzung von
p darin, diese Eintrittswahrscheinlichkeit in p zu maximieren. Dieses Verfahren ist die
sogenannte Maximum-Likelihood-Methode.

~

Definition 2.16 (Likelihoodfunktion). Es sei & = (R, B(R"),{P§5" : 0 € ©})
ein n-faches Produktmodell. Die Likelihoodfunktion L : R™ x © — R ist im Falle
diskreter Mafle Py gegeben durch

=1

und im Falle von stetigen Verteilungen mit Riemann-Dichte fg durch

n

L(x;0) = L(x1,...,zn;0) = Hfg(l‘i).

=1

Definition 2.17 (Maximum-Likelihood-Schéitzer). Es sei & =
(R", B(R™),{P§" : 0 € O}) ein n-faches Produktmodell und L die zugehéri-
ge Likelihoodfunktion. Ein Schdtzer T, : R* — O, fiir den gilt

L (a:; TML(x)) = max L(z;0)

heifit MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZER (oder kiirzer ML-SCHATZER) fir 6 und
wird oft mit Ty, = O bezeichnet.

Bemerkung. Da die Logarithmusfunktion log : (0,00) — R streng monoton wéchst,
haben die Likelihoodfunktion L(z;6) und die sogenannte LOG-LIKELIHOODFUNKTION

U(x;0) = log(L(x;0))

den gleichen Maximierer. Da L(z;60) als ein Produkt definiert ist, welches beim Logarith-
mieren in eine Summe zerfillt, ist das Maximieren der log-Likelihoodfunktion rechentech-
nisch meist deutlich einfacher.

Beispiel 2.18. Wir betrachten das Binomialmodell vom Anfang des Kapitels: Hier war

noch die Funktion 100
56 44
> 1—
p <44>p (1-p)
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zu maximieren, was nach der vorangehenden Bemerkung das gleiche ist, wie

(100
p+— log

44 ) + 561og(p) + 44log(1 — p)

zu maximieren. Von dieser Funktion kann leicht mittels Differentialrechnung das Maxi-
mum pyr, = 56/100 bestimmt werden.

Beispiel 2.19 (ML-Schétzer im Normalverteilungsmodell). Wir betachten das
n-fache Produktmodell €& = (R", Z(R"), {P§" : § € ©}) mit Normalverteilungen, d.h.
Py = N(11,0%) und © = R x (0, 0). Die Likelihoodfunktion ist gegeben durch

1 - x; — p)?
Lo (1:0%) = (o L exe (‘(20))
=1

und die zugehorige log-Likelihoodfunktion durch
o, (1,0%)) = =5 log(2m0?) 2;

Da diese Funktion fiir Parameter aus ganz © zweimal stetig differenzierbar ist, kénnen wir
das Maximum mittels Methoden der Analysis II bestimmen: Die notwendige Bedingung
ist in diesem Fall (wir schreiben = = (z1,...,2y,))

Vi(z; (1,0%) = (g2 Cita (@i — 1), —g + gp1 Xia (@i — 1)*) =0,
was auf die einzige Nullstelle
( 02) = (x lzn:(x -7 )2>
e\ i=1 o
fiihrt. Die Hessematrix ist in diesem Fall gegeben durch

LN (e
H2(l(x;(u,o2))) < 1y 12( B ,n_o'4162:7,:’r%( i 14) 2>7

also fiir unseren Kandiaten der Extremalstelle

—n
HQ(Z(JU; (uo,ag))) = < 670 _n).

7
20y,

Diese Matrix ist offensichtlich negativ definit, sodass es sich bei (19, 03) um ein lokales
Maximum handelt. Betrachten der Grenzfille 1 — 400 und 02 — oo fiir welche die log-
Likelihoodfunktion gegen —oo konvergiert, zeigt, dass es sich dabei auch um ein globales
Maximum handelt. Daher gilt

v (X) = Xn und o (X) = - Z;(Xi — X,)%.
1=
Insbesondere sehen wir, dass 63 (X) = "T_lsi(X ), d.h. der ML-Schétzer ist in diesem

Fall nicht erwartungstreu.
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Beispiel 2.20 (ML-Schitzer fiir die Uniformverteilung). Wir betachten das n-
fache Produktmodell £ = (R", Z(R"), {PF" : § € O}) mit stetiger Uniformverteilung
auf [0, 6], d.h. Py = U([0,6]) und © = (0,00). In diesem Fall ist die Likelihoodfunktion
gegeben durch

1 n
L(zy,...,20;0) = o H Ljo,0) (1)
i=1

Die Likelihoodfunktion ist in 6 weder stetig noch differenzierbar (beachte den Indikator).
Nichtsdestotrotz kann man den Maximierer Gy, explizit bestimmen: Zunéchst ist klar,
dass Oy, > max;—1,__n ¥;, denn andernfalls wire einer der Faktoren 1y g (7;) gleich null
und entsprechend die ganze Likelihoodfunktion. Nun gilt fiir jedes 6 > max;—1, .., dass
L(xy,...,xp;0) = 7™, was eine monoton fallende Funktion in € ist. Entsprechend erhalten
wir
éML(X) = max Xi.
i=1,...,n

Bemerkung. Die bisherigen Beispiel von ML-Schétzern sind insofern eher untypisch, als
dass sich der ML-Schéitzer bzw. das Maximum der Likelihoodfunktion explizit berech-
nen lasst. In vielen Féllen ist das nicht der Fall, hier muss der ML-Schéatzer numerisch
berechnet werden. Dennoch ist es eine grofte Stéirke der ML-Methode, dass sie auch fiir
komplizierte Likelihoodfunktion bzw. Parametermengen © anwendbar ist, da man bis auf
Kenntnis der (Zahl-)Dichten a priori keine weiteren Annahmen an das Modell benétigt.

Satz 2.21 (Jensen’sche Ungleichung). Es sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, ¢ : R — R eine konvexe Funktion. Ist X eine reellwertige Zufallsva-
riable mit E[|o(X)|] < oo, so gilt

p(E[X]) < E[p(X)].

\.

Beweis. Blatt 2, Aufgabe 3. O

Satz 2.22 (Konsistenz von ML-Schétzern fiir endliche Parametermenge).

Es sei & = (R, B(R"), {PF" : 6 € ©}) ein n-faches Produktmodell mit endlicher
Parametermenge © C R. Weiter gelte Eg[(log(fyo(X1)))?] < oo fiir alle 0,0' € ©,
wobei fg die Zdhl- bzw. Riemanndichte von X1 unter Py bezeichne. Dann ist die
Folge (éML)neN von Mazimum-Likelihood-Schdtzern fiir 0 konsistent.

Beweis. Es sei 0y der wahre Parameter. Dann maximiert der ML-Schétzer éML neben der
Likelihoodfunktion auch die Funktion

En(e)::%log(L(Xl,...,Xn;G))—%log(L(Xl,.. X1 60)) Zl <f9 )>

Aufgrund der Momentenannahme fiir log(fp(X1)) gilt nach dem schwachen Gesetz der
grofsen Zahlen, dass

*Z (feo >) P oy [l‘)g(;;i(();)))}
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Da x + log(z) konkav ist (d.h. z — —log(x) ist konvex), folgt aus der Jensen’schen
Ungleichung im Falle stetiger Zufallsvariablen

M°Fg<£%gﬂ]§k%M0Hﬁ§%}:bgRﬁﬁgﬁWW”:b?@ﬁwmzza

und analog fiir diskrete Zufallsvariablen. Da = +— log(x) sogar strikt konkav ist, gilt
Gleichheit lediglich fiir § = 6y, d.h. 0 := ming.q, Eg,[—¢,(0)] > 0. Wéhlen wir nun
0<e<min{|d —0p|:0 €O\ {0}} folgt damit aus ¢,,(0y) = 0 dass

P, (|0n — 60 > €) <Py, | J {a(6) = 0}

0£60
< ) Py, (€a(6) > 0)
6£60
S Z PQO (En(e) - EGO [en(e)] Z _Eeo [En(g)])
6£00
<Y Poy ([€a(68) — gy [€a(0)]] > 6) — 0.
6400

O]

Bemerkung. Der Beweis von Satz hat entscheidend die Endlichkeit von © genutzt,
um sicherzustellen, dass § > 0. Auferdem ging die Endlichkeit in die letzte Rechnung in
Form der endlichen Additivitéit ein. Dieser letzte Schritt liefse sich leicht auch fiir abz&hl-
bar unendliche Mengen durchfiihren, jedoch nicht fiir iiberabzihlbare (und héaufig ist die
Parametermenge eine solche). Letzteren Fall kann man z.B. unter Stetigkeitsannahmen
der Likelihoodfunktion im Parameter 6 jedoch auf den abzéhlbaren Fall zuriickfiihren.
Grundsatzlich gilt, dass sich beide oben genannten Probleme durch zusétzliche Regula-
ritdtsannahmen umlaufen lassen. Die Theorie der Konsistenz fiir Maximum-Likelihood-
Schétzer ist sogar in einem sehr allgemeinen Rahmen entwickelt (— weiterfithrende Vor-
lesung Statistik).

Bemerkung. Neben der Konsistenz léasst sich auch die Verteilungskonvergenz von ML-
Schétzern fiir sehr viele Modelle bestimmen. Insbesondere existiert eine Menge an ’ty-
pischen’ Regularitatsvoraussetzungen, unter welchen man zeigen kann, dass der ML-
Schétzer asymptotisch normalverteilt ist (vgl. Satz @ fiir Momentenschétzer).

2.4 Mittlerer quadratischer Fehler

Wie schon anhand des Beispiels in Abschnitt gesehen, sagt weder die Konsistenz noch
Erwartungstreue eines Schitzers etwas iiber seine Verteilung aus. Wenn wir das datenge-
nerierende Experiment wiederholen wiirde, wiirden wir (leicht) andere Daten und somit
auch leicht andere Werte fiir den Parameterschétzer erhalten. Das bedeutet insbesonde-
re, dass jeder konkrete Schétzwert eine limitierte Aussagekraft hat und ein natiirliches
Interesse besteht, die Genauigkeit des Schétzers zu quantifizieren.
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Definition 2.23 (Mittlerer quadratischer Fehler). Es sei & = (X, F, {P5" :
0 € ©}) ein statistisches Modell mit © = ©' C R¥ und g : © — @', sowie T ein
Schdtzer fir g(0). Dann definieren wir den MITTLEREN QUADRATISCHEN FEHLER

als
MSE(T) := By [|T(X) - 9(0)3]
wobei || - ||2 die Euklidische Norm im RF bezeichne.
Bemerkung.

(1) Fiir I(z,y) = ||z — y||3 kénnen wir MSEy(T) als Abbildung Ry : © — R auffassen,
die gegeben ist durch
R(0) = Ep [(T(X), 9(0))]

Man nennt diese Funktion R auch Risikofunktion.

(2) Die Funktion [ in Teil (1) wird auch Verlustfunktion genannt. Wir haben hier die
spezielle Wahl des quadrierten Euklidischen Abstands getroffen. Aber auch andere
Verlustfunktionen werden in der Literatur benutzt, z.B. der L'-Verlust I(z,y) =

I =yl

(3) Gilt k =1, so ist
MSEy(T) = Eq [(T(X) — 9(6))°] -

Beispiel 2.24. Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Bernoulliverteilungen und
die beiden Schitzer p1(X) = X; und pa(X) = X,,. Beide Schitzer sind erwartungstreu,
sodass

MSE, (1) = B, | (51 — p)’| = Var,(X1) = p(1 - p)

und
5 . 2 - 1 < 1 1
MSE, (p2) = E, | (52 — p)?| = Var,(Xa) = — 3 Varp(X) = ZVany (X)) = Tp(1 —).

Wie erwartet hat der Schitzer ps einen deutlich geringeren quadratischen Fehler (falls
n # 1). Insbesondere verringert sich dieser mit wachsendem n. Man beachte ebenfalls,
dass der MSE fiir verschiedenen Schéitzer miteinander vergleichen werden kann.

Definition 2.25 (Bias). Es sei & = (X, F,{P;™ : 0 € ©}) ein statistisches
Modell mit © = © C R und g : © — O, sowie T ein Schatzer fiir g(0). Dann
definieren wir den BIAS als

Biasy(T) := Eq [T'(X)] — g(0).

Bemerkung. Fiir einen erwartungstreuen Schitzer T gilt per Definition Biasy(7T) = 0
fiir alle 8 € ©.
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Lemma 2.26 (Bias-Varianz-Zerlegung). Sei & = (R, ZB(R"),{P5" : 0 € ©})
ein statistisches Modell mit © = © C R und g : © — ©', sowie T ein Schitzer
fiir g(0). Dann gilt fir alle 0 € ©, dass

MSEy(T) = Vary(T) + Biasy(T)?2.

\.

Beweis. Mit der Linearitdt des Erwartungswertes erhalten wir

= Vary(T) + Biasp(T)>.

Lemma 2.27 (MSE und Konsistenz). Es sei & = (R", B(R"), {P5" : 0 € ©})
ein statistisches Modell mit @ = ©' C R und g : © — O, sowie (T),)nen ein
Folge von Schitzer fir g(0). Gilt MSEy(T,,) — 0, so ist die Schitzfolge (Ty,)nen
konsistent.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Chebychev-Ungleichung, denn fiir € > 0 gilt
1 1
Py (ITa(X) = 9(0)] > ©) < SE [(Ta(X) = 9(0))*] = 5 MSE(T,) — 0.

O]

Beispiel 2.28. Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Normalverteilungen, d.h.
Py = N(u,0?), 0 € Rx (0,00) und den empirischen Mittelwert X, als Schitzer fiir p.
Nach Satz ist X,, erwartungstreu und es gilt somit

MSE(#’U2) (Yn) = Var(maz) (Yn)

= E('LL’U2) (i Z(Xl - u))

0.2

= % > o [(Xi = 1)) + D Eguon) (X = ) (X5 — )] | = —.
i=1 i

So erhalten wir zum einen die Varianz des Schiitzer X,, und zum anderen folgt aus Lem-
ma [2.27 die Konsistenz.
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2.5 Die Cramér-Rao-Ungleichung

Im Falle eines erwartungstreuen Schéatzer bedeutet nach der Bias-Varianz-Zerlegung, dass
der mittlere quadratische Fehler eines Schétzers T' dann klein ist, wenn die Varianz von
T Kklein ist. Insbesondere konnen wir ein weiteres Glitekriterium fiir einen (erwartungs-
treuen) Schétzer formulieren, ndmlich dass er eine moglichst kleine Varianz besitzen soll.
In Aufgabe 2 von Blatt 2 haben wir bereits verschiedene Schétzer fiir den gleichen Para-
meter kennengelernt, deren Varianzen sich unterscheiden. Hat man eine moglichst kleine
Varianz als Ziel vor Augen, stellt sich natiirlich unmittelbar die Frage, was die kleinste zu
erreichende Varianz fiir einen Schétzer in einem gegeben Modell ist. Das néchste Resultat
liefert hierauf eine Antwort.

s 3

Theorem 2.29 (Satz von Cramér-Rao). FEs sei & = (R?, B(R?), {Py : 6 € O})
ein statistisches Modell mit © C R offen. Es bezeichne fg die Zdhl- oder Riemann-
dichte von Py und es gelte:

(i) Die Menge My = {z € R? : fy(z) > 0} ist unabhingig von 6 € © und fir
jedes x € My existiere % log(fo(x)).

(ii) B [Zlog(fa(X))] = 0.
(iii) 0 < I;(0) := Eq [(%bg(fg(X)))?} < 0.

Es sei weiter g : © — ©' C R und T ein Schitzer fir g(0) mit Eg[|T(X)|] < oo
fiir alle 8 € © und der Eigenschaft

(iv) ZEe[T(X)] = Eg [T(X)% log(fo(X))].
Dann gilt
(ZEs[T(X)))"
I4(9)

Insbesondere gilt fiir einen erwartungstreuen Schatzer T

Vary(T(X)) > fiir alle 0 € ©.

Varg(T(X)) > (g'(6))” fiir alle 6 € ©,

wobei der Zihler Eins ist, falls ©' = © und g = idg, d.h. falls der Parameter selbst
geschatzt wird.

\ 7

Beweis. Mit den Voraussetzungen (ii),(iv) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den
Erwartungswert (vgl. Satz I.3.26 oder Stochastik I, Blatt 6, A2(b)) erhalten wir

(8(99@9 [T(X)]) -k, [T(X)ﬁe log (fo(X >>] 2

= [eows (100 10w |

< Vary (7)) Vaxy ( g 108 (X)) ).
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Nach Voraussetzung (ii) erhalten wir

V(108 (fa(X)) ) = 1a0)
sodass die erste Aussage des Satzes nach Umstellen der obigen Ungleichung folgt. Die
zweite Aussage folgt unmittelbar, da wegen der Erwartungstreue Ey[T(X)]) = g(0). O
Bemerkung.
(1) Die Grofe 14(0) in Theorem heifst FISHER-INFORMATION.

(2) Die Regularitatsvoraussetzungen von Theorem @ bedeuten eigentlich lediglich,
dass sich Differentiation und Erwartungswertbildung vertauschen lassen. Im steti-
gen Fall folgt (ii) aus der Annahme der Vertauschbarkeit von Differentiation und
Integration, denn dann gilt

9 folx
Ea | gy ou ()] = [ 8;jf())fe<x>da:

0
/Rdae ae/ fol@ *1_0

(3) Haufig besteht der Vektor X = (Xj,...,Xy) aus unabhéngig identisch verteilten
Zufallsvariablen X7y, ..., Xy mit (Z&hl-)Dichte fél). In diesem Fall gilt

f@ Zy, - Hf9 !Tz

und somit
1,(0) =E y 9 o (19(x, E log ( £ (X i = dI,(0).
0 = [ (X 5 g(9<z>) Ze( £(1706) ) | =)

Beispiel 2.30. Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Normalverteilungen, d.h.
Py = N (11,0?%), § € R x (0,00). Fiir den Parameter p erhalten wir

0 0 1 _(a;—,u)2 T p
8,u10g(f(“‘72)($))_M10g<WeXp( 7)) T o

Mit (3) aus der vorangegangen Bemerkung erhalten wir

n

2
In(:u) = nE(/L702) [<8a,u IOg (f(u,az)(Xl))> ] = EE(M»UQ) [(Xl - :U’)Q] = E

o2

Damit hat jeder erwartungstreue Schétzer T), fiir den Parameter yu nach Theorem [2.29

bestenfalls die Varianz )

g
Var(W,z) (TM(X)) > ;

Nach Beispiel wird die untere Schranke fiir den empirischen Mittelwert 7,(X) = X,
angenommen.
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Bemerkung (Exponentialfamilien). Wie im vorangegangen Beispiel gesehen, gibt es
Fille, in welchen Gleichheit in der Cramér-Rao-Ungleichung gilt. Es stellt sich entspre-
chend die Frage, ob man charakterisieren kann, wann dies der Fall ist. Grundlegend fiir
den Beweis der Ungleichung war die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

oo (70), 2t (55000 )] Ve (7000 Vo ( 2 108 (060 ).

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass hier Gleichheit gilt, falls fiir jedes 6 € © Konstanten
a1(0) und ag(0) existieren sodass

Pa (108 ((0) = (O (X) +a0) ) =
Integration nach 6 liefert dann
Py fo(X) = exp (41 (O)T(X) + 42(6) + S(X)) ) =1,

wobei A; und As die Stammfunktionen von a; bzw. as bezeichnen. Verteilungsfamilien,
deren Zahl- oder Riemanndichten von ebendieser Form

Jo(z) = exp (A1(0)T (z) 4+ A2(0) + S(x))

sind, bezeichnet man als EXPONENTIALFAMILIEN. Fiir diese lassen sich einerseits eine gan-
ze Reihe interessanter Resultate herleiten, zum anderen sind viele uns bereits bekannte
Verteilungen (z.B. die Binomial, Exponential, Poisson- und Normalverteilung) von dieser
Gestalt. — Mathematische Statistik.

Bemerkung (ML-Schétzer). Es seien X7, ..., X, unabhéngig identisch nach Py ver-

teilt, wobei 6 € ©® C R offen und X; eine Z&hl- bzw. Riemanndichte fe(l) besitzt, welche
die Voraussetzungen von Satz erfiillt. Weiter sei fiir jedes © € My die Funktion

0 — log (fe(l)(x))

zweimal stetig differenzierbar und es gelte die stochastische Konvergenz

n 2 2
%Z%log (fo:,(Xi)) —r, —Eq Kaaelog (fe(l)(Xl)» ]
i=1

fiir jeden konsistenten Schétzer 0, —p, . Dann gilt mit Pp-Wahrscheinlichkeit, die gegen
1 konvergiert:

e Es existiert eine Losung 6, = 9n(X ) der Maximum-Likelihood-Gleichung

S tog (fo(X)) = 3 og (17(X0)) = 0.
=1

1=

e Im Punkt 6, nimmt die Funktion 6 — log (fs(X)) ein lokales Maximum an und 6,
ist ein konistenter Schatzer fir den Parameter 6.



26

Gelten die obigen Voraussetzungen kann man weiter zeigen, dass
N <én(X) - 9) Do N (0,1(0)7Y),

wobei I(6) die Fisher-Information fon fg(l) bezeichne (vgl. Aufgabenblatt 4). Somit nimmt
der ML-Schétzer asymptotisch die nach der Cramér-Rao-Ungleichung minimale Varianz
an. Man spricht auch davon, dass der ML-Schétzer (unter obigen Voraussetzungen) ASYM-
PTOTISCH EFFIZIENT ist.

3 Konfidenzbereiche

In diesem Kapitel wenden wir uns den Bereichsschitzern oder auch Konfidenzintervallen
zu, welche uns bereits im einfilhrenden Beispiel in Abschnitt begegnet sind.

3.1 Konstruktionsprinzip und Quantile

Definition 3.1 (Konfidenzbereich). FEs sei &€ = (X, F,{Py : 0 € ©}) ein
statistisches Modell, ©' eine Menge und g : © — O’ eine Funktion. Weiter sei
S C P(©’) eine Familie von Teilmengen von (oder eine o-Algebra auf) ©’, sowie
a € (0,1). Dann heifit jede Abbildung C : X — S KONFIDENZBEREICH ZUM
(KONFIDENZ-)NIVEAU 1 — @ FUR ¢(0), falls fiir alle @ € © gilt

Py (9(0) € C(X)) =Py ({z € X: g(0) € C(x)}) 21 - a.

\.

Bemerkung.

(1) Ist = = (x1,...,2,) € X eine Realisierung des Zufallsexperiments, so wird héufig
auch C(x) als Konfidenzbereich bezeichnet.

(2) Man beachte, dass die Menge {x € X' : ¢(f) € C(z)} messbar sein muss, d.h. dieses
Ereignis muss in der o-Algebra liegen, auf welcher Py definiert ist.

(3) Die Wahl ¢(z) = ©' liefert einen Konfidenzbereich fiir jedes Niveau 1 — «, beinhaltet
allerdings auch keine Infomration iiber die Lage von g(f). Generell ist es wiinschens-
wert, ein moglichst grofses Konfidenzniveau 1 — o (d.h. kleines ) und gleichzeitig
einen moglichst kleinen Konfidenzbereicht C'(X) zu finden. Eine solche simultane
Optimierung ist allerdings nicht méglich, wie das Eingangsbeispiel bereits andeutet.
Vielmehr verfihrt man in der Praxis so, dass man sich a € (0,1) vorgibt und fiir
dieses feste a einen moglichst kleinen Konfidenzbereich konstruiert.

Bemerkung (Konfidenzintervalle). Ist ©' = R, so wihlt man als Mengensystem meist
S = {[a,b],[a,0),(—00,b] : a,be R},

das heiftt die Menge aller abgeschlossenen bzw. halboffenen Intervalle. In diesem Fall gilt
C(X) = [a(X),b(X)] bzw. C(X) = [a(X),o0) oder C(X) = (—o0,b(X)] fur Funktionen
a,b: X — R. Man spricht in diesem Fall von KONFIDENZINTERVALLEN ZUM NIVEAU
1 — «, wenn fiir alle 8 € © gilt

Py (a(X) <g(0) <b(X)) 21 -a

(und analog fiir die halboffenen Intervalle).
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Bemerkung (Interpretation). Man beachte die folgende Interpretation des Begriffs
Konfidenzbereich: Die zuféllige Menge C'(X) enthélt den unbekannten Parameter 6 mit
Wahrscheinlichkeit > 1 — «. Das bedeutet nicht, dass fiir die Daten x € X die Menge
C(z) den wahren Parameter 6 mit Wahrscheinlichkeit 1 — « enthélt, denn diese Aussage
ist entweder richtig oder falsch.

Um uns einer Antwort auf die Frage zu ndhern, wie man Konfidenzbereiche oder -intervalle
bestimmen kann, starten wir mit einem Beispiel.

Beispiel 3.2 (Konfidenzbereich fiir 4 im Normalverteilungsmodell bei bekann-
ter Varianz). Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Normalverteilungen mit
bekannter Varianz, d.h. P, = N (i, o?) fiir vorgegebenes 02 > 0, und interessieren uns fiir
ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir den Parameter . Man iiberlegt sich leicht,
dass in diesem Modell o

Xp—pr~ %Z

fir Z ~ N(0,1). Wir wihlen nun a,b € R so, dass P(a < Z <b) =1 — . Dann gilt

Vi o - e

und ein mogliches Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « ist gegeben durch

Man beachte, dass die Werte a,b € R durch die Bedingung P(a < Z < b) = 1 — « nicht
eindeutig bestimmt sind. Haufig wahlt man sie jedoch symmetrisch in dem Sinne, dass

P(Z <a)=P(Z >b) = /2.
Wir fassen die drei wesentlichen Konstruktionsschritte aus Beispiel zusammen:

(i) Bilden einer Statistik 7'(X) = T'(X,0) aus den Daten X = (X1,...,X,,) und dem
einzugrenzenden Parameter 6. Ziel ist es hierbei, dass die Verteilung von T'(X,0)
selbst nicht mehr von 6 abhéngt.

(ii) Bestimmung eines Intervalls I = [a,b] C R mit Pg(T'(X,0) € I) = 1 — a. Da die
Verteilung von T'(X, ) nicht von # abhéngt, gilt dies auch fiir a und b.

(iii) Auflosen der Ungleichung a < T'(X,6) < b nach dem in T'(X, ) enthaltenen Para-
meter 0 liefert das gesuchte Konfidenzintervall.

Der schwierige Schritt besteht hierbei meistens in Punkt (i). Bevor wir diesen im Nor-
malverteilungsmodell weiter untersuchen, widmen wir uns der Konstruktion des Intervalls
in (ii). Bereits in Beispiel hatten wir diskutiert, dass a und b meist so gewéhlt werden,
dass Po(T'(X,0) < a) = Pe(T'(X,6) > b) = /2. Dies fiihrt auf den folgenden Begriff des
Quantils.
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Definition 3.3 (Quantilfunktion und Quantile). FEs sei Fx die Verteilungs-
funktion einer (stetigen oder diskreten) Verteilung auf (R, Z(R)). Dann ist die
zugehorige QUANTILFUNKTION F)}l :(0,1) — R definiert durch die verallgemei-
nerte Inverse der Verteilungsfunktion, d.h.

Fxl(p) :=inf{z € R: Fx(z) > p}.

Der Wert F)El(p) heifit p-QUANTIL VON Fx (bzw. der zugehdrigen Verteilung PX ).

Bemerkung (Eindeutigkeit der Quantile). Man beachte, dass nach der obigen De-
finition die p-Quantile aufgrund der Rechtsstetigkeit der Verteilungsfunktion Fx fiir alle
p € (0,1) eindeutig bestimmt sind. Man findet in der Literatur auch den alternativen
Ansatz, dass jede Zahl g, ein p-Quantil genannt wird, wenn sie

P(X <qp) <p<P(X <gp)

erfiillt. Dies legt den Wert von g, nicht eindeutig fest, falls die Verteilungsfunktion stiick-
weise konstant ist: Ist etwas X Bernoulli-verteilt, so gilt fiir jede Zahl a € (0,1), dass
P(X <a) =1/2 = P(X < a), sodass in diesem Fall jede solche Zahl a ein 0.5-Quantil
ist. Unsere Definition iiber die verallgemeinerte Inverse wahlt immer den kleinsten der auf
diese Weise in Frage kommenden Werte aus.

Lemma 3.4 (Eigenschaften der Quantilfunktion). Es sei Fx die Vertei-
lungsfunktion einer Zufallsvariablen auf (R, B(R)) und F);l die zugehorige Quan-
tilfunktion. Dann gilt:

(a) Fx' ist monoton wachsend.
(b) Ist Fx stetig, so gilt FX(F)El(p)) = p fir alle p € (0,1).
(c) Ist Fx bijektiv, so ist F)zl die Umkehrfunktion.

(d) Besitzt die Verteilung von X eine Riemann-Dichte f, so ist Fx'(p) eine Li-
sung der Gleichung Fx(y) = p und es gilt

P (X < Fx'(p) =P (X < Fx'(p)) =p.

Gilt zusitzdich f(z) > 0 fir alle x € R, so ist Fx bijektiv und Fy'(p) die
eindeutige Losung von Fx(y) = p.

Beweis. (a) Ubungsaufgabe, Blatt 4.

(b) Seip € (0,1). Ist Fx : R — (0, 1) stetig, so existiert aufgrund des Zwischenwert-
satzes ein zgp € R mit F'x(z9) = p. Da Fx monoton wachsend ist muss auch fiir
jedes z mit z < zp und F'x(z) > p gelten, dass Fx(z) = p und die Behauptung folgt
aufgrund der Stetigkeit von Fx auch fiir das Infimum aller dieser z.

(¢c) Da Fx monoton wachsend ist folgt aus der Bijektivitat, dass F'x auch stetig ist. Da
eine eindeutige Umkehrfunktion existieren muss und nach (b) bereits Fx (Fx'(p)) =
p fiir alle p € (0, 1) gilt, muss Fy ! bereits diese Umkehrfunktion sein.
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(d)

Durch die Existenz der Riemann-Dichte ist Fy stetig und daher Fy ! (p) eine Losung
von Fx(y) = p nach (b). Da Zufallsvariablen mit Riemann-Dichten keine Punkt-
massen haben gilt aufserdem

P(X < Fx'(p) =P (X < Fx'(p) = Fx (Fx'(p) = p.

Der letzte Teil der Aussage folgt aus (c), da F5 = f > 0 und Fx somit streng
monoton wéchst.

O]

Beispiel 3.5. Essei Z ~ N(0,1) und ®,! das a-Quantil der Standardnormalverteilung.
Dann gilt nach Lemma [3.4] fiir a € (0, 1), dass

sowie

P (Z < @;}2) _ %

«

P(z>07!,,)=1-P(2<0!, )= 5

sodass insgesamt

Aufgrund der Symmetrie der Standard-Normalverteilung gilt iiberdies <I>;/12 = ¢!

1 -1
P(o ), <z<a!, ) =a

1—a/2

1-a/2°

Damit erhalten wir in Beispiel das Konfidenzintervall

g

C(X) = [Xn - Tl X+ ot ] .

\/ﬁ 1—a/2’ \/,ﬁ 1-a/2

Man beachte, dass dieses Intervall symmetrisch um X, ist.

Beispiel 3.6.

(1)

Fiir die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 erhalten wir die Verteilungs-
funktion F(t) = (1 — e_)‘t)ll[om) (t). Diese ist stetig, sodass wir das a-Quantil ¢,
nach Lemma b) als Losung der Gleichung 1 — e~ = o erhalten, also

log(1 — «)

by = ———2

A

Im wichtigen Fall der Normalverteilung existiert keine geschlossene Form, da sich

die Gleichung
t
@ ]. 7‘%2/2
e dy = «
/oo V2 Y

nicht explizit nach t, auflosen lésst. Die Werte der Quantile der Normalverteilung
miissen entsprechend entweder in sogenannten Quantiltabellen nachgeschlagen wer-
den oder konnen in jeder Statistiksoftware iiber entsprechende Befehle abgerufen
werden.
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3.2 Konfidenzintervalle fiir normalverteilte Daten

In diesem Abschnitt wollen wir Konfidenzintervalle fiir 4 und o2 im n-fachen Produktmo-
dell mit Normalverteilungen N (p1, 02) bestimmen. Dies ist schwieriger als in Beispiel
da wir o2 nicht mehr als bekannt voraussetzen wollen. Dort hatten wir ausgenutzt, dass

Xn —H
Vo?/n

Falls die Varianz o2 unbekannt ist, liegt es nahe, diese in der Statistik auf der linken Seite
durch ihren Schiitzer s2(X) zu ersetzen, d.h. die GroRe

n

~ N(0,1).

X, -
s5(X)/n

n =

zu betrachten. Es ist zu erwarten, dass sich dadurch die Verteilung andert. Wir werden
diese zunéachst bestimmen und dabei die bemerkenswerte Feststellung treffen kénnen, dass
die Verteilung von 7}, weder von g noch von o2 abhingt. Darauf aufbauend konnen wir
dann wie in Beispiel Konfidenzintervalle bestimmen. Fiir die Verteilungsbestimmung
von T;, bendtigen wir zunéchst zwei von der Normalverteilung abgeleitete Verteilungen.

Definition 3.7 (Die x2- und die t-Verteilung). FEs seien X, X1,..., X, un-
abhdngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen.

(a) Die Verteilung der Zufallsvariablen
Xi++X2
heifit x?-VERTEILUNG MIT n FREIHEITSGRADEN und wird mit x2 bezeichnet.

(b) Die Verteilung von
X

VXT+ -+ X2)/n
heifft t-VERTEILUNG MIT n FREIHEITSGRADEN und wird mit t, bezeichnet.

Bemerkung (Dichten der ¢- und x2-Verteilung).
(1) Die x2-Verteilung besitzt eine stetige Riemann-Dichte mit Triger (0, 00).

(2) Die t,-Verteilung besitzt ebenfalls eine stetige Riemann-Dichte, die auf ganz R strikt
positiv ist. Weiter ist sie symmetrisch um 0. Bezeichnet ¢,, ., das a-Quantil, so folgt
entsprechend wie bei der Normalverteilung, dass ¢, o2 = —t; 1-a/2-

Wir erinnern an dieser Stelle an die mehrdimensionale Normalverteilung aus Definiti-
on Sind X1, ..., X4 stochastisch unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen, so
erhalten wir die Dichte des daraus aufgebauten d-dimensionalen Zufallsvektors X =
(X1,...,X,) als Produkt der Marginaldichten (vgl. Definition I.4.22). Damit erhélt man
sofort, dass X ~ Ny(0,I;) d-dimensional normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und
d-dimensionaler Einheitsmatrix I; als Kovarianzmatrix.
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Lemma 3.8 (Orthogonale Transformation von normalverteilten Vekto-
ren). FEs seien Xi,...,Xg stochastisch unabhdngige N (0,1)-verteilte Zufalls-
variablen und X = (Xi,...,Xy4) der entsprechende d-dimensionale Zufallsvek-
tor, sowie O € R eine orthogonale Matriz (d.h. OTO = I;). Dann gilt
Z = (Z1,...,Z9)T = OX ~ Ny(0,1,), insbesondere sind Zi,...,Zq unabhingi-
ge N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.

Beweis. Es sei U C R? eine offene Menge, sowie OT (U) das Bild dieser Menge unter der
Abbildung OT, d.h. OT(U) := {z € R? : 3z € U mit z = OTz}. Weiter bezeichne f j,

die Dichte von Ny(0,1;). Dann gilt nach der mehrdimensionalen Transformationsformel
POX eU)=P(X € OT(U)) = / for,(x)dx = / fo,1,(Ox)|det(O)|dz.
oT(U) U

Da O orthogonal, gilt |det(O)| = 1. Damit erhalten wir insbesondere

1

1 1
fo.r,(0z) = e exp (—Q(Ox)TId(O$)> = (2m)dr2

1
exp (—QxT0T0x> = fo1, (@)
fiir alle x € R? und somit die Behauptung, da

P(Z € U) = P(OX € U) = /U fou, (x)dx

Theorem 3.9 (Satz von Fisher). Sein > 1, X = (Xy,...,X,) ein Vektor von
unabhingig identisch N'(u, 0)-verteilten Zufallsvariablen, sowie X,, der empirische
Mittelwert und s2(X) die empirische Varianz. Dann gilt

Xn ~N (n,0%/n)

und N
n —
Si(X) ~ ng—l'

Auperdem sind X,, und s2(X) stochastisch unabhingig und

o2

Xn—pu

T, = —— ~tp_1.
JE@

Bemerkung. Betrachtet man die Definition der ¢-Verteilung, ist es naheliegend, dass wir
zeigen konnen, dass T}, t,_1-verteilt ist, vorausgesetzt, dass wir zeigen konnen, dass X,
und s2(X) stochastisch unabhingig sind. Dies ist der iiberraschende Teil der Aussage
von Theorem denn a priori ist dies iiberhaupt nicht klar, da beide Gréfen aus den
Zufallsvariablen X1, ..., X, zusammengesetzt sind!
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Beweis von Theorem[3.9. Zunichst halten wir fest, dass X,, ~ N (i, 0?/n) klar ist (vgl.
Bemerkung 7.4.14). Fiir die anderen Aussagen betrachten wir den Vektor Z = (Z1,...,Z,)
mit Z; := (X; —p)/o ~ N(0,1). Mit den X; sind auch 71, ..., Z, unabhingig. Weiter ist

P
1=

o
und damit
n - 2 n
Xi—p— (Xn—p) 1 ~2_n—1
(- 1si(2) = 3 (F R S A L=t 153)
i=1 1=1
Damit ist insbesondere
X, — i o7, Zn

T, = = -
Va(X)/n a2t (Z)/n /si(Z)/n

und es geniigt die Behauptungen fiir den Vektor Z zu zeigen. Zu diesem Zweck wihlen
wir nun eine orthogonale Matrix O = (04j)1<i j<n mit der Eigenschaft, dass

011=012="'=01n:\/177
Eine solche Wahl ist moglich, da der erste Zeilenvektor Euklidische Lénge 1 hat und man
die anderen Zeilen durch Ergénzen dieses Vektors zu einer ONB des R™ erhalten kann
(die Matrix O ist dadurch natiirlich nicht eindeutig festgelegt). Wir setzen nun W = OZ
und wissen nach Lemma dass W = (Wy,...,W,,) ein Vektor unabhéngiger identisch
N(0,1)-verteilter Zufallsvariablen ist. Weiter ist durch Wahl von O

Wi =o011Z1+ -+ 01nZn =/n Zy

und

(n-1)s2(2) = (2~ Z,)" = anzf —nZ. = anzf — W2 = anwf,
=1 =1 =2

i=1
wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass die Euklidische Lange unter orthogo-
naler Transformation erhalten bleibt, d.h.

n

S 7= 3027 - 3 wE
=1 =1

i=1

Insbesondere haben wir gezeigt, dass (n — 1)s2(Z) die Summe von n — 1 quadrierten
unabhéngig identisch A(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen ist und somit nach Definition
X2 _;-verteilt. Da Wi unabhingig von (Wa, ..., W,,) ist folgt weiter, dass Z,, und s2(Z)
unabhéngig sind.

Fiir die letzte Aussage schreiben wir

Vi Z)n o R(Z) W s W (n=1)

Da Wy, W, ..., W, unabhingig identisch A/ (0, 1)-verteilt sind, folgt direkt aus der Defi-
nition der ¢-Verteilung, dass T;, ~ t,,_1. O

n
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Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

Theorem 3.10 (Konfidenzintervall im Normalverteilungsmodell). Es sei
n > 2 und (R, B(R"), {P®", : (u,0%) € R x (0,00)}) das n-fache Produktmodell
mit N (u, 0?)-Verteilungen. Weiter sei o € (0,1) und ty, o und X?%a das a-Quantil
der t,- bzw. x2-Verteilung.

(a) Das Intervall

(b) Das Intervall

02

(X — VEO /7 tar1-a/2 X+ VE) 1 b1 1]
ist ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — a.

n—1 n—1
[—si(X), —si(X)]
Xn—1,1—a/2 Xn—1,a/2

ist ein Konfidenzintervall fir 0 zum Niveau 1 — o.

Beweis. (a) Nach dem Satz von Fisher (Satz gilt im betrachteten Modell

X, —u
P
Vs (X)/n

Dann gilt mit Lemma (d) und der Tatsache, dass die t-Verteilung stetig ist mit
um Null symmetrischer Dichte (vgl. die Bemerkung nach Definition , dass

T, =

P/L70'2 (yn - 3721(X)/n : tnfl,lfa/2 Sp < Yn + S%(X)/n : tnfl,lfa/2>
= IP),U,,UQ (Tn - tn—l,l—a/2 <0<T,+ tn—l,l—a/?)
= P#,UZ (Tn S t’n—l,l—a/Q) - P#702 (Tn S _t’n—l,l—a/Q) =1- 01/2 — Oé/2 =1-oa.

Wieder nach dem Satz von Fisher ist

X* = (n—1)s5(X) /0 ~xi 4
und wir erhalten
n—1

n—1
P,ol——32(X)<o §S2X>
o <Xn—1,1—a/2 n(X) Xn—1,0/2 n(X)

[\

2 2

:]P’l“72 <X <1< X>
’ Xn—1,1—a/2 Xn—1,0/2

= ]P),LL,O'Q (X2 < Xn—l,l—oz/2) - ]P),LL,O'Q (X2 < Xn—l,oc/Q) =1l-qa
Man beachte, dass der zweite Schritt nutzt, dass die Quantilfunktion jeder Verteilung

nach Lemma a) monoton wachsend ist.
O
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Beispiel 3.11. Ein Medikament werde darauthin untersucht, ob es den Schlaf von Pro-
banden verldngert. Dazu wird die Schlafdauerdifferenz vor und nach der Einnahme von
zehn Probanden notiert und es wurden beobachtet:

1.0, 0.8, 1.1, 0.1, —0.1, 4.4, 5.5, 1.6, 4.6 und 3.4.

Wir nehmen an, dass diese Beobachtungen Realisierungen unabhéngiger Normalvertei-
lungen A (i1, 0%) mit unbekanntem Mittelwert y und unbekannter Varianz o2 sind. Wir
erhalten

X10=233 und s (X)=4.01

und schlagen nach, dass ng),o,975 = 19.02, tg9 0.975 = 2.262, womit das 95%-Konfidenzintervall
[0.897,2.762]  fiir i

und
[1.897,13.361] fiir o*

gegeben ist. Hatten wir hingegen unterstellt, dass die Daten Realisierungen unabhéngiger
N (1, 4)-Verteilungen sind, so ist @, $75 = 1.96 und Beispiel liefert uns das 95%-
Konfidenzintervall

[1.090,3.570]  fir p.

Wir sehen, dass dieses Intervall kleiner ist als das zuvor erhaltene. Das ist darauf zu-
riickzufiihren, dass fiir kleine Stichprobengrofen n die Verteilung von £, grokere Tail-
Wahrscheinlichkeiten besitzt als die Standardnormalverteilung, d.h. dass P(Z > t) <
P(X > ¢) fir Z ~ N(0,1), X ~ t,. In Quantile iibersetzt bedeutet das, dass <I>1_71a/2 <
tn,1—a/2 fir kleine o und kleine n.

3.3 Asymptotische Konfidenzbereiche

In allen bisherigen Beispielen ist es uns gelungen, eine Statistik T'(X) = T'(X, 0) zu kon-
struieren, deren Verteilung unabhéngig von 6 € © ist. Gleichzeitig ist dieser Schritt im
Allgemeinen schwierig bis unmoglich. Basierend auf der asymptotischen Verteilung von
Statistiken ist es jedoch oft moglich, Konfidenzbereiche zu bestimmen, die ein gefordertes
Niveau 1 — o approximativ einhalten.

Definition 3.12 (Asymptotischer Konfidenzbereich). FEs sei (E")uen eine
Folge statistischer Modelle E™ = (X", F", {P} : 6 € O}), ©" eine Menge und
g: © — O eine Funktion sowie S C P(0') eine Familie von Teilmengen von
©'. Weiter sei fir jedes n € N eine Abbildung C, : X" — S gegeben, sowie
a € (0,1). Dann heifit die Folge (Cy,)nen ASYMPTOTISCHER KONFIDENZBEREICH
zUM NIVEAU 1 — «, falls fiir alle 6 € © und X™ ~ P}

liminf Py (g(8) € Cr(X")) > 1 — a.

n—00

Bemerkung. In vielen Féllen ist der 'liminf’ ein ’lim’ und das '>’ ein '=’.
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Beispiel 3.13. Wir betrachten das n-fache Produktmodell mit Bernoulli-Verteilungen
aus Abschnitt d.h. X1,..., X, sind unabhéngig identisch Bernoulli-verteilt zum Pa-
rameter p € (0,1). Wir hatten dort bereits gesehen, dass
X, —
Zy = VX T Doy g 1y,
Xn(1-Xy)

Setzen wir X = (Xi,...,X,) und bezeichnen mit CIDI_la/2 das (1 — «/2)-Quantil der
Standardnormalverteilung sowie

so erhalten wir (unter Beachtung der Tatsache, dass Normalverteilungen keine Punktmas-
sen haben)

lim P, (p, (X)Spgp;t(X))zlim( ot <7z, <ot )

e e l—a/2 = 1—a/2
—o (o, ,) - o (-2, ,)

o <<1> 1a/2) o (@;/2)

=1-oa.

Damit ist [p, (X),p;(X)] ein asymptotisches (1 — «)-Konfidenzintervall fiir den Parame-
ter p (vgl. Abschnitt [L.1)).

7

Korollar 3.14 (Konfidenzintervall fiir Momentenschétzer). Das statisti-
sche Modell £ und h : Rt — R erfiillen die Voraussetzungen von Satz s0-
wie ]E@[X '] < oo fiir alle 0 € ©. Weiter sei vy := Vh(min(X),...,mun(X)T,
3= (Elj>1<z j<i mat

2@' = Mitjn(X) — Wi (X)ijn (X)
sowie g/(-H\) Ms = h(Mmia(X),. m,n(X)) der Momentenschdatzer fir g(0) =
h(mi(0),...,m(0)) € R. Istae 50 st

Ug ng Ug ng
1 04/27 MS+ 1 a/2

ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fir g(0).

Beweis. Sei vg = Vh(my(0),...,m;(0)). Da Vh nach Voraussetzung stetig ist, erhalten
wir mit Lemma und dem schwachen Gesetz grofer Zahlen dass 0y —p, vg. Aus der
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Darstellung Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] erhalten wir wiederum mit dem schwachen
Gesetz grofer Zahlen und Eg[X{] < oo, dass

Sij —p, Bij = Covg(X], X7)

fiir alle 1 < 4,5 < [. Fassen wir fiir einen Vektor = € R und eine Matrix M € R4 die
Abbildung f(z, M) = 2T Mz als Abbildung f : R¥4*+1D) — R auf, so liefert uns Lemma

zTng)@ —p, ngvg.
Damit impliziert Satz [2.14 zusammen mit Proposition 7.5.4(iii), dass
n (A Do
—7e= (9(0) s — 9(0 ) — 7,
TS (@)nis — 9(9)

mit Z ~ N (0, 1) und die Behauptung folgt. O

Bemerkung. Fiir Maximum-Likelihood-Schétzer, welche asymptotisch normalverteilt sind
(vgl. Bemerkung am Ende von Abschnitt gilt ein analoges Resultat mit identischem
Beweis.

Lemma 3.15 (Konservative Konfidenzbereiche fiir Parametervektoren).

Es sei € = (X, F,{Py : 0 € O}) ein statistisches Modell mit © = ©1 x --- X Og4.
Weiter seien ai,...,aq € (0,1) mit Zle a; < 1 und fiir jedes i = 1,...,d sei
Ci: X — P(0;) ein (1 — a;)-Konfidenzbereich fiir 0;, d.h.

Py (6; € Ci(X)) > 1 — q; fiir alle 6 € ©.
Dann ist die Abbildung C : X — © gegeben durch
C(z) = Ci(x) x ...Cy(x)

ein Konfidenzbereich fir den Vektor 6§ = (01, ...,604) zum Niveau 1 — 2?21 a;. Eine
analoge Aussage gilt fiir asymptotische Konfidenzbereiche.

Beweis. Die Aussage folgt aus der endlichen Additivitidt von Py, da

d d d
Py (6 & C(X)) =Py <U{9i ¢ Ci(X)}> < Zpe (0: & Ci(X)) < Zai-

4 Statistische Tests

Neben der Schéatztheorie ist die Theorie statistischer Tests ein weiteres wichtiges Gebiet
der induktiven Statistik. Basierend auf den erhobenen Daten lassen sich oftmals Hypothe-
sen iiber deren Verteilung formulieren. Das Uberpriifen dieser Hypothesen erfolgt dann
mithilfe statistischer Tests.
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4.1 Grundbegriffe der Testtheorie

Ziel der Schétztheorie war es, den wahren und unbekannten Parameter 6, welcher die
den Daten zugrunde liegenden Verteilung bestimmt, mdoglichst genau zu bestimmen (—
Punktschétzer) oder seine Lage auf einen bestimmten Bereich einzuschrinken (— Konfi-
denzbereiche). Die Aufgabe statistischer Tests ist es, zu entscheiden ob der Parameter 6
innerhalb einer vorgegebenen Teilmengen ©¢ C © der Parametermenge enthalten ist oder
in deren Komplement ©; = © C Oq liegt.

Wir unterstellen in diesem Kapitel durchgéngig ein Produktmodell
E=R", BR"), {IP)(?” 10 €0},
d.h. wir nehmen an, dass wir n Realisierungen unabhéngig identisch nach Py verteilter
reellwertiger Zufallsvariablen beobachten. Weiter nennen wir
Hy:0 €0 die NULLHYPOTHESE und
Hi:0€ 06, die ALTERNATIVE.

Nachfolgend schreiben bezeichnen wir ein Testproblem héufig durch (©¢, ©1), d.h. durch
Angabe seiner Null- und Alternativhypothese.

Beispiel 4.1.

(1) In Abschnitt haben wir das n-fache Produktmodell mit Bernoulliverteilungen
betrachtet und dort die Hypothese aufgestellt, dass die Miinze fair sei. Dies bedeutet
formal, dass ©¢ = {%} und ©; = (0, %) U (%, 1). Man schreibt fiir das Testproblem
auch

1 1
Ho:p:§ gegen Hl:p#i.

(2) Ist © =R, so sind die Hypothesen meist von einer der Formen
Hy:0<6y gegen Hy:0> 0, d.h. ©g = (—o0, 0], ©1 = (0y, 0),
Hy:0>60) gegen Hy:0 <8y, d.h. ©g = [fp, 0), 01 = (—00, b)),
Hy:0=00 gegen H:0+# 0, d.h. ©g = {00}, 6, = (—00,00) U (90,00).

In den ersten beiden Féllen spricht man auch von EINSEITEN TESTPROBLEM, im
letzten Fall von einem ZWEISEITIGEN TESTPROBLEM.

Wir kommen nun zur zentralen Definition eines statistischen Tests.

Definition 4.2 (Statistischer Test). FEin STATISTISCHER TEST FUR DAS TEST-

PROBLEM (O, 01) ist eine Entscheidungsregel der Form einer (messbaren) Funk-
tion ¢ : R" — {0, 1}, wobei ¢(x) = k bedeutet, sich fir Oy zu entscheiden.

Bemerkung (Ablehnungsbereich). Sezten wir fiir einen statistischen Test ¢ die Men-
ge C = {z € R" : ¢(x) = 1}, so gilt ¢(x) = Lc(z). Die Menge C gibt diejenigen
Beobachtungen an, bei denen wir uns fiir die Alternative entscheiden und wird ABLEH-
NUNGSBREICH (VON Hj) genannt. Faktisch werden Tests fast immer dariiber konstruiert,
dass dieser Ablehnungsbereich spezifiziert wird. In vielen Féllen erfolgt die Konstruktion
dergestalt, dass fiir eine Statistik 7'(z) ein Ablehnungsbereich C’ konstruiert wird, d.h.
der resultierende Test hat die Form ¢(x) = 1o (T (z)).
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Bei der Testentscheidung fiir oder gegen die Nullhypothese sind zwei verschiedene Feh-
ler /Irrtiimer moglich:

e Fehler 1. Art: Die Nullhypothese Hy wird verworfen, obwohl sie zutrifft.
e Fehler 2. Art: Die Nullhypothese Hy wird nicht verworfen, obwohl sie falsch ist.

Dies fiihrt auf das nachfolgenden Schema:

Hjy abgelehnt Hy nicht abgelehnt
Hj richtig Fehler 1. Art richtige Entscheidung
Hj falsch | richtige Entscheidung Fehler 2. Art

Man {iberlegt sich leicht, dass es unmoglich ist, das Testverfahren so zu konstruieren, dass
sowohl der Fehler 1. Art als auch der Fehler 2. Art beliebig klein werden (so macht man
z.B. nie einen Fehler 1. Art, wenn man sich immer fiir Hy entscheidet). Daher benétigen
wir irgendeine zusétzliche Restriktion: Unser Ansatz besteht darin, dass wir uns ein Level
vorgeben, wie grof bzw. wahrscheinlich der Fehler 1. Art noch sein darf. Unter dieser Re-
striktion konnen wir dann versuchen einen Test zu finden, dessen Fehler 2. Art ebenfalls
klein ist. Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass unser Vorgehen bei der Konstruktion
von Konfidenzintervallen dhnlich war: Hier haben wir uns eine Irrtumswahrscheinlichkeit
a vorgegeben, sodass wir mit P(g(f) € C(X)) > 1 — « zufrieden waren und anschliefend
versucht, moglichst genaue (d.h. kleine) Bereiche C'(X) zu konstruieren, die dieser Bedin-
gung geniigen. Formalisiert sieht der Ansatz fiir Tests dann folgendermafsen aus:

Definition 4.3 (Niveau-a-Test). Sei« € [0,1]. Ein Test ¢ fir das Testproblem
(G0, 01) heifft NIVEAU-a-TEST, falls Eg[p(X)] < « fiir alle 6 € Oy.

Bemerkung (Asymmetrie von Hy und H;/Wahl der Hypothesen).

(1) Um zu iberpriifen, ob ein Test ¢ ein bestimmtes Niveau hat, ist es notwendig die
Verteilung von ¢ fiir jedes § € Og zu kennen. Konstruieren wir den Test als ¢ =
1c(T(X)), so bedeutet dies, dass wir Interesse an der Verteilung einer Statistik
T(X) unter allen Py fiir 6 € ©¢ haben.

(2) Durch das Niveau « stellen wir sicher, dass ein Fehler 1. Art nur mit Wahrschein-
lichkeit « auftritt, denn

a > Ey[op(X)] =Py(4(X) = 1) = Py(Entscheidung fir Hy) fiir alle € ©.

Dies bricht die Symmetrie zwischen Hy und H;, denn wiahrend wir eine Kontrolle
iiber den Fehler 1. Art haben, fehlt diese fiir den Fehler 2. Art.

(3) In der Praxis wihlt man die Nullhypothese nun so, dass die Ablehnung dieser mog-
lichst sicher auf die Richtigkeit der Alternative zuriickzufiihren ist. Wollen wir etwa
ein Medikament auf seine Wirksamkeit testen, so tun wir dass normalerweise nur,
wenn wir davon ausgehen, dass diese vorhanden ist. Daher wéhlen wir

Hjy : ’das Medikament wirkt nicht’ gegen H;: ’das Medikament wirkt’.

Kommt es nun zu einer Ablehung von Hy, so wissen wir, dass dies mit Wahrschein-
lichkeit hochstens o dann passiert, falls Hy wahr sein sollte (d.h. falls das Medika-
ment unwirksam ist). Damit ist relativ sicher, dass eine Ablehung von Hj darauf
zuriickzufiithren ist, dass H; zutrifft (in diesem Fall, dass das Medikament wirkt).
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(4) Lehnt ein Test die Nullhypothese umgekehrt nicht ab, so kann und sollte daraus
nicht geschlossen werden, dass Hy richtig ist!

Satz 4.4 (Binomialtest). Es sei & das n-fache Produktmodell mit Bernoulli-
Verteilungen, d.h. P, = Ber(p), p € © = (0,1) und o € [0, 1].

(a) Ist ©g = {po}, ©1 = (0,p0) U (po, 1), so ist
X = 1o, kyufs,...n} (nX7)
ein Test zum Niveau o (fiir das Testproblem (©¢,©1)), falls

Py (n X, < k) < /2 und Pyy(nXn, >1) < af2.
(b) Ist ©9 = (0,po], ©1 = (po,1), so ist
X = 1g,..np(nXy)
ein Test zum Niveau «, falls Py, (nX,, > 1) < a.
(c) Ist ©g = [po, 1), ©1 = (0,p0), so ist
X = 1o,k (nX7)

ein Test zum Niveau o, falls Pp, (nX, <k) <a.

Beweis. Teil (a) folgt direkt, da
Epo (1401, k30it,...0} (0 X0)] < Ppy (n X € {0,1,...,k}) + Ppy (nXp € {l,...,n}) < o

Fiir Teil (b) stellen wir fest, dass nX,, = > I, X; ~ Bin(n,p) binomialverteilt ist mit
Parametern n und p. Damit gilt

sup B, [1g; ny(nXpn)] = sup P, (nX, €{l,...,n}).
pEBy P€(0,po]

Um nun zu sehen, wann die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite am grofsten ist, sei
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum auf welchem auf [0, 1] uniform verteilte Zufallsva-
riablen Uy, ..., U, definiert sind. Dann ist N, := #{k : Uy < p} binomialverteilt mit den
Parametern n und p und es gilt offensichtlich N, < N fiir p < p’. Damit erhalten wir

sup P, (nXn €{l,...,n}) = sup P(N,>1)=P(Ny, >1) =Py, (nX,, >1)
pE(0,po] pE(0,po]

und entsprechend

sup B, [1g; oy (nXn)] =Py, (nXp >1) <a,
PEOQ

sodass es sich beim Test in (b) um einen Level-a-Test handelt. (c) folgt analog zu (b). O
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Bemerkung (Coupling). Innerhalb des Beweises von Satz mussten wir die Wahr-
scheinlichkeiten P(X > m) und P(Y > m) miteinander vergleichen, wobei X ~ Bin(n, p1)
und Y ~ Bin(n,py). Dies ist uns gelungen, indem wir (auf einem potentiell anderen
Wahrscheinlichkeitsraum) eine Familie (Np),e(o,1) von Zufallsvariablen definiert haben
mit N, ~ Bin(n, p), fiir welche N,,; < Np, fiir p; < py offensichtlich ist. Eine solche Kon-
struktion ist als KOPPLUNG (engl. COUPLING) bekannt.

Beispiel 4.5. Wir betrachten abermals die Situation aus Abschnitt mit n = 100 und
55 Beobachtungen 'Kopf’ (codiert als Eins). Weiter wéhlen wir o = 5% und wollen

Hy:p=1/2 gegen Hy:p#1/2
testen. Fir X ~ Bin(100,1/2) gilt
P(X < 39) =P(X >61) ~ 1.76% und P(X < 40) = P(X > 60) ~ 2.84%.

Nach Satz lehnen wir Hy dann ab, wenn nX,, € {0,1,...,39} U{61,...,100}. Da in
unserem Fall nX,, = 55, kénnen wir Hy nicht ablehnen.

Bemerkung (p-Wert). Es sei ¢ = 1¢(T'(X)) ein Test fiir eine Statistik 7'(X). Seien x
die Beobachtungen und ¢ = T'(z) der Wert der Teststatistik fiir die Beobachtungen. Dann
heifsit der Wert

pr = sup Py (T'(X) ist extremer als t)

0€09

der p-WERT des Tests fiir 7'(X) = t. Was genau ’extremer’ bedeutet hingt davon ab, was
genau die Alternative des betrachteten Testproblems ist. In jedem Fall gilt p, < p,/, wenn
y extremer als ¢’ ist. In den meisten Beispiel ist jedoch klar, was darunter zu verstehen ist:
So ist der p-Wert fiir den einseitigen Binomialtest aus Satz b) gerade gegeben durch
die Wahrscheinlichkeit Ppo(nyn > nTp).
Man beachte, dass ein enger Zusammenhang zwischen dem p-Wert und dem Niveau «
eines Tests besteht: Ist ¢ ein Niveau-a-Test fiir die Wahl

C ={T(z) : T(z) ist extremer als ¢y}

fiir ein tg, so gilt

Dty = sup Po(T'(X) extremer als ¢p) < a.

0€0

Gilt nun X = z und pr(y) < pig, so ist T'(x) extremer als tg und damit im Ablehnungs-
bereich. Damit kann eine Entscheidung iiber Hy oder H; auch anhand des Werts pp )
bestimmt werden - gilt namlich pp(,) < a, so ist Hy zu verwerfen. Dieses Vorgehen wird
bei vielen Statistik-Programmen angewendet, bei denen lediglich p-Werte ausgegeben wer-
den.
Beispiel: Eine solche Wahl von C' liegt z.B. im Binomialtest von Satz b) vor, hier ist
T(X) =nX, und tg = I, fiir das dort spezifizierte [ und ’extremer’ bedeutet dort ">’.

4.2 Zusammenhang mit Konfidenzintervallen

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Zusammenhang zwischen Tests und Konfidenzberei-
chen herzustellen. Der nachfolgende Satz ermdglicht es insbesondere, basierend auf bereits
konstruierten Konfidenzbereichen, statistische Tests zu konstruieren.
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Satz 4.6 (Dualitit zwischen Konfidenzbereichen und Tests).
(a) Seien o € (0,1), C : X — P(O) ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — v fiir
0 und 0y € © vorgegeben. Dann ist der Test
¢(z) := Ligogc ()}
ein Niveau-a-Test fir das zweiseitige Testproblem ({60}, \ {60}).

(b) Seien a € (0,1) und (¢g)geco eine Familie von Tests, sodass fir jedes Oy € ©
qgilt, dass ¢g, ein Niveau-c-Test fiir das Testproblem ({6}, ©\{6o}) ist. Dann
18t

C(z):={0 € O : ¢g(x) =0}

ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — « fiir 6.

Beweis. (a) Offensichtlich handelt es sich bei ¢ um einen Test und es geniigt zu zeigen,
dass er das Niveau « hat. Dies folgt jedoch direkt, da

Eg,[¢] =P, (6o ¢ C(X)) =1 =Py, (6o € C(X)) <1—-(1—-0a)=a.

b) Es sei g € ©. Nach Voraussetzung ist ¢y, ein Niveau-a-Test fiir das Testproblem
0
0o}, ©\ {6p}), d.h. es gilt Eg, [¢g,] < a. Nach Definition von C' gilt dann
({00}, ) g o [PBo g

Pg, (60 S C(X)) = PPy, (¢90(X) = 0) =1-"Py, (¢90 =1)=1 _E90[¢90] >21l-a.

Da 6y beliebig war, folgt die Behauptung.
O

Beispiel 4.7 (Zweiseitiger Gaufi-Test). Wir betrachten das n-fache Produktmodell
mit Normalverteilungen mit bekannter Varianz, d.h. P, = N (p, 0?) fiir vorgegebenes
0? > 0. Nach Beispiel und sowie Satz ist dann ein Niveau-a-Test fiir das
Testproblem

Ho:p=puy gegen Hi:p+# o
gegeben durch
1 - =gl .
{u§2 [anﬁ(bl—la/27x7l+ﬁ¢°1—la/2]}
Definiert man die Teststatistik
Z

po = NI

so kann dieser Test auch geschrieben werden (Ubung!) als

Z.,).
(oot )00, 00) (o)

Mittels einer darauf aufbauenden Uberlegung erhilt man auch Tests fiir die einseitigen
Testprobleme wie im nachfolgenden Abschnitt mehrfach dargestellt.
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4.3 Tests im Normalverteilungsmodell

Basierend auf dem vorangegangen Abschnitt und den Konfidenzintervallen aus Abschnitt[3.2]
stellen wir in diesem Abschnitt Tests im Normalverteilungsmodell vor. Dabei diskutieren
wir sowohl Einstichproben- als auch Zweistichprobenprobleme.

Satz 4.8 (Gauft-Test). FEs sei £ das n-fache Produktmodell mit Normalvertei-
lungen mit bekannter Varianz, d.h. P, = N (i, 0?) fiir vorgegebenes o® > 0 und
p €O =R. Weiter sei « € (0,1), o € R und

A _Xn_,u(]
CRyrl

(a) Ist ©g = {po}, ©1 = (—00, o) U (po,00), so ist ein Niveau-a-Test gegeben
durch
X — ]l(

oo @7h) (@7, 5 00) (B0):

(b) Ist ©g = (—o0, o], ©1 = (po, ), so ist ein Niveau-a-Test gegeben durch

X — ﬂ[qu oo) (ZMO)'

1—a?
(c) Ist ©g = [pp,00), O1 = (—00, to), so ist ein Niveau-c-Test gegeben durch

Z

Xl—>]1( #0).

—oo,cba_l] (

.

Beweis. Teil (a) ist eine direkte Konsequenz aus Satz zusammen mit Beispiel , vgl.
Beispiel Fir Teil (b) tiberlegen wir uns, dass fiir u € (—oo, o]
R e N e )

Voiin o \Ja?/n’

wobei der erste Summand unter P, standardnormalverteilt ist und der zweite determinis-
tisch und negativ. Damit gilt

m

sup PH (ZHO > q>;—1a) = P#O (Z,uo > CDI_la) = Q,
H<po

wobei der letzte Schritt nutzt, dass Z,,, unter P, standardnormalverteilt ist. Teil (c) folgt
analog. O

Bemerkung. Man beachte, dass die hier genutzt Darstellung des Gaufs-Tests gerade von
der Bauart ist, dass eine Statistik spezifiziert wird (hier Z,,) und ein dazugehériger Ab-
lehnungsbereich, vgl. die Bemerkung im Anschluss an Definition

Falls die Varianz im Normalverteilungsmodell unbekannt ist, konnen wir den Gaufs-Test
nicht ldnger verwenden. Wir haben mit Theorem [3.10| und dem Satz von Fisher, welcher
diesem Resultat zugrunde liegt, jedoch bereits die notwendige Vorarbeit geleistet, um den
in diesem Fall zu verwendenden t-Test beschreiben zu kénnen.
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Satz 4.9 (t-Test). FEs sei £ das n-fache Produktmodell mit Normalverteilungen,
d.h. P, o2 = N(p,0%) und (u,0%) € © =R x (0,00). Weiter sei o € (0,1), po € R
und

T — Yn_,uO
Y Vs (X)/n

und es bezeichne t, o das o-Quantil der t, - Verteilung.

(a) Ist ©g = {po}, ©1 = (—00, o) U (po,00), so ist ein Niveau-a-Test gegeben
durch
X = 1(_oo7tn7l,a/Q)U(tnfl,lfa/Q700) (T/J'O)

(b) Ist ©g = (—o0, po], ©1 = (10, 0), so ist ein Niveau-c-Test gegeben durch

X = ]]'[tnfl,lfagoo) (THO)

(c) Ist ©g = [pp,0), O1 = (—00, to), so ist ein Niveau-c-Test gegeben durch

X = ]l(—OO,tnﬂ,a] (TMO)'

\ J

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Satz[4.6|und Theorem [3.10. Teil (b) und (c) folgen analog
zum Vorgehen im Beweis von Satz O

Sowohl der Gauk- als auch der ¢-Test gehdren zu sogenannten EINSTICHPROBENPROBLE-
MEN. Damit ist gemeint, dass die beobachteten Daten einer Stichprobe eines n-fachen
Produktmodells entsprechen. Wir wollen nun unterstellen, dass unsere Daten aus zwei
Gruppen bestehen: einer Stichprobe Xi, Xo,..., X, von unabhéngig identisch nach Py
verteilten Daten, sowie einer weiteren Stichprobe Y1, Y5, ..., Y,, von unabhéngig identisch
nach Py verteilten Daten. Ziel von Testproblemen in einem solchen Modell ist es meist, Hy-
pothesen iiber Unterschiede in beiden Stichproben zu testen. Fiir die beiden Stichproben
unterscheidet man die folgenden Fille:

o Gepaarte Stichproben. Hier gilt n = m und X; héngt auf eine bestimmte Weise
mit Y; zusammen. Zum Beispiel beschreibt X; den Blutdruck eines Patienten ¢ vor
Gabe eines Medikaments und Y; den danach. Insbesondere werden X; und Y; nicht
als unabhéngig angenommen. Stattdessen kann man z.B. eine Verteilungsannahme
an X; —Y; stellen.

e Ungepaarte Stichproben. Hier besteht nicht notwendigerweise ein "physikalischer’ Zu-
sammenhang zwischen den Stichproben X = (Xi,...,X,) und Y = (Y1,...,Yn).
Man unterstellt typischerweise, dass sie unabhéngig voneinander sind. So koénnte
etwa X ein Vektor von Geburtsgewichten von Kindern in einer Klinik A sein, wo-
hingegen Y Geburtsgewichte von Kindern in einer anderen Klinik B beschreibt.

Im zweiten Fall spricht man auch von ZWEISTICHPROBENPROBLEMEN. Im folgenden be-
trachten wir exemplarisch wieder den Normalverteilungsfall. Dabei stellen wir fiir beide
Varianten eine Abwandlung des t-Tests vor, den gepaarten t-Test und den doppelten t-
Test.
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Satz 4.10 (Gepaarter t-Test). Wir betrachten das statistische Modell £ =
(R?", B(R?),{P,, o2 : (1,0%) € Rx(0,00)}), wobei unter P, .2 die Zufallsvariablen
Y- X=(Y1—-X1,...,Y, — X,,) unabhingig identisch N'(u, 0?)-verteilt sind. Wir
definieren L
Yn B Xn
(Y —X)/n

und es bezeichne ty, o das a-Quantil der t,-Verteilung. Dann ist fir o € [0,1]

(X7 Y) = IL(—oo,t T)

n—l,a/Q)U(tn—l,l—a/Q’oo)(

ein Test zum Niveau o fur das Testproblem

Hy:pu=0 gegen Hy:pu#0.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satzund der Feststellung, dass (X —Y) =Y,—X,. O

Beispiel 4.11. In Beispiel [3.11 wurden Schlafdauern vor und nach Einnahme eines Me-
dikaments notiert. Sind X und Y die Schlafdauern vor und nach Einnahme, so ist

Y — X =(1.9,0.8,1.1,0.1,-0.1,4.4,5.5,1.6, 4.6, 3.4).

Wir haben dort bereits berechnet, dass Y19 — X19 = 2.33 und s2(Y — X) = 4.01, womit
T =2.33/,/4.01/10 =~ 3.68. Zum Niveau von 5% ist der Ablehungsbereich des gepaarten
t-Test in Satz [4.10/ durch

C = (—00, —2.262) U (2.262, )

gegeben, sodass die Hypothese Hy (Schlafdauer dndert sich durch Medikamenteneinnahme
nicht) hier verworfen werden kann.

Satz 4.12 (Doppelter t-Test). Wir betrachten das statistische Modell €& =
(R™™ BR™™) APy iy 02 ¢ (1, iy, 02) € R2x (0,00)}), wobei unter P, .. 2
die Zufallsvariablen X1, ..., X, Y1, ..., Y unabhdngig seien, X1, ..., X, identisch
N(ux,0?)-verteilt sind und Y1, . . ., Yy, identisch N (uy , 0?)-verteilt. Wir definieren

Y —Xn

T =
VB m(X,Y) (m + )/ (mn)

mit

m+n—1

i=1

1 n . m .
s?L,m(X7 Y) = 1 (Z(X’L - Xn)2 + Z(le - Ym)2>
i=1
und es bezeichne ty, o das a-Quantil der t,-Verteilung. Dann ist fir o € [0,1]

(X,Y) = 1 T)

_Oovtm+n—2,a/2)U(tm+n—2,1—a/2700) (

ein Test zum Niveau « fiir das Testproblem

Ho:px =py gegen  Hiy:px # py.
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Beweis. Nach Aufgabe 4 von Blatt 05 ist

- 2 (X,Y - 2 (XY
fon= | %7, A Snn(X,Y)

ﬁtm+nf2,lfa/2a Xn—Ym+ ﬁtm+n72,lfa/2
Vot m n T m

ein Konfidenzintervall fiir pux —py zum Niveau 1—a. Damit ist nach Satz[4.6|die Abbildung
(X, Y) — ]]'{O¢In,m}

ein Niveau-a-Test fiir das angegebene Testproblem (beachte, dass Hp als px — puy = 0
geschrieben werden kann). Umstellen liefert den im Satz angegebenen Ablehnungsbereich
fir T O

Beispiel 4.13. In einer Kélner Klinik wurden im Jahr 1985 m = 269 Méadchen und
n = 288 Jungen geboren. Xi,..., Xogg seien die Geburtsgewichte der Médchen und
Y1, ..., Yass diejenigen der Jungen. Es gilt Xog9 = 3050, S%GQ(X) = 211600 und Yogg =
3300, s3¢5(Y) = 220900. Wir wollen zum Niveau a = 0.01 die Nullhypothese testen, dass
Maéadchen und Jungen das gleiche erwartete Geburtsgewicht haben. Dazu berechnen wir

1

$360.288 (X, Y)

und
3300 — 3050

T —
/216409 - (269 + 288) /(269 - 283)

Damit konnen wir die Nullhypothese gleichen Geburtsgewichts zum Niveau 0.01 ableh-
nen. Unter der Annahme einer Normalverteilung und der Annahme gleicher Varianzen
in beiden Stichproben kann also geschlossen werden, dass bei Geburt Jungen im Mittel
schwerer als Madchen sind.

= 6.338 > 2.585 = t555,0.995-

Bemerkung (Suffizienz). Man beachte im vorangegangen Beispiel, dass wir die Test-
statistik 7' nur auf Basis von X,,, Y, s2(X) und s2,(Y) berechnen konnten und damit
eine Entscheidung fiir das Testproblem treffen konnten. Insbesondere war eine genaue
Kenntnis der einzelnen Werte X1, ..., X, und Yi,...,Y,, dazu nicht notwendig. Die gan-
ze relevante Information fiir das gegebene Testproblem kann also in vier Variablen anstelle
von n + m Datenpunkten codiert werden. Die Frage nach der relevanten Information fiir

eine statistische Fragestellung fiihrt zum Begriff der Suffizienz — Mathematische Statistik.

Bemerkung (Einseitige Testprobleme). Analog zum einfachen ¢-Test aus Satz
existieren auch fiir den gepaarten und den doppelten ¢-Test Varianten fiir die einseitigen
Hypothesen. Die Teststatistik bleibt in beiden Féllen unveréndert, nur der Ablehnungs-
bereich muss entsprechend modifiziert werden.

Bemerkung (Annahme gleicher Varianzen). Der doppelte ¢-Test in Satz [4.12 setzt
voraus, dass jede Komponente von X = (Xi,...,X,;) und Y = (Y1,...,Y,,) die gleiche
Varianz o2 hat. Sind die Varianzen nicht gleich, so ist die Teststatistik in diesem Satz nicht
langer ¢4, —o-verteilt. Um die Gleichheit der Varianzen zu iiberpriifen, gibt es ebenfalls
statistische Test, etwa den F-Test. Auferdem sei bemerkt, dass es auch eine Variante
des doppelten t-Test im Falle ungleicher Varianzen gibt — Behrens-Fisher-Problem und
Losungsansatze.
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4.4 Giitefunktion

Mit der Einfilhrung des Niveaus « eines Test haben wir eine Asymmetrie zwischen dem
Fehler 1. und dem Fehler 2. Art etabliert. Dabei beschrénkt das Niveau den Fehler 1. Art
und sagt nichts iiber den Fehler 2. Art aus. Wir wollen nun einen Begriff fiir dessen
Grofse einfiithren und anhand dessen Tests miteinander vergleichen - denn es ist natiirlich
wiinschenswert, dass ein Niveau-a-Test moglichst selten einen Fehler 2. Art liefert.

Definition 4.14 (Giitefunktion, Trennschérfe). Es sei ¢ ein statistischer Test
fiir das Testproblem (©¢,©1). Dann heifst die Funktion

_{@ — [0, 1]
0~ Eglo(X))]

GUTEFUNKTION. Fir 6 € ©1 nennt man den Wert G4(0) TRENNSCHARFE (eng-
lisch: POWER) des Tests.

\.

Bemerkung.

(1) Ist ¢ ein Test zum Niveau « fiir das Testproblem (6, ©1), so gilt supgcg, G¢(f) < a.

(2) Bei Vorliegen von 6 € O; ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art gegeben
durch
Bg(0) := Py(Fehler 2. Art) =Py(¢(X) =0) =1 — Gy(8).

Beispiel 4.15 (Giitefunktion und Stichprobengrofie). Wir betrachten den einsei-
tigen Gaulstest ¢z aus Satz @l flir Hy : > po gegen Hy : p < pg. Es sei Z eine unter
allen P, standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt

_ Xy — | p— o _ N
G =P, (Z,, <®) =P L <ot =P, (Z<ot+
6 (1) u( po = a) “<\/a2/n \/(72/71_ @ 2 = Pa \/m
Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, iibersetzt sich eine gewiinschte Min-
desttrennschérfe Gy, (1) fiir i < po in eine Ungleichung der Form

Lo

a?/n
Dies Ungleichung ist erfiillt, falls n > co(uo — ) ~' > 0, d.h. eine Mindestanforderung an
die Trennschérfe ist nur dann erfiillt, wenn die Stichprobengrofe grofier als eine gewisse
(hier explizit bestimmbare) untere Schranke ist.

Basierend auf der Giitefunktion formulieren wir nun ein Optimalitdtskriterium fiir Niveau-
a-Tests.

7

Definition 4.16 (Gleichméifiig bester Test). Ein Niveau-a-Test ¢ fir das
Testproblem (©g,01) heifft GLEICHMASSIG BESTER TEST zZUM NIVEAU «, falls
seine Trennschdrfe griofier ist als diejenige aller anderen Tests zum Niveau o, d.h.

falls
G¢(9) > Gw(a) fd’/’ alle 0 € @1

fiir jeden Niveau-a-Test 1) fiir das Testproblem (©g, O1).
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4.5 Likelihood-Quotienten-Tests und Neyman-Pearson-Lemma

Nicht fiir jedes Testproblem muss ein gleichméfig bester Test existieren. Wir werden je-
doch sehen, dass ein solcher existiert, falls wir zwei einfache Hypothesen testen, d.h. falls
©¢ und O einelementige Mengen sind. Dariiber hinaus, kann man einen gleichméfig bes-
ten Test in diesem Fall direkt angeben. Davon ausgehend kann man gleichméfig beste
Tests fiir statistische Modelle mit sogenannten monotonen Dichtequotienten konstruieren.
Wir erinnern an dieser Stellen an die Likelihoodfunktion L(z;6) aus Definition m

Definition 4.17 (Likelihood-Quotienten-Test). Es gelte L(x;00) > 0 fir alle
x € R". Ein Test ¢ fir das einfache Testproblem ({6o},{61}) heifst LIKELIHOOD-
QUOTIENTEN-TEST (kurz: LQ-Test), falls er von der Form

0, falls L(ifgl) <e,
o) = { Lo

1, falls ﬁ(iiz(l)) >c

fiir den sogenannten KRITISCHEN WERT ¢ > 0 ist.

Bemerkung. Fiir diskrete Modelle gibt die Likelihoodfunktion L(z;6;) die Wahrschein-
lichkeit an, unter Py, die beobachteten Daten x zu erhalten. Somit ist der Quotient
L(z;01)/L(x;00) umso grofer, je weniger wahrscheinlich die Daten unter dem Maft Py,
sind. Daher sprechen grofe Werte des Likelihood-Quotienten gegen das Vorliegen von Py, .
Der Likelihood-Quotienten-Test implementiert diese Heuristik, indem er fiir zu grofse Wer-
te des Quotienten (also zu kleiner Wahrscheinlichkeit fiir die Daten unter Py, in Relation
zur Wahrscheinlichkeit unter Py, ) die Nullhypothese ablehnt.

Das nachfolgende Resultat geht auf Neyman und Pearson zuriick und ist seit Anfang der
1930er Jahre bekannt.

Theorem 4.18 (Neyman-Pearson-Lemma). Es sei ¢ ein Likelihood-
Quotienten Test fir das einfache Testproblem ({6p},{61}) und es gelte

Dann ist ¢ ein gleichmafig bester Test fir ({60}, {01}) zum Niveau a.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

Eg, [6(X)] = Pay (4(X) = 1) = Py, (m > ) .

insbesondere ist ¢ ein Niveau-a-Test. Es sei 1 ein weiterer Test fiir das Testproblem
({60}, {01}) mit Eg,[¢)(X)] < a. Um zu zeigen, dass ¢ ein gleichméfig bester Test ist,
muss Eg, [¢(X)] — Eg, [#(X)] > 0 fiir diesen beliebig gewéhlten Niveau-a-Test 1 gelten.
Wir zeigen dies fiir den Fall, dass Py, j = 0,1, eine Riemann-Dichte besitzen, d.h. insbe-

sondere, dass L(z;0;) = fj(x) = [Ti_; f;(:) (vgl. Definition [2.16). Der Fall mit diskreten
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Mafsen funktioniert analog, die nachfolgend auftretenden Integrale sind in diesem Fall
Summen bzw. Reihen. Es gilt

B0, [600)] ~ Ea,[0(X)] = | (6(2) ~ v(a)) f(@)do
= [ (60) ~ (@) (hla) = el do+ e [ (o)~ 6(a) fola)da.

n

Wir zeigen nun, dass beide Summanden > 0 sind. Fiir den zweiten folgt dies einfach, da

/ (¢(x) — () fo(x)de = Egy[6(X)] — Egy [ (X)] = o — Eg,[¢)] = 0.
Fiir den ersten Summanden {iberlegen wir uns, dass fiir den Integranden
J(x) = (¢(z) — ¢ (2)) (fr(z) — cfo(x)) = 0
gilt. Dazu unterscheiden wir drei Félle:
o Ist ¢(z) = ¢(x), so gilt J(z) = 0.
o Ist ¢(x) > (), so muss ¢(x) = 1 sein und da ¢ ein LQ-Test mit kritischem Wert ¢
ist, gilt in diesem Fall
o< L@t _ fila)
L(z;60)  fo(x)

Damit sind beide Faktoren von J nicht-negativ und J(z) > 0.

& cfo(z) < fi(x).

o Ist umgekehrt ¢(x) < ¥(x), so muss ¢(z) = 0 gelten, was analog zum vorherigen Fall
cfo(z) > fi(x) impliziert. Damit sind beide Faktoren von J negativ, entsprechend
erhalten wir J(z) > 0.

O]

Beispiel 4.19 (LQ-Test im Binomialmodell). Essei 0 <py <p; <1 und P, =
Bin(n,pj), i = 1,2, und die Beobachtungen z seien die Anzahl der Erfolge. Dann gilt

L(zip1) _pi(l—p)"" _ <p1/(1 —pl))$ <1 —pl)"
L(z;po)  p§(1—po)"~*  \po/(1—po) 1—po/) ~

Da z — x/(1—x) auf (0,1) monoton wachsend ist, ist der Term in der vorderen Klammer
strikt grofer Null und der Likelihoodquotient somit monoton wachsend in x. Damit gilt

L(z;p1) o .
L(z;po) ~

Um den kritischen Wert ¢ zu bestimmen, miissen wir also die Gleichung

& x> ax¥(e).

n

a=PBX>a"()= 3 (Z)p§<1 —po)"*

k=z*(c)

nach z*(¢) (und anschliefend z*(c) nach ¢) auflésen, wobei unter P gilt X ~ Bin(n, po).
Man beachte, dass dies nicht fiir alle a € [0, 1] moglich ist, da X nur Werte zwischen
0,1,...,n annimmt und P(X > 2*(¢)) somit auch nur endlich viele verschiedene Werte
annehmen kann.
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Bemerkung (Randomisierte Tests). Man beachte, dass im Neyman-Pearson-Lemma
das Niveau « nicht frei wahlbar ist. Die Aussage gilt nur fiir solche «, fiir welche die Bestim-
mungsgleichung Py, (L(X;61)/L(X;00) > ¢) = a eine Losung c hat. Die Nicht-Losbarkeit
tritt tpyischerweise in diskreten Modellen fiir manche o € [0,1] auf, vgl. Beispiel
Fiir allgemeine « gibt es nur einen optimalen RANDOMISIERTEN TEST: Hier setzt man

0, falls %?g(}% <e,
o(r) = y(z), falls %Eizzég =c,,
1, falls L(xge(l)) >c

wobei v : R" — [0, 1] eine Funktion ist. Der Wert ¢(x) des Tests ist dann zu lesen als
die Wahrscheinlichkeit, sich bei vorliegen der Daten z fiir die Alternative zu entscheiden.
Falls also L(x;01)/L(x;6p) = ¢, treffen wir die Entscheidung iiber Ablehnung der Nullhy-
pothese zufillig (— Mathematische Statistik).

Definition 4.20 (Monotoner Dichtequotient). FEs sei P = {Py : 0 € R} eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R™, Z(R™)) und T : R — R eine
Statistik. Wir sagen, dass P einen (STRENG) MONOTONEN DICHTEQUOTIENTEN
in T hat, falls fir alle § < ¢ eine (streng) monoton wachsende Abbildung fp e :

R — R existiert mat I( 9/)
2
-\ (T .
T(2:0) Jo.or(T())

Beispiel 4.21. Es seien X1, ..., X, unabhangig identisch nach P, verteilt, wobei PP, =
N (i, %) mit 02 > 0 als gegeben vorausgesetzt ist. Dann gilt

1 1 «
L(z1,. . zn5p) = W exp <—W Z(fﬂz - M)2>
i=1

und entsprechend

. n 2 _ (2
L( ,'m:exp( LS s <u>>‘

202 , 202
=1

Fir o < g/ ist dies eine streng monoton wachsende Funktion in T'(z) = Y. x; (oder
auch in t(z) = T,,).

Lemma 4.22 (Erhalt der Monotonie). FEs sei P = {Py : 6 € R} eine Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmaflen mit monotonem Dichtequotienten in T und
g : R — R eine monoton wachsende Funktion mit Ey[g(T(X))] < oo fir alle
0 € R. Dann ist die Abbildung

0 — Eqlg(T(X))]

monoton wachsend.




4.5 LIKELIHOOD-QUOTIENTEN-TESTS UND NEYMAN-PEARSON-LEMMA 50

Beweis. Der Beweis wurde fiir den Spezialfall eines diskreten Mafes und 7'(z) = z in
Aufgabe 3 auf Blatt 06 gefiihrt. Der allgemeine Fall folgt analog. O

Korollar 4.23 (Gleichméfig beste Tests fiir einseitige Testprobleme). FEs
set {IP’(;@” : 0 € R} eine Familie mit streng monotonem Dichtequotienten in T und
0o € R. Wir setzen
0, fallsT(x
() = { (

k,
1, fallsT(x) >k

<
>
und nehmen an, dass k so gewdhlt ist, dass Eg,|¢

)
)

[6(X)] = a. Dann ist ¢ ein gleich-
mapig bester Test fiir das Testproblem ({6 < 6y}, {6

> 60o}) zum Niveau o.

7

Beweis. Wir wahlen zunéchst 7 > 6p. Dann existiert eine streng monoton wachsende
Funktion fg, 9, mit L(z) := L(x;61)/L(z;00) = foy,0,(T(x)). Setzen wir ¢ = fy, o, (k), so

erhalten wir
T(x)<k<= Lz)<c und T(x)>k<= L(x)>c.

Damit ist ¢ ein LQ-Test mit kritischem Wert ¢ fiir das Testproblem ({6p},{61}) und
da nach Voraussetzung Py (L(z) > ¢) = Py, (T(z) > k) = «, handelt es sich nach
dem Neyman-Pearson-Lemma [4.18 um einen gleichméfig besten Test zum Niveau «, d.h.
Eg, [¢(X)] > Eg, [¢(X)] fiir jeden weiteren Niveau-a-Test . Da diese Konstruktion fiir
alle 0; € {6 > 6y} gilt, folgt, dass ¢ ein gleichméfig bester Test fiir das Testproblem
({60},{0 > 6p}) zum Niveau « ist.

Da die Funktion z + 1, »)(z) monoton wachsend ist, folgt mit Lemma@

Sup Eg[p(X)] = Sup Eg[Lis,00) (T(X))] = Egy [Lg,00) (T(X))] =

und ¢ ist von Niveau « fiir die Nullhypothese {6 < y}. Damit folgt die Behauptung. [J

Beispiel 4.24 (Einseitiger Gauftest ist gleichméfiig bester Test). Der einseitige
Gauk-Test aus Satz [4.8(b) hat die Form

{0, falls X, < po + ®7,\/0%/n,

1, falls X,, > po + CDIEQ\/UQ/n.

Da nach Beispiel im n-fachen Normalverteilungsmodell mit bekannter Varianz einen
streng monotonen Dichtequotienten in T(X) = X,, hat und

_ X _
]PMO <Xn Z /,LO + (I)l__la V UQ/n) = PHO <n2/'uo Z (I)l_—loc> =
Voi/n
folgt nach Korollar [4.23, dass es sich beim einseitigen Gaufs-Test um einen gleichméfig
besten Test handelt.

Bemerkung (Weitere beste Tests). Man kann auch zeigen, dass der zweiseitige Gauk-
Test ein gleichméRig bester Test ist, sowie der einseitige Test aus Satz [4.8)(c). AuRerdem
handelt es sich beim ¢-Test aus Satz um einen gleichmifig besten Test. Da hier o2
ebenfalls unbekannt ist und die Parametermenge somit R x (0,00) ist (dies ist keine
total geordnete Menge), muss unsere bisherige Theorie fiir einen Beweis jedoch erst noch
erweitert werden — bedingte Tests (Mathematische Statistik).
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4.6 Beispiel eines nicht-parametrischen Test: Test auf Verteilungsgleich-
heit

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine nicht-parametrische Alternative zum doppelten ¢-Test
vorzustellen, den sogenannten Wald-Wolfowitz-Runs-Test. Hierbei handelt es sich um ein
Zwei-Stichprobenproblem: Wir beobachten X7, ..., X,,, welche unabhéngig und identisch
nach Py, verteilt seien und Y7, ...,Y,, welche ebenfalls unabhéngig und identisch verteilt
mit Verteilung Py, sind. Ziel ist es dann

Hy:0x =0y gegen Hjp:0x #0y

zu testen. Hier konnen 6, 0y jedoch aus einer unendlich-dimensionalen Menge stammen,
so konnte X7 etwa eine Riemann-Dichte 8x und Y; eine Riemann-Dichte 6y besitzen.

Bevor wir uns diesem Problem widmen, wollen wir zunéchst eine 0-1-Folge auf Zufdlligkeit
testen. Formal sei dazu E = {x € {0,1}" : 1 + -+ + x, = n1} und ng := n — ny die
Anzahl der Nullen. Fiir z € F definieren wir die Anzahl der RUNS als

r(z) =1+ Z Laytaioay-

=2

So gilt etwa r((0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1)) = 6. In einer zufélligen Folge wiirden wir erwar-
ten, dass die Zahl der Runs nicht zu groft und nicht zu klein ist, denn anschaulich ist keine
der Folgen (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1) oder (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1) zufallig auch wenn beide
aus gleich vielen Nullen und Einsen bestehen. In der Tat gilt das folgende Resultat:

Satz 4.25 (Verteilung der Runs unter Zufilligkeit). FEs sei P die Gleich-
verteilung auf (E,P(E)). Dann gilt fir die Anzahl der Runs

(G [ 6 )

- : QW’ fiur r gerade,
r =r)= ng—1 10 ni—1 1y, ( mo—1 n—1
((r1)/2)(@L%)(/Tsz)Jﬂ(lir)3)/2)(@1)/2)7 fiir v ungerade.
no

Beweis. Sei zundchst r gerade. Dann gibt es genau r/2 Runs bestehend aus Nullen und
/2 Runs bestehend aus Einsen. Wir betrachten zunéchst die Anzahl der Runs mit Nullen
und bestimmen die Zahl der Moglichkeiten, die ng moglichen Nullen auf r/2 verschiedene
Runs der Lange > 1 aufzuteilen. Weiter nehmen wir an, dass X mit einer Null starte
und iiberlegen, dass sich jedes solche X als Folge von r/2 vielen | und ng vielen Nullen
schreiben lédsst (etwa 0]000|0|00|). Hierbei steht jeder | fiir einen Run aus Einsen und
es ist klar, dass die Folge mit | endet, wenn sie mit 0 begonnen hat. Da zwischen zwei
| mindestens eine Null stehen muss (da zwischen zwei Einser-Runs immer ein Run mit
Nullen liegt), erhalten wir durch Streichen einer Null zwischen zwei | und vor dem ersten
eine bijektive Abbildung

{l’ € {0, [} sy = 0,200 0 = |, 35 : 25 = 0} = no, (x5, 2541) # (|,]) Vj}
—{z e {0,|}" raxp, =, #{j:2; =0} =no—1/2,}
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(so wird 0]/000|0]00| zu |00]|0]). Die Anzahl der Elemente in der letzten Menge entspricht
nun der Anzahl, /2 — 1 mal | auf ng — 1 Stellen zu verteilen und diese Anzahl ist be-
kanntermaften als (73027_11) gegeben. Analog gibt es (;1/127_11) Moglichkeiten, die r/2 Runs
mit Einsen aufzuteilen, womit die Anzahl aller Folgen, welche mit Null beginnen und aus
r/2 Runs Nullen und Einsen bestehen gerade (73027_11) (Tn/l{_ll) ist. Ebenso viele Folgen mit
entsprechender Anzahl Runs gibt es, welche mit Eins starten (daher die 2 in der Behaup-
tung des Satzes). Dividiert man diese Anzahl durch die Anzahl aller méglichen 0-1-Folgen
der Léange ng 4+ n1 mit ng vielen Nullen, erhélt man die Behauptung.

Ist r ungerade, gibt es entweder (r 4+ 1)/2 Runs mit Nullen und (r — 1)/2 Runs mit Ein-
sen oder umgekehrt, wobei die Folge immer mit der Ziffer begonnen werden muss, von
der mehr Runs vorhanden sind. Dann fiihrt eine analoge kombinatorische Uberlegung wie

oben zum Ergebnis. O

Korollar 4.26 (Runs-Test). Es seien X1,..., X, € {0,1} mit X1+---+X,, =m
und « € [0,1]. Weiter sei R eine Zuvallsvariable mit der in Satz spezifizierten
Verteilung und k,l € N so gewdhlt, dass P(B < k) < a/2 und P(B > 1) < «a/2.
Dann ist

(X1, s Xn) = Loty ny (1(X))

ein Niveau-a-Test fiir das Testproblem

Hy : X rein zufdllig  gegen Hyp : X micht rein zufdllig.

\ 7

Beweis. Unter der Nullhypothese ist (X) wie in Satz [4.25 verteilt und es gilt
Emo [L,.. myoft,..n} (1(X))] < Py (r(X) < k) + Ppg, (r(X) 2 1) < .
O

Bemerkung (Asymptotische Verteilung von 7(X)). Es gelte ng = ng(n) — oo,
n1 = ni(n) — oo mit ng/n — p und n1/n — ¢ = 1 — p. Dann ist die Statistik

r(X) — 2npg
2pg/n

approximativ AV/(0, 1)-verteilt. Man beachte, dass dies keine direkte Konsequenz aus dem
zentralen Grenzwertsatz ist, da die Zufallsvariablen 1¢y,.x, , fir ¢ = 2,...,n nicht un-
abhéngig sind. Fiir grofe n kann diese asymptotische Verteilung genutzt werden, um die
Grofsen k, 1 in Korollar approximativ iiber Quantile der Normalverteilung zu bestim-
men.

Nun kehren wir zu unserer urspriinglichen Frage zuriick: Es seien X7, ..., X, unabhangig
und identisch nach Py, und Yi,...,Y, unabhéngig identisch nach Py, verteilt. Dann
definieren wir Z = (Z1, ..., Zn+m) = (X,Y) € R™" und bezeichnen mit Zys -+ s Zimsn)
die ORDNUNGSSTATISTIKEN. Dabei ist Z(;) das Element an i-ter Stellen, wenn man die
Eintrage von Z von klein nach grof ordnet. Insbesondere gilt also

Z(1) < Z2) < < Zmn)-
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Schlieflich fiihren wir einen weiteren Vektor W € {0, 1}™*" ein durch

W = (H{Z(l)e{Xl,...,Xm}}7 ey ]l{Z(m+n)e{X1,...,Xm}}> .

Unter der Nullhypothese Hy : x = 0y ist W ein rein zufélliger Vektor und damit ist die
Anzahl der Runs von W unter Hy so verteilt wir in Satz |4.25 spezifiziert. Damit erhalten
wir den folgenden Test.

Korollar 4.27 (Wald-Wolfowitz-Runs-Test). Es seien X,Y, Z und W wie oben
spezifiziert. Weiter sei R eine Zuvallsvariable mit der in Satz spezifizierten
Verteilung und k € N so gewdhlt, dass P(B < k) < a. Dann ist

(X,Y) = Lo,k (r(W))
ein Niveau-a-Test fiir das Testproblem

Hy:0x =60y gegen Hy : Ox # Oy.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz [4.25/ und unser Voriiberlegung, dass W unter Hj eine
rein zuféllige 0-1-Folge ist. O

Bemerkung. Man beachte, dass wir die Nullhypothese nur verwerfen, falls zu wenige
Runs auftreten, was dafiir spricht, dass sich die Punkte aus X und Y im Vektor Z zu
Clustern zusammentun. Sind etwa alle Werte von X kleiner als diejenigen von Y, so gilt
W=(1,...,1,0,...,0) und die Anzahl der Runs ist 2.

5 Lineare Modelle

In diesem Abschnitt betrachten wir eine neue Klasse statistischer Modelle, die sogenannten
linearen Modelle. Dabei sind unsere Beobachtungen gegeben durch

Vi, X3, XD, (Ve XL XD e R x RY
und wir unterstellen, dass
Yi=0o+ X+ 4+ BaXP+¢ firallei=1,... 0. (3)

Anschaulich gesprochen nehmen wir also an, dass bis auf Fehler ¢; ein linearer Zusam-
menhang zwischen Y; und (X},... ,Xl-d) besteht. Die Variablen Y; heifsen ZIELVARIABLEN
und die (X}, ..., X?) COVARIATEN oder auch UNABHANGIGE VARIABLEN.

Fiir eine kompaktere Notation setzen wir X; = (1, X}, ... 7Xid) und 8 = (6o, B1,- -+, 5B4),
sodass
Y,=(X;,8)+e¢ firallei=1,... n.

Definieren wir dariiber hinaus Y = (Y1,...,Y,), € = (€1,...,€,) und die Matrix X =
(%i5)i=1,..n,j=0,1,.d mit x;; als j-tem Eintrag von X;, so erhalten wir (3) als

Y=X0+e

Abbildung [2] zeigt einen Beispieldatensatz fiir ein EINFACHES REGRESSIONSMODELL, d.h.
einem Regressionsmodell mit nur einer Covariaten (d = 1).
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Abbildung 2: Darstellung von Paaren (X,Y"), wobei Y = X 4+ €,¢ ~ N(0,1).

Der lineare Zusammenhang zwischen Zielvariable und unabhéngiger Variable ist in Ab-
bildung [2| bereits gut zu erahnen. Ziel der sogenannten LINEAREN REGRESSION ist es,
einen moglichst guten linearen Fit an die Daten zu bestimmen, d.h. eine Gerade, welche
die Daten 'moglichst gut’ beschreibt. Dies entspricht einer Schétzung von Sy, 81, ..., B4
in . In Abbildung |3|ist eine solche Gerade dargestellt.

5.1 Schiatzung der Modellparameter

Um einen Schiitzer 3 fiir 8 zu konstruieren, iiberlegen wir uns, dass wir mithilfe eines
solchen Schétzers Vorhersagen Y =X B treffen konnen (in Abbildung [3| entspricht das
den Punkten auf der Regressionsgeraden fiir entsprechende Werte von X). Ein lineares
Modell beschreibt unsere Daten entsprechend gut, wenn die RESIDUEN Y — Y € R" klein
sind. Nun hat man eine Wahl bei der Metrik - der klassische, auf Gaufs zuriickgehende,
Ansatz besteht darin, die Euklidische Norm | - [|2 zu verwenden, d.h. die Summe der
Residuenquadrate als Referenzmaf zu nutzen. Entsprechend versucht man B so zu wahlen,
dass dieser Wert minimal wird.

Definition 5.1 (RSS, Kleinster-Quadrate-Schitzer). Fir Beobachtungen
Vi, X}, X9 und X; = (1, X}, ..., X3) definieren wir die SUMME DER RE-
SIDUENQUADRATE (englisch: residual sum of squares) als

n

RSS(B) ==Y (¥; — (X;,8))°.

k=1

Wir definieren den KLEINSTER-QUADRATE-SCHATZER (5 als

3 = argmin RSS(f).
ﬁERd+1
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Abbildung 3: Darstellung von Paaren (X,Y"), wobei Y = X + €, ¢ ~ N(0,1) mitsamt der
Regressionsgeraden.

Bemerkung (Darstellung RSS). Wir werden im Folgenden immer wieder benutzen,
dass (nachrechnen!)

RSS(B) = (Y — XB)T (Y — xB) =YTY —2vTx B+ T XTXB.

Beispiel 5.2 (Einfache Regression). Bevor wir den allgemeinen Fall besprechen,
betrachten wir das Modell mit d =1, d.h.

Yi=0Fo+0iXi+e firalei=1,...,n.

In diesem Fall gilt

n

RSS(B0, B1) = > _(Yi — By — p1X;)?

i=1
und wir suchen die Minimierer dieser Funktion, d.h.

n
A~ A~

(Bo, B1) = argmin > (V; — By — p1X,)*.
(Bo,B1)€ER? i=1

Die Bedingungen erster und zweiter Ordnung ergeben, dass in diesem Modell

a _ Z?:l Xz}/z - nyn?n

B SIS und B =Y — A X,
=14 — i,

gilt (Ubungsblatt 07).

Bemerkung (Notation). Man beachte, dass wir in der Notation unterschlagen, dass Y,
X, e und auch der Schétzer 5 von der Stichprobengrofe n abhéngen.
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Theorem 5.3 (Multiple Regression). Falls X7 X € R™? invertierbar ist, so
ist das Minimum von [ +— RSS(B) eindeutig und liegt bei

B=(XTx)"'xTy.
Fiir die Vorhersage Y = XB gilt
Y-V =(L-XX"X)"'XxT)e

und die Residuen Y — Y stehen sowohl auf der Vorhersage Y als auch auf den
Spalten von X senkrecht.

.

Beweis. Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums ist, dass (nach-
rechnen!)

0= %VRSS(/B) — YTX 4+ ATXTX = (XTXB - XTY)"

was fiir 8 = (X7 X)~1XTY erfiillt ist. In der Tat handelt es sich hierbei um ein Minimum,
denn die Hessematrix von RSS() ist gegeben durch

H(RSS(B) = XTx
und diese Matrix ist positiv definit, denn fiir alle y € R¥! mit y # 0 gilt
v (XTX)y = (Xy, Xy) = | Xy[l5 > 0.

Dabei ist > 0 klar und || Xy||3 = 0 impliziert Xy = 0, was wiederum bedeutet, dass
(XTX)y = 0 und dies ist aufgrund der Invertierbarkeit von (X7 X) nur fiir y = 0 méglich.
Die zweite Behauptung folgt durch direktes nachrechnen, denn

Y-Y=Y-X8
= (I, - X(XTX)'XT) Y
= (I, - X(XTX)'XT) (XB +e)
=XB+e— X(XTX)M(XTX)3 - X(XTX)"1xTe
= (I, - X(X"X)'xTe.
Die behaupteten Orthogonalitdten folgen wiederum durch Einsetzen und ausmultiplizie-
ren, denn es gilt (X7 X)?T = X7 X und somit
V=)V =YX (xTx)'xTy - YTx (x"x)") xTx(xTX)"' xTy
—YTX(xTX)' XTY - Y x (xTx)T) "' X7y =0,
sowie
V-V)7TX =YTx - YTx (Xx"x)"")" x"x
—vTX -vTx (xTx)") " xTx =0.
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Als néchstes Stellen wir uns die Frage, ob der Schétzer B erwartungstreu und konsistent
ist. Wir werden sehen, dass er beide Eigenschaften hat, sofern die Fehler ¢; in gewisse
Eigenschaften erfiillen.

Definition 5.4 (Gauft-Markov-Bedingungen). Wir sagen, dass die Zufalls-
variablen €1, ..., €, den GAUSS-MARKOV-BEDINGUNGEN gentigen, wenn fir ein
% > 0 gilt, dass

Egle] =0 und Covg(e;€j) = 05

fir alle 1 <i,j5 <mn.

Bemerkung.

(1) Fir die Gleichungen der Gauk-Markov-Bedingungen schreiben wir auch
Eglel =0 und Covg(e,e) = Eglee’ | = 0?1,
wobei alle Gleichungen in Vektorschreibweise gelesen werden.

(2) Eine starkere, aber ebenfalls typische Annahme ist, dass €, .. ., €, unabhingig und
identisch N(0, o2)-verteilt sind.

Bemerkung (Kovarianzmatrix). Wir schreiben im Folgenden fiir einen Zufallsvektor
X eR"
Cov(X,X) =E[XXT] - E[X]E[X]T,

wobei die Erwartungswerte komponentenweise zu verstehen sind. Ist A € R™*™ eine
Matrix und b € R", so gilt E[AX] = AE[X] und (nachrechnen!)

Cov(AX + b, AX 4 b) = ACov(X, X)AT.

Bemerkung (Spur einer Matrix). Sei A = (aij)i<ij<n € R"*" eine symmetrische
Matrix. Dann ist die SPUR VON A definiert als Tr(A4) = > ai;.

Theorem 5.5 (Erwartungstreue und Konsistenz von B) Es gelten die
Gauf$-Markov-Bedingungen. Dann gilt:

(a) EglY] = X3 und B ist ein erwartungstreuer Schitzer fir 3.
(b) Covg(B,B) = a>(XTX)~1.

(c) Ist zusitzlich Tr((XTX)™Y) — 0 fiirn — oo, so ist die Folge von Parameter-
schitzer (By)nen basierend auf n Beobachtungen eine konsistente Schdtzfolge

fur .

J

Beweis. (a) Es ist klar, dass EglY] = Eg[XB + €] = XS + Egle] = X unter den
Gaufs-Markov-Bedingungen. Mit der Darstellung von 8 aus Theorem erhalten
wir dann

Eslf] = (XTX)'XxTEsv] = (XTX)1XTXx8 = 5.
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