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Aufgabe 1 (Stetige Uniformverteilung) (2 Punkte)
Sei X eine reelle uniform-verteilte Zufallsvariable auf [a,b] C R fiir reelle Zahlen a < b.
Berechnen Sie den Erwartungswert E[X] und die Varianz Var(X) von X.

Hinweis: Die Dichte fx: R — [0,00) von X ist gegeben durch

1

fX (l’) = m]l{xe[a,b]}

Aufgabe 2 (Stochastische Konvergenz) (4 Punkte)
Wir betrachten das Modell eines n-fachen unabhéngigen Miinzwurfs aus der Vorlesung.
Dazu seien Xy, ..., X,, unabhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit unbekanntem
Parameter p € (0,1) und es bezeichne p,, den Schitzer fir die Erfolgswahrscheinlichkeit

bei n-maligem Miinzwurf, d.h.
R . 1
o= pu(X1, .. Xp) = = )X

Zeigen Sie, unter Verwendung von p,, —p, p, dass

1 1 .
—— —p, —F—— fiir n — oo. (1)
pn(l _pn) p(l - p)

Hinweis: Sei K, C (0,1) eine kompakte Menge mit p € K,. Zeigen Sie die Konvergenz
m zundchst bedingt auf das Ereignis {p, € K,} und folgern Sie daraus die Behauptung.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 (Parameter-Schitzung) (2 + 2 4+ 2 Punkte)
Seien Xj, ..., X, unabhingige reelle uniform-verteilte Zufallsvariablen auf [0, b] fiir einen

unbekannten Parameter b € (0, 00). Ein moglicher Schéitzer fiir b ist gegeben durch

~

b, == [;n(Xla e aXn) = maX{Xla - 7Xn}'

(a) Zeigen Sie, dass die Dichte von b, gegeben ist durch

(.
[ R— [07 OO)? f(t) = b_ntn 11{t€[0,b]}'

Hinweis: Verwenden Sie die Unabhdngigkeit der X;.

(b) Berechnen Sie unter Verwendung von (a) den Erwartungswert E[b,] von b, und

zeigen Sie, dass b, konsistent fiir b ist, das heif3t dass by —p, b fiir n — oo gilt.

(c) Zeigen Sie, dass n(b— l;n) in Verteilung gegen eine exponentialverteilte Zufallsvaria-
ble mit Parameter 1/b konvergiert.
Hinweis: Die Verteilungsfunktion einer exponentialverteilten Zufallsvariablen mit Para-

meter X ist fiirt € R gegeben durch

F(t) =

1 — exp(—At), t>0,
0, t <0.

Sie kdnnen auflerdem verwenden, dass nach Analysis I fir jedes x > 0

lim (1 - %)n = exp(—1)

n—oo

gilt.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(1) Definieren Sie alle Konvergenzarten, welche Sie fiir Zufallsvariablen X,, — X ken-

nen.
(2) Formulieren Sie den zentralen Grenzwertsatz.

(3) Was ist der Vorteil eines Konfidenzbereichs gegeniiber einem Punktschétzer?
(4) Was versteht man unter einem statistischen Modell?

(5) Es seien Xj,..., X, unabhingig identisch Poisson-verteilt zum Parameter A\ > 0.
Geben Sie die Zahldichte von (X7,...,X,) an.



