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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei K ⊆ R kompakt und g : K → R differenzierbar in x∗. Zeigen Sie,
dass für alle ε > 0 ein λ > 0 existiert, sodass∣∣∣∣g(x/λ+ x∗)− g(x∗)

x/λ
− g′(x∗)

∣∣∣∣ < ε für all x ∈ K.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass im linearen Modell

Y ∼ N (Aβ, σ2 Id), A ∈ Rn×d, β ∈ Rd, σ2 ∈ (0,∞), (1)

für den KQS β̂ gilt, dass β̂ ∼ N (β, σ2(A>A)−1).

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei ŝ2 gegeben durch

ŝ2 :=
1

n− d
‖Y − Ŷ ‖2,

wobei Ŷ := Aβ̂ für den KQS β̂. Zeigen Sie, dass unter Y ∼ N (Aβ, σ2 Id) für x ∈ Rd\{0} und A
vollen Rang gilt, dass

〈x, β̂ − β〉
ŝ‖x>A†‖

∼ tn−d.

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass (n−d)
σ2 ŝ2 ∼ χ2

n−d und die Zufallsvariablen ŝ2

und β̂ unabhängig sind.

Aufgabe 4 (4 Punkte Bonus). Verwenden Sie das Resultat aus Aufgabe 3, um zu zeigen, dass

〈x, β̂〉 ± tn−d,1−α/2ŝ‖x>A†‖

ein Konfidenzbereich für 〈x, β〉 zum level α ist.

Für Aufgabe 3, können Sie folgenden Satz verwenden:

Satz Es sei n ∈ N beliebig.

(a) Es seien X1, . . . , Xn ∼ N (0, 1) unabhängige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen.
Dann gilt

n∑
i=1

X2
i ∼ χ2

n

(b) Es seien X ∼ N (0, 1) und Y ∼ χ2
n unabhängige Zufallsvariablen. Dann gilt

X√
Y/n

∼ tn.


