Abteilung fiir Mathematische Stochastik Sommersemester 2024
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Ubungen zur Vorlesung
“Lineare Algebra II¢

Musterlosung, Blatt 12 (Bonus)

Aufgabe 1

Wir unterscheiden in dieser Losung zur besseren Nachvollziehbarkeit mit Og,0g und 1g,1g
die Null bzw. Eins in R und S.

(a)

Zu =: Wie im Beweis von Lemma 9.4(a) gesehen, gilt ¢(0r) = 0g. Insbesondere gilt also
Or € Kern(p). Da ¢ injektiv ist, ist dies das einzige Element, das auf 0g abgebildet wird,
d.h. Kern(p) = {Or}.

Zu <: Es seien 71,72 € R mit ¢(r1) = ¢(r2). Nach Lemma 2.20(ii) gilt —r = (—1g) - r
fiir jedes r € R. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, gilt ¢(1g) = 1g und wir erhalten
daraus, dass ¢(—1gr) = —1g, denn

o(—=1g) + 1s = p(=1r) + ¢(1r) = p(=1r + 1r) = »(0r) = Os.

Damit folgt

05 = ¢(r1) + (=p(r2)) = (1) + ((=1s) - (r2)) = p(r1) + (p(=1Rr) - ¢(r2))
= ¢(r1) + ¢((=1gr) - r2) = @(r1) + p(=7r2) = (r1 + (=72)).

Da Kern(y) = {Or}, folgt r; + (—r2) = 0. Damit ist —ry das additive Inverse zu r1, d.h.
—rg = —r1 bzw. (—=1g) - o = (—1g) - 1 und mit der Kiirzungsregel 2.10 folgt 71 = ro.
Damit ist ¢ injektiv.

Da I C R ein Ideal ist, gilt Or € I. Wie im Beweis von Lemma 9.4(a) gilt ¢(0g) = Og
und somit Og € ¢(I). Sind weiter s1,s2 € p(I), so gibt es r1,ry € I mit ¢(r;) = s; fiir
1 =1,2. Da I ein Ideal ist, gilt 71 + ro € I, d.h.

s1+ 82 = (1) + p(r2) = o(r1 +12) € p(I).

Sei zuletzt s € S beliebig und weiterhin p(r1) = s1 € ¢(I). Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein
r € R mit ¢(r) = s. Da I ein Ideal, erhalten wir

s-s1=@(r) - () = ¢(r-r) € p(l).

Da ¢(1r) = 1g nach Definition des Ringhomomorphismus (fiir Ringe mit Eins), gilt
1s € Bild(¢) und per Definition als multiplikatives neutrales Element in S ist 1g auch
multiplikativ neutral in Bild(yp). Ebenso iibertragen sich alle Rechenregeln fiir + und
- auf Bild(p), es geniigt also zu zeigen, dass diese Menge abgeschlossen beziiglich der
Operationen + und - ist. Dazu seien s1, so € Bild(y) und ri,72 € R mit ¢(r;) = s; fiir
1 =1,2. Dann gilt

51+ 82 = @(r1) + ¢(r2) = p(r1 +r2) € Bild(yp),

sowie
s1- 82 = @(r1) - @(r2) = @(r1 - r2) € Bild(p).
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Aufgabe 2

Es seien a,b € R. Wir zeigen die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen
(i) aZb,
(ii) a|b und b|a,
(i) (a) = (0).

(1) = (i1): Per Definition existiert eine Einheit v € R* mit a = b-u. Daraus folgt unmittelbar,
dass bja. Weiter existiert u=! € R mit u-u~! = 1g, sodass b = a - u~! und damit alb.

i1) = (i1i): Es gibt ¢1,c2 € R mit a = b-¢; und b = a - ¢p. Daraus folgt, dass a € (b), sowie
b € (a). Ist ¢ € (a), so gibt es r € R mit ¢ = r - a und wir folgern, dass ¢ = (r - ¢1) - b, d.h.
c € (b). Es folgt (a) C (b) und analog léasst sich (b) C (a) zeigen, wir erhalten also (a) = (b).

(#4i) = (i): Offenbar gilt a € (b) und b € (a), sodass r,s € R existieren mit a = r - b und
b = s-a. Das impliziert a = (r - s) - @ und somit 7 - s = 1g nach der Kiirzungsregel 2.10.
Insbesondere sind 7, s Einheiten und damit gilt a L.

Aufgabe 3

(a) Wir notieren GGT(ay,...,an—1) = {d; | j € J} fiir eine geeignete Indexmenge J. AuBer-
dem sei fiir diese Aufgabe bemerkt, dass man Definition 9.15 auch fiir beliebige Mengen
(statt endlichen) analog formulieren kann, was in der Aufgabenstellung bereits benutzt
wurde: Wir sagen dann, dass d ein grofiter gemeinsamer Teiler von (a;)er ist, falls

(GGT1) da; fir allei eI und (GGT2) cla; fir allei € I = ¢|d.

Nun zur eigentlichen Losung der Aufgabe:

C: Sei d € GGT(ay,...,a,). Dann gilt nach (GGT1), dass d|a, und aus (GGT2) folgt
fur alle j € J, dass d|d;, denn d|ay,...,d|a,—1 und d; ist ein ggT fiir aq,...,an—1. Da-
mit gilt insgesamt, dass d das Axiom (GGT1) fiir {a,} U {d; | j € J} erfiillt. Es sei
nun c¢ so, dass cla, und c|d; fir alle j € J. Da d; € GGT(a1,...,an—1), folgt ins-
besondere c|ay,...,c|an—1. Nun folgt nach (GGT2) fir {ai,...,a,}, dass c|d, da d €
GGT(ay,...,a,) Wir erhalten also d € GGT(GGT(a1,...,an-1),an).

D: Es sei d € GGT(GGT(ay,...,an-1),an) = GGT({an} U{d; | j € J}). Da d|d; fiir
alle j € J und djlai,...,d;|a,—1, folgt dla1, ..., d|a,—1. Nach Wahl von d gilt auBerdem
d|ay, sodass (GGT1) fir d und {ay,...,a,} unmittelbar folgt. Es gelte nun c|ay, ..., cla,
fur ein ¢ € R. Nach (GGT2) ergibt sich hieraus zusammen mit d; € GGT(a1,...,an-1),
dass c|d; fiir alle j € J. Nach Voraussetzung galt auflerdem c|a,,, sodass nach (GGT?2) fiir
{an} U{d; | j € J} folgt, dass c|d. Insgesamt erhalten wir also auch (GGT2) fiir d und
die Menge {a1,...,a,}, woraus d € GGT(ay,...,a,) folgt.

(b) Gilt dy,dy € GGT(ay,...,a,), so gilt d;|ai,...,d;a, fir i = 1,2. Nach (GGT2) folgt
dann direkt, dass dj|d2 und ds|d;. Die restlichen Aquivalenzen ergeben sich dann direkt
aus Aufgabe 2.
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Aufgabe 4
Wir zeigen zunéchst, dass 2 € Z[\/—5] irreduzibel ist. Wir nehmen also an, dass

2 = (a+bvV=5)(c+dvV-5).

Betrachten wir auf beiden Seiten den quadrierten komplexen Absolutbetrag erhalten wir

4 = (a® +5b%)(c* + 5d?).
Da a,b,c,d € Z ist dies nur moglich, falls b = d = 0. In diesem Fall erhalten wir 4 = a?c?
bzw. 2 = |ac|. Das ist nur moglich, falls entweder |a| = 1 oder ¢ = [1|. Ist 0BdA |a| = 1, so
gilt a + by/—5 = +1, was eine Einheit in Z[y/—5] ist. Somit ist 2 irreduzibel.

Wir zeigen nun, dass 2 € Z[v/—5| kein Primelement ist. In Z[v/—5] gilt
4= (1+V75) - (—1+vV75).

Nun teilt 2 die linke Seite und damit das Produkt auf der rechten, jedoch ist 2 kein Teiler von
+1+ /—5: Angenommen, 2(a + bi) = 2a + 2bi = +1 + /=5, so wire 2a = +1 und 2b = 1,
was fiir a,b € Z nicht moglich ist.



