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Ubungen zur Vorlesung
“Lineare Algebra II¢
Blatt 11

Abgabetermin: Donnerstag, 11.07.2024, bis 10.15 Uhr, Briefkdsten Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien (V, (-, -)v), (W, (-, -)w) endlichdimensionale euklidische Rdume und ¢ : V. — W linear.
Zeigen Sie:

(a) Ist B eine ONB von V und C' eine ONB von W, so gilt
M (™) = ME ()"

(b) Es gilt Kern(¢*!) = (Bild(p))*.

(c) Es gilt Bild(¢*) = (Kern(y))*.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins, I C R ein Ideal und 7y ~ ro < ry — 19 € I und
71 :=1r1 + I fir r1,79 € R. AuBerdem definieren wir zwei Rechenoperationen

+:R/I xR/I — R/I, T+5=r+s

und
-t R/I xR/I — R/I, T-S=T-3.

Zeigen Sie:
(a) Die Addition und Multiplikation (s. oben) auf R/I sind wohldefiniert.
(b) (R/I,+,") ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(c) Die Abbildung 7 : R — R/I mit r — T ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit
Kern(m) = 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(a) Seien I,J C R ldeale. Zeigen Sie, dass es sich bei folgenden Mengen wieder um Ideale
handelt:

i) I+J:={r+s|rel,secJ}.
(ii)) InJ.
(iii) I:= {a € R |es gibt ein n € N mit a" € I}.

(b) Zeigen Sie, dass R genau dann ein Korper ist, wenn R genau zwei verschiedene Ideale
besitzt.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass Z 4 1Z = {a+bi € C | a,b € Z} ein Hauptidealring ist.

(b) Es sei R ein Ring mit Eins sowie ein Hauptidealring und p € R\ {0}. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) p ist ein Primelement.

(ii) Der Restklassenring R/(p) ist ein Korper.

HinweEls: Sie diirfen das Lemma von Bézout benutzen: Sei R ein Hauptidealring. Sind a,b € R
und d € GGT(a,b), dann existieren u,v € R mit d = ua + vb.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Was versteht man unter der adjungierten Abbildung einer linearen Abbildung ¢ zwischen
euklidischen Vektorrdumen V und W?

(ii) Was versteht man unter dem kanonischen Isomorphismus ¥ : V. — V* eines euklidi-
schen Vektorraums V7

(iii) Wie erkennt man anhand einer Darstellungsmatrix, ob eine lineare Abbildung selbstad-
jungiert ist?

(iv) Formulieren Sie den Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen.
(v) Was versteht man unter einem Ideal?

(vi) Formulieren Sie den Homomorphiesatz fiir Ringe.



