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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Betrachten Sie den R* mit Standardskalarprodukt sowie
U= {x=(r1,29,23,24)" € R' | 21 + 22 + 23 + 24 =0} .

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U und ergénzen Sie diese zu einer Orthonormal-
basis von R*.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei A € M(m x n,R) eine Matrix und SR(A) den Spaltenraum von A. Zeigen Sie, dass

SR(A)* = Kern(A?) und Kern(A)+ = SR(AY),

wobei wir R” und R" mit dem Standardskalarprodukt versehen.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei @Q € O(2). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt @ € SO(2) genau dann, wenn ein eindeutiges « € [0, 27) existiert mit
cosa —sina
@= (sina cos > '
Aufler im Fall o = 0 oder a = 7 besitzt @ keine reellen Eigenwerte.

(b) Es gilt @ € O(2) \ SO(2) genau dann, wenn ein eindeutiges « € [0, 27) existiert mit

cosa  sina
@= <sina cosa) '
In diesem Fall besitzt @ die Eigenwerte +1 und es existiert eine ONB B von (R2, (-, ))
~ 1 0
& VB0 —
mit M5 (Q) = (0 _1>.

(c) Beschreiben Sie die Abbildung @ in (a) und (b) geometrisch.

HINWEIS: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ein Vektor v € R? mit [[v| = 1 eine Dar-
stellung der Form v = Z?Sg) besitzt, wobei a € [0,27) eindeutig ist. AuBerdem

diirfen sie aus der Analysis bekannte Formeln fiir Sinus und Cosinus nutzen, wie z.B.
die Additionstheoreme.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer R-Vektorraum und W, Wy, Wy C V' Untervek-
torrdume. Zeigen Sie:

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Was versteht man darunter, dass die orthogonale Projektion py(v) eine Bestapprozima-
tion von v mit Elementen aus U ist?

(ii) Wozu dient das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren?
(iii) Definieren Sie die Gramsche Determinante.
)
)

(iv) Was versteht man unter einer Isometrie?

(v) Definieren Sie die orthogonale Gruppe und die spezielle orthogonale Gruppe.



