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(Geben Sie auf jedem Lösungsblatt Ihren Namen und Ihre Übungsgruppe an.
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, in welchen der vorliegenden Fälle durch ⟨·, ·⟩ ein Skalarprodukt definiert
wird:

(i) V = R2 mit ⟨(x1, x2), (y1, y2)⟩ = x21y
2
1 − x22y

2
2.

(ii) V = {(x1, x2, . . . ) | xi ∈ R, xi ̸= 0 nur für endlich viele i} mit

⟨(x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . . )⟩ =
∞∑
i=1

xiyi.

(iii) V = R[t] mit ⟨a0 + a1t+ · · ·+ ant
n, b0 + b1t+ . . . bmtm⟩ =

∑min(m,n)
i=1 aibi.

(iv) V = R2 mit ⟨(x1, x2), (y1, y2)⟩ = x1y1 − x2y2.

(b) Seien n ≥ 2 und v = (v1, . . . , vn)
t ∈ Rn, sowie ∥v∥∞ := max1≤i≤n |vi|. Zeigen Sie, dass

∥ · ∥∞ die drei Normeigenschaften aus Satz 7.23 erfüllt, es jedoch kein Skalarprodukt ⟨·, ·⟩
auf Rn gibt mit ∥v∥∞ =

√
⟨v, v⟩.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer R-Vektorraum und (v1, . . . , vn) eine orthonor-
male Familie. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) (v1, . . . , vn) ist eine Basis von V .

(ii) Für alle v, w ∈ V gilt ⟨v, w⟩ =
∑n

j=1⟨v, vj⟩⟨vj , w⟩.

(iii) Für alle v ∈ V gilt ∥v∥2 =
∑n

j=1⟨v, vj⟩2.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei V = M(n× n,R) der R-Vektorraum aller (n× n)-Matrizen über R.

(a) Zeigen Sie, dass durch ⟨A,B⟩F = Spur(BtA) ein Skalarprodukt auf V definiert wird.

Es bezeichne nun ∥ · ∥F die von ⟨·, ·⟩F induzierte Norm auf V , sowie ∥ · ∥2 die durch das
Standard-Skalarprodukt induzierte Norm auf Rn. Zeigen Sie:

(b) Ist A = (aij)1≤i,j≤n ∈ V , so gilt ∥A∥F =
√∑n

i=1

∑n
j=1 a

2
ij .

(c) Für A,B ∈ V gilt ∥AB∥F ≤ ∥A∥F ∥B∥F .

(d) Für A ∈ V und x ∈ Rn gilt ∥Ax∥2 ≤ ∥A∥F ∥x∥2.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Es sei A ∈ M(n×n,R) positiv definit und X ∈ M(n× r,R) für r ≤ n mit Rang(X) = r.
Zeigen Sie, dass Rang(XtAX) = r.

(b) Beweisen Sie Satz 7.30 (ii): Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer R-Vektorraum
mit Skalarprodukt ⟨·, ·⟩. Ist U ⊂ V ein Untervektorraum mit Basis (v1, . . . , vr), so hat die
orthogonale Projektion auf U für v ∈ V die Form

pU (v) = (v1, . . . , vr)

⟨v1, v1⟩ . . . ⟨v1, vr⟩
...

...
⟨vr, v1⟩ . . . ⟨vr, vr⟩


−1⟨v1, v⟩

...
⟨vr, v⟩

 ,

wobei (v1, . . . , vr)x := v1x1 + · · ·+ vrxr für einen Vektor x = (x1, . . . , xr)
t ∈ Rr.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Definieren Sie den Begriff Skalarprodukt.

(ii) Was versteht man unter einer Orthonormalbasis? In welchen Räumen existiert eine
solche?

(iii) Definieren Sie die von einem Skalarprodukt abgeleitete Norm und nennen Sie ihre zen-
tralen Eigenschaften.

(iv) Formulieren Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(v) Was versteht man unter einer Projektion?
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