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Abgabetermin: Donnerstag, 20.06.2024, bis 10.15 Uhr, Briefkdsten Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, in welchen der vorliegenden Félle durch (-, -) ein Skalarprodukt definiert
wird:

(i) V =R? mit ((21,22), (y1,92)) = 27y} — 2393.
(ii) V ={(z1,22,...) | i € R,z; # 0 nur fiir endlich viele i} mit

<(l’1, L2, .. )7 (y17y2> e )> = szyz
=1

min(m,n)

(iii) V= R[t] mit <a0 +ait+ -+ apt™, bp + b1t + ... bmtm> = Zi:l a;b;.
(iv) V = R2 mit ((21,72), (y1,%2)) = 2191 — T2¥>.

(b) Seien n > 2 und v = (vq,...,v,)" € R", sowie ||v]|eo := maxi<i<y |v;|. Zeigen Sie, dass
|| - lloo die drei Normeigenschaften aus Satz 7.23 erfiillt, es jedoch kein Skalarprodukt (-, -)

auf R" gibt mit ||v||ec = /{(v,v).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer R-Vektorraum und (vi, ..., v,) eine orthonor-
male Familie. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen #quivalent sind:

(i) (v1,...,vy) ist eine Basis von V.
(i) Fiir alle v,w € V gilt (v, w) = > (v, v5)(vj, w).

(iii) Fiir alle v € V gilt ||v]|? = Z?Zl(v,vj>2.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei V.= M(n x n,R) der R-Vektorraum aller (n x n)-Matrizen iiber R.
(a) Zeigen Sie, dass durch (A, B)p = Spur(B‘A) ein Skalarprodukt auf V' definiert wird.

Es bezeichne nun || - ||¢ die von (-,-)r induzierte Norm auf V, sowie || - |2 die durch das
Standard-Skalarprodukt induzierte Norm auf R". Zeigen Sie:

(b) Ist A = (aij)i<ij<n €V, s0 gilt [|Allr = /300, 2072, @)

(c) Fir A,B €V gilt |AB|[r < |A|F|BllF.
(d) Fir A€V und = € R” gilt | Az||> < ||A]|p]j2 2.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
(a) Essei A € M(nxn,R) positiv definit und X € M(n x r,R) fiir r < n mit Rang(X) = r.
Zeigen Sie, dass Rang(X!AX) = r.

(b) Beweisen Sie Satz 7.30 (ii): Es sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer R-Vektorraum
mit Skalarprodukt (-, -). Ist U C V ein Untervektorraum mit Basis (v1,...,v,), so hat die
orthogonale Projektion auf U fiir v € V' die Form

(v1,v1) ... (v1,vp) (v1,v)
pU(v):(vlv"'7UT) ’
(Up,v1) .o (Up,0p) (Up, V)
wobei (v1,...,v.)T = vix1 + - - + v.2, fiir einen Vektor x = (z1,...,2,)' € R".

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Definieren Sie den Begriff Skalarprodukt.

(ii) Was versteht man unter einer Orthonormalbasis? In welchen Rdumen existiert eine
solche?

(iii) Definieren Sie die von einem Skalarprodukt abgeleitete Norm und nennen Sie ihre zen-
tralen Eigenschaften.

(iv) Formulieren Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(v) Was versteht man unter einer Projektion?



