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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Matrizen diagonalisierbar sind:
010
A:G j),B:(; f),c: 100
0 00
Fassen Sie dabei alle Matrizen iiber dem Korper der reellen Zahlen auf.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Betrachten Sie die Matrix

7 3 -9
A=|-2 -1 2 | e M(3x3R).
2 -1 —4

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist.

(b) Bestimmen Sie eine Basis beziiglich der A die Gestalt

A0 0
D=10 X 0
0 0 X3

besitzt und bestimmen Sie S mit D = SAS~ L.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € IN gilt A" = S~1D"S und geben Sie A™ explizit an.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Essein € Nund A € M(n x n;R) C M(n x n;C) eine symmetrische Matrix, d.h. A® = A.
Zeigen sie, dass A, aufgefasst als Element von M (n x n;C) ausschlieflich reelle Eigenwerte
besitzt.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Menge M C Endg (V') heifit simultan dia-
gonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert, sodass Mp(f) fiir alle f € M Diagonalgestalt
hat. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass eine Menge M C Endg (V) genau dann si-
multan diagonalisierbar ist, wenn die Elemente von M (separat) diagonalisierbar sind und
miteinander kommutieren (d.h. fog=go f fiir alle f,g € M).

(a) Beweisen Sie die Richtung =—.

Gehen Sie fiir die folgenden Aufgabenteile von den Voraussetzungen der Richtung <= aus
und beweisen Sie das Folgende:

(b) Fiir alle f,g € M und alle Eigenwerte A von f gilt g(Eig(f, A\)) C Eig(f, \).

(c) Seien f,g € M beliebig und Ai,...,\,, die Eigenwerte von f mit zugehérigen Ei-
genrdumen Vj := Eig(f, ), j =1,...,m. Dann gilt fiir jeden Eigenwert y von g

Eig(g, 1) = @D Eig(g, 1) N V.
j=1

(d) Seien f,g und V; wie in (c). Dann sind fiir jedes j = 1,...,m die Einschréinkungen
{olv; : Vi — Vg e M}
separat diagonalisierbar und kommutieren miteinander.

(e) Folgern Sie nun <= der urspriinglichen Aussage.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(i) Wie hingen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x, mit den Eigenwerten
von @ zusammen?

(ii) Definieren Sie die Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms.

(iii) Definieren Sie die geometrische Vielfachheit und die algebraische Vielfachheit eines Ei-
genwerts.

(iv) In welcher Relation stehen die geometrische und algebraische Vielfachheit eines Eigen-
werts zueinander?

(v) Nennen Sie ein dquivalentes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphis-
mus (.



