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1 Grundlagen

1.1 Mengen
Beispiel 1.1 (Zahlbereiche).

e N={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen

No ={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null

Z={0,1,-1,2,—-2,...} Menge der ganzen Zahlen

Q={.|p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen
e R Menge der reellen Zahlen (— Vorlesung Analysis)

e C Menge der komplexen Zahlen (— Vorlesung Funktionentheorie)

Wir méchten hier nicht formal den subtilen des Begriff der Menge ertrtern, das ist Ge-
genstand der Mengenlehre. Fiir unsere Zwecke besteht eine Menge M wie in Beispiel 1.1
aus unterschiedlichen Elementen; wir schreiben a € M (“a Element M?”), falls das Ele-
ment a in M enthalten ist, andernfalls gilt a ¢ M (“a nicht Element M”). () bezeichnet

die leere Menge, die dadurch ausgezeichnet ist, dass sie keine Elemente enthélt.

Notation 1.2 (Mengenangabe mit charakterisierender Eigenschaft).
M = {x € A|z hat Eigenschaft E'}

Beispiele. {z € N|3 <2 <7} ={4,5,6} und {x € Z| 2> = —1} = 0 (leere Menge).
Definition 1.3. Seien M und N Mengen.
M heif$t Teilmenge von N (M C N ), wenn gilt: a € M = a € N.

M heifit echte Teilmenge von N (M C N), falls M C N und M # N.

Beispiel 1.4. NC Ny CZCQCRCC.

Definition 1.5. Seien M, N Mengen. Wir definieren (“=" bedeutet “ist definiert als”)
M UN :={ala € M oder a € N} (Vereinigung)
MNN:={ala€ M und a € N} (Durchschnitt)
M\ N :={ala € M und a ¢ N} (Differenz “M ohne N”).

Lemma 1.6. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).



Fiir “=” miissen wir “C” und “D” beweisen. Wir zeigen eine Behauptung der Form
D C F, indem wir fiir beliebiges « € D folgern, dass auch x € E, also formal: x € D =
x € E (“=” bedeutet “daraus folgt”).

Beweis.

“C”: Seixe AN (BUCQ).
=xrxc€Aundx € BUC.
lLLFal: z€e Aundze B=2x€ ANBC (ANB)U(ANCQC)
22Fall z€e Aundze C =2 ANCC(ANB)U(ANC).

“57: Sei z € (AN B)U (AN C).
(x € Aund z € B) oder (z € A und z € C)
=z € Aund (x € B oder z € C)
=ze€ AN(BUCQO). ]

Bemerkung 1.7. Wir haben hier die Pfeile “=” verwendet, wenn von einer Aussage
auf eine andere geschlossen wurde. Im Folgenden wird “=” fiir eine Aquivalenzaussage

verwendet, d.h., wenn beide Richtungen, ‘=" und “<=7, gelten.
Lemma 1.8. Seien A, B Mengen. Dann sind dquivalent:
(i) AUB = B;
(ii)) AC B.
In Kurzschreibweise: Fs gilt AUB=B < AC B.
Beweis. Wir zeigen fiir die Aquivalenz “<” die beiden Richtungen “=" und “<”.
“=": (D.h. wir nehmen an, dass AU B = B gilt und miissen A C B beweisen.)
Seized =>zeAUBYB dh AcC B

“<”: (D.h. wir nehmen an, dass A C B gilt und miissen A U B = B beweisen, also
AUB C B sowie BC AUB.)
(i1)

Seix€e AUB = x € Aoder x € B = x € B, also haben wir AU B C B gezeigt.
B C AU B ist aber klar, womit B = AU B. O

Zusammenfassung 1.9 (Direkte Beweismethode). Die Aussage eines Satzes besteht

immer aus einer (oder mehreren) Implikationen
Aussage A = Aussage B
oder Aquivalenzen

Aussage A < Aussage B.



(Die Notation “=7 bedeutet “genau dann wenn” und entspricht den beiden Implikationen

Aussage A = Aussage B und Aussage B = Aussage A.) Die direkte Beweismethode
besteht darin, eine Implikation durch eine Abfolge von direkten Schliissen (Aussage A =
Aussage A1 = Aussage A2 = ...= Aussage B) zu beweisen.

Beispiel 1.10. Wir wollen zeigen:

xo 1st eine Ldsung von (x2 —pr+q)=0

[12 2
mozgi pz—q und %—QZO.

Anfingerfehler: Forme xog = 5§ £ 4/ % — q so lange um, bis die erste Aussage dasteht:

D
S Y
Zo D) 1 q
2
p)2 P
= - = = — —
(mo 2 1 1
2 p2
= — = _
xp p:co+4 1 ¢

Dies wdire als Beweis obiger Aussage falsch, weil die falsche Schlussrichtung gezeigt wird.

Richtig: xog Lisung von x> —pxr +q =0

= a;g—pa:o—sz—]f—q

= (moé)Q—]jq

= If—qZO und xo—gzi ]f—q

= Ifqzo und $o:§:l: ]fq O

1.2 Abbildungen

Definition 1.11. Seien M und N Mengen. Fine Abbildung f von M nach N ist eine

Vorschrift, die jedem Element m € M genau ein Element aus N zuordnet. Notation:

f:M—>N



Beispiel. f: R — R2 x— (22,2 +1).
Bemerkung 1.12. Seien M, M’ , N, N' Mengen.

(i) Zwei Abbildungen f : M — N und g : M’ — N’ sind gleich, wenn M = M’,
N = N'" und f(m) = g(m) fir alle m € M.

(ii) idpy : M — M, m — m, heifit Identitit (oder identische Abbildung) auf M.

(i4i) Fir A C M heift fia: A— N, aw f(a), die Einschrankung von f auf A.

Bemerkung 1.13. In obigem Beispiel haben wir die Notation (z%,x + 1) verwendet.
(m,n) heifit Tupel (geordnetes Paar). Formal: M x N = {(m,n)|m € M,n € N} heifit

kartesisches Produkt von M und N. Es gilt (m,n) = (m/,n’) genau dann, wenn m =m’

und n=n'.
Beispiel. R x R = {(a,b)|a € R,b € R} = R? (7eelle Ebene).

Analog definiert man R" =R x --- X R:={(a1,...,an)|a; R fir i =1,...,n}.
Definition 1.14. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung. f heifit

e injektiv, falls gilt: Fir alle my,mg € M folgt aus f(m1) = f(mg) stets m; = mo
& fiir alle my,mg € M folgt aus my # ma stets f(my) # f(ma);

o surjektiv, falls gilt: Fir jedes n € N existiert ein m € M mit f(m) = n;
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Beispiele 1.15.

(i) f:R =R, x> 22 ist nicht injektiv, denn f(2) = f(—2), aber 2 # —2. f ist auch

nicht surjektiv, denn es existiert kein x € R mit f(x) = —1.

(i) f:[0,00) = R, x + 22, ist injektiv, denn sind x1,z2 € [0,00) mit 2?2 = f(z1) =
f(z2) = 22, s0 folgt x1 = xo. Es gibt aber weiterhin kein x mit f(x) = —1, d.h. f

ist nicht surjektiv.

(iii) f :[0,00) — [0,00), x — 22, ist injektiv (wie oben) und auch surjektiv, denn fiir
alle y > 0 gilt f(\/y) = (\/@2 =y. Damit ist f auch bijektiv.

Definition 1.16. Seien L, M, N Mengen und f : L — M, g : M — N Abbildungen.
gof: L — N,1l — g(f(l)), heifit die Verkniipfung (oder Hintereinanderschaltung,
Verkettung, Komposition) von f und g.

Beispiel 1.17. Seien f : R = R, 2 +— 22 und g : R — R, = — x + 1. Dann ist
gof :R—=R, z+— g(f(x)) =22 +1.



Lemma 1.18. Seien L,M,N,O Mengen, f : L — M, g : M —- N, h: N — O
Abbildungen. Dann gilt:

ho(goef)=(hog)of,

d.h. die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis. Fiir z € L gilt

(ho(gof))(@)=h((go f)(2)) =h(g(f(2))) = (hog)(f(x)) = ((hog)of)(x)

Wir verwenden ab nun folgende Abkiirzung: “ V 7 bedeutet “fiir alle”.

Lemma und Definition 1.19. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(ii) Zu jedem n € N gibt es genau ein m € M mit f(m) = n.
(iii) Es gibt genau eine Abbildung g : N — M mit gof = idyr und fog = idy. In diesem
Fall bezeichnen wir die Abbildung g mit f~' und nennen f=! die Umkehrabbildung

(oder inverse Abbildung) zu f, d.h. es gelten f~1(f(m)) = m Vm € M und
f(f'(n))=nVneN.

Beweis. Statt (i) < (ii) und (ii) < (iii) zeigen wir (i) = (ii) = (iii) = (i).

(i) = (ii): Sei f bijektiv.

Zu zeigen: Zu jedem n € N existiert genau ein m € M mit f(m) = n.
e “existiert” folgt aus der Surjektivitat,

e “genau ein”: Seien my,mg € M mit f(mq) = f(m2) = n = my = ma wegen der
Injektivitét.

(ii) = (iii): Angenommen, zu jedem n € N existiert genau ein m € M mit f(m) = n.

Zu zeigen: Es existiert genau eine Umkehrabbildung g mit go f = idy; und fog = idy.
o “existiert”: Wir definieren

g: N — M,

n — das eindeutig bestimmte m mit f(m) = n.

Dann gilt einerseits fiir m € M: (go f)(m) = g(f(m)) = m, d.h. go f = idyy,
andererseits fiir n € N: (fog)(n) = f(g(n)) =n, d.h. fog=idy.



e “genau eine”: Seien g1,g2 : N = M mit fogy = fogs=idyund g1of = goo f =
idpr. Zu zeigen: g1 = go.
Nach Lemma 1.18 ist g1 o (f 0 g2) = (g1 © f) o g2. Damit gilt

gro(foge)=g1oidy = g1
|

(g1of)ogs=ridy o g2 = go, d.h. g1 = go.

(iii) = (i): Wir setzen (iii) voraus. Zu zeigen: f ist bijektiv.

e "injektiv”: Seien my, mg € M mit f(my) = f(ma).
FH(f(m) = f7H(f(m2))
(f~ o f)(ma) = (F7" o f)(m2)

|

idys

=
=

= mi = mo.

e "surjektiv’: Sein € N = idy(n) =n = (fofH)(n)=n = f(f1(n) =n.
Mit m = f~1(n) ist dann f(m) = n.

[Bemerkung: Wir haben hier fiir die Implikation (iii) = (i) nicht die Eindeutigkeit von

g verwendet und damit eine etwas stéirkere Aussage bewiesen.] O

Beispiel 1.20. f : [0,00) — [0,00), z +— 22, ist bijektiv (siehe oben). Die Umkehrabbil-
dung f~1 ist gegeben durch f=1[0,00) — [0,00), = — /7.

Definition 1.21. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung, A C M, B C N.
e f(A):={f(a)la € A} C N heifit Bild von A (unter f).
o f7YB):={me M| f(m) € B} C M heifit Urbild von B (unter f).

Bemerkung. Die Notation f(A) bzw. f~1(B) ist zwar diblich, aber nicht unbedingt
gliicklich, weil einerseits f dabei quasi zu einer Abbildung auf Teilmengen von M “er-
weitert” wird, andererseits eine Bezeichnungskollision mit der inversen Abbildung f~*
besteht. Das Urbild ist immer definiert, auch dann, wenn die Abbildung f nicht bijektiv
ist und die inverse Abbildung nicht existiert. Falls f aber invertierbar ist mit inverser

Abbildung f~1, dann gilt f~1({n}) ={f~t(n)}, n € N.



1.3 Aquivalenzrelationen

Mitunter ist es zweckméflg, Relationen zwischen zwei Elementen mq, mo einer Menge M

zu studieren. Notation: mi ~ mao.

Beispiel 1.22.
(i) M Menge der Freiburger Mathe-Studenten, my ~ mg <= my kennt ma.
(ii)) M =R, my ~mgy = mp < ma.

(iii) M =R?, z,y € M, wobei v = (v1,22), y = (y1,y2). T~y = 23 + 23 =12 + 3.
Man kann eine Relation beschreiben durch ihren Graphen R C M x M, wobei

(mi,mz) € R & my ~ ma. (1.1)

Entsprechend kann man eine Relation defnieren durch eine Teilmenge R von M x M
und das Zeichen ~ durch (1.1).

Definition 1.23. Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, wenn

fiir beliebige my1, mo, ms € M gilt:

(i) my ~my (Reflexivitdt)
(i) m1 ~ ma = mg ~ my (Symmetrie)
(iii) my1 ~ mg und mg ~ mg = my ~ m3 (Transitivitdt).

Die Relation aus Beispiel 1.22 (iii) definiert eine Aquivalenzrelation, (i) und (ii) jedoch
nicht.

Definition 1.24. Ist eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gegeben, so heifit

eine Teilmenge A C M Aquivalenzklasse (beziiglich ~ ), falls gilt:

« AHD;
e mneEA=mm~n;
emcA neM,m~n=ncA.

Lemma 1.25. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so gehort jedes Ele-
ment a € M zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei beliebige A qui-
valenzklassen A, A’ entweder A = A" oder AN A" = (.



Beweis. Fiir a € M sei A C M definiert als A := {m € M|m ~ a}. Wir zeigen, dass A
eine Aquivalenzklasse ist, die a enthélt. Wegen a ~ a ist a € A = A # (). Sind m,n € A,
also m ~ a und n ~ a, so folgt m ~ n nach Definition 1.23 (ii) und (iii). Ist m € A,
n € M und m ~ n, so ist wegen m ~ a auch n ~ a nach Definition 1.23 (ii) und (iii).

Aber dann gilt n € A. Damit ist A eine Aquivalenzklasse, die a enthélt.

Es bleibt der Nachweis, dass fiir zwei beliebige Aquivalenzklassen A, A’ entweder A =
A" oder AN A" = () gilt. Angenommen, AN A" # Q) und a € AN A'. Ist m € A, so ist
m ~ a und wegen a € A" auch m € A’ = A C A’. Genauso zeigt man A" C A, woraus
A = A’ folgt. O

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M liefert also eine Zerlegung von M in
disjunkte Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen kann man nun als Elemente einer

neuen Menge auffassen.

Definition 1.26. Sei M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation darauf. Die Menge der

Aquivalenzklassen (beziiglich ~) heifit Quotientenmenge von M nach der Aquivalenz-

relation ~ und wird mit M/~ bezeichnel.

Indem man jedem Element a € M diejenige Aquivalenzklasse A, zuordnet, in der es
enthalten ist, erhélt man eine kanonische Abbildung M — M/~ a +— A,. Das Urbild
der einelementigen Menge {A} fiir ein Element A aus M/~ ist wieder A, aber diesmal

aufgefasst als Teilmenge von M. Jedes a € A heiBit Reprisentant der Aquivalenzklasse A.

Beispiel 1.27. Wir betrachten noch einmal R? mit der Aquivalenzrelation ~ aus Bei-
spiel 1.22 (iii). Die Aquivalenzklassen sind konzentrische Kreislinien um (0,0) (die
Aquivalenzklasse {(0,0)} wird dabei als Kreislinie mit Radius Null aufgefasst).

2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Definition 2.1. Sei M eine Menge. Fine (innere) Verknipfung auf M ist eine Abbildung
x: M x M — M, (a,b) — ax*b.

Beispiele 2.2.

+:RxR—R, (a,b) —a+b,
- RxR—=R, (a,b) —a-b.



Definition 2.3. FEine Gruppe (G, x) besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung
x: G xG— G, (a,b) — axb, mit folgenden FEigenschaften:

(i) Die Verkniipfung * ist assoziativ, d.h. a * (b*c) = (a*b) x ¢ fir alle a,b,c € G.

(ii) Es existiert ein neutrales Element e € G, d.h. ein Element e € G mit exa = axe = a
fiir alle a € G.

(11i) Fiir jedes a € G existiert ein inverses Element o', d.h. ein Element o’ € G mit

adxa=axd =e.
Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), wenn fir alle a,b € G gilt a xb = bx* a.
Lemma 2.4. Sei (G, ) eine Gruppe. Dann gilt:
(i) Es gibt genau ein neutrales Element in G.
(ii) Fiir jedes a € G gibt es ein eindeutig bestimmtes inverses Element.

Beweis. (i) Die Existenz folgt aus der Definition der Gruppe. Eindeutigkeit: Sind e und

¢ neutrale Elemente von G, dann folgt e = e * € = € aus Definition 2.3 (ii).

(ii) Die Existenz folgt aus der Definition der Gruppe. Eindeutigkeit: Seien b € G und
b € G inverse Elemente zu a € G. Dann gilt

2.3(4) B(idi) 7 2.3(1)

P oy L (bxa)*b 2.3(ii5) ~  2.3(id)

bx(axb) ="bxe = b O

Bemerkung 2.5 (Quantoren). Vor allem in Beweisen, aber oft auch in Formulierungen

von Aussagen, verwendet man die Quantoren ¥ (“fir alle”), 3 (“es existiert”), 3! (“es

gibt genau ein”) - haufig in Verbindung mit einem “:”.

Beispielsweise:
e Assoziativitit Gruppe: Va,b,c € G: ax (bxc) = (a*b) xc
e inverses Element: Va € G 3'ad’ € G mit @’ xa =a*ad =e.
Beispiele 2.6.

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe:
— Assoziativgesetz: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ Va,b,c e R
— neutrales Element: e =0, denna+0=0+a=aVa€eR
— inverses Element: a + (—a) = (—a) +a=0Va € R

— Kommutativgesetz: a +b=b+a Va,b € R.



(ii) (R\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe
— Assoziativgesetz: a - (b-¢) = (a-b) - ¢ Va,b,c € R\ {0}

neutrales Element: e =1, denna-1=1-a=aVa € R\ {0}

inverses Element: a-a ' =a"'-a=1VaecR\ {0}

— Kommutativgesetz: a-b=15b-a Ya,b e R\ {0}.
Lemma 2.7. (R,-) ist keine Gruppe.

Beweis. Angenommen, (R,-) sei eine Gruppe. Dann wire 1 das neutrale Element, da
a-1=1-a=aVa € R. Sei nun n’ das inverse Element zu 0, dann folgt n’ - 0 =
0-n' = 1. Das ist aber falsch, d.h. wir erhalten einen Widerspruch. Deshalb ist (R, )
keine Gruppe. O

Bemerkung 2.8 (Widerspruchsbeweis). Wir haben hier einen Widerspruchsbeweis ge-

fithrt. Dabei nehmen wir an, dass eine zu beweisende Aussage falsch ist und zeigen, dass
das zu einem Widerspruch fihrt. Hat man den Widerspruch hergeleitet, verwendet man

héiufig das Symbol 4.

Bemerkung 2.9 (Negation von Aussagen mit Quantoren). Aussagen mit Quantoren

sind manchmal von der Form
Vo Jy : Aussage A(z,y) gilt.
Die Negation dieser Aussage ist:
Jx Yy : Aussage A(x,y) gilt nicht.

Beispiel (inverses Element bei der Gruppe). Sei G eine Menge und x : G x G — G eine
Verkniipfung mit neutralem Element e € G. (iii) aus Definition 2.3 bedeutet

YVacG3d €eG: dxa=ce

Die Negation ist
JaeGVd €G: dxa#e.

Genau das haben wir in Lemma 2.7 fir (G, ) = (R, -) gezeigt.

Analog ist die Negation von
Jx Vy : Aussage A(z,y) gilt.

Vo Jy : Aussage A(z,y) gilt nicht.
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Lemma 2.10 (Kiirzungsregel). Sei (G,x) eine Gruppe, a,b,c € G. Gilt axb = a * ¢

oder bxa = c*a, so folgt b= c.

Beweis. Gelte axb=a * c.

= a' *(axb)=a *(axc)
= (@' *a)xb=(a"*a)*c
=e
= b=rc
Die Aussage fiir b * a = ¢ * a folgt analog. O

Lemma und Definition 2.11 (Symmetrische Gruppe). Sei M eine Menge und
S(M):={f: M — M| f ist bijektiv}.

(i) Dann gilt: (S(M),o) ist eine Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe.

(ii) Ist M = {1,...,n}, so heifst

symmetrische Gruppe auf n Ziffern. Die Elemente von S, heiflen Permutationen
und werden mit ™ bezeichnet (d.h. w:{1,...,n} = {1,...,n}).

Beweis von (i). Die Verkniipfung o ist als Abbildung von S(M) x S(M) nach S(M)
wohldefiniert, denn die Komposition bijektiver Abbildungen ist wieder bijektiv. Zudem
gilt fiir f, g, h € S(M) das Assoziativgesetz fo(goh) = (fog)oh nach Lemma 1.18; wegen
idypo f = foidy = fVfeS(M) ist idy neutrales Element und fiir jedes f € S(M)
ist die zugehorige Umkehrabbildung f~! inverses Element: fo f~' = f~lo f =idy;. O

Bemerkung 2.12. (i) Die Gruppe (S(M);o) ist in der Regel nicht abelsch, da die
Verkniipfung f o g nicht kommutativ ist.

(ii) Der Begriff “wohldefiniert” wird bei der Definition einer Abbildung f : M — N
verwendet und bedeutet, dass die Zuordnung m — f(m) eindeutig ist und alle

Funktionswerte f(m) im Wertebereich N der Abbildung liegen.

(i1i) Die Elemente m € Sy, kann man in der Form

schreiben (Permutationsschreibweise).
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Beispiele.

Es gilt

/N
[ —
N NW N
— N W
~
(o]
/
w
_ NN W N
N W o= W
~—

w
N——

o
VN
[E— [
W N NN

d.h. (Ss3,0) ist nicht abelsch.

Bemerkung 2.13 (Zyklenschreibweise von S,,).

Setzem! =qo---omundn I =7 o on ! Seimec {1,...,n} fest. Es gilt
S——— —
Jj—mal j—mal

{ﬂ'(m),ﬂ'Q(m),W?’(m), . pc{L,...n}
= 3i,4,i # j, mit 7°(m) = 7/ (m). Sei OF (“ohne Einschrinkung”) i > j.

= 1 (x'(m)) =77 (x (m)) = m
%/‘—/
=77 (m)
Sei nun k € N die kleineste natiirliche Zahl mit 7% (m) = m. Wir stellen die Elemente

m,w(m),..., 7Y (m) in einem Zyklus dar:
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Die Elemente in einem Zyklus sind alle unterschiedlich (sonst wire obiges k nicht das
Eleinste k € N mit 7¢(m) = m).

1 23 456 7
m =
541 2 6 3 7

=(156 3)(2 4)(7)

Beispiel:

Die Elemente, die auf sich selbst abgebildet werden, ldsst man dann noch weg und erhdlt
m=(15 6 3)(2 4).

Konvention: id = ().

Beispiel.

2 3

1 3)°

2 3 1 2 3
1 2/'\3 21

13 2)(1 3)}

3 1
2 )7\ 2
3 1
1)\ 3
3),(

Wir zeigen noch (mithilfe eines Widerspruchsbeweises), dass die Zyklen disjunkt sind:

={().(2 3)(1 2)(1 2

Angenommen, die Zyklen sind nicht disjunkt.

= 3m ¢ {m,..., 7" 1(m)} und 3i,j € N mit 7 (m) = 7 (m).

= 7 ' (7'(m)) = 7~ (m). = m ist Element des Zyklus’ von m. 4
—_———

—m
Der letzte Schluss gilt auch, wenn j—i < 0ist, da 7~!(m) = 71 (m) (mit 71 (m), 7=2(m),

... durchlduft man den Zyklus riickwirts).

Definition 2.14 (Gruppenhomomorphismus). Seien (G, x), (H,®) Gruppen. Eine Ab-
bildung ¢ : G — H heif$t Gruppenhomomorphismus, wenn fir alle a,b € G gilt

plaxb) = p(a) ® @(b).

Ein Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Wir verwenden nachfolgend die Bezeichnung R~ := {z € R|z > 0} = (0, 00).

Beispiele 2.15. (i) ¢ : Z — Z, a — 2a, ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+)
nach (Z,4+), denn p(a +b) = 2(a+b) = 2a + 2b = p(a) + ¢(b) Va,b € Z. ¢ ist
aber kein Gruppenisomorphismus, denn ¢ ist nicht surjektiv (1 & o(Z)).
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(ii)) ¢ : Z — 7, a— a+ 1, ist kein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (Z,+),
denn ¢(2) =3 # p(1) + ¢(1) = 4.

(iii) ¢ : R — Rsg, © — €%, ist ein Gruppenisomorphismus von (R,+) nach (Rso,-).
Denn einerseits gilt ¢p(x +y) = e* Y = e¥-e¥ = ¢(z) - d(y) Vz,y € R, andererseits
ist p : R — Ry g bijektiv.

Lemma und Definition 2.16. Seien (G,x*) und (H,®) Gruppen mit neutralen Ele-
menten eq € G bzw. eg € H sowie p : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann

gilt:
(i) ¢(ec) = en.
(ii) Fiir alle a € G ist p(a') = ¢(a)’.

1

(iii) Ist ¢ ein Gruppenisomorphismus, dann ist auch ¢~ : H — G ein Gruppeniso-

morphismus.

(G,*) und (H,®) heiffen isomorph ((G,*) = (H,®)), wenn es einen Gruppenisomor-
phismus ¢ : G — H gibt.

Lemma 2.10
= e = pleq).

Beweis. (i) eg®p(eq) = ¢leq) = pleg*xeq) = pleq) ® p(eq)
(i) Es gilt p(a) ® p(a') = pla*xd') = ¢(eq) @ e, analog p(a’) ® p(a) = ey.

/

= p(a') = p(a)".

(iii) ¢ ist bijektiv, d.h. =1 existiert und ist ebenfalls bijektiv. Zu zeigen: ! ist Grup-
penhomomorphismus.
Seien ¢,d € H. Dann gilt
e ewd) = (ol @) @ p(v ()
=p ! ((p((p_l(c) * go_l(d))) (da ¢ Gruppenhomomorphismus ist)
=9 He)x o (). O

Bemerkung. Insbesondere gilt (R,+) = (R0, ) nach Beispiel 2.15 (iii).
Definition 2.17 (Untergruppe). Sei (G,x*) eine Gruppe und G' C G eine nichtleere
Teilmenge. (G',*) heifit Untergruppe von (G,x*), wenn (G',*) selbst eine Gruppe ist.

In jeder Gruppe (G, x*) bildet die einelementige Teilmenge, die nur aus dem neutra-
len Element besteht, mit * eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale Untergruppe.

Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von sich selber.

Bemerkung 2.18. Ist (G, x) eine Gruppe und G' C G eine nichtleere Teilmenge, so
ist (G',*) genau dann eine Untergruppe von (G,x*), wenn fiir beliebige a,b € G' auch
axb € G sowie a' € G' gilt (Ubungsblatt 4, Aufgabe 1 (i)).
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2.2 Ringe und Korper

Kurze Ubersicht. Ringe und Kérper sind Mengen mit zwei Verkniipfungen — einer
Addition mit Gruppenstruktur und einer Multiplikation. Dabei gibt es im Ring bei der
Multiplikation nicht zwangslidufig ein inverses Element der Multiplikation (wie in Z, wo
371 =1/3 ¢ Z), wihrend beim Korper (K \ {0},-), d.h. die Menge K ohne das neutrale

Element 0 der Addition zusammen mit der Multiplikation, auch eine Gruppe ist.

Definition 2.19 (Ring). Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-) bestehend aus einer Menge R

und zwei Verkniipfungen 4+ und -,

+:RxR—R, (a,b) —»a+b “Addition”
-:RXxR—= R, (a,b) —»a-b “Multiplikation”,

welche den folgenden drei Bedingungen gentigen:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 =

Op bezeichnet. Das inverse Element der Addition zu a wird mit —a bezeichnet.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. fir alle a,b,c € R gilt

(a-b)-c=a-(b-c).

(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fir alle a,b,c € R gelten

a-(b+c)=a-b+a-c und
(b+c)-a=b-a+c-a.

Ein Ring heifst kommutativ, wenn a-b = b-a fir alle a,b € R. Ein Ring mit Einselement

st ein Ring, in dem ein Element 1 = 1 existiert mit lg-a =a-1g = a fiir alle a € R.
Ohne Klammerung gilt die Konvention “” vor “+”.

Bemerkung. Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Verkniipfungen gemeint sind,
werden diese bei der Angabe von Gruppen oder Ringen oft weggelassen. Man schreibt

dann bspw. kurz “Sei R ein Ring.” statt “Sei (R,+,-) ein Ring.”.
Lemma 2.20. Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gilt:
(i) 0-a=a-0=0 fir alle a € R und

(ii) a-(=b) = —a-b=(—a)-b fir alle a,b € R.
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Beweis. (i) Da 0 das neutrale Element der Ringaddition ist, gilt

0-a+0=0-a=(0+0-a " 270.a40.q 2210 g_q.q

(ii) Da —a das Inverse der Ringaddition zu a ist, gilt

0 Lemma:2.20(i) 0-b=(a+(—a))-b 2.19:(iii) a-b+(—a)-b = —a-b=(—a)-b.

Analog zeigt man —a -b=a- (-b). O

Beispiel 2.21. (Z, +, ) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Ebenso sind (Q, +, )
und (R, +, -) kommutative Ringe mit Finselement. In Q\ {0} und R\{0} gibt es dariiber-

hinaus auch jeweils das inverse Element der Multiplikation (— Korper (s.u.)).

Restklassenringe. Wir wollen jetzt noch ein weiteres Beispiel diskutieren: Sei m € N
beliebig. Zu jedem a € Z gibt es dann bekanntlich eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢

und 7 mit

a=qgm+7r und 0<r<m (Ubungsblatt 4, Aufgabe 3).
Setze ry,(a) :=r (Rest von a bei Division durch m). Sei F,, :={0,1,2,...,m —1}. Wir

definieren eine Addition +,, sowie eine Multiplikation -, auf F, durch

a+mb:=rpa+b) (2.1)
a-mb:=rp(a-b). (2.2)

Lemma 2.22. (i) Es gelten folgende Rechenregeln. Fir a,b € F, ist

rm(a+0b) = rp(rm(a) +b) = rp(a+ 1y (b)) = rp(rm(a) + rm (b))
rm(a-b) = ry(rm(a) - b) = rp(a-rp (b)) = rp(rm(a) - rm(b)).

(1i) (Fm,+m, m) ist ein kommutativer Ring mit Finselement. Er wird als Restklassen-

ring modulo m bezeichnet.

Beweis. Ubungsblatt 4, Aufgabe 2. O

Definition 2.23. Sei (R,+,-) ein Ring. Er heifit nullteilerfrei, wenn fir alle a,b € R
gilt: Aus a-b=0g folgt a = 0gr oder b = Op.

Satz 2.24. Seim € N, m > 1. Dann sind dquivalent:

(i) (B, +m, m) ist nullteilerfrei.

(i) m ist eine Primzahl.
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Beweis. (i) = (ii): Wir zeigen die Umkehrung —(ii) = —(i) (dies ist dquivalent zur Im-

plikation (i) = (ii) — ein sogenannter indirekter Beweis). Sei m keine Primzahl. Dann

gibt es a,b € Nmit 1 < a, b <m und m = a-b. Es folgt a -, b = ri(a-b) = rp(m) =0,
d.h. F,, ist nicht nullteilerfrei.

(ii) = (i): Seien m eine Primzahl und a,b € F,, mit @ -, b = 0. Zz: a = 0 oder b = 0.

m Primzahl
=

Wegen @+, b =1, (a-b) =0 gibt es ein ¢ € Z mit a-b=q-m. m teilt a oder

m teilt b. a’b:<>m a =0 oder b =0. O

Definition 2.25 (Koérper). Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K,+,-) mit Eins-
element, in dem zusdtzlich gilt: (K \ {Ox},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 1x. Damit besitzt jedes von Ok veschiedene Element a € K ein Inverses bzgl.

ﬁ(‘ 2

der Verkniipfung “7”, welches wir mit a=' (oder auch 1/a) bezeichnen.

Bemerkung. Per definitionem gilt O # 1.
Beispiele 2.26. (i) (Q,+,-) und (R,+,-) sind Kérper.

(ii) (Z,+,-) ist kein Korper, da es zu a & {—1,1} kein inverses Element der Multipli-
kation gibt.

Satz 2.27. Sei K ein Korper. Dann ist K nullteilerfres.

Beweis (durch Widerspruch). Angenommen, K ist nicht nullteilerfrei.

Dann gibt es a,b € K mit a #0, b# 0 und a - b = 0.

= Ja 'mita-a'=1und 3o mit b-b~1 = 1.

= @-bogml o pml ORI 1yl — 1 =1

~~ '
=0
O

Satz 2.28. Sei (Fy,, +m, 'm) wie oben der Restklassenring modulo m. F,, ist genau dann

ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis.

Satz 2.27

“=": Sei F,, ein Korper. = =" F,, ist nullteilerfrei. S

atz 2.24 . ) )
=""" m ist eine Primzahl.

“<”: Sei nun m eine Primzahl.

Lemma 2.22
und Satz 2.24

= F,, ist nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement.
Zz: F,, ist ein Korper. Dafiir fehlt nur die Existenz des Inversen a=! zu a # 0.

Sei nun a € F,,, \ {0}. Betrachte die Abbildung

F,, — F,

T T a.
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Die Abbildung ist injektiv, da aus x -, a = y -, a folgt, dass (z —y) - @ = 0 (nach
dem Distributivgesetz und Lemma 2.20 (ii)) und somit wegen der Nullteilerfreiheit
x—y = 0, dh. z = y. Damit sind die Elemente 0 -, a,...,(m — 1) -, a alle
verschieden. Da F),, nur m Elemente enthélt, ist die Abbildung folglich surjektiv

und es existiert insbesondere ein xz € F},, mit x -, a = 1.
O

Bemerkung 2.29. In unserem Beispiel besteht F,, aus den Zahlen {0,1,...,m — 1}
und +p, sowie -, sind Verkniipfungen darauf. Der sogenannte Restklassenring F, wird
aber hiufig anders eingefihrt. Und zwar definiert man auf Z die Aquivalenzrelation ~y,
durch

T o Y () = T (y).

Die m-elementige Quotientenmenge 7/ ~,, wird mit Z/mZ bezeichnet; ihre Elemente
— die Aquivalenzklassen — sind Teilmengen ganzer Zahlen, die jeweils bei Division mit
m denselben Rest besitzen. D.h. zwei Zahlen x,y € 7Z liegen genaw dann in derselben
Aquivalenzklasse, wenn ihre Differenz x —y durch m teilbar ist. Auf der Quotientenmen-
ge L/ ~p, definiert man nun die Verkniipfungen + und - von Aquivalenzklassen mithilfe
ihrer Reprdisentanten durch +,, aus (2.1) und -, aus (2.2) (wobei hier die Wohldefi-
niertheit zu prifen ist!) — Ubungsblatt 4, Aufgabe 2. Da aber die m Elemente von Fy,
gerade Reprdsentanten der m verschiedenen Aquivalenzklassen von L]~ sind, gelten
alle obigen Ergebnisse fiir F,, entsprechend dann auch fir Z/mZ. Fir eine Primzahl p
ist Z/pZ nach Satz 2.28 ein Kérper und heifft Primkdrper der Charakteristik p.

2.2.1 Der Korper C der komplexen Zahlen

In R kann man Wurzeln aus allen positiven Zahlen ziehen, nicht jedoch aus negativen.

Das bringt die Idee auf, die reellen Zahlen zu erweitern.

Definition 2.30. Die komplexen Zahlen sind definiert als C = R? mit den Verkniipfungen

(a,b) + (¢,d) == (a+¢c,b+d) und (2.3)
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (2.4)

fiir alle a,b,c,d € R.
Satz 2.31. C bildet mit der Addition (2.3) und der Multiplikation (2.4) einen Kérper.

Beweis. Dass (C,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0) ist, ist klar. Dass
C\{(0,0)} eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation ist, wurde auf Ubungsblatt

3, Aufgabe 1c) gezeigt. Die Distributivgesetze rechnet man unmittelbar nach. O
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Das neutrale Element der Addition ist Oc = (0,0), das neutrale Element der Multipli-
kation 1c = (1,0). Fiir (a,b) ist das additive Inverse —(a, b) = (—a, —b), fiir (a,b) # Oc

das multiplikative Inverse

1 a —b
(a,0) _<a2+b2’a2+b2)‘

Die Abbildung R — C, a + (a,0), definiert einen Korperhomomorphismus (Ubungs-
blatt 4, Aufgabe 4). Wir koénnen folglich R mit komplexen Zahlen identifizieren, deren
zweite Komponente gleich Null ist. Definieren wir schliefllich i = (0,1) (die sogenannte
imaginére Einheit), erhalten wir die Darstellung (a,b) = (a,0) +b- (0,1) = a + bi fiir
alle a,b € R. Insbesondere kénnen wir damit 0 und 1 fiir Oc und 1¢ schreiben. Fiir die
imaginiire Einheit 4 gilt i2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1¢c = —1, d.h. —1 besitzt nun

eine Wurzel in C.

2.2.2 Der Polynomring R[t]

Sei R ein Ring und t eine sogenannte Unbestimmte. Unter einem Polynom iiber R in

der Unbestimmten ¢ versteht man einen Ausdruck der Form
Pit)=ay+ai-t+---+a, t"

mit ag,...,a, € Rund n € Ny. Dabei kann als Unbestimmte ¢ all das eingesetzt werden,
fiir was die rechte Seite sinnvoll ist (insbesondere miissen Vielfache und Potenzen defi-
niert sein). ag, ay, . . . , a, heiflen Koeffizienten des Polynoms. Die Menge dieser Polynome
wird mit R[t] bezeichnet. Oft ldsst man bei einem Polynom die Angabe der Unbestimm-
ten weg und schreibt kurz P. Sind alle Koeffizienten des Polynoms gleich Null, nennt

man es Nullpolynom (P = 0). Der Grad des Polynoms P wird definiert als

00 falls P =0,
deg(P) :=
max{v € Ng|a, # 0}  sonst,

wobei die Festlegung fiir den Grad des Nullpolynoms in der Literatur nicht einheitlich
ist. Natiirlich kann man fiir die Unbestimmte ¢ ein Element von R selbst einsetzen. Ist
A € R, soist auch P(\) = ap+aj-A+---+a,- A" € R. Damit erhélt man eine Abbildung

P: R—>R
A= P(A).

Warum man zwischen P und P so penibel unterscheidet, demonstriert folgendes Beispiel.

Beispiel 2.32. Sei Fy = {0,1} der Restklassenring modulo 2 und P(t) = 1-pt-+m 1 t2.
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Dann gelten

P(0) = 047 0, 0 22X 0 0 = 0,

Ply=1+p1p1=14,1=0.

Damit ist zwar P die Nullabbildung, d.h. P(x) = 0 Ya € Fy, aber P ist nicht das
Nullpolynom, d.h. P # 0.

Auf R[t] kann man nun zwei Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikation,
einfiihren. Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir auch fiir die Polynomring-

Addition und -Multiplikation die Zeichen + und -. Seien
Pt)=ap+ay-t+ - +ap-t" und Q(t)=byp+by-t+--++bpy - t"

zwei Elemente aus R[t]. Ohne Einschrinkung gelte fiir die nachfolgenden Definitionen
m = n (andernfalls ergénzen wir by, 41 =---=b, =0fallsm <nund ap41 =...a;, =0

falls m > n). Wir definieren

P(t) + Q(t) := (a0 +bo) + (a1 +b1) -t + - + (an + by) - t"
P()-Q(t):=co+cr-t+ - +cmpn "7 mit = > a;i-b;
1,j€{0,...,n}:
itj=k

Satz und Definition 2.33. Sei R ein Ring. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) (R[t],+,) ist ein Ring; er heifit Polynomring iber R.

(ii) Ist R kommutativ, so auch R[t].

(i1i) Ist R nullteilerfrei, so gilt deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q).
(Hier gilt die Konvention n+ oo =00+ m = 00+ 00 = oo Vm,n € Ny.)

Beweis. Ubungsblatt 5, Aufgabe 1. O

In Analogie zur Division mit Rest bei ganzen Zahlen verfiahrt man beim Polynomring

K|t] iiber einem Korper K.

Satz 2.34. Seien K ein Kérper und K|t| der Polynomring iber K. Dann gibt es zu
P,Q € K|t] eindeutig bestimmte Polynome q,r € K|t| mit folgenden Eigenschaften:

(i) P=Q - q+r sowie

(11) deg(r) < deg(Q), falls r # 0.
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien ¢,r, ¢, € K[t] mit

P=Q qg+r unddeg(r) < deg(Q), falls r # 0
P=Q ¢ +r" unddeg(r') < deg(Q), falls r’ # 0.

Dann gilt nach Lemma 2.20 (ii) und dem Distributivgesetz @ - (¢+ (—¢')) = (v’ + (—r)).
Sind r # 0 und 7’ # 0, folgt

deg(r' + (—r)) < max (deg(r), deg(—r")) < deg(Q) falls r # r'.
Aber g + (—¢') # 0 impliziert

deg(r' + (=) = deg(Q - (¢ + (—=¢'))) = deg(Q) + deg(q + (—¢')) > deg(Q),

was nicht sein kann, womit ¢ + (—¢’) = 0 und damit »' + (—r) = 0.

Sind » = 0 und ' # 0, ist einerseits deg(r’) < deg(Q), andererseits folgt wie oben
deg(r') > deg(Q), was unmdoglich ist, womit auch 7 = 0. Aber mit r = ' = 0 folgt aus
00 = deg(Q - (q+ (=¢)) = deg(Q) - deg(q + (—¢)) auch ¢ —¢' = 0.

Existenz: Existiert ein ¢ € K[t] mit P = @ - ¢, folgt die Aussage mit » = 0. Andernfalls
gilt P+ (—@Q - p) # 0 fiir alle Polynome p € K|[t], insbesondere deg(P + (—@Q - p)) > 0.
Wir wihlen nun ein ¢ € K[t] mit der Eigenschaft

deg(P+ (—Q - q)) < deg(P+ (—Q-p)) fiir alle p € K[t].

Mit r := P+ (—Q - ¢) gilt dann (i). Zu zeigen bleibt hierfiir (ii), was wir nachfolgend
durch Widerspruch beweisen. Angenommen, deg(r) > deg(Q). Ist

Q=by+by-t+-+by-t™ und r=co+ci-t+--+cp-th

mit b, # 0 und ¢ # 0 fiir £ > m, definieren wir p := q + l% -tF=™_ Aber dann folgt

r+<—Q~ [%t’ﬁ—m}) :P+(—Q-q+Q- [%-tk_m])zp+(—Q~p).

Darund Q-[* -t#=] denselben hochsten (von Null verschiedenen) Koeffizienten haben,

ergibt sich weiter
deg(r + ( -Q- [bci : tk_mD) < deg(r),
also deg(P + (—Q - p)) < deg(r). 4 O
Nach diesen Uberlegungen kommen wir nun zu einer wesentlichen Frage — némlich der

nach der Existenz von Nullstellen.
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Das niichste Lemma zeigt, dass man bei einem Polynom den Linearfaktor (¢ — \)

abspalten kann, wenn A eine Nullstelle ist.
Lemma 2.35. Ist A € K eine Nullstelle von P € K[t], P # 0, so existiert ein eindeutiges
Polynom Q € K|[t] mit

P=(t—)X)-Q und deg(Q)=deg(P)—1.

Beweis. Nach Satz 2.34 gibt es eindeutig bestimmte Q,r € K[t] mit P =(t —\)-Q +r
und deg(r) < deg(t — X\) =1 falls r # 0. Damit ist 7 = ap mit ap € K. Wegen P(\) =0
folgt

0= P(\) = (A=) Q) + a0 = ao,

dh.r=0und P = (t—\)-Q ist gezeigt. deg(Q) = deg(P) — 1 folgt dann aus

deg(P) = deg((t — A) - Q) = deg(t — \) + deg(Q) = 1 + deg(Q). O

Korollar 2.36. Seien K ein Kérper, P € K|[t] ein Polynom und k die Anzahl der
Nullstellen von P. Ist P # 0, so gilt k < deg(P).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach dem Grad des

Polynoms.

Induktionsanfang: Ist deg(P) = 0, so ist P = ag # 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat
aber keine Nullstelle, also ist die Behauptung korrekt.

Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir Polynome @ € K[t] mit deg(Q) <n—1,n € N,
bereits bewiesen. Sei P € K[t] mit deg(P) = n. Besitzt P keine Nullstelle, so ist die
Behauptung richtig. Ist andernfalls A € K Nullstelle von P, so existiert nach Lemma
2.35Q € K[t mit P = (t—\)-Q und deg(Q) = n—1. Alle von X verschiedenen Nullstellen
von P miissen folglich auch welche von @) sein. Nach Induktionsannahme besitzt @) aber
hochstens n — 1 Nullstellen, womit k < (n — 1) + 1 = n ist. O

Uber dem Kérper K = R gibt es Polynome P mit deg(P) > 0, die keine Nullstelle

besitzen.

Beispiel 2.37. Sei K =R und P(t) =t + 1 firt € R, so ist P(t) > 1 fiir allet € R

und P besitzt insbesondere in R keine Nullstelle.
Uber dem Korper C gibt es ein solches Beispiel jedoch nicht.

Satz 2.38 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom P € C[t] mit deg(P) > 0 hat

mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Spéter. O
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3 Vektorraume
Hier wird noch eine Zeichnung eingefiigt.

Definition 3.1. Sei K ein Korper. Eine Menge V' mit einer Addition
+:VxV =V (v,w)—v+w
und einer skalaren Multiplikation
K xV =V, (Av)—= A

heifst K-Vektorraum (K-VR), falls Folgendes gilt:

(i) (V) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element wird mit 0 = Oy, das zuv € V.

inverse Element mit —v bezeichnet.

(ii) Fiir die skalare Multiplikation gelten folgende Axiome: Fiir alle A\, € K und alle
v,weV gilt

A

_|_

Jov=XAv+p-v

—

vtw)=Av+Aw
)

(pev)=(N-p) v

= > >
(4 ~~

= .

Konventionen: “+7 vor “7, Av:= \-v.

Bemerkung. FEs ist wichtig, zwischen skalarer Multiplikation und Multiplikation in K

sowie zwischen Addition in V' und Addition in K zu unterscheiden.

Beispiele 3.2. (i) K Kérper, n € N, K" = {(z1,...,2,)| 21,...,2, € K} mit
Addition (x1,...,2n) + (Y1, Yn) = (1 + Y1, -+ - s Tn + Yn) und
Skalarmultiplikation X - (1, ..., 2n) = (A21,...,Azy)

ist ein Vektorraum iber K (der sog. Standard-Vektorraum). Es gelten 0 = (0,...,0)

und —(x1,...,2n) = (—21,...,—Tp).

[Die Aziome aus der obigen Definition muss man nachrechnen./

(ii) Seien M eine Menge und K ein Korper. Wir definieren

Abb(M, K) :={f| f ist eine Abbildung f: M — K}
={f: M — K} (Kurzschreibweise)
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V = Abb(M, K) wird mit folgenden Verknipfungen zu einem Vektorraum:

(f+9)(z):=f(z)+g(x) Ve e M (Addition)
AN f)x):=X- f(x) Ve e M (Skalarmultiplikation).

Bemerkung 3.3 (Notation). (i) Vektoren (die Elemente) eines Vektorraums V wer-
den oft besonders gekennzeichnet, bspw. mit einem Pfeil ¥ oder fett gedruckt v. Wir
verzichten auf weitere Kennzeichnungen und verwenden vor allem die Buchstaben

U, U, W.
(ii) Vektoren (vor allem) aus dem K™ werden oft als Spalten geschrieben, d.h.

z
anstelle der Zeilenform (xi,...,xy).

Ty,
Lemma 3.4. Sei K ein Korper, V ein K-VR. Dann gilt:
(i) O -v =0y Yo eV
(i) \-Oy =0y YA€ K
(ii) N-v=0 = A= 0g oder v=0y
(iv) (1) v=—-vVveV.
Beweis. (i) und (ii) folgen mit der Kiirzungsregel (Lemma 2.10), (iv) ist einfach. (iii):
Seien A € K,v € V mit A-v = 0. Ist A # O, so folgt v = 1-v = (A"A)-o = A"t (Av) =

AL Oy (g) Oy. ]

3.1 Untervektorrdaume und lineare Hiille

Definition 3.5. Seien K ein Kérper undV ein K -Vektorraum. W C V mit W # () heifit
Untervektorraum (kurz UVR) von V', falls W mit den eingeschrinkten Verkniipfungen

selbst ein Vektorraum ist.

Lemma 3.6. Eine Teilmenge W # () eines K-VRs V ist genau dann ein Untervektor-

raum von 'V, falls gilt:

(i) u,oeW = u+veWw
(d.h. W ist abgeschlossen unter der Addition)

(i) e K, weW = X-weW
(d.h. W ist abgeschlossen unter der skalaren Multiplikation).
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Beweis. “=": Ist W selbst ein K-VR, so gelten natiirlich die beiden Bedingungen (i)
und (ii).

“<”: Wir nehmen an, dass (i) und (ii) gelten. Fiir die Aussage “W ist K-VR” miissen

wir die Existenz des inversen Elements und des neutralen Elements der Addition zeigen:

Lemma 3.4(iv)

e SeiweW. = —w (—1) -w € W nach (ii).

e Sei w ein beliebiges Element aus W = —w € W = 0y = w + (—w) € W nach
(i). Oy ist aber auch das neutrale Element in W, da ja w + Oy = w. Oy + w = w
YweW.

Beispiele 3.7. Was sind Untervektorriume von V = R??
(i) W ={(0,0)},
(ii) W =V =R2?,

(iii) alle Geraden durch den Ursprung.

Beweis von (iii). Bis auf die senkrechte Gerade kann man alle Geraden durch den Ur-

sprung als Menge
W = {(z,mz)|x € R}
schreiben mit m € R. Hier gilt fiir alle v = (x, mz) und w = (y,my) € W:
(e, m) + (5, my) = (& + 4, m(z +)) € W sowie
A (z,mx) = (Az,m - (\z)) € W, womit nach Lemma 3.6 W UVR von R? ist.

Fiir die senkrechte Gerade durch den Ursprung {(0,y)|y € R} geht der Beweis analog.
O

Der nichste Satz sagt, dass R? neben diesen Beispielen keine weiteren Untervek-

torrdume besitzt.

Satz 3.8. Sei V. =R? und W C V mit W # 0. Dann ist W ein UVR von V genau
dann, wenn W = {(0,0}, W = R? oder W eine Gerade durch den Ursprung ist, d.h.
entweder W = {(z, Aox)|z € R} fir ein A\g € R oder W = {(0,y)|y € R}.

Beweis. “«<": Haben wir gezeigt.

“=7: Sei W ein anderer Vektorraum als W = {(0,0)}, W = R% oder W = {(0,y)|y € R}
und (w3, ws;) € W ein Punkt mit w] # 0. Ein solcher muss existieren, denn aufler {(0,0)}
bildet keine echte Teilmenge von {(0,y)|y € R} einen UVR. Setze A\g := w}/wj.

Wir zeigen: W = {(z, Aoz)| z € R}.
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“7: Sei z € R. .
w w * *
= (x, Aox) = (a:, w?m) = E(wl,wg) e W,
da W ein UVR ist.

“C”: Sei nun (w1, ws) ein beliebiges anderes Element aus W. Wir miissen zeigen, dass

(w1, wy) auf der Geraden liegt, d.h., dass wy = Agw; gilt.

Widerspruchsbeweis:

Annahme: Gelte wy # Aow;. Wir zeigen, dass dann bereits W = R? gelten muss, d.h.,
dass dann jedes (21, 22) € R? in W liegt.

Sei dafiir (z1,22) € R? beliebig. Wir setzen

)\021—22
a=-—"—"= und b=
wiAg — Wa

w122 — Waz1
wWiAg — Wa

(der Nenner ist # 0 wegen wy # Agw;). Damit ist aber
(21,22) = a- (w1, w2) +b- (1, Xo),
—_————— ——
ew ew
also (21, 22) € W. 4 Somit gilt we = Aqw;. O

Bemerkung 3.9. Die Frage “Wie kommt man auf obiges a und b?” ist fiir die Giiltigkeit
des Beweises nicht relevant — wohl aber fir das “Finden” des Beweises: Man muss dafiir

das Gleichungssystem
z1=awi +b

Zzo = aws + by

mit a,b unbekannt bei bekannten wi,ws, 21, 29 ldsen (z. Bsp. indem man b = z; — aw;

in die zweite Gleichung einsetzt).

Bemerkung 3.10. Fir Abbildungen f: R — R haben wir damit gezeigt:
{(z, f(z))|x € R} ist UVR von R? & f(z)= Xz fiir ein Ao € R.

Satz 3.11. Sei K ein Korper, V ein K-VR, I eine Indexmenge und (W;);c; eine Familie
von Untervektorrdumen von V' (d.h. fiir jedes i € I ist W; ein UVR von V' ). Dann gilt

W= (\W; ={w e V|weW, firalleic I}
el

ist ein UVR von V.

( “Beliebige Durchschnitte von Untervektorrdumen sind wieder Untervektorrdume”).
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Beweis. Oy € W, d.h. W # (). Wir weisen (i) und (ii) aus Lemma 3.6 nach.

(i) Seien v,w € W.
s>vweW; Viel
sut+tveW;Viel
=S v+weE€ NigtW; =W.

(i) Seien A € K, v e W.
=veW;Viel
= weW;Viel
= v € NigftW; =W, 0

Um die Notation weiter zu vereinfachen, lassen wir nachfolgend (wie gerade bereits

im Beweis) den Punkt - bei der Skalarmultiplikation meistens weg.

Beispiel 3.12. Die Vereinigung von UVRs ist im Allgemeinen kein UVR. Man betrachte
2.Bsp. K =R, V =R?

Wy = {(x1,22) € R2]x1 =2}

Wy = {(z1,22) € R?| 21 = 0}.
W1 und Wy sind UVRs. Aber Wy U Wy ist kein UVR, da bspw. (1,1) € Wp € W1 U W,
und (0,1) € Wy C Wy U Wy, aber (1,1) + (0,1) = (1,2) ¢ Wy U Wa.
Dass W1 U Wy kein UVR sein kann, folgt natiirlich auch bereits aus Satz 3.8.
Definition 3.13. Seien K ein Kérper und V ein K-VR.

(i) Seienr € N, vi,...,v, € V und ai,...,a, € K. Der Ausdruck
v =aiv1 + -+ apvr

heift Linearkombination von vy, ...,v.. Es gilt v € V.

(11) Ist M = {v1,...,v.} CV fir einr € N, so heifit
Lin(M) :={a1v1 + -+ + ayv,| ay,...,a, € K}

lineare Hiille von M.

(iii) Ist M C 'V beliebig, M # 0, so heifit

Lin(M):= | J Lin(L)
LCM:
L endlich

die lineare Hiille von M. Wir setzen Lin(()) = {0}.
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Bemerkung 3.14. Fliir unendliche Mengen M (d.h. Mengen M mit mehr als endlich
vielen Elementen) gilt damit:
v € Lin(M)

<~
3 endliche Teilmenge {vi,...,vs} C M und Jay,...,as € K mit v=ajv1 + -+ Asvs.

D.h. die lineare Hiille von unendlich vielen Vektoren besteht aus allen Linearkombina-

tionen von je endlich vielen.

Beispiele 3.15. (i) In Satz 3.8 haben wir die Gerade W = {(x, Aox)|x € R} betrach-
tet und dann im Beweis den Vektor (1, o) € W. Wegen (x, Aox) = (1, Xg) gilt
W = Lin({(1,2)}).

(ii) Im Beweis von Satz 3.8 wurde dann gezeigt, dass jeder beliebige Vektor (21, z2) € R?
als Linearkombination der beiden Vektoren (wi,w2) und (1, ) dargestellt werden
kann, d.h. dass gilt

Lin({(1, Xo), (w1, w2)}) = R?,

Voraussetzung war, dass (wi,ws) nicht auf der Geraden {(x,\ozx)|x € R} liegt
(wa # Aowt), d.h. dass (w1, ws) & Lin({(1, Xo)}).

(iii) Wegen (x1,22) = 21(1,0) + 22(0,1) Y1, 22 € R gilt Lin({(1,0), (0,1)}) = R?.

(iv) Im R™ gilt

(x1,...,zn) =21 (1,0,...,0) 422 (0,1,0,...,0)+---+ 2, (0,...,0,1).

~~ S—

—=:e1 =€z =i€n
Hier ist e; € R™ firi € {1,...,n} derjenige Vektor, dessen i-ter Eintrag eine 1 ist
und der sonst uberall den Eintrag Null hat. ey, ..., e, heiffen die Einheitsvektoren

im R™. Damit ist R™ = Lin({ey, ..., en}).
Satz 3.16. Sei K ein Kéorper, V ein K-VR und M C V. Dann gilt:
(i) Lin(M) ist ein UVR von V.
(ii) Ist W ein UVR von V - mit M C W, dann gilt Lin(M) C W.
(iii) Es gilt

Lin(M) = N w

W UVR von V
mit MCW

d.h. Lin(M) ist der kleinste UVR von V, der alle Vektoren v aus M enthilt.
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Beweis. (i) Heuristisch (und auch inhaltlich) ist der Beweis klar: Wenn man zwei Li-
nearkombinationen addiert bzw. mit einem Skalar multipliziert, erhélt man wieder eine

Linearkombination. Das Problem ist, den Beweis formal korrekt aufzuschreiben:

Wir wollen Lemma 3.6 verwenden, miissen also entsprechend die Voraussetzungen

tiberpriifen. Es gilt
e Lin(M) # 0.

e Seien uj,ug € Lin(M).
= Es existieren endliche Mengen L1, Ly C M mit u; € Lin(L;), i = 1, 2.
Mit L* = Ly U Lg gilt uj.ug € Lin(L*). Sei nun L* = {vy,...,v,} fiir ein r € N.

= u; =a1v; + -+ opv, mit a; € K
uy = i1 + -+ - + Bruy mit B € K

= uy +ug = (a1 + B1)v1 + - -+ + (o + Bn)vn € Lin(L*) C Lin(M).
e Seien A € K, u € Lin(M), d.h. es existiert eine endliche Menge L = {v1,...,v,},
L C M, mitu=aqjv1+ -+ apv, fir aq,...,a, € K.
= Au = (Aag)v1 + - -+ + (Aoy)v, € Lin(L) C Lin(M).
(ii) Sei W C V ein UVR mit M C W. Es gilt

Lin(M)= | J Lin(L),

LCM:
L endlich

d.h. wir miissen zeigen: Lin(L) C W fiir alle endlichen Teilmengen L von M. Aber fiir
endliches L = {vy,...,v,} ist

Lin(L) = {aqv1 + - - + apvp|ag, ..., € K} € W,

da W Vektorraum ist und allev; e LC M CW,i=1,...,r.

(iii) Nach (i) ist Lin(M) ein UVR von V und damit einer der UVRs, iiber die der
Durchschnitt gebildet wird, also

(1 W cLin(M).
W UVR von V

mit MCW
Andererseits folgt fir alle M C W nach (ii) auch Lin(M) C W, womit

Lin(M) C n w

W UVR von V
mit MCW
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Wir wollen abschlielend noch einige Eigenschaften der linearen Hiille festhalten.

Lemma 3.17. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, M C V. Dann gelten folgende

Aussagen:
(i) M C Lin(M).
(ii) M Cc M' CV = Lin(M) C Lin(M’).
(i1i) M = Lin(M) < M ist UVR von V.
(iv) Lin(Lin(M)) = Lin(M).
Beweis. (i) folgt unmittelbar aus der Definition der linearen Hiille.

(i) M ¢ M' = M C Lin(M’). Lin(M’) ist damit einer der UVRs W in der Darstellung

Lin(M)= (| W

W UVR von V'
mit MCW

aus Satz 3.16 (iii). = Lin(M) C Lin(M’).

(iii) “=": Klar. “<”: Da M ein UVR ist, ist er einer der Ws im Durchschnitt aus
Satz 3.16 (iii). = M = Lin(M).

(iv) Es gilt Lin(M) C Lin(Lin(M)). AuBlerdem ist Lin(M) einer der Vektorrdume W bei
der N-Bildung von Lin(Lin(M)) aus Satz 3.16 (iii). = Behauptung.

Alternativ: Nach Satz 3.16 (i) ist Lin(M) UVR und nach Satz 3.16 (iii) ist Lin(Lin(M))
der kleinste UVR, der Lin(M) enthilt. O

3.2 Lineare Unabhéangigkeit, Basis und Dimension

Notation 3.18 (Summenzeichen). Wir verwenden ab jetzt das Symbol “>" 7 als Abkiirzung

fir eine Summe von endlich vielen Elementen, z. Bsp.
n
Zmi=$1+-'-+mn
i=1

oder fir I = {iy,...,i,} CN (Indexmenge)

Zyi =Y+t Y-
iel

Nimmt man aus einer endlichen Indexmenge I ein Element ig heraus und summiert diber

I'\{io}, kennzeichnet man dies héufig mit 3_, ; ~anstelle von 3 e p i
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Bemerkung 3.19. Bei Vektorrdumen ist es tblich, von einer “Familie” oder einem
“System” (v1,...,v,) von Vektoren zu sprechen. Fiir eine beliebige Indexmenge I ist eine
Familie (v;);er formal gegeben durch eine Abbildung I — V, i — v;. Eine Familie muss
nicht endlich sein — grundsdtzlich studieren wir auch Familien mit unendlich (abzihlbar)
vielen Vektoren (v1,vs,...) oder allgemeiner (v;)ier mit einer beliebigen Indexmenge I.
Im Spezialfall I = N nennt man eine Familie “Folge” — der Begriff ist aus der Analysis I
bereits bekannt. Im Gegensatz zur Menge der Mitglieder der Familie {v;|i € I} ist bei
einer Familie die Zuordnung i v v; fest, also insbesondere (v1,...,v) # (Vr(1), -+ Vn(r))

fir jede Permutation m € S, \ {id} (sofern die v;s alle verschieden sind).
Definition 3.20. Sei V' ein K-Vektorraum.

(i) Fine endliche Familie von Vektoren (vi,...,v,) heifit linear unabhingig, falls aus

Z)\Z’vizo mit A,..., \r € K
=1

folgt \y =--- =X\ =0.

(ii) Eine unendliche Familie von Vektoren (v;)ier heif§t linear unabhdngig, wenn fiir

jede endliche Teilmenge J C I die Familie (v;)icy linear unabhdngig ist.

(iii) Fine Familie von Vektoren heifst linear abhingig, falls sie nicht linear unabhingig

1st.

Zum besseren Verstiandnis halten wir fest:

Lemma 3.21. Ist r > 2, so gilt: (vi,...,v,) ist linear abhdngig

=
Jig € {1,...,7}, so dass vy, eine Linearkombination aus {vj|j € {1,...,7}\ {io}} ist.
Beweis. “=": (v1,...,v,) linear abhéngig = 3 A\,..., A\, € K (nicht alle = 0) mit

i=1
Ist nun aber ¢y ein Index mit \;, # 0, folgt
Vig = *)\61 Z )\ivi = Z ()\;01)\1)’01
iE{l,...,T}\{io} iE{l,...,T}\{io}

“<”: Gelte

Vig = E )\ivi .

€{1,...,r\{0}
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fir ein ig € {1,...,r}. Setze X\jy = —1. = >0, N\jv; = 0 = (v1,...,v,) sind linear
abhingig. O

Beispiele 3.22. (i) SeiV der R-VRR"™. Die Familie der Einheitsvektoren (ey, ..., ep)
ist linear unabhingig, denn sind A, ..., A\, € R mat Y " | N\je; =0, d.h.

0=M(1L0,...,0) + 4+ A(0,...,0,1) = (A1,-.., An),

so folgt \y = -+ = A\, = 0.
(ii) Sei V =R2. Die Familie ((1,1),(1,0),(0,1)) ist linear abhingig, denn
1-(1,1) + (1) (0,1) + (—1) - (1,0) = 0.
(iii) Enthdlt die Familie (v1,...,v,) die 0 (d.h. das neutrale Element 0 = Oy der Addi-
tion in V'), so ist sie linear abhingig (weil 1 -0y = Oy mit 1 # 0 = 0 gilt).

(iv) Enthdlt die Familie (v1, ..., v,) zweimal denselben Vektor, so ist sie linear abhdngig
(weil 1-v 4 (=1)-v =0 ist).

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir Lin ((v;)ics) := Lin({v;li € I}) und fiir

endliche Familien (vy,...,v,) auch Lin(vy,...,v,) := Lin({v1,...,v.}).
Satz 3.23. Sei V ein K-VR, (v;)ier eine Familie von Vektoren. Dann sind dquivalent:
(1) (vi)ier ist linear unabhdingig.

(it) Jeder Vektor v € Lin ((v;);er) lisst sich in eindeutiger Weise als Linearkombina-

tion aus Vektoren der Familie (v;)ier linear darstellen.
Beweis. (i) = (ii): Sei (v;)ies linear unabhéngig und v € Lin ((v;)ier)-

= Es existieren J C I, J endlich, und \; € K fiir ¢ € J mit

v = Z Aiv;  (Existenz einer Darstellung).
i€J

Eindeutigkeit: Angenommen, es gibt eine weitere Darstellung, d.h. es existieren H C I,
H endlich, und p; € K fiir ¢« € H mit

vV = Z iUs.

i€H

Bilde G := HU J und setze \; =0 fir i € G\ J sowie p; =0 fir i € G\ H.

= Ozv—v:Z(/\i—ui)vi.
i€G
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Da (v;)ier linear unbahéngige Familie ist, folgt A\; = u; Vi € G und die Darstellung ist

damit eindeutig.

(ii) = (i): Gelte (ii). Zu zeigen: (v;);ecs ist linear unabhingig. (Beweisidee: Man nutzt
die Eindeutigkeit der Darstellung fiir v € Lin ((v;)ier) fiir v =0.)

Angenommen, (v;);cs ist linear abhingig.
= 3 J C I, J endlich mit (v;);e ist linear abhéngig
= Vie J I\ € K (nicht alle = 0) mit

Z >\i'Ui =0.

ieJ

= Die Darstellung der 0 als Element von Lin ((v;)ier) ist nicht eindeutig (die andere
Darstellung ist 0 = >, ;0 - v;). 4

Damit ist (v;);es linear unabhéngig. O
Definition 3.24. Sei V' ein K-VR und (v;)icr eine Familie von Vektoren.

(i) (vi)ier heifit Erzeugendensystem (kurz: ES) von V, wenn V = Lin ((v;)icr)-

(i) V heifst endlich erzeugt, wenn V' ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(iii) (v;)ier heifft Basis von V', wenn (v;)icr ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem

von V ist.
(iv) Ist B = (v1,...,v,) eine endliche Basis von V', dann heif§t r die Linge von B.
Bemerkung. Jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensystem, da V = Lin(V).

Frage: Besitzt auch jeder Vektorraum eine Basis?

Wir wollen das zunéchst fiir Vektorrdume mit endlichem ES untersuchen.

Satz 3.25. Sei V # {0}, M = (v1,...,v,) sei eine endliche Familie von Vektoren aus

V. Dann sind dquivalent:
(i) M ist eine Basis von V.

(ii) M st ein unverkiirzbares ES von V', d.h. M ist ein ES und fiir jedes i € {1,...,n}
ist (Vj)jef1,..n}\i kein ES von V.

(iii) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte A1, ..., A\, € K mit

n
v = E /\Zvl
i=1
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(iv) M ist unverlingerbar linear unabhdngig, d.h. M ist linear unabhdngig und fir jedes

v € V ist die Familie (vy,...,vy,v) linear abhingig.

Beweis. (i) = (ii): Sei M Basis von V. Angenommen, M ist verkiirzbar.
= dv; € M mit v; = Zj#i)\jvj
= (v1,...,vy,) ist linear abhéngig. 4

(ii) = (iii): Sei v € V. M Erzeugendensystem = I \i,..., A, 1 v =Y 1" \v;.
Angenommen, die \; sind nicht eindeutig.
= Jp1, ... fin: v = p;v; und fiir mindestens ein ip € {1,...,n} ist pi; # A .
= 0= (i — Xi)vi = 30520 (i — M) vi + (1ig — Nig) Vi
= Vig = —(lig = Nig) ™" Dz (i — Ai)vi.
= v;, kann weggelassen werden, d.h. M ist verkiirzbar. 4

(iii) = (iv): Nach Satz 3.23 ist die Familie (v1,...,vy) linear unabhéngig. Sei v € V.
= 3 (eindeutige) Ai,...,An: v =>4 \v;.
= (v1,...,0p,v) ist linear abhéngig.

= M ist unverldngerbar linear unabhéngig.

(iv) = (i): Sei M unverldangerbar linear unabhéingig und sei v € V.
= (v1,...,0p,v) ist linear abhéngig.
= Es existieren A1, ..., A\p, A € K, nicht alle gleich 0, mit

AU+ Zn:)\l’ljl =0.

i=1
Es folgt A # 0, andernfalls wére Z?:l A;v; = 0 und damit auch Ay =--- =\, = 0, denn
M ist linear unabhingig. = v = —\7! Yoy Aivs. Aber damit ist M eine Basis. O

Korollar 3.26 (Korollar bedeutet “Folgerung”). Seien K ein Korper und V # {0} ein
K-VR. Sei M = (v1,...,v,) eine endliche, linear unabhingige Familie von Vektoren aus
V. Ist M keine Basis, so ist M wverlingerbar linear unabhdngig, d.h. es gibt ein v € V,

so dass (v1,...,vn,v) linear unabhingig ist.
Beweis. Nach Satz 3.25 gilt (iv) = (i). Die Umkehrung ergibt —(i) = —(iv). O
Eine weitere Folgerung ist der

Satz 3.27 (Basisauswahlsatz). Besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem, dann kann
man daraus eine Basis auswdihlen, d.h. zu einem ES (vi,...,vy,) gibt es eine Teilmenge

{i1,...,ir} C{1,...,n}, so dass (vi,,...,v;,) eine Basis ist.

Beweis. Man entferne von dem ES nacheinander solange Elemente, bis die resultierende

Familie ein unverkiirzbares ES und somit nach Satz 3.25 auch eine Basis ist. O
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Bemerkung. Beim “Verkiirzen” des ES’ kann man im Allgemeinen nicht beliebige Ele-
mente entfernen, sondern muss sukzessive tberpriifen, ob das ES ohne jeden einzelnen
der Vektoren noch ein ES ist. Insofern sagt der Satz nichts iber die beste Strategie aus,

aus einem gegebenen ES eine Basis zu finden.
Korollar 3.28. Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine Basis von endlicher Linge.
Fragen: Ist V ein endlich erzeugter K-VR.

e Ist dann jede Basis von endlicher Lange?

e Sind verschiedene Basen von V' gleich lang?
Lemma 3.29 (Basisaustauschlemma). Sei V' ein endlich erzeugter K-VR, B = (v1,...,v,)
eine Basis von V., w =Y., \jv;. Dann gilt: Ist \, # 0 fiir ein k € {1,...,r}, so ist

!/
B = (v1,.. ., U1, W, Vg 1y - -, Uy)

ebenfalls eine Basis von V' (d.h. man kann vy gegen w austauschen).

Beweis. Damit die Formulierung des Beweises nicht zu technisch wird, nehmen wir OE
(“ohne Einschrinkung” — man schreibt manchmal auch OBdA = “ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit”) an, dass k = 1 ist. Wegen A\ # 0 gilt dann

1 « 1
— E \iv1 + —w. 3.1
U1 )\1 2 V1 Al w ( )

Wir zeigen jetzt, dass auch B’ = (w,vg, ..., v,) eine Basis ist.
e B’ ist ein ES von V:

Sei v € V. Da (v1,...,v,) Basis von V ist, existieren p1,...,u, € K mit

s s
3.1 Ai
v= E Nivi(:)%w+ E (Mz‘—ﬂli>vi7
i—1 i=2

also ist v € Lin(w, v, ..., v.).

e B’ ist linear unabhingig:

Seien p und po, ..., pu € K mit pw + > ;o piv; = 0. Wegen w = >0 Ajv; mit

A1 # 0 folgt phivr + Do (pi + pAi)vi = 0.
BBesis N\ =0und g +ph =0Vie{2,...,r}
MEO ) —Ound =0 Vie{2,...,r).

= B’ ist Basis. O
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Satz 3.30 (Basisaustauschsatz). Seien V' ein endlich erzeugter K-VR, (wi,...,wp)

eine linear unabhdngige Familie in V. Dann gilt:

(i) Ist B = (vi,...,v,) eine Basis, dann ist r > m.
(ii) Es gibt Indizes im1,-.. 0 € {1,...,7}, s0 dass B* = (wi,..., W, Vip 15 --Vi,)
wieder eine Basis von V ist, d.h. man kann m FElemente der Basis B gegen die
Wi, ..., Wy austauschen.
Beweisidee: Wende das Austauschlemma 3.29 sukzessive auf wy,...,w, an. Formal
machen wir das mit einem Induktionsbeweis nach n =1,...,m.

Beweis. Wir zeigen (ii) per Induktion nach n. Aus dem Beweis ergibt sich dann auch (i).

Wir halten zunéchst fest, dass aus (wi,...,wy,) linear unabhéngig auch (wy,...,wy,)
linear unabhéngig fiir alle n < m folgt.

Induktionsanfang: Da B Basis ist, gibt es Ar,..., A\, € K mit w; =Y ;_; A\jv;. Daw; #0
gibt es ein k € {1,...,r} mit A\;x # 0. Nach dem Austauschlemma kann man vy durch

wi ersetzen und erhilt eine neue Basis.

Induktionsschritt n — 1 — n fiir n < m: Sei die Behauptung fiir n — 1 bereits bewie-

sen, d.h. per Induktionsvoraussetzung gibt es Indizes iy,...,i, € {1,...,7}, so dass
B* = (wi,...,wp—1,%;,,...,0;,) eine Basis von V ist. Im Falle n — 1 = r wire B =
(w1,...,wp—1) eine Basis von V, d.h. nach Satz 3.25 (iv) unverldngerbar linear un-

abhéngig. 4 (zu (wi,...,w,) linear unabhingig), d.h. n — 1 < r. Da B* eine Basis ist,
gibt es A1,..., A\ € K mit

n—1 r
Wp = E /\kwk + E /\kvik~
k=1 k=n

Falls A, = --- = A\, = 0, dann wére (wy,...,wy,) linear abhéngige Familie 4. Also gibt
es ein A\ # 0 mit k € {n,...,r}. Nach dem Austauschlemma kann man das v;, gegen
das w,, austauschen und erhilt, dass B* := (Wi, -y Wiy Vs -+ -5 V,) Mt Gry1, .0, 0 €
{in, .- ir}\{ix} C {1,...,7} eine Basis von V ist. Aus dem letzten Schritt der Induktion
fiir n = m folgt auch r > m, d.h. (i). O

Satz 3.31. Seien K ein Korper und V ein K-VR. Dann gilt:

(i) Ist V endlich erzeugt, so ist jede Basis von V von endlicher Linge, und alle Basen

von V' haben dieselbe Linge.

(ii) Ist V nicht endlich erzeugt, dann existert von V keine Basis endlicher Linge.
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Korollar 3.28

Beweis. (i) Sei V endlich erzeugt. = 3 endliche Basis (v1,...,v,) von V.

Sei (w;);er eine beliebige Basis von V.

Ist I unendlich oder endlich mit Lange s > r + 1, so existieren 1, ...,%4,+1 € I, so dass
(Vs - -+, i, ) linear unabhéngige Familie ist.

Austauschsatz

= Lénge der Basis (= r) > Anzahl der unabhéngigen Vektoren (=r+1) 4
= [ endlich mit Linge s < 7.

Vertauscht man die Basen im obigen Argument, erhéilt man » < s und damit s = r.

(ii) Angenommen, es existiert eine Basis endlicher Lénge. Dann ist diese insbesondere

ein endliches Erzeugendensystem. 4 O

Definition 3.32. Die Dimension eines K-Vektorraums V ist definiert als

) Linge einer Basis  falls V' endlich erzeugt ist
dimg V =
00 falls V' nicht endlich erzeugt ist.

Wir setzen dimg{0} := 0.

Wegen Satz 3.31 (i) ist dimg V' wohldefiniert. Falls keine Verwechslungsgefahr besteht,

lédsst man den Kérper K auch weg und schreibt kurz dim V.

Beispiele 3.33. (i) Die Standardbasis (e1,...,en) von K™ hat die Linge n, also ist

dimyg K™ = n.

(i3) Die von einem Vektor (1, \g) erzeugte Gerade V im R? ist ein R-VR mit Dimension
dimV = 1.

(iii) Seien vy und vy zwei linear unabhingige Vektoren in R3. Dann ist der UVR U =
Lin(v1, v2) eine Ebene durch den Nullpunkt mit dimU = 2.

Korollar 3.34. Seien V ein endlichdimensionaler K-VR und U C V' ein UVR. Dann
qilt:

(i) U ist endlichdimensional.
(ii) dimg U < dimg V.
(iii) Es gilt U =V & dimg U = dimg V.
Beweis. Sei dim V' = r € N. Es existiert also eine Basis der Lange r.

(i) Angenommen, U ist nicht endlichdimensional (insbesondere U # {0}). Wir zeigen

per Induktion: Vm € N gibt es dann linear unabhéngige (u1, ..., uy,) in U.

Induktionsanfang m = 1: Wegen U # {0} Fu; € U\ {0} und (u;) ist linear unabhéingige

Familie.
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Induktionsschritt m — m + 1: Seien (u1,...,u,) linear unabhéngig. (u1,...,uy) kann

Korollar 3.26
=

keine Basis sein, andernfalls wire U endlichdimensional. (Upy ...y Upy) iSt

verldngerbar linear unabhéingig, d.h. 3 w41 € U: (u1,. .., Un+1) ist linear unabhéngig.
= (uq,...,ur+1) linear unabhéingig in V. 4 zum Austauschsatz.

(ii) Seien s = dimg U und (uq,...,us) eine Basis von U. = (uy,...,us) linear un-

Austauschsatz
=

abhingig s <r=dimgV.

(iii) “=": klar. “<”: Angenommen, U C V', aber U # V. Sei (uq,...,u,) eine Basis von
U. Wegen U # V ist (uy,...,u,) zwar linear unabhéingig, aber keine Basis von V. Nach
Korollar 3.26 ist (u,...,u,) dann in V' verldngerbar linear unabhéngig, d.h. 3v € V, so

dass (u1,...,u,,v) linear unabhéngig ist. Austaugchsate +1<dmV =dimU =r. § O

Satz 3.35 (Basiserginzungssatz). Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler
K-VR mit r = dimg V und (u1,...,u,) eine linear unabhdngige Familie in V. Dann
existieren Up41,...,ur € V, so dass (uy,...,u,) eine Basis von V ist, d.h. (u1, ..., u,)

kann zu einer Basis ergdnzt werden.

Beweis. Nach Korollar 3.28 und Satz 3.31 besitzt V eine Basis (vy, ..., v,). Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Basisaustauschsatz (d.h. die uy41,...,u, sind n — r Vektoren

von (v1,...,v)). O

3.3 Auswahlaxiom, Zornsches Lemma und Basisexistenzsatz allgemein

Zu einer Menge M bezeichnen wir mit P(M)* = {S C M|S # 0} die Menge der

nicht-leeren Teilmengen von M, d.h. die Potenzmenge von M ohne die leere Menge.

Definition 3.36. Fine Auswahifunktion auf einer Menge M ist eine Abbildung f :
P(M)* — M mit der Figenschaft, dass f(A) € A fiir alle A € P(M)*.

Die Funktion f “wahlt” also fiir jede nicht-leere Teilmenge A von M ein Element aus

A “aus”.
Auswahlaxiom: Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion.

Wenngleich die Existenz einer Auswahlfunktion plausibel erscheint und in Einzelféllen
auch ohne axiomatische Forderung eine Auswahlfunktion schlicht angegeben werden

kann, muss ihre Existenz im Allgemeinen tatséchlich axiomatisch gefordert werden.

Es gibt mehrere zum Auswahlaxiom logisch dquivalente Postulierungen — eine ist das
Zornsche Lemma. Um dieses formulieren zu konnen, benttigen wir noch die Klirung

einiger Begriffe.

Definition 3.37. Eine (partielle) Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation =< auf
der Menge M, so dass fiir alle x,y,z € M gilt:
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(1) © <y undy < z = = < z (Transitivitdit)
(ii)) x <y und y = x = x =y (Antisymmetrie)
(i1i) x <z (Reflexivitit).

Eine totale Ordnung auf einer Menge ist eine partielle Ordnung auf M, so dass fiir alle

x,y € M zusdtzlich
(iv) =y odery = x gilt,
also zwei Elemente aus M immer zueinander in Relation stehen.

Eine Menge mit partieller bzw. totaler Ordnung bezeichnet man als partiell bzw. total

geordnete Menge.

Beispiele 3.38. (i) Die Potenzmenge einer Menge M ist durch die Inklusionsrelation
C partiell geordnet.

(ii) Die ganzen Zahlen Z sind mit der <-Relation total geordnet.

Definition 3.39. (i) Sei M eine beziiglich < partiell geordnete Menge. Ein Element
x € M heifst obere Schranke fiir die Teilmenge S C M, wenn y <y fir alley € S
gilt.

(ii) Die Menge M heifit beziiglich der Ordnung < induktiv geordnet, wenn jede total

geordnete Teilmenge S C M eine obere Schranke in M besitzt.

(i1i) Ein Elementx € M einer beziiglich < partiell geordneten Menge M heif$t mazimales
Element, wenn fiir alle y € M mit x <y bereits x =y gilt.

Fiir eine Menge M ist beispielsweise die Potenzmenge beziiglich der Inklusion induktiv
geordnet. Mithilfe eines Fixpunktsatzes von Bourbaki kann man beweisen, dass folgende

Aussage aus dem Auswahlaxiom folgt — tatséchlich ist letzteres dazu sogar dquivalent.

Lemma von Zorn: Eine nicht-leere induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales

Element.

Satz 3.40 (Basisergiinzungssatz fiir unendlichdimensionale VR). Seien K ein Korper,
V' ein K-VR und (uj);es eine linear unabhingige Familie in V. Dann kann (uj)jcs zu
einer Basis von V erginzt werden, d.h. es existiert I mit J C I und eine Familie (v;)ier
mit v; = w; fir alle j € J, so dass (v;)ier eine Basis von V ist. Insbesondere besitzt
jeder K-VR eine Basts.

Zum Beweis muss man zeigen, dass es eine maximal linear unabhéingige Familie gibt,

die (uj);jes enthélt. Dazu verwenden wir das Zornsche Lemma.
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Beweis. Sei M das System aller Teilmengen A C V, die {u;|j € J} enthalten und selbst

eine linear unabhéngige Familie von Vektoren bilden:
M = {A C V]A ist linear unabhéingig und {u;|j € J} C A}.

M ist partiell geordnet durch die Inklusion C. Diese Ordnung ist aber induktiv, denn
bei einer total geordneten Teilmenge M’ C M ist auch Ugecap A linear unabhingig.
Sind némlich sind vy,...,v, € Ugepr A paarweise verschieden, so gibt es ein A € M’
mit vy,...,v, € A. Nach dem Lemma von Zorn besitzt M ein maximales Element.
Aber jedes solche ist eine Basis: Wire ein maximales Element M keine Basis, gibe es
ein v € V' \ Lin(M). Aber dann wire M U {v} linear unabhingig, im Widerspruch zur
Maximalitét von M. O

3.4 Matrizen

Das Arbeiten mit Matrizen spielt eine zentrale Rolle in der linearen Algebra. Nach
einer Einfithrung werden wir als erste Anwendung eine Basis von einem UVR U =

Lin(vy, ..., v,) bestimmen.

Definition 3.41. Sei K ein Korper, m,n € N. Fine m X n-Matrix A (mit Elementen

aus K ) ist eine Familie

A = (aij)1<icm = s : (oder kurz (a;j)).
1<j<n
Al - Qmn

Die Menge aller m x n-Matrizen mit Fintrigen aus K wird mit M(m xn, K) bezeichnet.

Bemerkung 3.42. Wir schreiben ab jetzt die Elemente aus K™ immer als Spaltenvek-

toren, also
x1

x = : e K".
In
Definition 3.43 (Verkniipfungen auf M (m x n, K)).
(1) Fir (ai;), (bij) € M(m x n, K) definieren wir die Addition durch
(aij) + (bij) = (aij + bij) (3.2)

und die skalare Multiplikation durch

A (aij) = (/\ . az-j) f’[i?“ e K.
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(i) Wir definieren die Multiplikation von Matrizen durch

i Mmxn,K)xM(nxr,K)— M(mxr K) (3.3)

(aij)i<i<m - (bjr)1<j<n + (Cik)1<i<m
1<k<n 1<k<t 1<k<r

. n
mit Cile ‘*— ijl aijbjk.

* b1k
i-te Zeile | a;1 ... ain || x ¢ o« | = Cik
* bnk
k-te Spalte

Bemerkung. Fs ist leicht nachzurechnen, dass M(m x n, K) mit den Verkniipfungen

aus (i) ein K-Vektorraum mit Dimension dimg M(m x n,K) = m - n ist. Fir den
Nachweis der Dimension verwendet man, dass die m X n-Matrizen Ey;;, i,= 1,...,m,
7=1,...,n, mit

L falls (¢, ") = (4, 7)
0  andernfalls

(Eij)iy = (¢,4")-ter Eintrag von E;; =

eine Basis bilden.

Lemma 3.44. Seien K ein Korper, m,n,r,s € N, A, A1, Ay € M(m x n,K) und
B,B;,Boe M(nxnr,K), Ce M(rxs,K).

(i) Es gelten folgende Rechenregeln:

A-(Bi+By)=A-B1+A-By

(A +A3)-B=A,-B+ Ay-B
A-\AN-B)=X-(A-B)=(\-A)-B
A-(B-C)=(A-B)-C

aber in der Regel nicht: A- B = B - A.

(i) Mit der Einheitsmatriz

E, = € M(nxn,K)

gilt A-E,=A=E,-A.
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Beweis. Nachrechnen! O

Der Fall m = n von “quadratischen” Matrizen ist besonders wichtig.

Lemma 3.45. M(n x n, K) ist mit den inneren Veerkniipfungen + aus (3.2) und - aus
(3.3) ein Ring mit Einselement E,. Fir n > 1 ist dieser Ring nicht kommutativ, d.h.
im Allgemeinen ist A- B #+ B - A.

Beweis. Einfaches Nachrechnen der Eigenschaften (Ubungsaufgabe)! Fiir den Nachweis

der fehlenden Kommutativitdt muss man ein Beispiel angeben:

1 0]o0 0 1]0 0 10
00 00 =100 ,
0o |0 0o |o 0o |0
aber
0 1]o 1 0]o 0 0lo0
0 0 00 =10 0
0o |0 0o |o 0 |0

O]

Definition 3.46. A € M(n x n, K) heifit invertierbar, wenn es B € M(n x n, K) gibt
mit A-B=B-A=FE,.

Lemma 3.47. Es gilt
GL(n,K):={A € M(nxn,K)|A ist invertierbar}

1st beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Das

neutrale Element ist E,,. Das zu A € GL(n, K) inverse Element bezeichnen wir mit A~L,
Fiir A,B € GL(n,K) gilt (AB)"' = B71A~L.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass fiir A;, As € GL(n, K) das Produkt A; - Ay
wieder in GL(n, K) liegt, d.h. auch invertierbar ist. Betrachte A5 1. Al_l. Es gilt nach

dem Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation (Lemma 3.44 (i))
(A1~ Ag) (A1 AT = A - AT =E,

und

(AJTATY) - (A1 Ag) = Ay Ay = B,

d.h. Ay - Ay ist invertierbar mit Inversem A2_1 -Al_l. Damit gilt A; - Ay € GL(n, K). Das
neutrale Element ist E,. Mit A € GL(n, K) liegt auch A~! in GL(n, K), da A~! das
Inverse A besitzt: A1 A=A-A"'=E,. ]
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Definition 3.48. Sei A = (a;;) € M(m x n, K). Dann heifst

ail] ... Qmi
At =

Alp .- Qmn

die zu A transponierte Matriz (Transponierte von A). Wir schreiben oft A’ anstelle von
At

Fiir n = m ensteht A aus A durch “Spiegelung” an der Diagonalen (a1, a22, . . ., any).

Lo 1 2 3
“\4 5 6/

(mxn,K), Be M(nxr,K), A€ K. Dann gilt

Beispiel 3.49.

A=

W N =
i@m»&

Lemma 3.50. Seien A, A1, As €
(i) (A1 + Ag)t = A} + A}
(ii) (A-A)t =X A

(iii) (AN =

(iv) (A-B)' = B . AL,

Beweis. Wir beweisen nur (iv), (i) — (iii) sind klar. Mit (af;) := A" und (b};) := B* ist

(B'- ANy = Zbk] aji ijkaij = Zaijbjk = (A-B)ir, = (A B) )
= =1

Also ist (A- B)t = Bt - Al O

3.4.1 Zeilenstufenform und GauBalgorithmus

Beispiel 3.51. Wir wollen folgendes Gleichungssystem ldsen:

r -y + 2z =
3z — 3y + 2z =
2t + y — =z = 5.

Man kann das Gleichungssystem auch in Matrizenform schreiben

1 -1 2 T
3 -3 1 . Y = 2 1. (3.4)
2 1 -1 z
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z — y + 2z = 4
3rx — 3y + z = 2 | Zeile2-3- Zeile 1
2c + y — z = 5 | Zeile3-2- Zeile 1
r — y + 2z = 4
— b5z = =10 | Vertauschen der 2.
3y — 5z = -3 | und 3. Zeile
r — y + 2z = 4
3y — 5z = -3 | -1/3
— 5z = —-10 | -(—1/5)
r — y + 22 = 4
Yy - gz = -1
= 2

In der Matrizenformschreibweise (3.4) kénnen wir die gleichen Operationen an den Zei-

len von
1 -1 2
A= 3 -3 1
2 1 -1

durchfiihren. Die Zeilenoperationen wollen wir in diesem Abschnitt untersuchen. Wir

halten noch die Matrizschreibweise als vorletzten Schritt fest:

-1 2 T 4
-5 |y — -3
0O 0 -5 z —10

Zeilenstufenform von A

Definition 3.52. Sei A € M(m x n, K) mit Zeilen (!) a1,...,an, € K™. Wir definieren

folgende elementaren Zeilenumformungen von A:

(I) Multiplikation ZM (i, \) der i-ten Zeile mit A € K \ {0}
a; — A-a;
(I1) Addition ZA(i,j,\) des \-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile( i # j)

a; (li+>\'aj

aj aj
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(III) Vertauschen ZV (i,7) der i-ten mit der j-ten Zeile (i # j)

Bemerkung 3.53. (III) kann man auch durch mehrfache Hintereinanderausfihrung
von (1) und (II) erhalten.

a; a; + a; a; + a; a; + a;
aj aj —aj a;
()
a a a; + a;
J 0 J m J
(_
a; —a; —a;

Lemma 3.54. Elementare Zeilenumformungen von A € M(m xn, K) erhdlt man durch
Multiplikation von A von links mit den zugehiorigen M (m x m, K)-Elementarmatrizen,
die wir mit ZM (i, \), ZA(i,j,\) und ZV (i,7) bezeichnen. Es gilt:

} i-te Spalte | j-te Spalte

0 1 +— i-te Zeile

1 0 — j-te Zeile
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1 i-te Spalte

1
0
1
ZM(i,\) = A +— i-te Zeile
1
0
1
J j-te Spalte
1 0
A i-te Zeil
ZA(i, j ) = — i-te Zeile
0

Beweis. Nachrechnen, dass ZM (i, \) - A, ZA(i,j,\) - Aund ZV (i, j) - A zu der entspre-

chenden Zeilenumformumg fiihrt. O

Bemerkung 3.55. In Beispiel 3.51 gilt

1 -1 2 10 0 1.0 0
5 | — 1
01 =2 =01 0 [-]0 3 0
0 0 1 00 —3 00 1

100 1 00 1 0 1 -1 2

001 0 10 || -3 0 3 -3 1

010 -2 0 1 0 1 2 1 -1

Definition 3.56. Sei A € M(m x n,K) mit Zeilen ay,...,an. Man sagt, A sei in
Zeilenstufenform (ZSF), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) Es gibt ein r € Ng, r < m, so dass fiir die Zeilen aq, ..., an gilt:

a; Z0 firi=1,....,7r und ayy1 =+ = apy = 0.
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(it) Setzen wir j; :==min{j € {1,...,n}|a;; # 0} firi=1,...,r, so gilt
J1 <jgo <---<jr (Stufenbedingung).

Die Elemente aij,, - .. ,ar;, heifflen Pivots.

Wir wollen jetzt den von den Zahlen aq, ..., a,, aufgespannten Vektorraum betrachten
und beweisen, dass die r Zeilen der Zeilenstufenform eine Basis bilden. Kénnen wir
dann noch ein Konstruktionsverfahren fiir die Zeilenstufenform angeben, haben wir eine

Methode gefunden, um aus einem Erzeugendensystem eine Basis zu konstruieren.

Definition 3.57. Sei A € M(m x n, K) mit Zeilen a1, ..., ap,.
ZR(A) :=Lin(ay,...,am) C K"
heifst der Zeilenraum von A. SR(A) := ZR(A') C K™ wird als Spaltenraum von A

bezeichnet.

Lemma 3.58. Seien A, B € M(m x n,K). Dann gilt: Ist B aus A durch eine endliche

Folge von elementaren Zeilenumformungen entstanden, dann ist ZR(B) = ZR(A).

Beweis. Wir miissen die Aussage fiir die Zeilenumformungen (I) und (IT) beweisen. Fiir
(I) ist fiir A # 0 und ¢ € {1,...,m} zu zeigen:

Lin(ay,...,amn) = Lin(ay, ..., ¢i—1, \@j, Git1, ., Q).

Wegen der Implikation M C Lin(M’) = Lin(M) C Lin(M’) nach Lemma 3.17 muss
gezeigt werden, dass alle Vektoren aus dem linken Erzeugendensystem in der linearen
Hiille auf der rechten Seite enthalten sind und umgekehrt. Das ist aber unmittelbar klar.

Fiir (IT) folgt mit demselben Argument
Lin(ai,...,an) = Lin(a1,...,a;—1,a; + Aaj, @it1, ..., am).

D.h. die Aussage ZR(A) = ZR(B) gilt nach jeweils einer Umformung vom Typ (I) oder

(IT) und damit auch fiir jede endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen. [

Wir zeigen nun, dass man wie in Beispiel 3.51 jede m x n-Matrix A durch endlich viele

elementare Zeilenumformungen in eine Matrix B von ZSF bringen kann.

GauBalgorithmus (oder gauBsches Eliminationsverfahren) Sei A € M(m x n, K) mit
A # 0. Wir wenden in jedem der r Schritte (r € N, » < min(n,m)) die folgenden drei
Teilschritte bestehend aus elementaren Zeilenumformungen an, um eine Matrix B in
ZFS zu erhalten.
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Start: Setze A; = A.

1. Teilschritt: Sei j; die erste Spalte von Aj, die nicht nur Nullen enthélt, d.h.
j1:==min{j € {1,...,n}| Fi e {1,...,m} mit a;; # 0}.

Wiéhle ein ¢; aus mit a;,j, # 0.
2. Teilschritt: Vertausche die i;-te Zeile mit der ersten Zeile (Umformung vom Typ (I1I)).
Man erhélt das erste Pivot
aj, = a5, #0
und die transformierte Matrix

0 ... 0 ay, * ... *

*

Ay =

3. Teilschritt: Durch Umformungen vom Typ II kénnen alle Eintrdge der j-ten Spalte

unterhalb der obersten Zeile zu 0 gemacht werden. Man erhélt

0O ... 0 &1]‘1 X L., X

Man wende dann diese drei Teilschritte auf As an. Dabei kann man die Zeilenumfor-

mungen von A, auf die ersten Spalten von A; ausdehnen, da diese nur Nullen enthalten.

Iteriere dieses Verfahren. Das Verfahren bricht ab, weil die Folge j; < jo2... streng

monoton wachsend ist und entweder nach r Schritten j, = n oder A, = 0 gilt.

Wir bezeichnen mit B die resultierende Matrix in ZSF. Wegen des 1. Teilschrittes
(“Wéhle ein i1 aus ...”) ist die Matrix B nicht eindeutig.

Lemma 3.59. Die ersten r Zeilen by, ...,b. von B bilden eine Basis von ZR(A). Es
gilt ZR(A) = ZR(B) = Lin(by,...,b,) und dim ZR(A) = dim ZR(B) = r.

Beweis. ZR(A) = ZR(B) und dim ZR(A) = dim ZR(B) = r sind klar. Wir miissen
nur die lineare Unabhéngigkeit von b1,...,b, zeigen. Seien A1,..., A\, € K mit A\1b; +
... Apbr = 0. In der ji-ten Komponente von A\iby + --- + A.b, steht A1b1;, = 0. Wegen
bi;, # 0 folgt Ay = 0. In der zweiten Komponente von A1by + ... A\pbr = Aabo + ... \by
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steht Aaboj, = 0 und wegen by, # 0 folgt Ay = 0. Man erhilt so iterativ Ay = g = --- =
A = 0. O

Fazit: Wir haben damit eine Methode gefunden, um zu einem endlichen Erzeugenden-

system eine Basis und die Dimension des erzeugten Vektorraums zu bestimmen.

Beispiel 3.60. Sei W = Lin ((0,0,3,-1),(0,1,2,0),(0,3,0,2)) C R*.

00 3 -1 01 2 0 0 1 0
ZV(1,2) ZA(3,1,-3)
01 2 0 — 00 3 -1 — 00 3 -1
0 3 0 2 0 3 0 2 0 0 —6 2
L ZA(3,2,2)
01 2 0
0 03 —1
000 O
— ((0,1,2,0),(0,0,3,—1)) ist eine Basis von W mit diim W = 2.
Definition 3.61. Sei A € M(m x n, K).
Zeilenrang(A):= dim ZR(A) heifst Zeilenrang von A.
Spaltenrang(A):= dim SR(A) heifst Spaltenrang von A.
Beispiel 3.62. Wir setzen Beispiel 3.60 mit
0 03 —1
A= 01 2 0
0 3 0 2
fort. Mithilfe elementarer Zeilenumformungen hatten wir die ZSF
01 2 0
00 3 -1
000 O
erreicht, d.h. Zeilenrang(A)= 2. Analog der Spaltenrang:
0 0 O -1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
0 1 3 0 1 3 0 1 3 0 1 3
— — — :
3 20 3 20 0 2 6 0 0O
-1 0 2 0 0 O 0 00 0 0 0

d.h. Spaltenrang(A)= 2 = Zeilenrang(A).
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Wir werden spéter zeigen, dass generell Zeilenrang = Spaltenrang gilt.

3.5 Die Summe von Untervektorrdaumen

Definition 3.63. Seien U,W C V' Untervektorraume (UVRs).
U+W:={utw|lueclUweW}
heifit die Summe von U und W.
Achtung: U + W ist nicht (!) die Vereinigung von U und W als Mengen!
Lemma 3.64. Seien UW CV UVRs. Dann gilt

(i)) U+ W =Lin(UUW), d.h. U+ W st der kleinste UVR, der U und W enthdlt.

(ii) Sind U und W endlichdimensional, dann ist auch U + W endlichdimensional mit
dim(U + W) <dimU + dim W.

Beweis. (i) “C”: U+ W C Lin(U U W) ist klar.
“O7":Seiv € Lin(UUW) = 3IseN, \q,..., s € K und wy,...,ws € UUW mit

s
v = E )\jw]’.
j=1

Seien OE fiir ein r < s die Vektoren wy,...,w, € U und wy41,...,ws € W. Dann ist

s s
v o= Z)\jwj + Z )\jwj e U+ W.

=1 j=r+1
~——— [
evu ew
(ii) Sind (u1,...,u,) eine Basis von U und (wi,...,ws) eine Basis von W, so ist die
Familie (uq,...,uy,w1,...,ws) ein Erzeugendensystem von U + W.
= dim({U+W) <r+s=dimU +dimW. O

Beispiele 3.65. (i) K =R, V =R? U = Lin((-1,1)), W = Lin((1,1)).
= U+ W =Lin((1,-1)) 4+ Lin((1,1)) = Lin ((-1,1),(1,1)) = R%.

(i) K =R, U = Lin(ey, e2), V = Lin(eg, €3).
= U+ W enthdlt e1,es,e3, d.h. U+ W =R3.

Satz 3.66. Secien U, W C V endlichdimensionale UVRs. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
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Beweis. (i) Sei (v1,...,vy) eine Basis von UNW. Nach dem Basisergéinzungssatz gibt

es uy,...,up € U und wy,...,w; € W, so dass By = (v1,...,Um,u1,...,u;) eine
Basis von U ist und By = (v1,. .., U, w1,...,w;) eine Basis von W ist.
(ii) Behauptung: B = (v1,...,Um,Ul,..., Uk, W1,...,w;) ist eine Basis von U + W.

Klar: B ist eine Erzeugendensystem. Wir zeigen, dass B linear unabhéingig ist. Sei

A1+ - AU + pun + - - A g Friwy + -+ v =0

=wuelU
> u=-1nw — --—yuw W
ueUNW
= pup =+ = pr = 0 (wegen Eindeutigkeit der Darstellung in Bj)
= \Nv1+ -+ AU F 1w+ -+ yw; =0
= AN =-=A\p,=v1 =---=v; =0 (da By Basis).

(iii) Aus (i) und (ii) folgt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
| | I I

m+k—+1 m—+k m 4+ m

O]

Definition 3.67. Seien U W CV UVRs. V heifit direkte Summe von U und W, wenn
qilt: V. =U + W und fiir jedes v € V gibt es eine eindeutige Darstellung v =u + w mit
ueU undw e W. Man schreibt V. =U & W.

Bemerkung 3.68. (i) In Beispiel 3.65 (i) gilt V =U @ W und in Beispiel 3.65 (ii)
ist U +V = R? keine direkte Summe.
(i) Die Definition gilt auch fir unendlichdimensionale UVRs.
Lemma 3.69. Seien U W C V UVRs. Dann sind dquivalent:
(i) V=UeW
(1) V=U~+W und UNW = {0}.

Beweis. (i) = (ii): Aus (i) folgt sofort V' = U 4+ W. Angenommen, U NV # {0}. Seien
zeUNW, z#0, und
v=u+w=(u—2)+(w+2),
—_— =
eU ew
d.h. die Darstellung ist nicht eindeutig. 4

=UnNW={0tundV=UaW.

o1



(ii) = (i): Seiv e V. = Ju € U, w € W mit v = u + w. Wir zeigen die Eindeutigkeit

der Darstellung. Sei v = u + w = @ + W eine weitere Darstelllung mit w € U, w € W.

= u—u=w—w=0,
~—— ==
eU ew

da UNW = {0}. Es folgen v = 4, w = @ und die Darstellung ist eindeutig. O
Satz 3.70. Seien V' endlichdimensionaler K-VR, U/ W C V UVRs. Dann sind dquivalent:
(i) V=UeW

(ii) Fir alle Basen (u1,...,ux) von U und (w1, ..., w;) von W ist (uy, ..., ug, wi,...,w;)

eine Basis von V.

(i1i) Es gibt Basen (ui,...,ux) von U und (wi,...,w;) von W, so dass die Familie

(Ui, ..., ug,wi,...,wy) eine Basis von V ist.
(iv) V=U+W und dimV = dimU + dim W.

Beweis. (1)=(ii): Erzeugendensystem ist klar. Die behauptete lineare Unabhingigkeit

folgt aus Satz 3.23 oder analog zum zweiten Beweisteil von Satz 3.66.

(if)=>(iii) ist klar.

(iii)=(iv) ist klar.

(iv)=(i) folgt aus Satz 3.66 und Lemma 3.69. O

Satz und Definition 3.71. Seien V ein VR, U C V ein UVR. Dann ezistiert ein UVR
WV mitV=U&W.W heifit Komplement zu U in V.

Man beachte, das V' nicht als endlichdimensional vorausgesetzt wurde.

Beweis. Wir wenden den Baisergénzungssatz 3.40 an.; Sei (u;);es eine Basis von U.

= 37 mit J C I und eine Basis (v;)ie; von V mit v; = u; Vj € J. Insbesondere gilt
U = Lin ((Ui)iEJ)-
Setze W := Lin ((v;);ep\s)- Wir wollen zeigen: U N W = {0}.

Seiv € UNW. = Es existieren Darstellungen v = \j vj, +- - -+ Xj, v, = i Uiy +- - 15,05,
mit ji,...,J5k € J und i1,...,4 EI\J

k l
= 0= Z )\jmvjm — Z i, Vi -
m=1 m=1
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Da (v;);er Basis von V ist und somit insebseondere der Nullvektor eine eindeutige Dar-
stellung als Linearkombination besitzt, folgt A\j;, = --- =X, = p;; = -~ = p;, = 0.
= v = 0. Lemma 3.69 impliziert dann die Behauptung. O

Bemerkung 3.72. Das Komplement ist nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise gilt
fir K =R, V =R? und U = Lin(e;)

V =U @ Lin(es) = U & Lin((1, 1)).

Definition 3.73 (Summe von r Vektorrdumen). Sind 2 < r € N und Uy,..., U, CV

UVRs, so definieren wir
Ui+...U.:= {u1+~-+ur| u; € U; fdrizl,...jr}.

Die Summe heifit direkte Summe, falls die Darstellung

v=uy+---+u mitu; €U;,i=1,...1,
fiir alle v e Uy + - -- + U, eindeutig ist. Man schreibt dann
T
Ul@"'@UT:@UZ“
i=1
Bemerkung 3.74. (i) Die Definition ist im Falle r = 2 identisch mit Definition 3.67.
(ii) Auflerdem ist offensichtlich, dass fir r = 3 gilt

Ui+ Uy + Uz = (U + Usz) + Us
UreUy@Us = (U & Uz) @ Us

bzw. fiir allgemeine r € N, r > 2, entsprechend

U+ + U =(..(U+U) +Us) +...) + Uy
U@ aU=(..(ialU)aUs)®...)dU,.

Damit iibertragen sich die Ergebnisse des Falls r = 2 iterativ auf den allgemeinen Fall,
z. Bsp. gilt fiir einen K-VR V:

Satz 3.75. Seiten Uy,...,U, CV endlich erzeugte UVRs. Dann sind dquivalent:

() V=U@ &,
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(ii) Fir alle Basen (ugi), . ,u,(ji)) von U; (i=1,...,r) ist

1 1 2 2 r T
(u(l),...,u,(cl),ug),...,u;;,...,u(l),...,ulg)>

eine Basis von V.
(i) v=uy+---4+u mitu, €U, i=1,...,7, unddimV =dimU; + --- + dim U,..
Beweis. Der Beweis erfolgt durch iterative Anwendung von Satz 3.70. 0

Das néchste Lemma beinhaltet fiir allgemeines > 2 das Analogon der Bedingung (ii)

aus Lemma 3.69.

Lemma 3.76. Seien r > 2 und Uy,...,U. UVRs mit V. = Uy + --- + U,. Dann gilt
V=U&---&U, genau dann, wenn

Ui N Y U;j={0} Vi=1,...,n
j=1
J#i

Beweis. “=": Angenommen, es existiert i € {1,...,r} mit

T
U; N Z U; # {0}.

j=1

J#i
= Ju; €U;,5=1,...,7, u; # 0mit u; = ug + -+ + wi—1 + i1 + -+ - + u,, Womit
O=wu1+ - +ui—1 —u; +ujy1 + - + up. § (zur Eindeutigkeit der Darstellung der 0)
“<=": Seiv € V, besitzt also eine Darstellung v = ui+- - 4w, mitu; € U, e =1,...,7. Zu
zeigen: Die Darstellung ist eindeutig. Seien u; € Uj, j = 1,...,r, mit v = uy +---+u, =
U1+ - -+ Uy, so dass nicht u; = 4; fur alle j gilt. Es existiert folglich ip € {1,...,7} mit
Uiy 7 Uiy

T

T
= O#uio—ﬂiO:—Z(Uj—’ij) = U N ZUJ#{O}\{
i=1 =1

Jjﬁo Jgiio
O
Bemerkung 3.77. (i) Fir den Nachweis einer direkten Summe U1 @--- @ U, (r > 3)
reicht es nicht, paarweise U; NU; = {0} fir alle i # j, 1 < 4,5 <r zu fordern. Ein

Gegenbeispiel firr=3: K =R, V = R?,

Uy = Lin(ey), Uy = Lin(e2), Us = Lin((1,1)).

o4



Dann gilt V.= Uy + Uy + Uz = R? mit Uy NUs = {0}, Uy N Uz = {0} und
U NUs = {0}, aber
Ui N (UQ + Ug) =U; # {0},
—_——
=R2
d.h. die Summe ist nicht direkt.

(ii) Zur Warnung vor Rechenfehlern sei bemerkt, dass fiir die Summe von UVRs kein

Distributivgesetz gilt. Mit den Bezeichnungen aus (i) ist bspw.

(UyNU) + (U NU3) = {0} £ Uy = Uy N (U + Us).
={0} ={0}

Der Vollstdndigkeit halber sei nach angemerkt, dass ja gilt
U@ oU=(..(LialU)@aU3)®...) D U,. (3.5)
Die Bedingung, dass alle Summen direkt sind, wére
i—1
Uin > Uy ={0} Yie{l,...,r}
j=1

Wegen der Gleichheit in (3.5) folgt aus Lemma 3.76, dass dies dquivalent ist zu

U;N ZUj ={0} Vie{l,...,r}.
j=1
J#
Das ist nicht ganz offensichtlich. Man kann diese Aquivalenz aber trotzdem direkt nach-
rechnen (Ubungsblatt 11, Aufgabe 1).
4 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel sind U, V und W stets K-Vektorrdume.

Definition 4.1. Sei f : V. — W eine Abbildung. f heifit (K-)lineare Abbildung oder

(Vektorraum-) Homomorphismus, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(L1) flu+v) = f(u)+ f(v) fir alle u,v € V

(L2) f(Av) = Af(v) fir allev € V und fir alle A € K.
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Beispiele 4.2. (i) Sei A = (a;j) € M(m x n, K). Wir betrachten die Abbildung

z1
A: K" 5 K™, ¢ = : — A-x.

Tn

Es gelten fir u,v e K", A € K:

Alu+v)=A - (u+v)=A-u+A-v=A(u)+ A(v) sowie
AM)=A- (W) =X-(A-v) =X A(v).

Wegen
ai1
Ale)) =A-e; = :
Qim
stehen in den Spalten von A die Bilder der Basisvektoren eq, ..., e, von K™ unter

A. Sind Ae M(m xn,K) und B M(nxr,K), z€ K", dann gilt
AB(z) = (AB)z = A(Bz) = A- B(z) = A(B(z)) = (Ao B)(z),
d.h. die Verkniipfung AoB=AB entspricht der Matriz-Multiplikation.

(ii) Sei f:R* - R?, (I1) — (1 O) (o) = (_9”11,2) Die Abbildung ist linear nach (i) und

T 0—-1 )

beschreibt die Spiegelung an der x1-Achse.
(i1i) Sei V- ={f:(0,1) — R| f ist differenzierbar}. V ist ein R-VR. Dann ist

'V = {g: (0,1) » R},
fe=f
lineare Abbildung, denn fir f,g € V gilt (f+g9) = f'+¢ und (A\-f) = X-f' (A € R).
Lemma 4.3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(i) f(0)=0
(it) f(Dorq Aivi) = >oiq Aif(v) fiir allev; e V, N, € K (i=1,...,n)
(iii)) V! ¢V UVR = f(V') ist UVR

(iv) W C W UVR = f~Y(W) CV ist UVR (f~* Urbild)
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(v) (vi)ier linear abhingige Familie in V' = (f(vi))ier linear abhingige Famile in W

(vi) V' = Lin ((vi)ier) = f(V') = Lin ((f(vi))ier)
(vii) W endlichdim. = f(V) endlichdim. UVR von W mit dim f(V) < dim W.

Beweis. (i) Es gilt £(0) = £(0+0) "2 £(0) + £(0) <™= 10y = 0,

(ii) folgt aus iterativer Anwendung von (L1) und (L2).
(iii) Sei V' € V UVR. Zu zeigen: f(V’) it UVR von W. Dazu weisen wir die Bedingungen

aus Lemma 3.6 nach.
o Wegen 0 V' ist £(0) £ 0 e f(V/). Inshesondere ist £(V') # 0.

e Seien wy,wy € f(V'), d.g. es existieren vy, v € V' mit w1 = f(v1), we = F(v9).
L1
= w +ws = f(or) + f02) 2 fo1 +v3) € F(V),
ev’
e Sei e K, we f(V'),dh. w= f(v) fiir einv e V.
= xw =2 (0) 2 F(Qw) € F(V).
ev’

(iv) Sei W/ ¢ W UVR. Zu zeigen: f~1(W’) C V ist UVR. Wieder weisen wir dazu die
Bedingungen aus Lemma 3.6 nach.

e Wegen f(0) Yoew istoe F71{0}), womit f=1(W') #£ 0.

e Seien vy, vy € fHW') = f(v1), f(va) € W/
= f(or+v2) B o))+ fon) €W = 01 +vs € fLHW).

e Seien A€ K,ve f1(W'). = f(v) e W
= fow) BN f) e W = aw e L),

(v) Sei (v;)4er linear abhéngige Familie. = 3.J C I, J endlich und \; € K fir ¢ € J nicht

alle gleich Null mit » ;. ; Ajv; = 0.

= oY f(0) = f(z)\wz) @ Z)\if(vi)'
icJ icJ
= ((f(v;))icr) ist linear abhéingig.
(vi) ¢
“c: Seiw e f(V'), dh. w = f(v) fiir ein v € V.

= 3J C I endlich und \; € K fiir i € J mit v =), ; \jv;.

= w=f(w) @ S \f(v:), also w € Lin ((f(v:))icr)-
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“>” Sei w € Lin ((f(vz))ze])
= dJ C I endlich und \; € K fiir i € J mit

w=3"Nfw)? f<2)\m> e F(V").

ieJ e

(vii) Nach (iii) ist f(V) UVR von W. Die Behauptung ist dann gerade Aussage (ii) aus
Korollar 3.34. O

Lemma 4.4. Seien f : V. — W, g : U — V lineare Abbildungen. Dann ist auch
fog:U — W eine lineare Abbildung.

Beweis. Es sind (L1) und (L2) zu verifizieren. Seien u,us € U. Dann folgt
(fog)(u1+u) = f(g(ur +ug)) = f(g(u1) + g(uz)) = (f o g)(u1) + (f o g)(u2),
also (L1). Analog zeigt man (L2), d.h. (f o g)(Au) = A(fog)(u) fir A € K. O

Definition 4.5. Man bezeichnet

o cine lineare Abbildung f:V — W als Homomorphismus und setzt

Homg (V, W) := {f VoW | f st K—linear},

e cine lineare Abbildung f :V — V als Endomorphismus und setzt

Endg (V) :={f:V = V| [ ist K-linear}.

Lemma 4.6. (i) Homy(V, W) ist bzgl.
der Addition (f,g) — f+ g mit (f +g)(v) = f(v) +g(v) Vv €V und
der skalaren Multiplikation (X, f) — X f mit (A- f)(v) = A(f(v)) Vv eV

ein Vektorraum.

(i) Endg (V) ist bzgl. + : (f,9) — f+gundo: (f,g) — fog ein Ring mit Einselement
idy .

Bewets. Nachrechnen! O
Definition 4.7. Man bezeichnet

e cine bijektive lineare Abbildung f : V — W als Isomorphismus und setzt

Isog (V, W) := {f V=W | f st Isomorphz’smus},
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o cine bijektive lineare Abbildung f :V — V als Automorphismus und setzt

Endg(V):={f:V = V| f ist Automorphismus}.
Ezistiert zwischen Vektorrdumen V. und W ein Isomorphismus, so heiffen V. und W
isomorph (Notation V =W ).

Lemma 4.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
f Isomorphismus = f~' Isomorphismus.

Beweis. Analog zum Beweis bei Gruppen (Lemma 2.16 (iii)). O

4.1 Bild, Kern und Dimensionsformel
Definition 4.9. Sei f: V — W lineare Abbildung. Dann heifien
e Bildf:=f(V)={weW|3v eV mit f(v) =w} das Bild von f,
e Kern f := f~1({0}) = {v € V| f(v) = 0} der Kern von f.
Satz 4.10. Seien f:V — W lineare Abbildungen. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Bild f C W und Kern f C V sind UVRs.
(ii) f surjektiv < Bild f = W.
(iii) f injektiv < Kern f = {0}.

(iv) f injektiv und (v;)icr linear unabhingige Familie in V = (f(vi))iel ist linear

unabhdngig.
Beweis. (i) folgt aus Lemma 4.3 (iii) und (iv).
(ii) ist gerade die Definition von Surjektivitét.
(iii)
“=": Sei f injektiv. Zu zeigen: Kern f = {0}.
“27: f(0) =0= 0 € Kern f.

“C”: Seiu € Kern f = f(u) =0= f(0) f injgitiv

u = 0.

“<": Gelte nun Kern f = 0. Seien u,v € V mit f(u) = f(v). J gear flu—v) =0
Kem:f>:{0} u—v =0, d.h. fist injektiv.
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(iv) Seien J C I, J endlich und A\; € K (j € J) mit
ST A F(w) = 0. (4.1)
Jj€J
Zu zeigen: \; = 0V j € J. Wegen
Lemma 4.3(74)
0=> Xf(vy) = f(ZM%‘)
Jj€J JjEJ

('Ui)ie]li:n. unabh

folgt aus (iii) aber ;. ; Ajv; =0 Aj=0VjelJ. O

Definition 4.11. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann heif§t
Rang f := dim (Bild(f))

der Rang von f.

Beispiel und Definition 4.12 (Matrizen). Wir betrachten wie in Beispiel 4.2 (i) die
2w A € M(m x n,K) gehérende Abbildung A : K" — K™, x — Ax. Wegen K" =
Lin(eq, ..., e,) folgt aus Lemma 4.3 (vi)

Bild A = Lin (/Nl(el), L Alen)).

| I
Aey Ae,,

Aeq, ..., Ae, sind aber genau die Spalten von A, d.h.
Rang A = dim (Bild fl) = dim (SR(A)) = Spaltenrang (A).

Wir definieren den Rang der Matrix A durch

Rang(A) := Rang A = Spaltenrang (A).

Satz 4.13 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V' endlichdimensionaler
K-VR und f : V. — W eine lineare Abbildung. Sei ferner (v1,...,v) eine Basis von
Kern f, (wy,...,w;) eine Basis von Bild f. Firi=1,...,1 seien u; € V mit f(u;) = w;.

Dann gilt: B = (vy,..., v, u1,...,u;) ist eine Basis von V und
dim V = dim ( Kern f) + dim (Bild f).

Beweis. Wir zeigen (i) B ist Erzeugendensystem von V und (ii) B ist linear unabhéngig.
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(i) Seive V.= f(v) eBid f. = Ju,...,m € K mit
l
Fw) =) pjuwj.
j=1
Sei nun v = Zé‘:1 IS
! !
= fu)=> pif(u) = pjw; = f(v).
j=1 j=1

= flu—v)=0=v—ucKernf.

:>EI/\1,...,/\keKmitv—u:Zk

j=1 )\j?)j.

k l
= ’U:Z)\j’l}j—i-zuju]'.
j=1 j=1
(ii) Seien fuq, ..., A1, --, A € K mit

k l
Z Ajvj + Z piug = 0.
j=1 j=1

Anwendung von f auf beiden Seiten der Identitéit ergibt nach Lemma 4.3 (i) — (ii)

k !
DN F@)+ Y ny fluy) =0
- =~ I =
J =0 J =w,

(wl,...,g) Basis = e = gy =0,

k
= Zj:l /\j’l)j =0.
(vl,...,vé) Basis )\1 L )\k —0
Damit ist B Basis von V = dimV = k + [ = dim(Kern f) + dim(Bild f). O

Korollar 4.14. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann sind dquivalent:
(i) V=W
(i) dimV = dim W.

Beweis. (1) = (ii): Sei V- = W, d.h. es existiert ein Isomorphismus f : V. — W. Sei
(v1,...,vy) eine Basis von V. Da f injektiv ist, folgt aus Satz 4.10 (iv), dass (f(v1), ..., f(vr))
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linear unabhéngig ist. Die Surjektivitéit von f ergibt damit

W = Bild f = Lin (f(v1), ..., f(v,)),

d.h. (f(v1),..., f(vr)) ist ein Erzeugendensystem und damit insgesamt eine Basis.
= dimW =r=dimV.

(ii) = (i): Sei dimV = dim W = r € N. Seien (v1,...,v,) Basis von V und (wy,...,w,)
Basis von W. Wir definieren

fv-w
s s
v = Z)\jﬂj — Z)\jwj.
j=1 j=1
e f ist wohldefiniert, da (vy,...,v,) eine Basis von V' ist und damit jedes v € V eine
eindeutige Darstellung als Linearkombination aus vy, ..., v, besitzt.
e f ist linear (Nachrechnen!).
e Es gilt: Bild f = Lin(wy,...,w,) = W, d.h. f ist surjektiv.

e f ist injektiv, denn aus

dim V = dim (Kern f) + dim (Bild f )
=r W

folgt dim (Kern f) = 0, d.h. Kern f = {0}.

Korollar 4.15. (i) Seien n,m € Ny. Dann gilt: K" = K™ < n =m.

1) Ist V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so gilt V=2 K™ mit n := dim V.
(ii) g

Korollar 4.16. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorriume mit dimV =
dimW und f : V — W linear. Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv,
(ii) f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.
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Beweis. (i) = (ii): f injektiv = Kern f = {0}, d.h. dim ( Kern f) = 0.

Satz 4.13

= dim (Bild f) dimV =dimW = Bildf =W = f surjektiv.

(ii) = (iii): Sei f surjektiv. = dim (Kern f) = dim(V) — dim (Bild f ) = 0.
N——
=W
Satz 4.10(ii4)
=

= Kern f = {0} f injektiv.

Insgesamt ist f also bijektiv.
(iii) = (i): Klar. O
4.2 Affine Unterraume

Um die Urbilder f~!({w}) genauer untersuchen zu kénnen, brauchen wir den Begriff des

affinen Unterraums.

Definition 4.17. Sei V ein K-VR. Z C V heifit affiner Unterraum von V, wenn es ein
z €V und einen UVR U CV gibt mit

Z=z+U:={2+ulueU},
d.h. affine Unterrdume entstehen durch “Parallelverschiebung” von UVRs.

Beachte: Ist z € U, dann ist 0 ¢ z + U, d.h. in diesem Falle ist Z kein UVR von V.
Lemma 4.18. Seien z € V und U CV UVR, ferner Z = z+ U. Dann gilt:

(i) Fiir jedes 2/ € Z ist Z = 2"+ U.

(i) Sind 2 €V und U CV UVR mit 24+ U = 24+ U, dann ist U = U und z — 3 € U.

Beweis. (i) Sei 2/ € Z, d.h. 2/ = z +u/ mit v/ € U.

= z'+U:z—|—(u'—|—U):z+U:Z.
N—_——
=U
(ii) Es gilt U = {y1 — y2| y1,¥2 € 2+ U}, womit
U={yi—w|upecz+Ul={p—n|yppeci+U}=U

=>24U=24U=z€24U0U=24+U=2—2z€U. O
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Konsequenz und Definition. Bei einem affinen Unterraum Z = z + U ist der UVR
eindeutig bestimmt, der “Verschiebungspunkt” z kann beliebig aus Z gewéhlt werden.

Da U eindeutig ist, konnen wir die Dimension definieren durch

dim Z := dim U.
Beispiel 4.19. Wir vergleichen UVRs und affine Unterrdume in R2.
UVRs:

dimU =0: {0}
dimU =1: Lin(v),0 # v € R? (Geraden durch den Ursprung)
dimU =2: R%

Affine Unterrdume:

dimZ =0: {z},z € R? (Punkte)
dimZ =1: z+ Lin(v),0 # v € R? (verschobene Geraden)
dimZ =2: R?.

Lemma 4.20. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, w € Bild f und v € f~1({w}).
Dann gilt:

f{{w}) =v+Kernf und dimf'({w}) = dimV — dim ( Bild f).

Beweis. “C”: Seiu € f~H{w}). = f(u) =w= f(v) = f(u) — f(v) = flu—v)=0
= u—v€Kemnf = uecv+Kernf.

“7:. Seiu€cv+Kernf=dreKemfru=v+z

= f(w)=flv+z)=f(v)+ flz)=f(v) =w,
—~~

da v e f~'({w}). Aber damit ist v € f~1({w}).

SchlieBlich gilt dim f~!({w}) = dim (Kern f) ***Z""* dim V — dim ( Bild f). D0

4.3 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt seien A = (a;;) € M(m x n, K),
b1

bm
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Wir untersuchen das lineare Gleichungssystem (LGS)

anry + ... + apr, = b

ami1T + ... + GmpTn = bpm,

in Matrix-Schreibweise Az = b. Wir gehabt induziert die Matrix die lineare Abbildung
A:K" 5 K™ x5 A-x.

Wir betrachten das Problem der Losung zunéchst theoretisch und dann algorithmisch.
Definition 4.21. Das LGS Ax = b heifst

homogen, wenn b =0,

inhomogen, wenn b # 0.

Das LGS Ax = 0 heifit das zu Az = b gehorende homogene LGS. A heifst Koeffizientenmatriz.

Las(A,b) == {z € K" Az = b} = A1 ({b})

heifst Losungsraum des LGS Ax = b.

Es gilt
Los(A,0) = {z € K"| Az = 0} = Kern A.

Satz 4.22. Es gilt:
(1) Lds(A,0) C K™ ist ein UVR der Dimension n — Rang(A).

(i) Las(A,b) C K™ ist ein affiner Unterraum von K™. Ist Lis(A,b) # 0, dann hat

dieser die Dimension n — Rang(A).

(iii) Sind Lis(A,b) # 0 und v € Lds(A,b), dann ist

Las(A,b) = v+ Las(A4,0).

Bemerkung. (i) bedeutet: Falls eine Lisung v von Ax = b existiert, dann erhdlt man
alle Losungen, indem man zu der speziellen Losung v alle Liosungen des zugehdrigen

homogenen Gleichungssystems addiert.

Beweis. (i) Es ist Los(A,0) = Kern A. Kern A ist ein UVR € K™ mit

dim (Kern fl) Dimensionsformel. ;) g dim (Bild fl) =n — Rang A.
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(ii) Bs ist Los(A,b) = A~'({b}) nach Lemma 4.20 ein affiner Unterraum von K”. Falls
Los(A,b) # 0, dann gilt b € Bild A und

dim (L&s(A,b)) = dim A7L({b}) = dim (Kern fi) =n — Rang A.
(iii) Mit v € Los(A, b) gilt nach Lemma 4.20
Los(A,b) = A1 ({b}) = v + Kern A = v + Lés(4, 0).
O

Bemerkung. Lds(A,0) enthdlt immer die triviale Losung 0; nicht-triviale Lisungen

von Az = 0 existieren wegen (i) genau dann, wenn Rang A < n.

Definition 4.23.

Alb:= e : eEM(mx (n+1),K)

aml .- Qmn bm

heifst erweiterte Koeffizientenmatriz des LGS Ax = b.

Satz 4.24. Es sind dquivalent:
(i) Los(A,b) # 0, d.h. das LGS Az = b besitzt eine Lisung.
(ii) Rang A = Rang(A|b).
Beweis. Es gilt Bild A = SR(A) C SR(Ab) = Bild Ab. Damit erhalten wir
Los(A,0) #0 < beBildA
& dimBild A = dim Bild AJb

& Rang A = Rang;l\\l;
< Rang A = Rang Alb.

Korollar 4.25. Es sind dquivalent:
(i) Das LGS Az = b hat genaue eine Lisung.

(ii) Rang A = Rang(A|b) = n.
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Beweis. “(i)=(ii)”: Nach Satz 5.4 folgt aus der Existenz der Losung Rang A = Rang(A|b).
Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt dim (LGS(A, b)) = 0, also

0 = dim (L&s(A, b)) =n — Rang A,

d.h. Rang A = n.
“(ii)=(1)”: Sei Rang A = Rang(A|b) = n. Nach Satz 5.4 ist dann Los(A,b) # (. Nach
Satz 4.22 (ii) gilt dim (Lt')s(A, b)) =n — Rang A = 0, d.h. die Lésung ist eindeutig. [J

Wir méchten schliellich noch einen Algorithmus zur Bestimmung der Losungen Los(A, b)

angeben.

Definition 4.26. Sei A € M(m x n, K). Man sagt, A sei in strenger Zeilenstufenform

(SZSF), wenn A in ZSF mit Pivotspalten an ji,...,j, ist und wenn gilt:
(i) a1j, = =ap;, =1 und
(it) aij, =0 fir allei e {1,...,k—1} und k € {1,...,r}.
Satz 4.27. A lisst sich durch elementare Zeilenumformungen auf SZSF bringen.

Bewets. A lasst sich mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren aus Abschnitt 3.4.1

durch elementare Zeilenumformungen auf ZSF

0 0 bljl * *

0 0 b2j2 * *
B = .

0 0 by,

0 0O ... 0 0

bringen, d.h. man erhdlt aus A damit B. Multipliziere nun die i-te Zeile mit 1/b;j,
und annuliere dann die Eintréige der ji-ten Spalte oberhalb des Pivot-Elements durch

Subtraktion geeigneter Vielfache der k-ten Zeile. O

Lemma 4.28. SeiC € M(mxn,K), d € K™. Ist C|d durch eine Folge von elementaren
Zeilenumformungen aus Alb entstanden, so ist Los(C,d) = Las(A,b).

Beweis. Wegen Bemerkung 3.53 reicht es, Umformungen vom Typ (I) und (II) zu be-

trachten.

Typ I Sei C|d durch A|b dadurch entstanden, dass die j-te Zeile mit A € K \ {0}
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multipliziert wurde, d.h.

a1l ... Qip b1
ay ... ay, by : : :
Alb = oo : und Cld:=| Xaj1 ... Aaj, Ab;
Aml -+ Gmn  bm : :
Ami  --- Qmn bm

so gilt: x € Los(Alb) & Ar=b & Cr=d < x € Los(C,d).
Typ II: Analog. O

Beispiel 4.29. Gegeben sei das LGS Ax = b mit

1 2 -1 1 3
A= 36 -3 3 9 und einem Vektor b € R3.
4 8 —4 5 9

Betrachte zundchst das zugehiorige homogene LGS. Mit elementaren Zeilenumformungen
erhdlt man

1 2 -1 1 3 1 2 -1 1 3 1 2 -1 0 6
A—-]1 00 O O O |—=|0O0 O 1 -3 |—=]00 1 -3 =S
00 0 1 -3 00 0 0 O 00 0 0 O

Z2
SetzeB:(g _Olfg).Es gilt Sx = 0 genau dann, wenn (;i):—B T3
Ts5

x9,x3, x5 konnen beliebig dann gewdhlt werden. Der Lésungsraum Lds(A,0) des homo-
genen Systems ist ein UVR (Satz 4.22 (i)), der am besten durch die Angabe einer Basis
beschrieben werden kann. Hierzu gibt es natirlich viele Moglickeiten; eine einfache ist,
fiir (xo x3 x5)" die Einheitsvektoren ey, es, ez des R? zu wdihlen. Fiir e; gilt dann

(1:1) = —Be; = — i-te Spalte von B,
T4

d.h. wir erhalten durch Einsetzen von eq,es, es folgende Basisvektoren von Lds(A,0):

-2 1 —6
1 0 0
wy = 0 , Wy = 1 , Wz = 0
0 0 3
0 0 1

68



Algorithmus (GauBalgorithmus zur Losung fiir ein homogenes LGS)
Eingabe: A € M(m x n, K)
Ausgabe: Basis von Los(A4,0).

1. Schritt: Bringe die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in SZSF

0 ... 0 1 * 0 ... 0 =x*
0 0O 1 x ... 0 =x
S —
0 0 1 =
0 0 0 0
J J2 o r

r = Zeilenrang(A)

2. Schritt: Sei B € M(r x (n — r), K) die Matrix, die durch Streichen der Spalten
mit den Indizes ji,...,J, und den Zeilen mit den Indizes r + 1,...,n entsteht (diese
beinhalten nur Nullen als Eintrége). Seien k1 < ko < -+ < kp—p mit {1,...,n} =
{j1s-- s Jr, k1, kn—r} (d.h. die k; sind die Indizes von Nicht-Pivot-Spalten).

3. Schritt: Eine Basis von Los(A,0) ist gegeben durch wy,...,w,—, € K™, wobei

W41
w; =
Win,
gegeben ist durch
Wij, Wik,
= i-te Spalte von —B, : =e¢ € K",
Wi, Wiky,

Beweis. Nach Lemma 4.28 gilt Los(A,0) = Los(S,0) und ferner x € Los(S,0)

l’jl Ly Ijl Ty
& Sr=0 & 0= : + B : & : =-B
xj'r xknfr "Ejr "Eknfr
Nach beliebiger Vorgabe von xy,,...,xy, . ergeben sich zj,...,z; eindeutig, wenn

x € K™ eine Losung ist. Um eine Basis des Losungsraums Los(A,0) C K™ zu erhalten,
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kann man mit (zk,,...,xy, ) eine Basis des K"~" durchlaufen, also bspw.

xkl
=e e K" firi=1,...,n—r.
xkn—r

Dann ist

Ljy

= i-te Spalte von — B,

Ljy
d.h. wir erhalten obige Vektoren wy, ..., w,—,. Nach Konstruktion ist (wi,...,w,—,) ein
Erzeugendensystem von Los(S,0) = Los(A4, 0). Die Familie (wy, ..., w,—,) ist aber auch

linear unabhéngig: Denn sind Aq,..., A\p_ € K mit
AMwi + -+ App Wy = 0,
so lautet der Eintrag der k;-ten Zeile (i € {1,...,n —1})

AL Wi+ AN Wik, o A W, = 0
0 =1 0

=0 =0
= N=0firi=1,...,n—r. ]

Satz 4.30 (Korollar aus dem GauBalgorithmus zur Lésung homogener LGS ). Es sei
A€ M(m xn,K). Dann gilt

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = Rang A.
Beweis. Im obigen Algorithmus haben wir gezeigt
dim (L8s(A,0)) = n — Zeilenrang(A4) =n — .
Nach Satz 4.22 (i) ist
dim (L&s(A,0)) = n — Spaltenrang(A) = Rang 4,

also folgt die Behauptung. O

Beispiel 4.31 (Fortsetzung von Beispiel 4.29). Zur Suche einer speziellen Lisung des
inhomogenen Systems Ax = b bringen wir die Matriz Alb in SZSF und erhalten fir
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b=(3,9,13) bzw. b = (3,10, 13)" mit den Umformungen aus Beispiel 4.29

1 2 -1 0 6 |0 1 2 -1 0 6 |2
00 0 1 =3[0 |:=8]z b 00 0 1 -3]|1 =z
00 0O 0 01 00 0 0 O01]O0

Fir z mit z3 = 1 ist klar, dass es keine Lisung von Sx = z gibt, d.h. Los(A,b) =
Los(S,z) = 0. Im Falle Z ist

n=1-—

o A

j2:4—> 29

I
o = O O W

eine Léosung. Man beachte, dass mit Z gilt r = 2 und jo = 4 und mit z ist r = 3 und

Jr=J3=6=n+1

Algorithmus (GauBalgorithmus zur Losung fiir ein inhomogenes LGS)
Eingabe: A € M(m xn,K), be K™.
Ausgabe: Affiner Unterraum Los(A, b).

1. Schritt: Bringe die Matrix A|b durch elementare Zeilenumformungen auf SZSF S|z.
Seien 7 = Rang(A|b) = Rang(S|z) und ji,...,j, die Positionen der Pivot-Spalten.

2. Schritt: Falls j,. = n + 1, dann gilt Los(A, b) = (.
3. Schritt: Ist j, <n+ 1, dann gilt Los(A,b) = v + Los(A4, 0) mit einem v € Los(A, b).

Eine Basis von Los(A, 0) wird ermittelt wie im zugehérigen Algorithmus fiir ein homo-

genes LGS. Eine spezielle Losung ist gegeben durch v = (vy,...,v,)" € K™, wobei

Vj1 Al
= : und v; =0 firce {1,...,n}\ {j1,---,Jr}-

(% Zyr

Beweis. Gilt j, = n + 1 ist klar, dass Los(A,b) = Los(S,z) = 0 ist, denn die j,-te
Gleichung des Gleichungssystems lautet 0 = 1. Im Falle j, < n 4+ 1 ist v aus Schritt 3

eine spezielle Losung von Sz = z, d.h. auch von Az = b. O
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4.4 Darstellende Matrizen

In Beispiel 4.2 war A : K" — K™, x — Az mit A € M(m x n, K), ein Beispiel fiir eine
lineare Abbildung. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass man jede lineare Abbildung
praktisch so schreiben kann. Nachfolgend seien V und W endlichdimensionale K-VRs.

Lemma 4.32. Seien vy,...,v. € V und wy,...,w, € W. Dann gelten:
(i) Ist (vi,...,v.) eine linear unabhingige Familie, dann gibt es eine lineare Abbildung
f:V=>Wmit flv;,)) =w; firi=1,...,r.
(ii) Ist (v1,...,v,) Basis von V', dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V — W
mit f(v;) =w; firi=1,...,r. Diese hat folgende Eigenschaften:
(a) Bild f = Lin(wy, ..., w,). Insbesondere gilt

f st surjektiv < (wy,...,w,) ist ein Erzeugendensystem von W.
(b) f ist injektiv < (wy,...,w,) ist linear unabhdngig.
Beweis. (i) folgt aus (ii) mit dem Basisergdnzungssatz.

(ii) Da (v1,...,v,) Basis ist, ist die Darstellung eines jeden Vektors v € V als Linearkom-

bination aus vy, .. ., v, eindeutig. Somit ist folgende Abbildung f : V' — W wohldefiniert:

r r
V= Z )\ivi — Z )\Z"LUZ'.
=1 1=1

Es gilt f(v;) = w; fiir i = 1,...,r. AuBerdem ist f linear, denn mit u = >, ; p;v; ist

flu+v) = f<Z()\i + Hi)%’) =3 (i + p)wi = f(u) + f(v),

i=1 i=1
analog gilt f(Av) = A - f(v) fir A € K. [Bemerkung: Diese Konstruktion wurde auch
schon einmal im Beweis von Korollar 4.14 verwendet.]
Eindeutigkeit von f: Sei g : V' — W eine weitere lineare Abbildung mit g(v;) = w;. Fiir
v="> 1 \w; gilt dann g(v) = > 7 Nig(v;) = > w; = f(v), dh. f=g.
(a) Bild f = Lin(ws, . .., w,) folgt aus Aussage (vi) aus Lemma 4.3.

(b) Es gilt: f injektiv Sat2 13°0%) Kern f =10} Sate L10G) (f(v1),..., f(v,)) linear unabh.
SN~ S~—~—
=wq =wy

Umgekehrt gilt: (wy,...,w,) linear unabhingig

= dim (Bild f) =r
= dim (Kernf) =dimV —dim (Bildf) =0
= Kern f = {0}, d.h. f ist injektiv.
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Bemerkung. Man braucht in Lemma 4.32 die lineare Unabhdngigkeit der v;, damit die
Abbildung f wohldefiniert ist. Ist bspw. (v1,v2) mit vi = vy, kann man nicht einfach

f(v1) = wy und f(ve) = wa fir beliebige wi, ws setzen.

Korollar und Definition 4.33. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V (entspricht hier

dem W aus Lemma 4.32). Dann gibt es genau einen Isomorphismus
(I)BiKn—>V mit @B(ei) = V; fﬁT”i: 1,...,n.

Die Abbildung ®p heifst das durch B bestimmte Koordinatensystem von V. Fir v =
oy v gilt

Al " A1
dp : = Z v,  womit @gl(v) = :

An = An
D.h. <I>§1 ordnet dem Vektor v € V' seine Koordinaten bzgl. B zu.

Bemerkung. Es mag auf den ersten Blick merkwiirdig erscheinen, den Begriff “Ko-
ordinatensystem” fiir eine Abbildung zu verwenden. Allerdings ist klar, dass zu einem
Koordinatensystem neben den Basisvektoren, welche die Achsen beschreiben, auch eine
Methode gehdren muss, wie man einen einzelnen Vektor dann darstellt. Das beschreibt
gerade die Abbildung <I’]_31.

Beispiel 4.34 (Gedrehtes Koordinatensystem). Wir mdchten den Vektor (é) in zwes

verschiedenen Koordinatensystemen darstellen.

o Finerseits gilt (:1,)) =1- ((1)) +3- ((1]), d.h. die Koordinaten bzgl. B = (((1]), (?)) sind
(5) und @5 ((3)) = (3)-
T T
Vektor  Koordinaten

o Wir betrachten nun das gedrehte Koordinatensystem mit den Achsen (}) und (_11)
Es gilt (é) =2 (1) +1- (El), d.h. die Koordinaten bzgl. B = (G), (711)) sind (%)
und @5 ((3)) = (7)-

T T

Vektor  Koordinaten

Im zweiten Fall sind der dargestellte Vektor und die Koordinaten verschieden. Im ersten
Fall sind der Vektor und seine Koordinaten gleich. Das liegt daran, dass als Basis die
FEinheitsvektoren benutzt worden sind, d.h. B = (e1, e2) sowie daran, dass wir ein Beispiel

aus dem R? (allgemeiner K™) gewdhlt haben.
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Beispiel 4.35 (Polynomraum). Wir betrachten den R-Vektorraum
R[t]n = {P € R[t]| deg(P) < n} U {0}

der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad < n inklusive Nullpolynom von Ubungs-
blatt 8, Aufgabe 4. B = (Py, Py,...,P,) mit Py(t) = 1 und Py(t) = tF, 1 <k <n, bildet
eine Basis von Rt],. Die Abbildung ®p ist nun

Ao
g : R™ = R[t],, A EED PPN

)\0 n n
= @El < Z )\iPZ) sind die Koordinaten des Polynoms Z NP
A =0 i=0

Man konnte aber auch die Basis B' = (Py, Py + Py, ..., ZZ:O Py) verwenden mit zu-
gehdrigem Koordinatensystem ®pr und entsprechenden Koordinaten @E,l (P) fiir ein Po-
lynom P € R[t],,. Z. Bsp. firn =2 gilt dann

1 0
PSP +Pi+P)=| 1| und o5/ (Ph+P+P)=]| 0
1

Setzt man fiir die Unbekannte t Elemente des Korpers R ein, ist die einem Polynom
P =%, \iP; € R[t], zugeordnete Abbildung

P:R—=R, z~ P(z),
differenzierbar und P'(x) = Y1 i\iz*~'. Sei entsprechend

1P fallsi=1,...,n
d: R[t], — R[t],, d(P;) = (d fir “derivative”)
0 falls i = 0.

Damit ist die lineare Abbildung d nach Lemma 4.32 eindeutig bestimmit. Ist nuny ;" \iP;

mit Koordinaten

Ao

= q)gl ( Zn: )\sz>
1=0

An
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gegeben, so gilt

n n—1

d(Z )\iPi> = iNPia =) (i+ DAipB,
i=0 i=1 i=0
d.h. die Koordinaten der Abbildung sind
1-X
n-Ap
0

Auf “Koordinatenebene” kann man das schreiben als

1-\ 01 0 Ao
z A
n-Ap a n :
0 0 0 An
=:A
(Koeffizientenmatriz)

oder als Abbildung d = ®p5 o Ao ®5' von R[t], nach R[t], mit der zu A gehérenden
linearen Abbildung A.

Satz und Definition 4.36. Seien B = (v1,...,v,) eine Basis von V und C = (w1, ..., Wn)

eine Basis von W. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fir jede lineare Abbildung f : V. — W gibt es genau eine Matriz A = (a;;) aus
M(m x n, K) mit

f(vj) = Zazjwi fir alle j =1,...,n.

i=1
Mg(f) := A heifst die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C (von V
bzw. W ). In der j-ten Spalte von ME(f) stehen die Koordinaten von f(vj) bzgl.
der Basis C von W (fir j=1,...,n).

(ii) Es gilt dann f = ®c o ME(f) o ®5'.

(i1i) Die in (i) enthaltene Abbildung
ME : Homg (V,W) = M(m xn,K), f+— ME(f)

st ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
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Insbesondere gilt
dim Homg (V, W) =m - n.

Im Falle V=W und B = C ist die Abbildung
Mg : Endg(V) = M(nxn,K), fw— ME(f)=: Mp(f)

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. (i) folgt aus Lemma 4.32 (ii), da B = (v1, ..., vy) eine Basis ist. Da (w1, ..., wy)

eine Basis von W ist, kann man die Bilder f(v;) als Linearkombination daraus darstellen:
m
fv;) = Zaijwi, ji=1,...,n.
i=1

(ii) Es gilt mit e; € K"

(®c o ME() 0 @5 ) (1) = (20 0 ME(D)) (e5)
aij m
= O (Aej) = Do : = Zaijwi = f(v)).
=1

amj

Da f eindeutig bestimmt ist, folgt Gleichheit.
(iii) Nachweis der Linearitit: Seien f,g € Homg (V,W) mit ME(f) = (aij), ME(g) =
(big). = (f+9)(v;) = fvj) +9(v;) = 3Ly aijwi + 3% bigws = 352 (aig + bij)wi,
womit

ME(f + g) = (ai + big) = ME(f) + ME(g)
ist. Analog zeigt man ME(A\f) = AME(f).
Nachweis der Bijektivitat: Ist A = (ai;) € M(n x n, K), so gibt es nach Lemma 4.32 (ii)
genau ein f € Homg(V,W) mit f(vj) = S0t ajjw; fiir i = 1,...,n, d.h. ME ist

surjektiv und injektiv. O

Bemerkung 4.37. Fir f € Homg(V,W) und v € V- mit v =3"_, \jv; gilt damit

m A1

flv) = jzi:lAjf(vj) = JZ:M(E;%W) = g: (iam’/\g)wz' => (4] : w;.

=1 j= i=1 A, i

Dies ist eine andere Schreibweise fiir Aussage (ii) in Satz 4.36 und verdeutlicht noch-
mal, dass mit A = Mg(f) die Koordinaten beziiglich der Basen B und C' transformiert

werden.

76



Was besagt Satz 4.36 fiir V = K™, W = K™ mit den Einheitsbasen B = (eq,...,ey)
von K" und C = (ey,...,ey) von K™? Zu gegebenem f € Hompg (K™ K™) ist A
definiert durch

m a1y
fleg) = aijei = : = Ae;.
=1 mj

———
j-te Spalte von A

Das ist dieselbe Beziehung wie zwischen A und A in Beispiel 4.2, d.h. f= A. Wir halten

dies als Korollar fest.

Korollar 4.38. Die Abbildung Meren) Hompg (K™ K™) — M(m x n,K) ist ein

61,...,em) :
Isomorphismus mit Umkehrabbildung

~ :M(m xn,K)— Homg (K", K™), A~ A.

Man kann dieses Korollar nun verwenden, um eine nicht-triviale Aussage fiir Matrizen

herzuleiten.

Satz 4.39. Sei A € M(n x n,K). Dann sind dquivalent:
(i) A besitzt eine Rechtsinverse, d.h. es existiert B € M(n xn,K) mit A-B=E, .
(ii) A: K" — K" ist ein Isomorphismus.

(iii) A ist invertierbar, d.h. es existiert B € M(nxn,K) mit A-B=B-A=E,.

Die Aussage gilt auch, wenn man in (i) die Existenz der Linksinversen verlangt.
Die Beweisidee besteht darin, die Frage nach der Inversen anstelle von M (n x n, K)
in Homg (K™, K™) zu diskutieren, wo unmittelbar klar ist, dass aus der Existenz der

Rechtsinversen auch die Existenz der Inversen folgt.
Beweis. (iii)=(i) ist trivial. Ao B = AB = E,, = idgn»
(i)=(ii): Sei B € M(n xn,K) mit AB = E,.

= K" =(AoB)(K") c A(K")C K"

= A surjektiv
Korollar 4.16 7

ist bijektiv, d.h. A ist Isomorphismus.

(ii)=(iii): Sei A Isomorphismus, d.h. es existiert die inverse Abbildung ¢ mit Ao g =
goA = idyn. Nach Korollar 4.38 gibt es ein B € M (nxn, K) mit g = B. = Behauptung.
O
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Satz 4.40 (Ringisomorphismus). (i) Die Abbildung

M(el,...,en) . EndK<Kn> N M(n X TL,K)

(e14eees€n)

ist auch ein Ringisomorphismus (also bijektiv und die Ringstruktur erhaltend), d.h.

M(el’m’en))(f"‘g) _ M(e1,...,en (f) +M(e1,...,€n)(g) und

(61,...,677, (61,...,€n) (617...76’”)
M) (fog) = M) (F) - M) g) i alle f,g € Endje(K™),
(ii) Sei “«” eine beliebige Multiplikation auf M(n x n,K), so dass M(n x n, K) mit
den Verkniipfungen + und * einen Ring bildet. Ist M((::’_'_'."::L)) dann ein Ringiso-
morphismus, so folgt “« =" d.h. die Matrixmultiplikation ist gerade so definiert,
dass das Matrizprodukt die Matrixz der hintereinander ausgefiihrten Abbildungen

1st.

Bemerkung. Fine analoge Aussage gilt auch fir das Matrizprodukt A - B mit Matrizen
Ae M(mxn,K) und B€ M(nxr K).

Beweis. Wir setzen M := M)

(617'”7571,)
(i) Wir verwenden wie oben die Bezeichnung A fiir die durch A € M (n x n, K) definierte
lineare Abbildung von K" nach K". Es gilt fiir alle x € K"

AB(x) = (AB)x = A(Bx) = A- B(z) = A(B(z)) = (Ao B)(z),
womit M(fl o B) = M(Zé) =A-B= M(fl) . M(B) Da M nach Satz 4.36 bereits
VR-Isomorphismus ist, gilt auch M (121 + B) =M (A) + M (f?) und M ist bijektiv, also
ist M damit Ringisomorphismus.

(ii) Sei ~ die Umkehrabbildung von M aus Korollar 4.38. Nach Satz 4.36 (i) besteht die
j-te Spalte von A = M(fl) aus A(e;), d.h. fir C = Ax B mit A, B € M(n x n, K) gilt

= (M(A) = M(B)(e)) = ((AoB)(ey))

o= () - Z z

=M(A4oB)
da M Ringiso-
morphismus
blj
= (A(B(ey); = | A |
b; i
n n a1k n
= <ZkaA(€k)> = Zbkj . = Zaikbkj.
k=1 g k=1 i k=1
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Im restlichen Teil dieses Abschnittes formulieren wir noch Konsequenzen aus Satz 4.36
und Korollar 4.38.

Satz 4.41. Sei U C K™. Dann sind dquivalent:

(i) U ist UVR von K™.

(ii) Es gibt ein m € N und ein A € M(m x n, K) mit U = Lds(A,0).
Beweis. (ii)=(i): Aussage (i) aus Satz 4.22.

(i)=(ii): Sei (u1,...,u,) eine Basis von U. Diese kann nach dem Basisergénzungssatz zu
einer Basis (u1, ..., Up, Upy1,...,Uy) von K™ ergénzt werden. Sei m = n — r. Definiere
nun f: K" — K" durch

0 falls i € {1,...,r}
flug) =
ei—r fallsie{r+1,...,n}.

Wegen U C Kern f und dim ( Kern f) = n—dim (Bild f) = n—(n—r) = r (Dimensions-
formel) folgt Kern f = U nach Korollar 3.34 (iii). Nach Satz 4.36 und Korollar 4.38 gibt
es genau ein A € M(m x n, K) mit f(x) = Az. Es gilt Los(A,0) = Kern f =U. O

Satz 4.42. Sei Z C K™. Dann sind dquivalent:

(i) Z ist affiner Unterraum von K.

(i) Es gibt m e N, A€ M(m xn,K) und b € K™ mit Z = Los(A,b).
Beweis. (ii)=(i): Aussage (ii) aus Satz 4.22.

(i)=(ii): Sei Z = z+ U mit z € Z und einem UVR U C K". Nach Satz 4.41 existieren
m € Nund A € M(m x n,K) mit U = Los(A,0). Mit b := Az ist z € Los(A4,b) und
nach Satz 4.22 (iii) folgt Los(A,b) =2+ U = Z. O

Bemerkung. Zusammenfassend ergeben Satz 4.41 und Satz 4.42:
o UVRs von K™ sind Lésungsrdume homogener linearer Gleichungssysteme und

e affine Unterrdume von K" sind Lésungsrdume inhomogener linearer Gleichungs-

systeme.
Wir geben zu f € Homg (V, W) schliefllich noch eine einfache Darstellungsmatrix an.

Lemma 4.43. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es Basen B von V

und C von W mit
E. 0

M(?(ﬁ:( N

), r = Rang f.
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Beweis. Sei C = (w,...,w,) Basisvon Bild f. Sinduy € f~*({w1}), ..., ur € f~*{w,})

und ist (v1,...,vx) eine Basis von Kern f, dann ist nach Satz 4.13 (Dimensionsformel)
B = (u1,...,up,v1,...,0;) eine Basis von V mit r + k = dim V. Nach Konstruktion ist
flur) = wi,..., fluy) = we, f(v1) = 0,..., f(vp) =0, d.h. ME(f) = (57 9), wobei C
eine von C erginzte Basis von W ist. O

Bemerkung. Sehr viel schwieriger ist es, fir f € Endg (V) eine Basis B zu finden, so
dass Mp(f) mdglichst einfach ist (— Jordansche Normalform, Lineare Algebra II).
4.5 Kommutative Diagramme und Basiswechsel

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich die Darstellungsmatrix Mg (f) einer
linearen Abbildung f bei einem Basiswechsel verhélt. Nach Satz 4.36 (ii) gilt

f=coME(f)ody. (4.2)

Bemerkung 4.44 (Kommutative Diagramme). In der linearen Algebra werden hdufig

sogenannte kommutative Diagramme verwendet, um die Gleichheit von Abbildungsver-

kniipfungen zu visualisieren. Schreibt man obige Identitdt in der Form

fo®p=2ocoME(f),
so erhdlt man folgendes “kommutatives Diagramm”:

Kn dp V

ME(F) l Jf

K™ 2w

Man sagt “das Diagramm ist kommutativ”, wenn man jeden Weg entlang der Pfeile “lau-
fen” kann und immer dasselbe Ergebnis erhdlt (“laufen” bedeutet, die jeweilige Abbildung
anzuwenden, d.h. die Abbildungen entlang des Pfads werden verkniipft). Die einzelnen
Abbildungen miissen nicht bijektiv und im Allgemeinen kein Homomorphismus sein. Ist

eine Abbildung bijektiv, kann man ihre Inverse hinschreiben und den Pfeil umdrehen:

—1

n <I>B
K" «—— V

ME(f) l Jf

Km pife] w

Die Kommutativitit des Diagramms liefert dann direkt (4.2).
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Satz 4.45. Seien U,V,W endlichdimensionale K-VRs mit Basen B,C,D; g :U =V,
f:V = W lineare Abbildungen. Dann gilt

MEB(f og) = Mg(f) - ME(g).

Beweis. Wir setzen r := dimU, m := dimV, n := dim W sowie A; := Mg(f), Ay =
ME(g). Damit ergibt sich folgendes Diagramm:

K" e U
— Km 2o,y
A1 Ay y fog
N
K" oo W

—_——

Die beiden Trapeze sind kommutativ wegen (4.2), das linke Dreieck wegen A;A4y =
Aj0As,, das rechte Dreieck nach Definition der Hintereinanderschaltung von Abbildungen
auch. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch das dulere Reckteck kommutiert (das gilt nicht

automatisch!). Mithilfe der bereits als kommutativ verifizierten Teildiagramme folgt aber

I [ ] .\‘ [ ] .\( L]
L] L] = [ ] L] = e — 0
/ h
e — ‘e e — e ° °
o —— e e ——eo
= [ ] ./ = L] ° ‘I/
° \1. [ ] [ ]

Die Kommutativitét des d&ufleren Rechtecks ergibt nun

q)DOAlAQ = (fog)O(I)B.

= A1Ay = 0plo(fog)odp = MB(fog) = MS(f)-ME(g) = ArAs = MB(fog). O

Bemerkung. Der Beweis muss nicht mithilfe des kommutativen Diagramms gefiihrt

werden. Alternativ kann man in jedem Schritt die Gleichheit der Formeln einsetzen.
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Bemerkung 4.46. Insbesondere ergibt Satz 4.45 fir f,g € Endg (V)
Mp(fog)=Mg(f)Mp(g)
und damit analog zu Satz 4.40 (i), dass
Mg : Endg (V) = M(n xn,K), f+— Mg(f)

ein Ringisomorphismus ist.

Definition 4.47. Seien B und B’ Basen von V sowie n = dim V.
175 .= ME (idy) € M(n x n, K)

heifit Transformationsmatriz des Basiswechsels von B nach B’.

Lemma 4.48. Seien B, B', B” Basen von V. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) TE € GL(n, K)
(ii) TG = 35 0 b
(iii) TH = (TF )™
(iv) T, =15, - T

. . V1,-+yUn
(v) Ist (v1,...,vy) eine Basis von V = K", so folgt T((€117---7en)) = (v1...0p).
N —
Matriz mit
Spalten v;

Bemerkung. (ii) zeigt, dass Tg, die Koordinaten eines beliebigen Vektors v € V' bzgl.

B in die Koordinaten von v bzgl. B’ iiberfiihrt.

Beweis. (ii) Wir wenden (4.2) auf f = id an und erhalten
idV = (I)B’ o %\gj o @gl.

Da &5 und ®p Isomorphismen sind, folgt

@15,1 =T5 o @gl und daraus @E,l obp=T5.

(i) Da ®5 und ®p Isomorphismen sind, ist auch 75 = @E,l o &g ein Isomorphismus.
Nach Satz 4.39 ist T5, damit invertierbar, d.h. TS € GL(n, K).

(iii) Die Aussage ist heuristisch klar. Formal: Es gilt Z?A/Q = Ay 0 Ay, d.h.

TE .TE =TE oTE = 03} 0®pody' 0y = idn = B
N—_——

idy
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Satz 4.40(i ! )"
at i>40(z) Tg'Tg :EnéTg:(TBB) 1.

(iv) folgt aus Satz 4.45 fir f = g = idy.
(v) folgt aus der Definition 4.36 der Darstellungsmatrix. O

Beispiele 4.49. Zur Erinnerung: Sind B = (vy,...,v,) und B' = (v{,...,v]) Basen ei-
nes K-VRs V (dimg V = n) und (t;;) = T = M5 (idy), so gilt gemdfy Definition 4.36

n
vj =idy(vj) = thjvg.
1=1

Wir betrachten nun die Beispiele 4.34 und 4.35.

Beispiel 4.3/: (gedrehtes Koordinatensystem,)

5= (()0) 7= (0)()
()=20)-3(7) wa (9)=20)-3()

= (s 1js)

Beispiel 4.35: (Polynomraum,)

Seien B = (Py, Py,...,P,) und B' = (Py, Py + P1,...,> p_o Pr) mit dem Null-
polynom Py und P;(t) = t7 fir j = 1,...,n. Dann ist P; = Zi:o P, — ?c;%) Py,
womat
1 -1 0
B
TE = B
0 1

Das Polynom Py, — Py hat beziiglich B die Koordinaten (—1,1,0,...,0) und als

Koordinaten in B’

-1 -2
1 1

T8l 0o | =| o (Es gilt: Pl — Py = 2Py +1- (Py + Py).).
0 0
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Satz 4.50 (Transformationsformel). Seien f : V — W eine lineare Abbildung, B, B’

Basen von V' sowie C,C" Basen von W. Dann gilt
M (f) = TEME(NTE

Beweis. Nach (4.2) gilt

— N—
MEB(f)=d;lofodp =d;l oPcodylofodpodylodp =TEME(f)TE .
— ne V=
=T =ME(f) =75’
= Behauptung. O

Bemerkung. Man kann den Beweis auch mit kommutativen Diagrammen zeigen (was
letztlich dasselbe ist).

e o
!

B V——W e
TS TS
AR
o ME/(f) P

Das Diagramm sieht dhnlich aus wie das im Beweis von Satz 4.45, allerdings zweimal
mit anderen Richtungen im unteren Trapez (/ statt .~ und ™\ statt v, ). Da ®p und
b Isomorphismen sind, kann man diese Richtungen aber umdrehen und erhdlt wie im
Beweis von Satz 4.45:

ME (f)oTE = TS o ME(f)
I i

D e N g

ME (N)TE, TS, ME(f)

= MJ/(HTE =TEME(S)
= ME (f) = TSME(H)(TE) " = TSME(f)TE nach Lemma 4.48 (iii).

Setzen wir Ay := ME(f), Ay = ME (), S =TS und T :=TE,, so gilt:

S € GL(m,K), T € GL(n,k) und Ay = SA; T
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Im Spezialfall W = V ist insbesondere der Fall C = B und ¢’ = B’ interessant. Hier
folgt
Mg/ (f) = TEME(H)TE

d.h. mit S :=T5 € GL(n,K) ist
Ay = SAlsfl.

Definition 4.51.

(i) Zwei Matrizen Ay, Ay € M(m x n, K) heiffen dquivalent (A1 ~ As), falls es Ma-
trizen S € GL(m, K) und T € GL(n,K) gibt mit Ay = SA;T~!.

(i) Matrizen Ay, Ay € M(n xn, K) heiffen dhnlich, falls es eine Matriz S € GL(n, K)
gibt mit Ay = SA1 871,

Die Relation ~ ist reflexiv (A ~ A), symmetrisch (A; ~ A2 = Az ~ A;) und
transitiv (Ay ~ Ag, As ~ A3 = Aj ~ As) und definiert somit eine Aquivalenzrelation
auf M (m x n, K). Analog definiert Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf M (n x n, K).

Satz 4.52. Seien Ay, Ay € M(mxn, K), B Basis von K", C' Basis von K™, desweiteren
f: K™ — K™ eine lineare Abbildung und ME(f) = Ai. Dann sind dquivalent:

(i) Ay ~ As.
(ii) Es gibt Basen B’ von K™ und C' von K™ mit Mg,/(f) = As.
(ii) Rang A; = Rang A,.

Insbesondere ist jede Matriz A € M(m x n, K) vom Rang r dquivalent zu (gr 8).

Beweis. [Wir hatten oben (ii)=(i) gezeigt.]
(i)=(ii): Sei A; ~ Az, d.h. es existieren S € GL(m,K), T € GL(n,K) mit Ay =
SAT1. Sei B = (vy,...,v,), T~1 = (tij). Setze

v; i=tju1 4 o, fir j=1,..0,n, B = (v],...,0).

rEn
Es gilt: 771 € GL(n, k) 52339 =1 igt Tsomorphismus "2 *%? B’ Basis. Nach
Konstruktion ist
T~ = ME (idgn) =TS

Analog erhalten wir eine Basis ¢/ mit S~ = Tg ‘e S = Tg,. Es folgt

Ay = SAT ' =TSEME(FTE = ME (f).
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(ii) = (iii): Es gilt:

Rang A; = Rang A; = Rang ME(f) = Rang (@El ofodp)
&p Isom. . — n
P2 dim (@51 o £)(K™))
=! Isom.
P 2O Gim f(K™) = dim Bild(f) = Rang f.

Analog zeigt man Rang As = Rang f = Rang A; = Rang As.
(iii)=-(i): Gelte Rang A; = Rang A2 (= r). Nach Lemma 4.43 gibt es Basen B von K"

und C von K™ mit

(50 ) -

_ glereyen (A8 g7

(617---7571) (617"

= A ~ (SJT 8). Analog zeigt man (Jgr 8) ~ Ay = Ay ~ As. =

5 Determinanten

5.1 Axiomatische Definition nach Weierstral3 und Leibniz-Formel

Motivation 5.1. Sei A = (a;;) € M(n x n,R). Wir michten das Volumen des von den
Zeilenvektoren aufgespannten “Parallelotops” berechnen (im R? des Parallelogramms).

Bezeichnet a; den Vektor der i-ten Zeile, so ergibt sich im R?:

Fliche = |ai|- |az|-sina

= ... =|aj1a22 — aj2a21].

‘1 : //\ ‘\\ )
L/h
[

Man erhilt dies auch unmittelbar aus dem Kreuzprodukt im R?, wenn man die z-Komponente
0 hinzufiigt:

at as1 0
aiz | X | ax | = 0
0 0 aii1dzz — a12a21

Man setzt nun

—d a1l a2
= det = a11022 — A12021
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und kann zeigen:

>0 falls o € (0,m)

ail a
det ( o ) <0 falls o € (m,2m)
a a2

=0 fallsa=0,7 (d.h. wenn a1 und a linear abhdingig sind).

Eine geschlossene Definition der Determinante im R™ ist schwierig und kompliziert.
Deshalb wdhlen wir hier einen azxiomatischen Zugang und halten dafiir noch folgende
FEigenschaft fest: Die Fliche des Parallelogramms von (ag + ab) und ay ist die Summe

der Flichen der Parallelogramme von az und ay plus a’y und a;.

Definition 5.2. Eine Abbildung det : M (nxn, K) — K, A — det A, heifit Determinante,
falls folgende Bedingungen erfillt sind:

ay

(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. ist A=| ) mit Zeilen aq, ..., ay, dann gilt fir

an

allet € {1,...,n}

ai ai ai
(DZ (J/) det a; + (NI,L = det a; + det ELz
Ay, anp [e2%

ai ai

(D1b) det | X-a; | =X-det| a; | firalle X € K.

an an
(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt det A = 0.

[Der Begriff “alternierend” beschreibt eigentlich (D6) unten. Falls (D1) gilt, folgt
aber (D2)<(D6).]

(D3) det ist normiert, d.h. det E,, = 1.
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Bemerkung 5.3. Es ist weder klar, ob det damit eindeutig festgelegt ist (Beweis folgt

spdter), noch, ob iberhaupt so eine Abbildung existiert.

Zur Erinnerung:

e 3 Typen elementarer Zeilenumformungen

e jeweils realisierbar durch Multiplikation von A mit Matrizen Z (ZM (i, \) mit
A#0, ZA(i,j,N), ZV (i,7)) von links

e Umformung von A damit auf ZDSF und SZSF mdglich
e der Rang von A bleibt dabei erhalten.

Wir werde nachfolgend sehen, dass det A invariant gegeniiber Umformungen von Typ II
ist, bei Typ III kommt ein Faktor (—1) hinzu und bei Typ I der Faktor A.

Satz 5.4. Seien det eine Determinante und A € M(n x n,K) mit Zeilenvektoren

a1, -.,an. Dann gilt:
(D4) det(AA) = X" det(A).
(D5) Ist eine Zeile von A gleich 0, so gilt det(A) = 0.

(D6) Zeilenumformung vom Typ III (Vertauschen von zwei Zeilen):

ai ai

a; a;
det = —det

a; a;

27 G,

fiir i # 7.

(D7) Zeilenumformung vom Typ II (Addieren des \-fachen der j-ten Zeile zur i-ten):

ai ay
det | a; + Aa; =det | a;
Gnp Qnp

firi+#j und A € K.
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/\1 * n
(D8) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, d.h. A = , so gilt det A = H i
0 A, i=1
(D9) Sind n > 2 und A von der Gestalt A = (6411402), so gilt det A = det(A) - det(As).
Dasselbe gilt fiir A = (’gl AOQ).
(D10) det A=0 < Rang A <n (d.h.det A#0 < Ae GL(n,K)).
(D11) det(A - B) = det(A) - det(B) fiir A,B € M(n x n, K).
Insbesondere ist det(A~!) = (det A)~! fiir A€ GL(n,K).

Beweis. (D4) Es gilt

aj
)\ag
det0A) 27 ndet | T | = = Andet(A).
Aa,
ai ay ai
(D5)det | 0 [ =Adet| 0x-0 | 2”0k -det| 0 |=0.
A, (07 Gnp
(D6) Es gilt
a1 ai ai ai ai
a; + aj; a; a; a; a;
(D2) i i ) )
0 =" det : = det : + det : + det : + det
a; + a; a; a; a; a;
Qn Qn Qn Qn Qn
— —
(2, (2)

= Behauptung.
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(D7) Nach (D1) ist

a a a
det | a;+Xa; | =det| a; + Adet | a;
QA (429 (¢2%)
(S
(D2)

(a; kommt 2z vor)

(D8) 1. Fall: \; £ 0 Vi€ {1,...,n}.

A1 0
Mit Zeilenumformungen vom Typ II kann man A auf die Form . bringen.
0 An
A1 0 n
b
Es folgt det A 2 det N A - det(E) T A
0 A, i=1
2. Fall: Es existiert ¢ € {1,...,n} mit \; = 0.
Sei j :=max {i € {1,...,n}|A; = 0}. Dann ist
A1
*
>\j—1
A= 0 . °
>‘j+1 *
0
An
mit Aj41 #0,..., Ay # 0. Durch Zeilenumformungen vom Typ II kann man die Elemente

n
D
e ... e zu 0 machen, also die j-te Zeile zu 0 transformieren, d.h. det A 22 0= H A
=1

(D9) Sei A = ( 64 152) Man kann die Teilmatrix (A; C) durch elementare Zeilenum-
formungen von Typ II und III auf Zeilenstufenform und damit auch A; auf obere Drei-
ecksgestalt B; bringen: (41 C) ~ (By C'). Sei k die Anzahl der Zeilenvertauschungen
(Typ III). Dann gilt det(B;) = (—1)* det(A;). Analog: As ~ By (obere Dreiecksmatrix)
mit [ Zeilenvertauschungen, d.h. det(Bs) = (—1)! det(Az). Sei B = (lgl g;) Dann folgt:

det A POEETD Cyrrt gor B 2 (L1)RH det(B)) - det(Ba) = det(A,) - det(As).

Analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir A = (él AOQ).
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(D10) Wir bringen A mit elementaren Zeilenumformungen auf ZSF B, d.h.

det A= +det B# 0 < alle Diagonalelemente von B sind ungleich 0
< Rang B =n
< Rang A = n.

(D11) 1. Fall: Rang A < n.

= dimBild A < n
= dimBild(Ao B) < n
= Rang(AB) <n

(D10)

= det(AB) "2 0 = 0 - det(B) "2

det(A) - det(B).
2. Fall: Rang A = n.

A lésst sich mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ IT und IIT in ZSF bringen, die
)\1 *

wegen Rang A = n von der Gestalt mit Ay #£ 0,..., A, # 0 ist. Durch
0 An

Zeilenumformungen vom Typ II kann man diese dann auf die Form
M 0 .
=[[2zMmG. »)
0 )T
bringen (mit ZM (i, \) aus Lemma 3.54). Es gilt fiir alle B € M(n x n, k)

(D1b)

det (ZM (i, ) B) Adet B = det (ZM (i, ))) - det(B).

Analog gilt fiir die anderen elementaren Zeilenumformungen nach (D6) und (D7):
det (ZA(i,4,\) - B) = det B = det (ZA(3, 4, \)) - det(B)

und

det (ZA(i,j) - B) = — det B = det (ZA(i, j)) - det(B).

Damit ist A ein Produkt [[;*, Z; mit Matrizen Z; vom Typ ZM (i, \), ZA(3,j, ) oder
ZV (i,7), und es gilt

n

det A= (=) 2

=1

wobei k die Anzahl der Zeilenvertauschungen = Anzahl der Matrizen ZV (i, j) ist. Es
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folgt

m

det(AB):det(<HZ,-> )-det (Z1) det<(HZ) >

i=1

<Hdet )det (B) = det(A) - det(B).

Fir A € GL(n,K) ist demnach det(A™!) - det(A) = det (A™'4) = det E, (23) 1, also
1

det (A1) = (det A) . O
Bemerkung 5.5. Das ndchste Ziel ist, die Determinante explizit auszurechnen. Sei

ay
; ) mit Zeilen a1,...,a, € K".

An

A=

Mit den Einheitsvektoren e; als Zeilenvektoren und der Darstellung a; = Z?Zl ai;je; folgt

wegen Linearitdt der Determinante in jeder Zeile

n

> i1 G15€; €j;

as n ag

det A = det ] = E ayj, det )

: Jji=1

an, an,
n €1
=...= E aij, - .- Apj, - det :

j17 mjn:l

Weiter gilt

e
- 0 falls es I £ m gibt mit j; = jm
det : =
+1  falls alle j; (I =1,...,n) verschieden sind.
€in
Der letzte Fall bedeutet, dass die Indizes j1,. .., J, eine Permutation der Zahlen 1,....n

sind, d.h. j; = o(i) fir o € S,. Der Faktor +1 hingt davon ab, ob man eine gemde
oder ungerade Anzahl A(o) von Zeilenvertauschungen bendtigt, um die (ej,,...,rj,) =
(€x(1)s - - -+ €a(n)) in die richtige Reihenfolge (e1, .. .,en) zu bringen. Insgesamt erhdlt man

die Leibniz-Formel

det(4) = > (-1 ay,qy .. Gnon)
oESH

Das Problem ist, dass A(o) nicht eindeutig und somit nicht wohldefiniert ist. Man kann

aber zeigen, dass fiir jedes o € S, die Anzahl A(c) entweder immer gerade oder immer

92



ungerade ist, d.h. das Vorzeichen (—1)‘4(”) wdre eindeutig. Der Nachweis hiervon fiihrt
auf die Frage, wie man eine beliebige Permutation o € S, durch mehrfache Vertauschung

von zwei Elementen (Transpositionen) in die Identitit iberfiihren kann.

Beispiele 5.6. n=2:

) 12 12
Permutationen :
(12) (52)

sign: 41 -1
a a a a
= det 12 = a11a92 — a12a21. Merkregel: 11/\ 12 [gestrichelt mit Minus]
az1 a2 az1 a2
n=23:
. 123 123 123 123 123 123
Permutationen :
123 132 321 213 312 231
sign: 41 -1 -1 -1 +1 +1
ailp a2 ais
= det | ag1 a2 asgs = (11022033 — 411023032 — 013022031 — 412021033

a31 a32 a3
+ a13a21a32 + a12023a31.
Merkregel (Regel von Sarrus):
ajip_ a2 aiz_ aip a2

az1 ‘agy 23 d21 (22

aszyr a32 Ga33 a31 a32

[durchgezogene Linie mit Faktor +1, gestrichelte Linie mit Faktor -1]

Definition 5.7. (i) Ist o € Sy, so nennt man jedes Paar (i,5) € {1,...,n}? miti < j
und (i) > o(j) einen Fehlstand von o [die Anzahl der Fehlstinde bei festem o ist
eindeutig!].

(i) Wir definieren das Vorzeichen (Signum) von o als

) +1  falls o eine gerade Anzahl von Fehlstinden hat
sign(o) =

—1  falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstinden hat.

o heifst gerade, wenn sign(o) = 1, und ungerade, wenn sign(c) = —1.
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Lemma 5.8. Fir jedes o € S, gilt

R

sign(o) = i

1<j
Beweis. Seien o € S, und m die Anzahl der Fehlsténde von ¢. Dann gilt

H(ou)—o(i)):( 11 (a(j)—a(z')))(—l)m I |oG) o))

i<j i<j:
o(i)<o(4) o(i)>o(4)

= 0 IT o) — (i)
=sign(o) <y

= sign(o) [ [ (G — ),

1<j
wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass o € S, bijektivist. [

Lemma 5.9. Fiir alle o,p € S, gilt sign(o o p) = sign(o)sign(p) und insbesondere

sign(o~!) = sign(o). Damit ist
sign : (Sp,0) = ({—1,1},-)

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Wegen

sion(o o ) Lemma 58T 9(p(1) = (p(D) _ a(p(3)) —a(p()\ 17 £U) — (i)
slren 11 i _<g p(5) — (i) )1} J—i

—sign(p)

bleibt zu zeigen, dass das erste Produkt im Ausdruck nach dem letzten Gleichheitszeichen

mit sign(o) tibereinstimmt:

g PU) = e) o PG =) LT =)
p(1)<p(4) p(1)>p(4)
_ ( o (p(j)) — 0(/)(@'))) a(p(5)) — a(p(i))
i< p(7) = p(7) P p(j) — p(i)
p(1)<p(4) p(1)<p(4)
a(p(3)) — o (p(i))
= . = sign(o)
p(i)[[p(]) p(d) — p(i)
nach Bijektivitdt von p und Lemma 5.8. g
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Fiir den endgiiltigen Nachweis der Leibniz-Formel miissen noch die Transpositionen
(Vertauschung von zwei Elementen) innerhalb der symmetrischen Gruppe untersucht

werden.

Definition 5.10. 7 € S,, heifit Transposition, wenn es a,b € {1,...,n} gibt mit a # b
und T(a) = b, 7(b) = a und 7(c) = ¢ fir alle c € {1,...,n} \ {a,b}.
Bemerkung. Offenbar gilt 771 = 1.

Lemma 5.11. Ist 7 € S, eine Transposition, so existiert ein o € S, mit T = ao,ooa_l,

wobei p = (% ? g ). Insbesondere gilt sign(t) = sign(p) = —1.

1..k..lL..on
1...10 .. .n

) ) die Transposition, welche die Elemente k und [ vertauscht
(k #1). Wir setzen o = (22[ i’ ") € Sy (* = beliebig). Damit folgt

Beweis. Seit = (
(copoo V) (k) =1,
(copoo V(1) =k

und fiir i ¢ {k,1} (copoo (i) = (oo p)(a_l(i)) = U(J_l(i)) =1,
41,2

also copoo ! =r. O

Wir kénnen nun das folgende Resultat beweisen, welches dann zu einer sauberen For-

mulierung der Leibniz-Formel fiir die Determinante fiihrt.

Proposition 5.12. (i) Ist 0 € S,, so existieren Transpositionen T1,...,Tp mit o =

T1 0+ o7 und sign(o) = (—1).

o (1)

(ii) Fir jede Permutation o € S, gilt det : = sign(o).
€a(n)
Beweis. (i) Ist 0 = 1d, so gilt fiir eine beliebige Transposition
c=tor =701
Ist o # 1d, so gibt es ein i1 mit

o(t)=ifuri=1,...,431 — 1 und o(i1) # i1, d.h. o(i1) > i1.

Sei 7 die Transposition, die ¢; mit o(i1) vertauscht und o := 7 0 0. Dann gilt o1 (i) = ¢

fir i = 1,...,41. Entweder ist nun o1 = Id oder es gibt ein iy > i1 mit

Ul(i) =q¢firi= 1,...,i59 — 1 und Ul(iQ) > 9.
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Sei analog nun 7o die Transposition, die is und o1 (iz) vertauscht, und o9 := 75 0 01 =
79 0 11 0 0. Rekursiv erhélt man so Transpositionen 71, ..., 75 mit
’Tko"’OT]_OO':Id- — U:Tflo...OTl;lleo...OTk_

Aus Lemma 5.9 und Lemma 5.11 folgt daraus

k
sign(o) = Hsign(Tj) = (=1
j=1

€o(1)
(ii) Ist 0 = 1y 0 - - 0 T3, S0 kann man die Matrix : durch k Zeilenvertauschungen
€o(n)
in die Einheitsmatrix F,, iiberfithren, d.h.
Co(1)
det : = (=D det(E,) = (—1)* = sign(0).
€o(n)

O

Bemerkung 5.13. Die Zerlegung von o in Transpositionen ist nicht eindeutig. Hat man
eine andere Zerlegung o = 7| 0 --- o1/, so folgt (—1)! = sign(o) = (=1)%, d.h. k und
miissen entweder beide gerade oder beide ungerade sein. Damit ist die Eindeutigkeit einer
Determinantenfunktion det : M(n x n, K) mit (D1)-(D3) bewiesen, denn wenn es eine
Funktion det mit (D1)-(D3) gibt, dann muss sie so aussehen wie in der Leibniz-Formel
angegeben. Es fehlt noch die Eristenz von det. Diese aber kénnen wir beweisen, indem
wir det dber die Leibniz-Formel definieren und dann (D1)-(D3) nachrechnen.

Satz 5.14. FEs gibt genau eine Determinante det : M(n x n,K) — K. Diese ist fiir
A = (a;j) € M(n x n, K) durch

det(A) = Z Sign(0)aig(1) * - - -~ Ano(m)  (Leibniz-Formel) (5.1)
oESy
gegeben.
Beweis. Eindeutigkeit: Diese folgt aus Bemerkung 5.5 und Proposition 5.12 (ii).
Existenz: Wir zeigen, dass det, definiert durch (5.1), die Eigenschaften (D1), (D3) und

(D6) (Vertauschung von zwei Zeilen) erfiillt und dass daraus im Falle eines Kérpers K
mit —1 # 1 (D2) folgt. Der Beweis von (D2) fiir K mit —1 = 1 ist Aufgabe 1 auf
Ubungsblatt 2.
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Dla) Mit a; = a’ + a gilt
( ita;g

a1 aq a1
det | a; = Z sign(o)ae(1)y - - - (aga(i) + aé’U(i)) e lpo(my =det [ af +det | a/ |,
. o€ES, . .
an an Qn
(D1b) verifiziert man analog.
(D3) Mit
1 fallsi=j
0ij = (“Kronecker-delta”)
0 andernfalls
ist Ey, = (d;5) und
1 fallso=1d
610(1) et 5na(n)
0 andernfalls.
= det(E Z sign(0)015(1) * - - - Opo(n) = 1.
oESh
(D6) Sei T die Transposition, welche ¢ und j vertauscht. Dann gilt sign(7) = —1 und
ay Qar(1)
a; G (i)
det : = det : Z Sign(0)a1sor(1) * -+ - * Gnoor(n)
oceS,
@i ar(j)
2% Qr(n)
= Z 51gn(& o T_l) alg-(l) et an&(n)
GES,
" =sign(c) sign(r)
ai
a;
Z Sign(o)a1p(1) - - Gpo(n) = —det
oeSy,
a;
Gnp

(D2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so verdndert sich A beim Vertauschen dieser Zeilen nicht
und mit (D6) folgt det A = —det A. Fiir K mit 1 # —1 impliziert dies det A = 0. O
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Satz 5.15. Sei A € M(n x n, K). Dann gilt det(A') = det(A).
Beweis. Mit A = (a;;) ist

det(At) = Z sign(a)a(,(l)l Ce ot Go(n)n
gESy

= Z Sign(0)a1g-1(1) * -+ - * Apg—1(n)-
O'GSTL

Nun ist aber die Abbildung ¥ : S,, — S, 0 + o~ !, bijektiv, denn ¥ o ¥ = Idg, .
= det(A") = 3 cg sign(0)ai,) - - - - - Gng(n) = det(A). O

Bemerkung 5.16 (Algorithmus zum Berechnen der Determinante).
Fingabe: A€ M(nxn,K)  Ziel: Ausgabe von det A.

Durchfithrung:

(i) Bringe A durch elementare Zeilenumformungen und/oder elementare Spaltenum-
formungen (jeweils vom Typ II oder III) auf obere Dreiecksgestalt

Al *
0 An
(ii) Ist k die Anzahl der Vertauschungen von Zeilen oder Spalten, so folgt

det A= (—1)"det B = (-1)F [T \.
=1

Der Beweis fiir die Giiltigkeit dieses Algorithmus folgt aus (D6), (D7) und (D8) sowie
Satz 5.15 (bei Spaltenumformungen).

5.2 Laplace-Entwicklungssatz und Cramersche Regel

Definition 5.17. Sei A € M(n x n,K). Wir setzen

a; ... aj QA1p

<.

;j = | GG GM((”_I) X (”_1)’K)

Gpl ... QAnj ... QAnp

( “Streichmatriz”, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht)

98



und

ail e al(j_l) 0 al(j+1) e Ain
aG-1)1 0 a(i—1)n
AUZ: 0 0 1 0 0 € M(nxn,K)
a(i+1)1 0 A(it1)n
(07%%} e an(i_l) 0 an(i+1) e QApn

sowte

afjﬁ. = det(Aji)
A* = (a}) € M(n x n,K) = (det(4i5))"

A# heift die zu A komplementire Matrix.

Beispiel 5.18. Fiir A = (é i) ergeben sich

womit A% = (f27:‘i)t = (fzii)'

Lemma 5.19. Sei A € M(n x n, K). Dann gilt
det(Ay;) = (1) det(A};) fir alle i, j € {1,...,n}.

Beweis. Durch ¢ — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j — 1 Vertauschungen

benachbarter Spalten kann man A;; auf die Form ([1) AS].) bringen.
ij

(D6) und Satz 5.15 (—1)"H 2 det(Al;) = (—1)" det(AY).

O]

1 n

Lemma 5.20. Seien A = (a',...,a") € M(n x n, K) mit Spaltenvektoren a',... a

und €' der i-te Spalteneinheitsvektor im K™. Dann gilt
det(A;;) = det ((al, nd et gt L a”)).

Beweis. Durch Addition geeigneter Vielfache der j-ten Spalte fithren wir die Matrix
(al,...,a?7t et @, .. a") in A;j iiber. Mit (D7) folgt dann die Behauptung. O
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Satz 5.21. Sei A € M(n x n,K). Dann gelten folgende Aussagen:
(i) A- A% = A% . A = det(A) - E,.

(ii) Im Falle det(A) # 0 existiert A~! und besitzt die Darstellung

— 1 1 i+j / t
A7 = T = qar (G denl )

Beweis. (i) Seien A = (al,...,a") = (a;;) und A% - A = (bj;). Dann gilt

n
_E : #
bik = aijajk
j=1

n
= Zajk det(Aj,'
j=1
L 2 n . . .
emma 5.20 Zajk’ det ((al, coad el attt a”))
j=1
(D1) -
=" det ((al, coath Zajkej,aﬂ'l, e ,a”))
j=1
—_——
—=ak
D2
2 5.1 det(A).

Damit ist A% - A = det(A) - E,,. Analog folgt A - A% = det(A) - E,.
(ii) ist eine unmittelbare Konsequenz aus (i) und Lemma 5.19. O

Beispiel 5.22. Sei A = (¢ 3) € GL(2,K). Dann ist nach Satz 5.21 (ii)

PR d -\ 1 d —b
Cad—be\ —b q Cad—be\ —¢ a '

Satz 5.23 (Laplacescher Entwicklungssatz). Seien n > 2 und A € M(n x n,k). Dann
gilt: Fir jedes i € {1,...,n} ist

det(A) = Z(—l)iﬂaij det(A;)  (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

und fiir jedes j € {1,...,n} ist
n

det(A) = Z(—l)”jazj det(Aj;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte).
i=1
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Beweis. Nach Satz 5.21 (i) gilt A - A* = det(A) - E,,, d.h. fiir die Diagonalelemente

# o
ijl aijal;, i=1,...,n,ist

Lemma 5.19 7
det(A E:awajZ Za” det(Aij) Z( 1)™a;; det(A7;).

7=1

Analog zeigt man die Entwicklung nach der j-ten Spalte iiber A% - A = det(A)-E,. O

-2 2 3
Beispiel 5.24. Wir berechnen det| —1 1 1 | durch Entwicklung nach der 2. Spalte:
-1 0 1
-2 2 3 L1 ) 3 ) 4
-1 11 [=(C=D*-2. +(=1)*T2 -1 +(-1)*2.0-
~1 0 1 -1l -1 1 -1 1

—0+1+0=1.

Bemerkung. Beim Entwickeln der Determinante nach einer Zeile oder Spalte versucht

man diese so auszuwdhlen, dass sie moglichst viele Nullen enthdlt.

Satz 5.25 (Cramersche Regel). Seien A = (a',...,a") € GL(nK), b€ K" und
r1
T = = A

T,
die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt

det ((a*,...,a" 1 b,a"™, ... a"))

ot A firalleti=1,...,n

Ty =

Beweis. Nach Satz 5.21 (ii) gilt A~! = (d;;) mit d;; = deiAaZk, d.h.

emma det ((a',...,a" 1 el a’tt ... a"
dij = det(A-)L na 5.20 4€ ((a a ,e,a @ )).
det A det A
SN
1b —Zd b det(( ..,ai_l,zyzlbjej,a”l,...,a”))
‘ “ det A
et ((al,...,ai_l,b,ai+1,...,a”))

det A
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Beispiel 5.26. Wir betrachten das LGS

-2 2 3 T 1
-1 1 1 B = 2
10 1 3 0
—_— ——
=:A =:b

Nach Beispiel 5.2/ ist det A = 1. Anwendung der Cramerschen Regel ergibt nun

1 2 3 1 92
r = det 11 1 Entw.:& Zeile 1. ‘ | - _3
0 0 1
2 13 1 2 1
Lo = det 1 Entw.:& Zeile (_1) ) +1 =54+ (_3) —9
2 -1 2
-1 1
und
-2 2 5 1
T3 = det 1 1 Entw.:3. Zeile (_1) ) - _3
1 2
-1 0
-3
Damit ist Las(A,b) = 2
-3

6 Eigenwerte von Endomorphismen

6.1 Eigenwerte, Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit

Wie bislang seien auch nachfolgend K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
Definition 6.1. Seien A € K, A€ M(n xn,K) und ¢ € Endg (V).

(i) \ € K heifit Eigenwert von A, falls es ein v € K™\ {0} gibt mit Av = \v. v heif§t

Eigenvektor von A zum Figenwert X.

(ii) A\ heifst Eigenwert von ¢, falls es ein v € V \ {0} gibt mit o(v) = \v. v heifit

Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \.

Es sei darauf hingewiesen, dass 0 € V' als Eigenvektor ausgeschlossen ist, 0 € K als

Eigenwert jedoch nicht!
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Definition 6.2 (Diagonalisierbarkeit). (i) A € M(n x n, K) heifit diagonalisierbar,
falls es ein S € GL(n, K) und \y,..., A\, € K gibt mit

AL 0
SAS~! = ,
0 A

(ii) Ist V endlichdimensional, so heifst ¢ € Endg (V) diagonalisierbar, falls es eine

Basis von V' gibt bzgl. welcher die Darstellungsmatriz von ¢ eine Diagonalmatriz

15t.
Lemma 6.3. Fir A€ M(n x n,K) sind dquivalent:
(i) A ist diagonalisierbar.

(ii) K™ besitzt eine Basis B = (v1,...,vy,) aus Eigenvektoren von A.

In diesem Fuall gilt

A1 0
SAS™! = ,
0 An
wobei die \; die Figenwerte von A sind und S = T §-1 = Tg mit B' = (e1,...,€n).

Beweis. (ii)=-(i): Wir setzen S~ = (vy,...,v,) € GL(n, K). Dann gelten S~! = T5,
sowie S =T gl nach Lemma 4.48, insbesondere ist v; = S _lej.
= (AS7Ye; = A(S7tej) = Avj = N\ju; = A\;S7e; = ST \je;j fiir alle j € {1,...,n}
= (SAS™Ye; = \je; fiir alle j € {1,...,n}
Da (e1,...,e,) Basis von K" ist, ist die lineare Abbildung 571:9'/_1 damit eindeutig
festgelegt, d.h.

A1 0
SAS! = .
0 An
und (i) ist gezeigt.
A 0
(i)=(ii): Aus SAS—! = folgt durch Multiplikation mit S~! von links
0 An
A1 0
A(S_lej) = S_l ej = )\jS_lej.
0 An

Wegen S~ € GL(n, K) ist S~'e; # 0, d.h. )\; ist Eigenwert mit Eigenvektor v; = S~ e;.
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Wegen S~! € GL(n, K) hat die Matrix
(v1,...,0,) = (87 ter,..., 87 e,) = S e,...,en) = ST'E, = 57!

vollen Rang, also ist B = (v1,...,v,) ist Basis von K". Nach Lemma 4.48 (v) ist zudem
st=15. O

Beispiel 6.4. Seien K =R und V = R2.

¢ :R? - R? ) (72 = 0 1) (= .
T2 T 10 T2
N— —

=:A

(i) Sei

Diese Abbildung beschreibt die Spiegelung an der Geraden {(x1,z2) € R?|x1 = 22},
Heuristisch klar: Die beiden Vektoren (i) und (_11) auf und senkrecht der Geraden

sollten Figenvektoren sein. Die zugehdrigen Figenwerte wdren dann 1 und —1.
Formal: A(}) = (}) wnd A("}) = () = (~1)(1). ((}). (1)) ist Basis von R2.
Mit S71 .= (11 _11) ist dann nach Lemma 6.3 SAS™! = (é _(1)).

(ii) Nicht jede lineare Abbildung ¢ : R? — R? besitzt einen Eigenwert. Ein Beispiel ist
die Drehung um 7/2:

e () ()02
Anschaulich klar — Beweis spdter!
Lemma 6.5. Seien V' endlichdimensional und ¢ € Endg (V). Dann sind dquivalent:
(i) ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) V besitzt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren von ¢ besteht.

Beweis. Per definitionem ist ¢ diagonalisierbar genau dann, wenn eine Basis B =
(v1,...,vy,) existiert, beziiglich welcher die darstellende Matrix Mp(¢) von ¢ die Gestalt

A1 0
Mg(p) = .
0 An
besitzt. Aber nach Definition der darstellenden Matrix bedeutet das gerade p(v;) = A\jv;
fir alle i € {1,...,n}. O

Die Charakterisierungen der Diagonalisierbarkeit aus Lemma 6.3 (ii) und Lemma 6.5 (ii)

werden nachfolgend hiufig verwendet.
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Lemma 6.6. Sei ¢ € Endg (V). Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu paarweise verschie-
denen FEigenwerten \i,..., Ay, € K wvon ¢. Dann ist (v1,...,0y) linear unabhdingig
und damit gilt m < dim(V'). Insbesondere gilt: Ist V endlichdimensional, so besitzt ¢
héchstens dim(V') Eigenwerte.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion nach m.

Induktionsanfang: m = 1: Da vy Eigenvektor ist, gilt v1 # 0 = (v1) linear unabhéngig.
Induktionsschritt: Sei m > 2 und die Aussage fiir m — 1 bereits bewiesen.

Seien ay, ..., 0 € K mit Y ;" a;v; = 0. (Zu zeigen: aq = -+ = oy, = 0.) Dann folgen

0=p0)=¢ <Z ozivi> = Zaigo(vi) = Z N,
=1 =1 =1

sowie A; i, a;v; = 0 und damit

m

Zai(/\i — )\1)1)1' = 0.

=2

= a;(Ai — A1) =0Vie{2,...,m} (Induktionsvoraussetzung).

= a; =0Vie{2,...,m}, da \; paarweise verschieden nach Voraussetzung.
ey ;=0 . .
Z"%v a1v; =0 = a1 = 0, da v; Eigenvektor und somit vy # 0.

= (v1,...,0y) linear unabhéngig. O

Korollar 6.7. Seien dim(V) = n und ¢ € Endg (V) habe n verschiedene Eigenwerte.

Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Seien v, ...,v, Eigenvektoren zu Aq,...,\,. Nach Lemma 6.6 sind sie linear
unabhéngig und wegen dim (V') = n damit bereits eine Basis von V. Nach Lemma 6.5 (ii)

ist ¢ dann diagonalisierbar. O

Definition 6.8. Seien ¢ € Endg (V) und XA € K. Dann heifit

Eig(p,A) :={v € V| ¢(v) = Av}
Eigenraum von ¢ beziiglich . Fir A € M(n x n, K) setzen wir Eig(A, \) := Eig(A, \).
Lemma 6.9. Seien ¢ € Endg (V) und A € K. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Eig(p, A) ist ein UVR von V.

(ii) A ist Eigenwert von ¢ < Eig(p, \) # {0}.
In diesem Falle ist Eig(p, \) \ {0} die Menge der Eigenvektoren von ¢ zu X.
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(i1i) Eig(p, \) = Kern(AIdy —¢), insbesondere ist

Eig(4,\) = Kern (AIdg» —A) = Las(\E,, — A,0).

(iv) A1, Ao € K mit A\ # Ay = Eig(p, A1) NEig(p, A\2) = {0}.
Beweis. (iii) Es gelten die Aquivalenzen
v € Eig(p, ) & ¢(v) = v & v—p(v) =0< (AIdy —¢)(v) =04 v € Kern (AIdy —¢).
(ii) gilt per definitionem von Eigenwert und Eigenraum.

(i) folgt aus (iii) mit Satz 4.10 (i).

)\1;5;\2

(iv) v € Eig(p, A1) NEig(p, A2) < Av = ¢(v) = Agv v=0. O

Definition 6.10. Seien ¢ € Endg (V) und A € K. Wir nennen fi4e, := dim Eig(p, A)
geometrische Vielfachheit von \. Fiir A € M(nxn, K) setzen wir jigeo(A, \) := pigeo(A, N).

Lemma und Definition 6.11. Seien V' endlichdimensional, ¢ € Endg (V) und B eine
Basis von V. Setze
det (i) := det (Mp(y)).
Dann qult:
(i) det(p) ist wohldefiniert, d.h. det (Mp(y)) ist unabhingig von B.

(ii) ¢ ist ein Isomorphismus < det(p) # 0.
Beweis. Ubungsblatt 3, Aufgabe 1 (i). O

Lemma 6.12. Seien V endlichdimensional und A\ € K. Dann sind dquivalent:
(i) X ist Eigenwert von .
(it) det (AIdy —¢p) = 0.

Beweis. Es gilt (i) < Eig(p,A) # {0} & Kern (A\Idy —¢) # {0} < Aldy —¢ ist kein

Isomorphismus Lompg 611 et (AMdy —¢) = 0, also Aussage (ii). O

6.2 Charakteristisches Polynom

Definition 6.13. Sei A = (a;j) € M(n x n, K).

t— a1 —ai2 PN —Q1n
—ag1 t—a —ag
XA :=det(tE, — A) = det ] ' ] " € Kt
—Qnl v t— QApn,

heifit charakteristisches Polynom von A.
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Beispiel 6.14. A = (é i) = xA(t) = det (t__31 t:i) = t?> — 5t — 2. Die Eigenwerte von A

sind nach Lemma 6.12 die Nullstellen von xa, d.h. Ayj3 = % + ,/24—5 + 2.

Lemma 6.15. Seien A, B € M(n xn,K). Sind A und B dhnlich im Sinne von Defini-
tion 4.51 (i) (d.h. 3S € GL(n,K): B = SAS™!), so gilt xa = xB-

Beweis. Nach Voraussetzung ist
tE, — B=tE, — SAS™!

= StE,S ' — SAS™!
=S(tE, — A)S~..

Somit gilt

xp = det(tE, — B) =det (S(tE, — A)S™!)

St 5L IO ot(S) det (tE, — A) det(S™1) = xa.
N——
=det(5)~1!

O]

Lemma und Definition 6.16. Seien dim(V) =n € N und ¢ € Endg (V). Dann heifit
Xy = det(tIdy —¢)

charakteristisches Polynom von . Ist B eine Basis von V und A = Mpg(p), so gilt

X = XA-

Beweis. Wegen Mp(tldy —¢) = tMp(Idy) — Mp(p) = tE, — A folgt die Aussage x, =
XA unmittelbar aus Lemma 6.11 (i). O

Lemma 6.17 (Késtchenformel). Sei A € M(n x n, K) von der Gestalt A = (‘%1AC;) mit

quadratischen Matrizen Ay € M(r x r,K), As € M(s x s, K) mit r + s =n. Dann gilt

XA = XA; " XAsz-

Bewess.

tE, — A
x4 = det(tE, — A) =det ( ! ¢ )

0 tEs — A

S0 09 qet(tE, — A1) - det(tEy — As) = xa, - Xay.

107



Lemma und Definition 6.18. Sei A = (a;;) € M(n x n, K). Dann wird die Spur von
A definiert durch

Spur(A) := Z ;.
i=1

Sind ¢ € Endg (V') mit n = dim(V') < co und B eine Basis von V, so setzt man

Spur(y) := Spur (MB(QO)).
Es gelten folgende Aussagen:
(i) Spur(AB) = Spur(BA), insbesondere ist Spur(S—1AS) = Spur(A).
(ii) Spur(yp) ist wohldefiniert.
(iii) Spur(y o)) = Spur(y o @) fir ,1 € Endg (V).
Beweis. Ubungsblatt 3, Aufgabe 2. O

Satz 6.19. Seien n = dim(V) < oo und ¢ € Endg (V). Dann gilt:
(1) Xy ist ein normiertes Polynom vom Grad n (d.h. der deg(x,)-te Koeffizient ist 1)
Xo =t"+cn1t" T4+ o
mit co = £ det(p) und c¢,—1 = — Spur(yp).
(it) Die Nullstellen von x, sind genau die Figenwerte von ¢:
X € K ist Eigenwert von ¢ < xx(A) =0.

Beweis. (i) Seien B eine Basis von V sowie A := Mp(¢) € M(n x n, K). Dann gilt

X = XA = det( E —A) Z sign()big(1) - - - bro(n)
=B= (bm 7E€Sn

= (t — a11) ca (t — am) + Z sign(a)bla(l) e bna(n)
o€\ {1ds,, }

~~

:;Q

Fiir o € Sy, \{Ids, } treten im Produkt b1,(1) . - . bpg(n) hochstens n —2 Diagonalelemente
auf, womit deg(Q) < n — 2 falls Q # 0.

= Xe=t"—(ann+---+ nn )t" 1+ Terme kleinerer Ordnung

= ¢p—1 = — Spur(A) = — Spur(yp).
Ferner gilt cg = x,(0) = det(0- £, — A) = det(—A) = (—1)" det(A).

(ii) ist mit der Definition des charakteristischen Polynoms Aussage von Lemma 6.12. [
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Definition 6.20. (i) Seien P € K[t|, P#0, A€ K.
((P,X) :==max {l € Ng|3Q € K[t] mit P = (t — \)'Q}

heif$t Vielfachheit der Nullstelle A von P.

(it) Seien V' endlichdimensional und ¢ € Endg (V). Dann nennt man fiqq(p, ) =
p(Xp, A) algebraische Vielfachheit von A beim Endomorphismus .

Lemma 6.21. Seien n = dim(V) < oo und ¢ € Endg (V). Dann gilt

,UgeO(‘Pa A) < Malg(%oa )‘)7

d.h. die Dimension des zu \ gehdérenden Eigenraums ist hdchstens gleich der Vielfachheit

der Nullstelle X von x,.

Beweis. Im Falle pige0(,A) = dim (Eig(p,A)) = 0 ist nichts zu zeigen. Seien also
dim (Eig(go, )\)) > 0, ferner by,...,b, eine Basis von Eig(y, A). Wir ergénzen diese zu
einer Basis B = (by,...,b,) von V. Beziiglich B ist die Darstellungsmatrix Mp(y) von

der Gestalt
My () = NE,. | C
B\®) = 0 D |

Nach der Késtchenformel folgt x, = det ((t—\)E;) det(TE,—D) = (t—\)" det(tE,—D),
also die Behauptung. O

Beispiele 6.22. Frage: Wann ist ¢ diagonalisierbar? Kann man das an x, erkennen?
(i) Wir betrachten noch einmal ¢ aus Beispiel 6.4 (i):
om0+ (1) ()= ()
T2 10 T2 T
=:A

Es gilt xp = xa = det(tEy — A) = det (flftl) =t2—1=(t—1)(t+1). Nach
Lemma 6.12 sind —1 und 1 die Eigenwerte von ¢ und damit ist ¢ nach Korollar 6.7

diagonalisierbar. Fs sind

Eig(,1) = Eig(A,1) = Lis(E» — A,0) = Lin <G>> und

Fig(s, —1) = - - = Lin ((_11>> .
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(i) Wir betrachten nun ¢ aus Beispiel 6.4 (ii) (Drehung um m/2):

0 -1 —
e (-2 ) (-
T2 1 0 T2 T
~—
=:A

Hier gilt x, = xa = det(tEy — A) = det (fl 1) = t2 + 1. Dieses hat in R keine
Nullstelle! Nach Lemma 6.12 hat ¢ somit keinen Figenwert und ist damit nach

Lemma 6.5 nicht diagonalisierbar.

(iii) Sei schliefSlich

FEs gilt x, = xa = det (t(;ltj) = (t—1)2, d.h. pay(p,1) = 2. Weiter ist

Eig(p, 1) = Eig(A, 1) = Las(E — A,0) = Lés << _01 —01 >70> = Lin <<(1)>> :

d.h. pgeo(p,1) = 1. Damit besitzt R? keine Basis aus Eigenvektoren von ¢ und ¢

ist gemdf§ Lemma 6.5 nicht diagonalisierbar.
Lemma 6.23. Seien n =dimV < oo und ¢ € Endg (V).

(i) Ist ¢ diagonalisierbar, so zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren,

d.h. xo = (t = A1) ... (t — \p) mit nicht notwendig verschiedenen \q,..., A\, € K.
(1t) Gilt xpo = (t — A1) ... (t — A\p) mit paarweise verschiedenen A1,..., A\, € K, dann
ist o diagonalisierbar.

Beweis. (i) Ist ¢ diagonalisierbar, so gibt es geméfi Lemma 6.5 einen Basis von V' aus
Eigenvektoren zu Eigenwerten \; € K mit

A1 0
Mp(p) =
0 An
t— M\ 0
) (D8)
= Xy = det(tE, — Mp(p)) = det . = (t—=A)...(t—=An).
0 t—An

(ii) Aus xp = (t — A1) ... (t — Ay,) folgt, dass Aq,..., A\, Eigenwerte von ¢ sind und nach
Voraussetzung sind diese paarweise verschieden. Nach Korollar 6.7 ist ¢ dann diagona-

lisierbar. O
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Lemma 6.24. Seien ¢ € Endg (V) und A1, ..., A\ € K paarweise verschiedene Eigen-
werte von @. Dann gilt fir alle 1 € {1,...,r}

Eig(¢, M) N Z Eig(p, ;) = {0},  also ZElg @, A @Elg e»)
J#z

Beweis. Angenommen, es existiere v; # 0 mit v; € Eig(p, A\;) N Z Eig(p, A

J#z
= v =01+ + V-1 + Vip1 + - + v, mit v; € Eig(p, Aj) fiir alle j € {1,...,n}.

= (v; : v; # 0) ist linear abhéingig. 4 (zu Lemma 6.6)
Lemma 3.76 impliziert dann, dass die Summe direkt ist. ]

Satz 6.25 (Eigenraumzerlegung). Seien V' endlichdimensional und ¢ € Endg (V). Dann

sind dquivalent:
(i) ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) X, zerfallt in Linearfaktoren und es gilt pag(0, N) = figeo(p, A) fiir alle Eigenwerte
A von .

(iii) Sind A1, ..., \p € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ¢, so gilt

k
V = P Eigle, \y)
=1

Beweis. (i)=(ii): Sei ¢ diagonalisierbar. Nach Lemma 6.5 besitzt V dann eine Basis
B aus FEigenvektoren von ¢. Wir ordnen diese Eigenvektoren den verschiedenen Ei-
genwerten Ai,...,A\r von ¢ zu: Seien vii),...,vg? € Eig(p,\i), i € {1,...,k}, und
B; = (vgi), e ,vg?).

(1) Wir zeigen: B; ist eine Basis von Eig(p, \;).
Da B; Teilfamilie der Basis B ist, ist auch B; linear unabhéngig. Bleibt der Nach-
weis, dass B; Erzeugendensystem von Eig(¢, );) ist. Sei dazu v € Eig(p, A;). Da B
Basis ist, besitzt v eine Darstellung als Linearkombination aus B, d.h. es existieren
)\%) € K mit

k
= Z ()\gj)vgj) +---+ )\g)vg)).

7j=1
— (ADyD L A@,0)) = @)@ 44 A0y )
= (/\1 v+ —i-)\sivsi)—;()\l vy + —i-)\si.vé).
JF#i
€Eig(v,\;)

€3, Eig(e,5)
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Nach Lemma 6.24 ist der Nullvektor aber der einzige Vektor, der diese Identitét

erfiillen kann, womit v = )\gi)vgi) + -+ )\g?vg).

(2) Nach (1) gilt
/1’980(907 >‘1) +oee Mgeo(%@ )\k) =51+ -+ s, =dimV.
Nach Lemma 6.23 (i) zerfillt x, in Linearfaktoren, d.h.

Malg(@y )\1) +-- 4+ Malg(% )\z) = deg(X<P) =dimV.

Wegen figeo(p, Ai) < flaig(w, Ai) Vi nach Lemma 6.21 folgt daraus figeo(¢, Ai) =
,U/alg(@a )\z) Vi

(il)=-(iii): Es gelte (ii). Seien Ay,..., A; die verschiedenen Eigenwerte von ¢ und
k
W = @ Eig(p, Aj) (die Summe ist direkt nach Lemma 6.24).
j=1

Es folgt

k

k
. Voraussetzun, .
dmW = " ptgeolp, ) =0 pag (0, Aj) = deg(x,) = dim V,
i=1 =1

was (wegen W C V') nach Korollar 3.34 (iii) W = V impliziert.

(ii)=(1): Furi=1,...,k sei B; := (vgi), .. .,vg)) eine Basis von Eig(p, A;). Nach Satz
3.75 (ii) ist
B = (vgl), ol UEQ), T ,vgk), e ?}(k)>

sy Ysy o » Ysg s Vs

eine Basis von V, die nur aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Gemafi Lemma 6.5 ist ¢

damit diagonalisierbar. O

Beispiele 6.26. (i) Wir betrachten nochmal die Matriz aus Beispiel 6.22: A = ((1) D
Dort hatten wir bereits ermittelt:

t—1 -1

= det
xa = e (0 t—1

> = (t—1)%, parg(A,1) =2, pgeo(A,1) = 1.

Nach Satz 6.25 (ii) ist A nicht diagonalisierbar.

(ii) Sei
2 -1 -1
A=| =6 1 2
3 -1 -2
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Dann st

xa=detA=| 6 t-1 —2 |=—-=-1_5t-321+1201-3)
-3 1 t+42
= Figenwerte von A: —1 und 3, pia1g(A, —1) = 2, pag(4,3) = 1.

Weiter sind

1
Eig(A,3) =Lds(3FE3 — A,0) = --- = Lin -2 ,
1
1 0
Eig(A,—1) = Los(—E3 — A,0) = --- = Lin 31, -1
0 1

= fUgeo(A,—1) =2 = ,ualg(A, —1) und pgeo(A,3) =1 = ,u,alg(A, 3).
Nach Satz 6.25 (i) ist A diagonalisierbar und

ist eine Basis des R3 aus Figenvektoren von A.

Bemerkung 6.27. Im Allgemeinen ist der Schritt (x) schwierig, weil es kein Verfah-
ren gibt, um die Nullstellen eines Polynoms vom Grad n zu bestimmen. In diesem Fall

bendtigt man einen numerischen Algorithmus.

6.3 Satz von Cayley-Hamilton und Minimalpolynom

Motivation 6.28. Fir eine diagonalisierbare Matriz A € M (n x n, K) gilt

A\ 0 M 0

A=5"1 S, dh A =A.....A=8"1 s.
—_— ,

0 )\n j-mal 0 pY,

Gilt xa(t) = Z?:o cjt! mit ¢, = 1, so folgt daraus

Xa(A)=> ¢; 57" S=5" S=0.
= 0 M, 0 xa(n)

Wir werden zeigen, dass dieses Ergebnis auch fir beliebige Matrizen A € M (n X n, K)
und Endomorphismen ¢ € Endg (V) (dimV < oo) gilt.

113



Bemerkung 6.29. Gemdf Lemma 4.6 (ii) ist (Endg(V),+,0) ein Ring mit Einsele-
ment Idy. Fir f € K[t], f = amt™ + -+ + a1t + ag = amnt™ + - - - + a1t + aot®, erhalten
wir mit ¢ € Endg (V) als Unbestimmite

f@) = am@™ + -+ + a1+ app” € Endg(V),

wobei o = po---0p und ¢° :=Idy (d.h. wir ersetzen ag = ag -1 durch a, - LEndg(v))-

k-mal

Es gilt fir f,g € K[t] und ¢ € Endg (V) (Blatt 5, Aufgabe 2 (ii)):

fl@)ogle) =(f-9)p) = (g f)lp) =yg(p)o flp).

Vorbetrachtung 6.30. Seien n = dimV < oo und ¢ € Endg (V). Wir betrachten fir
festes v #£ 0 die Vektoren

v,0(v), P*(v), . ..
Wegen n = dimV hat eine Familie unabhdngiger Vektoren hochstens n Elemente, womit

(v,0(v),...,@"(v)) linear abhdingig ist. Also gibt es einr € N, r < n, so dass

(v,0(v),...,¢" 1 (v)) linear unabhingig, aber (6.1)
(v,0(v),...,¢"(v)) linear abhdingig sind.

Der Vektor " (v) ist folglich Linearkombination aus v, o(v), ..., "L (v), d.h. es existie-

ren cg,...,cr_1 € K mit
r—1
o) =Y e (v).
§=0

Sei nun U = Lin(v, p(v),...,0" " *(v)). Wegen (6.1) ist die Familie B' = (by,...,by)
mit by = v,bs = p(v),...,b, = ©""1(v) eine Basis von U und es gelten p(b;) =

biy1 furl <i<r sowie
r—1 ' r—1 '
p(br) = ¢ () =D cj? (v) =D et (6.2)
j=0 j=0

Damit ist (U) C U und ¢y := oy € Endg(U). pu hat dann beziiglich der Basis B’
von U die Darstellungsmatrix

0 0 Co
TS

Ay = Mp/(pv) = ' : (6.3)
0 1 Cr_1
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Es folgt

t 0 —Cp .
Entwicklung
-1 : : ! tZ&% gyfglte
. . . e
, = det(tE, — Ay) = det ' Z cit!
ot —Cr—2
0 -1 t— Cr—1

und zusammen mit (6.2) Xy, (0v)(v) = 0. Es folgt sogar xe,(¢v) = 0 € Endg(U),
denn ist w =Y. \jw; € U mit A\y,..., \ € K, so ergibt sich

Xeu (U)(w) Z c]goU
z( St
r r—1
-3 (@;ﬁ‘—l(v) et )
=1

r—1

—ZWU ( )_chgp{,(v)>_o.

Jj=0

=0
Man beachte, dass hier U und r von v abhdngen.

Satz 6.31 (Cayley-Hamilton). Seien n = dimV < oo und ¢ € Endg (V). Dann gilt

Xe(p) = 0.

Insobesondere gilt x4(A) =0 fir alle A € M(n xn, K).

Beweis. Wir zeigen x,(¢)(v) = 0 fiir alle v € V. Fiir v = 0 ist die Aussage korrekt,
denn x,(p) ist K-linear. Sei also v # 0. Sei U der zu diesem v in der Vorbetrachtung
definierte Teilraum mit der Basis (by,...,b,) wie oben. Ergénzen wir Letztere zu einer
Basis B = (by,...,b,) von V, so besitzt die Darstellungsmatrix Mp(y) die Blockgestalt

Ay C
Mp(p) = (()UA’) mit Ay aus (6.3).
K?stcheln—
Es folgt x. = XAy - XA’ = XA’ - XAy und damit aus Vorbetrachtung 6.30

e (©)(©) = () 0 Xy (9)) (0) = xar(9) (X (D) (0)) = x4 (0)( Y (P)(0) ) = 0.

—wa (@a)(v)
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Fiir A € M(n x n, K) gilt mit der zugehérigen linearen Abbildung A € Endg (K™) und
jedes x € K™:

xa(A) -z = x4(A)(z) = 0.

Bemerkung 6.32. Der “Beweis”
xa(A) = (det(tE, — A))(A) = det(AE, — A) = det(A — A) = det(0) =0

ist falsch, denn
det(tE, — A)(A) # det( AE, — A) .

——— S———
EKTt] e(M(nxn,K)
N— ———

eM(nxn,K) eK

Satz und Definition 6.33. Seien n =dimV < oo, ¢ € Endg (V) und

G ={g € K[t]| g(¢) = 0}.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom p, kleinsten Grades mit
po(p) = 0. py heifit Minimalpolynom von . Es gilt G = p,K[t] := {u,Q|Q € K|t]}.

Ky ist auch das eindeutig bestimmte normierte Polynom, mit welchem G = pu,K[t] gilt.

Fir A€ M(n x n, K) definiert man das Minimalpolynom pa durch pa = pz. pa hat

dann die zu p, analogen Eigenschaften.

Zur Erinnerung: Wir hatten deg(Nullpolynom) = oo gesetzt.

Beweis. Sei p, € G ein Polynom minimalen Grades. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton ist x, € G, also insbesondere G # () und deg(s,) < n. Ohne Einschrinkung
kann man annehmen, dass p, normiert ist, d.h. pu, = ZZ:O cpt® mit ¢g = 1 fiir ein
k € N. Sei g € G beliebig. Nach Satz 2.34 (ii) ergibt Division mit Rest

g = qpp +r mit deg(r) < deg(puy,) falls 7 # 0

und wegen g € G ist

womit 7(¢) = 0 € Endg(V), also r € G und deg(r) < deg(u,) falls r # 0. Da p, € G
minimalen Grad hat, muss » = 0 € K]|t] gelten. Folglich ist g = qpu,, also entweder
g = M, mit A € K\ {0} oder deg(g) > deg(u,), womit p, als normiertes Polynom
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kleinsten Grades eindeutig ist und G C {ppq|q € KJt]} gezeigt ist. Die umgekehrte
Inklusion gilt auch, weil (uyq)(¢) = (qie) () = q(p) © pe(p) =0 € Endg (V).

Bleibt zu zeigen, dass p, das eindeutig bestimmte normierte Polynom ist, mit welchem
G = p,K[t] gilt. Angenommen, es gibt ein weiteres normiertes Polynom h € K[t], mit
welchem hK[t] = G = pu, K|[t] gilt. Wegen p, € G existiert ein P € K[t] mit p, = hP,
weiter ist wegen h = h -1 auch h € G, womit h = p,Q fiir ein Q € K[t] ist. Also gilt

fo = hP = j,QP,

womit P} = 1 und damit P,Q € K. Da aber beide, h und p,, normiert sind, folgt
P=Q=1,also h = p,. O

Lemma 6.34. Seien V' endlichdimensional, ¢ € Endg (V) und A € K. Dann gilt:

Xe(A) =0 & pp(A) =0,
d.h. x, und py, haben dieselben Nullstellen.

Beweis. “<": Sei p,(A) = 0. Nach Satz 6.33 existiert Q € K[t] mit x, = py, - Q. Es
folgt X (V) = pip(A) Q) = 0.
——

=0
“=7: Sei xp(A) = 0. Dann ist A Eigenwert von ¢ (Satz 6.19 (ii)) mit einem Eigenvektor

veV (v#0). Sei pyp =t" 4+ ap_1t" 1 + -+ + ait + ap. Dann gilt

1 (0) (0) = (" + ar—19" " -+ + arp + agIdy ) (v)
= ()\T +ap N T N+ ao)v = pp(A)v.

Wegen v # 0 und p,(p) = 0 folgt pe,(A) = 0. O

Beispiele 6.35. (i) A= (} ) € M(2x2,R) = x4 = (t —1)%. Es gelten:
— 14 ist normiert (gemdf$ Definition),
— palxa (“pa teilt xa”) (nach Satz 6.33)
— ua(l) =0 (nach Lemma 6.534).
= ua € {(t—1),(—1)2}.
Finsetzen von A in (t — 1) zeigt: (t —1)(A) =A—Ey =0, d.h. pa=(t —1).

(i) A= (V) € M2 x2,R) = xa =12 —1 = (t — 1)(t + 1). Nach Satz 6.33 und
Lemma 6.34 ist pa = (t —1)(t +1).
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(iii) Sei

2 -1 -1

Nach Satz 6.33 und Lemma 6.34 folgt s € {(t+1)(t—3), (t+1)%(t—3)}. Einsetzen

von A in (t+1)(t—3) zeigt: (A+FE3)(A—3E3) = - -+ # 0, womit s = (t+1)2(t—3).
(iv) Sei
2 -1 -1 o
A=| =6 1 2 | PP o o1 -3).

Nach Satz 6.33 und Lemma 6.34 folgt jpa € {(t+1)(t—3), (t+1)2(t—3)}. Einsetzen
von A in (t+1)(t—3) zeigt: (A+E3)(A—3E3) =--- =0, womit pa = (t+1)(t—3).

Satz 6.36. Seien V' endlichdimensional und ¢ € Endg (V). Dann sind dquivalent:
(i) ¢ ist diagonalisierbar.

(it) Das Minimalpolynom p, zerfillt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Null-

stellen, d.h. prp, = (t — A1) ... (t = X\p) mit paarweise verschiedenen Ay, ..., A\, € K.

Beweis. (1)=(ii): Sei {A1,..., A, } mit paarweise verschiedenen \; die Menge der Eigen-

werte von .

T
¢ diagonalisierbar Salz 825 1 EB Eig(e, i),
i=1

d.h. jedes v € V besitzt eine (eindeutige) Darstellung v = v+ - -+v, mit v; € Eig(p, A;).
Wir definieren nun h € End g (V') durch Einsetzen von ¢ als Unbestimmte in das Polynom
(t—=X)...(t=A):

h = ((p—Alldv)O(gp—)\gldv)o---o((p—)\rldv)

Mit h_j = ((p—)\l Idv)o- --O(gp—Aj_l Idv)o((p—Aj_H Idv) -~-O<g0—)\TIdv), 1 S] < T,
folgt fiir v =wv; + -+ + v, mit v; € Eig(p, \;)

h(v) = ((go—>\1Idv)o(gp—)\QIdV)0...o(¢_ATIdV)>(U1+...+UT)

=3 (e = MTdv) o (o= Ao Tdy) o0 (p = A Tdv) ) (1))
j=1

T

B S h o (o ATy (y) = 3 Ay ((p = AT (w) ) = 0.
j=1 J=1 =0
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Also gilt h = 0 und damit p,|(t — A1) ... (t— ;) nach Satz 6.33. Nach Satz 6.19 (ii) und
Lemma 6.34 folgt p,(A;) =0 fiir alle j € {1,...,r}, womit p, = (t — A1) ... (¢ = Ap).

(ii)=(i): Nach (ii) gilt p, = (£ — A1)...(t — A;) mit paarweise verschiedenen \; € K.

Wir folgern daraus (i) mittels vollstéindiger Induktion nach n = dim V.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, denn jedes ¢ ist diagonalisierbar, da
jedes v € V'\ {0} Eigenvektor von jedem ¢ € Endg (V) ist.

Fiir den Induktionsschritt beweisen wir zunéchst
V = Kern(p — A1 Idy) @ Bild(¢ — A1 Idy). (6.4)
Nach Satz 2.34 (ii) existieren ¢, s € K[t] mit

(t—X2)...(t—A) =q(t— A1)+ s mit deg(s) < deg(t — A1) falls s # 0.
—_———

=1

Wegen

T

s(A) = [T = A) —a(h) (M = M) #0
iy T
folgt s # 0. Folglich gilt deg(s) = 0 und s ist von der Form s = sot° mit sop € K \ {0}.
Einsetzen von ¢ in s ergibt:

v= 310(«0 ~eldy)o--+o (o = A Tdy) ) (v) - j{)q(w) o (p = Aldv)(v).

~~ ~~
=:u =w

Es gilt
(p— M Tdy)(u) = - ja(2)(0) = O,
S0 N—~—~

womit u € Kern(¢ — A1 Idy ). Aulerdem ist

w o029 l@g — A Idy) og(e)(v) = (¢ — M Idv)(q(cp)(v)) :

50
9%

€Bild(p—; Idy)

— V = Kern(¢—A; Idy)+Bild(¢—A; Idy). Nach der Dimensionsformel (Satz 4.13) gilt
aber dim V' = dim Kern(p — A1 Idy) 4+ dim Bild(p — A1 Idy ), woraus nach Satz 3.70 (iv)
die Summe sogar direkt ist, d.h. Identitdt (6.4) ist verifiziert.

Induktionsschritt: Sei die Diagonalisierbarkeit unter Voraussetzung (ii) fiir dim V' <n—1
bewiesen. Da Kern(p — A1 Id) = Eig(p, A1) # {0} ist, folgt fir W = Bild(¢ — A; Idy)

aus der Dimensionsformel: dim W < n — 1. Wegen
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cV
S(W) = 9o (i — M Idy)(V) "0 (65— A Tdy) 0 o(V) = (0 — M 1dy)(2(V)) € W

ist die Einschrinkung ¢y € Endg (W).
=0

—~—
= pp(ew) (W) = pp(p)(W) = 0.
= Mo |He = (t = A1) ... (t = Ar) nach Satz 6.33.

= o zerfallt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen.

Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢y, diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis von W, die
nur aus Eigenvektoren von ¢y, besteht. Wegen V' = Eig(p, A1) @ W nach (6.4) existiert

damit auch eine Basis von V' aus Eigenvektoren von ¢, d.h. ¢ ist diagonalisierbar. [

Beispiele 6.37. Wir betrachten nochmal die Matrizen aus Beispielen 6.35 (iii) und (iv).

(i) Sei

Wir hatten gezeigt: jia = (t4+1)2(t—3). Nach Satz 6.36 ist A nicht diagonalisierbar.

(i) Sei
2 -1 -1
A=| =6 1 2 |eM@Bx3R).
3 -1 -2

Wir hatten gezeigt: ua = (t +1)(t — 3). Nach Satz 6.36 ist A diagonalisierbar.

Bemerkung 6.38. Ist ¢ € Endg (V) mit n = dimV < oo, so ist das Minimalpolynom
ty nach Satz 6.33 Teiler von x,. Man kann zeigen, dass x, im Gegenzug Teiler von
gy ist. Im Falle K = C ist das unmittelbar ersichtlich, weil x, dann in Linearfaktoren
zerfallt und dieselben Nullstellen wie pi, besitzt (Blatt 6, Aufgabe 3). Im Allgemeinen
bendtigt man hierfiir den Zerfillungskorper fiir ¢ (siehe Definition 6.41). Der Beweis von
x¢|u$ folgt aber auch spiter aus der Frobenius-Normalform-Darstellung (Satz 10.11).

6.4 Trigonalisierbarkeit und nilpotente Abbildungen

Seien dim V' < oo und ¢ € Endg (V). Nach Satz 6.25 gilt:

i diagonalisierbar

0

X zerféllt in Linearfaktoren und jigeo(9, A) = faig(¢, A) fiir alle Eigenwerte A von ¢.
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D.h. es kann zwei Probleme geben:

(i) xo zerfdllt nicht in Linearfaktoren.

Losung: Ubergang zu einem groBeren Korper, bspw. von R nach C.

(i) pgeo(ps A) < taig(, A) fiir einen Eigenwert A von ¢.

Hier kann man nichts machen, d.h. ¢ ist dann wirklich nicht diagonalisierbar.

Wir benétigen aber “vereinfachende Strukturen” fiir viele Anwendungen. Deshalb be-
trachten wir statt dessen die sogenannte Trigonalisierbarkeit und spéter dann die Jordan-

sche Normalform als eine spezielle Form hiervon.

Satz 6.39. Seien n =dimV < oo und ¢ € Endg (V). Dann sind dquivalent:

(i) Das charakteristische Polynom x, zerfillt in Linearfaktoren, d.h.
Xe=({E—=A1)...(t— )
(wobei die Figenwerte \; hier nicht notwendig verschieden sind).
(ii) Es gibt eine Basis B von V mit

)\1 *
Mg (p) =

Beweis. (ii)=(i): Klar nach (D8) aus Satz 5.4.
(i)=(ii): Wir beweisen die Aussage mittels vollsindiger Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1 — offensichtlich korrekt.

Induktionsschritt: Sei die Aussage V¢ € Endg (V) und dim V' < n — 1 bereits bewiesen.

Sei by # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A\;. Wir ergéinzen b; zu einer Basis B’ =
(b1,b2,...,b,) von V. Es gilt

Mpi(p) = (%‘%) mit C € M((n—1) x (n—1),K).

Zu zeigen: C ist bei geeigneter Wahl von b, ..., b, eine obere Dreiecksmatrix. Sei

W := Lin(ba, . .., by).

Fir w € W existieren a;(w), ..., a,(w) € K mit p(w) = ai(w)b; + Zai(w)bi.
=2

=19y (w)
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Dann ist ¢ € Endg (W), der beziiglich der Basis (ba, ..., b,) von W genau die Matrix C

als Darstellungsmatrix besitzt. Aus der Kéastchenformel folgt

Xe=({t—=M1) xc=[{t—X) Xy

und damit (nach (i)) xy = (t — A2)...(t — An). Nach Induktionsvoraussetzung kann
man deshalb die Basis (bo,...,b,) von W so wihlen, dass C eine obere Dreiecksmatrix
ist. O

Bemerkung 6.40. Fiir Matrizen A € M(n x n, K) liefert Satz 6.39 die Aquivalenz von
(i) xa zerfillt in Linearfaktoren;
(ii) A: K™ — K" ist trigonalisierbar;

(iii) A ist ihnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz, d.h. es existiert S € GL(n, K) mit

)\1 *
SAS™! = ,
0 An

Bemerkung und Definition 6.41. Seien dimV < oo und ¢ € Endg (V). Der Korper
K heifst Zerfillungskorper fir ¢, wenn sein charakteristisches Polynom x, iiber K
in Linearfaktoren zerfillt. C ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 2.38)
Zerfillungskorper fir jedes ¢ € Endc(V). R ist beispielweise kein Zerfillungskorper fir
A:R2 S R2mit A= (91 é), da x4 = t2+1. In der Vorlesung “Algebra und Zahlentheo-

rie” konstruiert man zu jedem Korper K seinen algebraischen Abschluss K, in dem jedes

Polynom aus K|t] in Linearfaktoren zerfillt. Insbesondere ist K ein Zerfdillungskorper.

Beispiel 6.42. Sei

2 -1 1
A=| -1 2 -1 |eMBx3R).
2 2 3
Es gilt xa =---= (t — 1)(t — 3)%, d.h. die Eigenwerte von A sind 1 und 3 und

pa € {(t—1)(t = 3). (t — 1)(t — 3)?}.

Es gilt (A — E3)(A —3E3) = -+ # 0, womit pua = (t — 1)(t — 3)2. 52836 A st nicht
diagonalisierbar.

Eig(A,1) = Lds(Es — A,0) = --- = Lin 0
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Mit by := (1,0,—1)" ist B’ = (b1,e2,e3) eine Basis des R3, beziiglich welcher A die
Darstellungsmatriz

besitzt. Wir miissen nun die Matriz C =

(t—3)? und

s, Lot - .0 - Las(( 1)) < ()

0 0
Beziiglich der Basis (b, ba, bs) mit by = 0 |,b= 1 und bz =es = | 0 | ist
-1 -1 1
-2 1
Mg(A) = 3 -1 [Man beachte, dass sich auch die erste Zeile verindert hat!]
0 O 3

Im spéteren Kapitel iiber “Jordansche Normalformen” werden wir die Eintrage der
Trigonalmatrix genauer untersuchen bzw. eine Basis in geeignetem Sinne optimal aus-

suchen. Dazu wird der Begriff der nilpotenten Abbildung benétigt.

Definition 6.43. ¢ € Endx (V) heifit nilpotent, falls es ein k € N gibt mit ¢* = 0.
Lemma 6.44. Sein =dimV < co. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) @ ist nilpotent.

(i1) X = 1"
0 *
(iii) Es gibt eine Basis B mit Mp(p) = .
0 0
(i) ¢" =
Beweis. (1)=(ii): 3k € Nmit o* =0 = p,|th = p, =t mit 1 <k Ben,5.58 Xo =t
(ii)=(iii) ist unmittelbare Konsequenz aus Satz 6.39.
(iil)=(ii) klar.
(ii)=>(iv) folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton.
(iv)=(i): Definition von “nilpotent”. O
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Bemerkung 6.45. Fir die Dreiecksmatrix aus Satz 6.39 gilt

)\1 0 0 *

0 An 0 0
=: Mp(¢1) + Mp(p2),

d.h. wir haben ¢ = 1 + @2 beziiglich B in eine diagnoalisierbare Abbildung ¢ und eine
nilpotente Abbildung po zerlegt.

7 Euklidische und unitidre Vektorraume

In diesem Kapitel seien K ein Korper mit 1+ 1 # 0 (Charakteristik(K) # 2) und V ein
K-Vektorraum.

7.1 Symmetrische Bilinearformen

Motivation 7.1. Wir mdchten nun zusdtzlich ein Konzept fiir die Linge von Vektoren
und bspw. fir die Abstinde zwischen Vektoren entwickeln. Zum Beispiel ist im R? der
euklidische Abstand zwischen Py = (%!) und Py = (Z;) gegeben durch

z2

. 10 x
1P, — Pol| = /(21 —1)2 + (22 — y2)2 mit |P||? =22 +a2 = (ml,x2)<0 1) (é)

Eng damit verbunden ist das Skalarprodukt, welches wir daraus durch

1
(P Po) i = 5 (1P + Bl = PP = P2l
1
= (@143 + @2 +32)? = (@3 +23) - (4 +13))

= 21Y1 + T2Yy2

o))

definieren konnen. Will man die Komponenten gewichten, bspw. weil x1 und xo in ver-
||2 —

schiedenen FEinheiten gemessen werden (wie cm und m), wdhilt man bspw. || Py

(xl,flfg)(%) 10002) (m) oder man macht eventuell vorher noch eine Basistransformation

T2
/\1 0 I
Py|? = ! :
| PLI" = (z1,22) S (0 /\2>5<x2)
—_——

=:A
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Das zugehirige Skalarprodukt (Py, Py) = (x1, :cg)A(g;) definiert eine symmetrische Bili-

nearform.

Definition 7.2. Fine Abbildung v : V x V. — K heifit Bilinearform auf V', falls v —

v(v,w) bei festem w linear in v und w — y(v,w) bei festem v linear in w ist, d.h.

(i) (v
Y Av,w) = My(v,w) fir alle X € K und alle v,w € V;

+ v, w) = y(vi,w) + (v, w) fir alle vi,v2,w € V und

(v1
(
(ii) v(v, w1 + w2) = y(v,w1) + (v, ws2) fir alle v,wi,wy € V und
(v, A\w) = My(v,w) fir alle A € K und alle v,w € V.

FEine Bilinearform ~ heifit symmetrisch, falls v(v,w) = vy(w,v) fir alle v,w € V gilt.

Beispiele 7.3. (i) Seien V =R" und A € M(n x n,K) mit A = (a;;) = (aj;) = A’
(d.h. A ist symmetrisch), x,y € R™. Dann ist v : R" x R" — R mit

n
Ya,y) = 2" Ay = ) aymiy;
i,j=1
eine symmetrische Bilinearform.

(ii) Seien K =R und V =CJ[0,1] :={f : [0,1] = R| f stetig}. Dann ist die Abbildung

v C0,1] x C[0,1] — R mit
1
)= /O F(Dg(t)dt

eine symmetrische Bilinearform auf C[0,1].

Definition 7.4. Seien n = dim(V) < co, B = (v1,...,v,) eine Basis von V und 7 eine
Bilinearform auf V. Die Matriz

Mp(y) = (v(vi,v5)) € M(n xn, K)

heifst Darstellungsmatriz von vy beziiglich B. [Wir verwenden “ x” zur Unterscheidung

von Mp(p) fir ¢ € Endg(V).] Wir setzen Rang(y) := Rang(My(v)) (die Wohldefi-

niertheit von Rang(vy) ist unmittelbare Konsequenz des nachfolgenden Lemmas 7.6 (ii)).

Fiir v = 37" Av; und w =377 pjv; folgt

1

v(v, w) = ’7(2/\#}@» ZMJ‘%’) = > (i, 05) = (M- A MB(7)
i=1 j=1 B,j=1
i
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Beispiel 7.5. Sei V = Lin (t°,...,t"" ) ¢ K[t]. Dann gilt fiir v aus Beispiel 7.3 (ii)

N—
=:B
o 1 » 1

tl,t] :/ tl ]dtzi ﬂ’l"i, ':0,...,77,—1,

y(t ) ; Tt fiir i, j

d.h.

11 1

L 5 3 n

1 _1

Mp(y) = | e

1 1

n 2n—1

Lemma 7.6. Seien n = dimV < oo, B,C Basen von V mit Koordinatensystemen

Pp, oo : K" — V. Seien ferner vy eine Bilinearform auf V und A := Mj(~y). Dann gilt:
(i) Sind B = (b1,...,by), v=">_1" @b und w =73, y;b;, so ist
Y1
Y(w,w) = Bt (v) My () @5 (w) = (21,...,2,)A :
Yn

(i) M) = (T§) My()T§ mit T = @' o @
(iii) Ist umgekehrt A € M(n x n,K), so ist v5 : V x V — K mit
72 (v,w) 1= ! (v) AP (w)
eine Bilinearform. Fir V = K™ und B = (e1,...,ey) gilt

yalv,w) :=~v5 (v, w) = v' Aw.

Beweis. (i) Sei B = (b1,...,by). Per definitionem ist ®p(e;) = b;. Fiir v,w € V mit
v =73 " xbyund w =Y " y;b; gelten

z1 Y1
T = =o' (v), y= = o5 (w)
In Yn
und damit
n Y1
Y(w,w) =Y wiyy(bi b)) = (@1, ) Mp(n) |0 | = 95 () Mp(1) @5 (w).
W= —i Yn
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(ii) Nach (i) gilt fir alle v,w € V
O (v) M (1)@ (w) = 7(v, ) = B (v) ME() g (w).

Mit @5 (w) = TS D' (w) (hier ohne ~, denn &, (w) € K™) erhilt man fiir die linke
Seite
O () (TE) ME(y)TE D5 (w).

Ist C' = (c1,...,cpn), so folgt daraus mit v = ¢; und w = ¢;
esME()es = e (T5) ME(V T ej, 1<i,j<n.

Also stimmen die Eintriige von M(v) allesamt mit denen von (T§)!M%(v)T§ iiberein.
[(ii) ist iibrigens auch heuristisch sofort klar, da TS die Koordinaten eines Vektors v
bzgl. C in die bzgl. B iiberfiihrt.]

(iii) Dass 'yf eine Bilinearform ist, zeigt man durch Nachrechnen. Fiir V. = K™ und
B = (e1,...,e,) ist Pp(e;) = e;, d.h. &5 =1Idy und es folgt die Behauptung. O

Lemma 7.7. (i) Bil(V) := {y: VXV — K|~ ist Bilinearform} ist ein K -Vektorraum
(ein UVR des K -Vektorraums der Abbildungen von V- x V nach K ).

(ii) Seien n = dimV < oo und B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann ist die
Abbildung
Mg :Bil(V) - M(n x n, K)

ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen mit Umkehrabbildung

B M(n xn) — Bil(V)

A B,

Beweis. (i) Nachrechnen.

(ii) Dass M} linear ist, kann man ebenfalls einfach nachrechnen. Fiir v € Bil(V') und

alle 1 <1,7 < n gilt weiter

(T o ME) (1) (03, 05) = Ve ) (03 5)
Lemma 7.6(7i1) . _ " _
= O (i) Mp(7) @5 (v))

= eiMp(v)ej =~ (vi, v5),

also I'B o Mp = Idgjyvy- Schlielich ist auch M} o B = Idps(nxn, k), denn es gilt fiir alle
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A:(Aij) EM(nXTL,K)

((Mpor?)(a) = (Mz(F))

ij ij

= 'YE (vi, UJ')
Lemma:7.6(iii) (I)Bl('l)i)tA(I)l_gl (Uj)
= efAej = AU
O
Definition 7.8. e FEin quadratischer Raum ist ein Paar (V) bestehend aus einem

endlichdimensionalen K-VR V und einer symmetrischen Bilinearform v auf V.

e v,w € V heifflen orthogonal bzgl. v (Notation v L w), falls yv(v,w) = 0. Fine
Familie (v;)ier von Vektoren heifit orthogonal bzgl. ~y, falls y(v;,vj) = 0 fiir alle
1,7 €1 miti+#j.

e FEine Familie (v1,...,v,) heifit Orthogonalbasis von (V,7), falls (v1,...,v,) eine

Basis von V' und orthogonal bzgl. ~ ist.

Bemerkung. Fir eine Basis B von V gilt:

B ist Orthogonalbasis von (V,~) <= M}(y) ist diagonal.

Lemma 7.9. Seien n = dimV < oo, (V,7) ein quadratischer Raum und vi € V ein
Vektor mit v(vi,v1) # 0 sowie H := {w € V|vy(vy,w) = 0}. Dann ist H ein UVR von
V mitdimH =n — 1, und es gilt

V = Lin(v;) & H.

Beweis. Sei 0, : V — K, w +— 0y, (w) = vy(vi,w). Dann gilt: d,, ist linear mit H =

Kernd,, und

dimHd =dimV — dim Bild d,,,
SN—— ~——
-n CK

also =0 oder 1
d.h. =1 wegen vy(v1,v1) #0

=n-—1.
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Es gilt fiir alle v € V:

po Aoy (U_mv>

1 1
¥(v1,v1) ¥(v1,v1)
—_—— ~~

€Lin(v1) €H,
da ~y (v1 v— J((vvll,’v?) vl) =0

Es folgt V = Lin(v;) + H und wegen dim V' = dim Lin(v;) + dim H aus Satz 3.70 (iv)
auch V = Lin(vy) @ H. O

Satz 7.10. Seien n = dimV < oo und (V,v) ein quadratischer Raum. Dann besitzt
(V,7) eine Orthogonalbasis (vi,...,vy) (bzgl. v), und es gilt

V = Lin(v1) @ - - - ® Lin(vy,).

Beweis. Gilt y(v,w) = 0 Vv,w € V (man schreibt dafiir auch v = 0), so ist nichts zu
zeigen (jede Basis von V ist dann orthogonal). Sei also v # 0. Wir fithren den Beweis

mittels vollstdndiger Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage klar.

Induktionsschritt: Sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Da ~ # 0 ist,
gibt es ein v; € V mit y(vi,v1) # 0, denn wére y(v,v) = 0 fiir alle v € V, dann wére
auch

(v +w, v+ w) —y(v,v) = y(w,w) = 2y(v,w) =0

fiir alle v, w, im Widerspruch zu Charakteristik(K) # 2 (siehe Voraussetzung zu Beginn
des Kapitels!). Nach Lemma 7.9 gilt mit H := {w € V|~v(v1,w) = 0}

V =Lin(v;) ® H mit dimH =n — 1.

(H,Ymxm) ist aber auch ein quadratischer Raum. Nach Induktionsvoraussetzung exis-
tiert eine Orthogonalbasis (ve,...,v,) von H mit H = Lin(ve) @ --- @ Lin(v,). Nach
Satz 3.70 (ii) ist (v1,...,v,) Orthogonalbasis von V mit

Bem. 3.74(ii) L

V =Lin(v;) @ H in(vy) @ --- @ Lin(vy,).

O]

Beispiel 7.11. Sei V = R"™ mit dem Standardskalarprodukt (v, w) = (v,w) = > | v;w;
als symmetrischer Bilinearform. Dann ist (e1, . .., ey) eine Orthogonalbasis von (R™, (., .)).
In R? definiert aber auch das bspw. um 45° gedrehte Koordinatensystem eine Orthogo-

nalbasis, d.h. die Orthogonalbasis ist nicht eindeutig.
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Korollar 7.12. Sei A € M(n x n,K) symmetrisch. Dann gibt es T € GL(n,K), so
dass Tt At eine Diagonalmatriz ist, d.h.

A1 0

TtAT:<AT O) mit A, = .
010

0 Ar

mit \; # 0 und r = Rang(A). Die Spalten von T bilden eine Orthogonalbasis von K"

(d.h. sie sind orthogonal bzgl. 4 ).

Lemma 7.6(i4%)

Beweis. Seien V = K", B = (ey,...,e,) und vy(v,w) := v§(v,w) = vt Aw,
fir v,w € K™ (V,7) ist dann ein quadratischer Raum. Nach Satz 7.10 existiert eine

Orthogonalbasis C' = (v, ..., v,) und Lemma 7.6 (ii) ergibt

M 0
(T§)' Mp(7) T = Mg (y) =
=4 0 An

Wegen B = (e1,...,ey,) ist T := Tg = (v1,...,v,) (Matrix mit den Spalten vy, ..., v,).
Man kann die Reihenfolge der v;’s nun so #dndern, dass obige Form entsteht. Wegen
T € GL(n, K) gilt Rang(A) =r. O

Bemerkung. Die Ay, ..., )\, sind hier nicht eindeutig bestimmd.
Korollar 7.12 kénnen wir im Falle K’ = R noch weiter vertiefen.

Satz 7.13 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Sei A € M (n xn,R) symmetrisch. Dann gibt
es T € GL(n, K) sowie p,q € {0,...,n} mit

E, 0
T'AT = ~E,
0 0

Die Zahlen p,q sind durch A eindeutig bestimmt (d.h. unabhdngig von T ).

Beweis. Aus Korollar 7.12 folgt die Existenz von T mit

A A1 0
TCAT = r |0 mit A, = )
010
0 Ar
wobei T' = (01, . .., ¥y,) mit einer Orthogonalbasis C' = (01, ..., 0,) gilt. Sei weiter wie in
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Korollar 7.12 y(v,w) = v5 (v, w) = v' Aw mit B = (ey,...,e,). Wir setzen

——L—&; falls y(0;,0;) #0

b = Iy (03,05)]
f)i falls ’)/(f}i, ’ﬁj) =0
und erhalten damit
0 falls i # j
(i, 05) = € 0 fallsi =j > r

~y(0i,05) o
hay = T1 fallsi=j <

Wir sortieren jetzt die ¢; aufsteigend nach ~(9;,7;) = +1,—1,0 und erhalten die neue
Basis D = (v1,...,v,). Mit T = (v1,...,v,) gilt dann T = 7L und damit

E, 0
T'AT = -E,
0 0
Es bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit von p und g. Sei dazu (v7,... ,v}) eine andere

Orthogonalbasis mit

1 falls 1 <17 < px
y(ivi) =149 -1 falls p* +1<i<p*+¢*
0 falls i > p* + ¢*.
Zu zeigen: p = p* (= ¢ =q¢*, dap+q = p*+q¢* = Rang(A)). Wir beweisen dafiir unten,
dass

* *
Vly ey Upy Upe gy -+ -5 Uy, (7.1)

und

* *
V5o y Upss Uptdy + + + 5 Un (7.2)
linear unabhéngig sind. Denn dies impliziert

p+n—p)<n, p’+(n—p)<n = p<p", p'<p = p=p".

Angenommen, die Familie der Vektoren in (7.1) sei nicht linear unabhingig, d.h. es

existieren Ai,..., Ap, tp*41,-. ., n € R mit

V=AU F o ApUp = Hpr Ve o iy,
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Wir berechnen (auf beiden Seiten) (v, v):

p n

2 2 * %
y(v,v) = Ay (v, v5) = wi (v, v) <0.
( ) ; 7 ( 1 Z) i:pz*+1 7 ( ? z)
=1 =—1 oder 0
=>AN==X=0= ptp-y1 == p, =0, also (7.1). (7.2) zeigt man analog. O

Lemma und Definition 7.14. Fir eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) de-
finieren wir Signatur von A als Signatur (A) := (p,q) mit p,q aus Satz 7.13. Ist nun
S € GL(n,R), dann haben A und S'AS dieselbe Signatur.

Beweis. S*AS ist auch symmetrisch. Sei T' € GL(n, K) mit
E; 0
~F; = T'S'AST = (ST)' A(ST).
0 0
Damit haben wir auch eine “Sylvester”-Darstellung fiir A gefunden. Diese ist nach

Satz 7.13 aber eindeutig, womit p = p und ¢ = ¢, d.h. Signatur(S*AS) = Signatur(A4).
O

7.2 Euklidische Raume und Orthogonalitit

In diesem gesamten Abschnitt seien K = R und entsprechend V ein R-Vektorraum.

Definition 7.15. (i) Eine symmetrische Bilinearform ~v:V x V — R heifit
positiv definit, falls v(v,v) > 0 fir alle v € V' \ {0}
positiv semidefinit, falls y(v,v) > 0 fir alle v e V' \ {0}.

Fine positiv definite symmetrische Bilinearform nennt man auch Skalarprodukt.

(ii) Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) heifst
positiv definit, falls x' Ax > 0 fiir alle x € R™\ {0} (also v positiv definit)

positiv semidefinit, falls x'Ax > 0 fiir alle x € R™\ {0} (also va positiv
semidefinit).

Beispiel und Definition 7.16. (i) Das Standardskalarprodukt auf R™ ist

n
(,ar, ' R"<XR" >R, (z,y)p, = 2 By = Zmlyl
=1

Wegen (z,2)g, = > oy x? >0 fir x # 0 ist {.,.)g, positiv definit.
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(ii) Fir A= (1_2_3) gilt
t t 1
elAe; =1, egAes =1, aber (1, 1)A<1> =-2<0,

d.h. es reicht nicht, v(v,v) > 0 fiir Basisvektoren zu iberpriifen.

(iii) Entsprechend gibt es die Begriffe negativ definit (y(v,v) < 0 Vv # 0), negativ
semidefinit und indefinit (Bsp. (ii)).

(iv) Sei V= C|0,1]. Dann ist
v:VxV =R

1
(f.9) /0 F(Hg(t)dt

ein Skalarprodukt (d.h. die symmetrische Bilinearform ist auch positiv definit!).

Definition 7.17. Ein euklidischer Raum ist ein Paar (V,~y) bestehend aus einem R-
Vektorraum V' und einem Skalarprodukt v :V x V — R.

Im Rest dieses Abschnittes sei (V) immer ein euklidischer Raum. Wir verwenden
die Bezeichnungen (v,w), := y(v,w) oder (v,w)s := v'Aw. Wenn klar ist, welches
Skalarprodukt gemeint ist, schreibt man auch einfach (v, w) anstelle von (v,w), oder
(v, w) 4. AuBlerdem lésst man in der Angabe des euklidischen Raumes auch einfach das

Skalarprodukt weg (“Sei V' ein euklidischer Raum”), wenn klar ist, welches gemeint ist.

Definition 7.18. Sei (V,~) ein euklidischer Raum.
o Die Abbildung ||.|| : V — R mit |jv]| :== \/(v,v), heifit die Norm von (V,7).

e FEine Familie von Vektoren (v;)icr aus V' heifst orthonormal, falls (v;);er orthogonal

ist mit ||v;|| =1 fiir allei € I.

e FEine Familie B von Vektoren heifft Orthonormalbasis (kurz ONB) von V', falls B

Basis sowie orthonormal ist.

Lemma 7.19. Seien V ein euklidischer Raum und (v1,...,vy) eine orthogonale Famile
von Vektoren aus V' \ {0}. Dann gilt:

(i) (v1,...,v,) ist linear unabhdngig.

(i) (”—1 ,M) ist eine orthonormale Familie. Damit besitzt jder UVR U # {0}

ffodll”

von V eine ONB.
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Beweis. (i) Gelte >°7_; Aju; = 0 fiir Ar,..., A\, € R. Anwendung von (.,v;) auf beiden
Seiten ergibt
0= <0,’U¢> :Z)\j<’l)j,vi> :)‘i <vi,vi> = )\i:O
=1 >0

fur alle:=1,...,n.

(ii) Die Orthomormalitéit ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Bilinearitét von .
Da nach Satz 7.10 zu jedem UVR eine Orthogonalbasis existiert, besitzt damit jeder
UVR auch eine Orthonormalbasis. O

Lemma 7.20. Seien (V,~) ein euklidischer Raum und B = (v1,...,v,) eine Orthonor-
malbasis. Fir v =737, A\jv; € V folgt dann \; = (v,v;).
Beweis. Der Beweis folgt wie oben unter (i): Fiir alle i = 1,...n ist

n

V= Z)\jvj = <v,vi) = Z)\] <Uj,?)l'> =\
j=1

Jj=1 :(Sij
1 fallsi=j
mit dem Kronecker-Symbol (“Kronecker-Delta”) 6;; := O
0 falls i # j.

Satz 7.21 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Raum. Dann
gilt firv,w eV
| (v, w) | < ol - [lwl].

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhingig sind (d.h. v = aw fir A € R).
Beweis. Fiir w = 0 ist die Aussage offenbar korrekt. Sei also w # 0. Fiir A, u € R gilt
0 < (M + paw, M + pw) = N (v,v) + 22 (v, w) + p? (w, w).
Setze nun A := (w,w) > 0 und dividiere durch A:
= 0 < (w,w){v,v) + 2u{v,w) +
Einsetzen von p := — (v, w):

= 0 < (w,w)(v,v) — 2(v, w)(v,w) + (v, w)? = (w,w){v,v) — (v, w)(v,w),

also (v, w)? < (v, v){v,w).
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Bleibt zu zeigen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn V und w linear abhéngig sind.

Fiir w = 0: v, w sind linear abhéingig und es gilt Gleichheit (0 = 0). Sei also w # 0.

“«<": Seien v, w linear abhéngig, d.h. v = aw fiir ein a € R. Dann gilt
| (v, w) | = | a{w,w) | = [law] - [lw].

“=": Gelte “=". Fiihre die Berechnung der Ungleichung riickwérts durch (iiberall kann
man = durch < ersetzen). Dann folgt fir p = —(v, w) und A = (w,w) > 0 (da w # 0)

0 = (A\v + pw, Av + pw) = 0.
A#£0 o -
= A+ pw =0 = v und w sind linear abhéngig. O

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung hat aufgrund des allgemeinen Skalarproduktes viele

Anwendungen.

Beispiele 7.22. (i) Sei A € M(n x n,R) positiv definit. Dann gilt fir alle x € R"

(xtx)z = (xtAA—ll‘)Q = <:c,A_1x>?4
< <x,x>A<A71x,A71x>A
= (2! Az) (2! AT AAT ) = (2P Az) (2t A7),

(i1) Fir f,g € C[0,1] gilt

</01 f(t)g(t)dt>2 < /Olf(t)th , /Olg(t)th.

(11i) Sei h € C[0,1], h(.) > 0. Dann definiert v(f,g)n := fol f(®)g(t)h(t)dt ein Skalar-
produkt, womit nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(/01 f(t)g(t)h(t)dt>2 < /Olf(t)Qh(t)dt : /Olg(t)zh(t)dt_

(Das folgt aber auch bereits aus (ii).)

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt auch die Dreiecksungleichung. Wir formu-

lieren das etwas umfassender.

Lemma 7.23 (Eigenschaften einer Norm). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Raum. Dann

gilt fir alle v,w € V sowie A € R:

(i) |Jv| =0 v=0
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(i) [[Mvll = [A] - [|v]]
(iii) [Jv+ wl|| < [|v]| + ||w]|| (Dreiecksungleichung).

Beweis. (i) gilt wegen der positiven Definitheit und (ii) wegen Bilinearitéit des Skalar-

produktes. SchlieBlich gilt (iii) wegen

v+ wl|? = (v +w,v+w) = |Jv]|> + [|w]]* + 2(v,w) (7.3)
ol + el + 20l - ol = (ol + o)
0
Lemma 7.24. Seien (V,(.,.)) ein euklidischer Raum und v,w € V. Dann gilt:
(i) |lv+wl| =|v] + |lw|| & (v,w)=0 (Satz von Pythagoras)
(ii) v+ w||? + ||v — w||* = 2||v||? + 2||w||? (Parallelogrammgleichung).
Beweis. (i) folgt aus (7.3) oben. (ii) rechnet man unmittelbar nach:
[v+wlf? + [lv = wlf* = o]® + [[w]® + 2(v, w) + [Jo]|* + w||* — 2(v, w)
= 2[|v]|* + 2[|w|*.
O

Bemerkung 7.25. Mit dem letzten Lemma haben wir zwei Aussagen der elementaren
Geometrie auf euklidische Rdume tibertragen. Fine weitere Maglichkeit: Definiere fiir
v,w e V\ {0} den Winkel o zwischen v und w durch

(v, w)

cosa = M (liegt wegen der Cauchy-Schwarz-Ungl. in [—1,1]).

.,.) st hier ein beliebiges Skalarprodukt. Dann gilt der Kosinussatz:
st hi in beliebiges Skal dukt. D It der Kosi t
lo = wl® = Joll* + [lw]® = 2[jv]| - [[w] - cos a.

7.3 Orthogonale Projektionen und Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Motivation 7.26. Seien V ein euklidischer Raum und v,vi,v9 € V. Wir mdchien
v auf U = Lin(vi,v2) “orthogonal projezieren”. Dabei wird orthogonal definiert durch
v — py(v) L U, wobei py : V — V die zugehérige Projektionsabbildung bezeichnet.
Insbesondere hingt diese vom verwendeten Skalarprodukt ab. Offenbar gelten p%] = pU

sowie py|y = ldy.
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Lemma und Definition 7.27. Sei V' ein euklidischer Raum. FEine lineare Abbildung
p:V — V heifit Projektion, falls p?> = p gilt (p heift dann auch idempotent). Es gilt:

(i) Die Eigenwerte von p sind 0 mit Eig(p,0) = Kern(p) und 1 mit Eig(p, 1) = Bild(p).
(i) V = Kern(p) & Bild(p)

(iii) Ist p eine Projektion, so ist auch Idy —p eine Projektion mit Kern(Idy —p) =
Bild(p) und Bild(Idy —p) = Kern(p).

Beweis. (i) Seien \ Eigenwert von p und v (# 0) ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

v = p(v) = p*(v) = p(p(v)) = p(Av) = Ap(v) = Nv

= A2 =\, d.h. A =0 oder A = 1. Weiter ist Eig(p,0) = {v|p(v) = 0} = Kern(p) /.
Wir zeigen: {v € V|p(v) = v} = Eig(p, 1) = Bild(p) = {p(v)|v € V}. [“!” iiber einem
Gleichheitszeichen bedeutet, dass diese Gleichheit zu zeigen ist.]

“”:{v e V]p(v) =v} C{p(v)|v e V} ist klar /

“27: Fiir p(v) gilt p(p(v)) = p*(v) = p(v) V.

(ii) und (iii) wurden auf Ubungsblatt 12 (Aufgabe 1) zur Linearen Algebra 1 bewiesen.

Wir geben den Beweis hier der Vollstédndigkeit halber noch einmal an.

(ii) Fir v € V gilt

v= v—p) + p) ,
~—— ~~
€ Kern(p), da € Bild(p)
p(v=p(v))

=p(v)—p? (v)=0
d.h. V = Kern(p) + Bild(p). Wegen dimV = dim ( Kern(p)) + dim (Bild(p)) nach der
Dimensionsformel folgt aus Satz 3.70 (iv) die Behauptung.

(iii) Es gilt (Idy —p)? = Idy —2p+p* = Idy —p, d.h. Idy —p ist Projektion. Nach (i) hat
Idy —p wieder die Eigenwerte 0 und 1, und es gilt

Kern(Idy —p) = Eig(Idy —p, 0) = Eig(p, 1) = Bild(p),
Bild(Idy —p) = Eig(Idy —p, 1) = Eig(p, 0) = Kern(p).

Definition 7.28. Se: V' ein euklidischer Raum.

(i) Zwei Mengen M,N C V heiffen orthogonal (Notation M L N), falls (v,w) = 0
Vv € M,Yw € N gilt. [Bei einelementigen Mengen {v} lisst man die Mengen-
klammer weg, schreibt also z. Bsp. v L. N oder v L w.] Fir M C V definiert

137



man
M+t :={veV|vLwVYwe M}.

Fiir einen UVR W C V heifit Wt das orthogonale Komplement von W in V.

(i) SeiU C V UVR. Dann heifst eine lineare Abbildung py : V' — V orthogonale Projektion
von V auf U, falls

— py eine Projektion mit Bild py = U ist und
— v —py(v) LU fir alle v € V gilt, d.h. falls der Projektionsrest v — py(v)

immer orthogonal zu U ist.

Die Existenz von py ist zunéichst nicht klar. Der mathematisch elegante Beweis wére,
zunéchst eine Orthonormalbasis fiir U zu konstruieren und dann py anzugeben. Fiir
viele Anwendungen benotigt man aber die Darstellung bzgl. einer beliebigen Basis von
U, die wir zunéchst priasentieren wollen. Diese Konstruktion fithrt auch zu einem tieferen
Verstandnis von Projektionen. Wir zeigen dann unten die Existenz von py, indem wir

py einfach angeben. Fiir die Eindeutigkeit bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 7.29. Das Skalarprodukt (.,.) auf einem euklidischen Raum ist nicht ausgeartet,
d.h. es gilt

(v,w)=0Vw eV <<= v=0.

()
Beweis. “=": (v,w) =0Vw eV = (v,v) =0 R

“=: Ks gilt fiir v = 0:

(v,w) = <<v+w,v+w) — (v,v) — (w,w))

<<w,w> - (w,w>> =0.

N =N =

Satz 7.30. Seien V' ein euklidischer Raum und U UVR von V. Dann existiert eine

eindeutig bestimmte Orthogonalprojektion p,, die folgendermafen gegeben ist.

(i) Im Falle V= R": Sei E = (e1,...,e,) die Einheitsbasis und A = MF((.,.)) die
Darstellungsmatriz von (.,.) bzgl. E. Sei (x1,...,x,) eine beliebige Basis von U.

Dann gilt mit X = (x1,...,2,) € M(n x r,R)

Py = Mg(p,) = X(XTAX)"1XTA.
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(ii) Fir allgemeines V': Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von U, so gilt fir allev € V

<v17v>
pr(@) = (v, o) (ML) 0 |,

(vr,v)
wobei (v1,...,vp)x =Y ;4 TV fir x € R".

Beweis. (i) Da (x1,...,z,) eine Basis ist, ist Rang(X) = r. Weiter folgt Rang(A4) = n
aus der positiven Definitheit von (.,.) und damit nach Aufgabe 4 (a) auf Ubungsblatt 8
Rang(X'AX) = r. Es folgt

P: =X (X'AX) ' X'AX(X'AX)1X'A = Py,

=F,

d.h. die Matrix Py ist idempotent. Wegen z; = Xe; gilt
Pyzj = X(X'AX) ' X'AXe; = Xe; = x5, (7.4)

womit U C Bild Py. Da andererseits jedes y € U Linearkombination der z1,...,z, ist,

folgt dies nach Linearitéit wegen (7.4) auch fiir Py, womit Bild Py € U und damit
U = Bild Py.

Wir zeigen nun y — Pyy L U fiir alle y € R™ ist, also (y — Pyy,z;) =0 fur j=1,...,r.
Es gilt
(y — Puy,z;) = ((Bn — Pu)y) AXe;
=y (En - AX(XtAX)’lXt>AXej
=y'AXe; —y'AXej =0,
d.h. py mit Py = Mg(py) ist eine Orthogonalprojektion auf U. Es bleibt der Nachweis

der Eindeutigkeit. Ist ¢y : V' — V eine weitere Orthogonalprojektion auf U, so folgt fiir
jedes v € V aus (v — py(v),u) = 0 und (v — qy(v),u) = 0, dass

(pu(v) — qu(v),u) = 0.
U

Da auch (U, (.,.)|rr) ein euklidischer Raum ist, impliziert Lemma 7.29 py(v) — qu(v) =
firalle V € V = py = qu.

(ii) folgt analog — Ubungsblatt 8, Aufgabe 4 (b). O
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Bemerkung. Ist im Falle von Satz 7.30 (i) (x1,...,x,) nicht linear unabhdingig und
U = Lin(z1,...,2;), so gilt mit X = (x1,...,z,) € M(n x r,R) und y € R"

Pyy = Mg(pu)y = XB,

wobei B eine Losng der “Normalengleichungen” (XAX)B = Xt Ay ist. 8 ist dann nicht
eindeutig, aber X ist eindeutig bestimmt. In den meisten Anwendungen ist eine solche

Modellierung wegen der Redundanz der x; aber nicht sinnvoll.

Beispiel 7.31. Ein Bekleidungsunternehmen mit 10 Filialen in Kleinstddten mdochte die

Einflussfaktoren fiir den Jahresgewinn ermitteln. Gesucht wird eine Funktion der Form

Gewinn = (1 - Verkaufsfliche + pPs - Anzahl Produkte + (3 - Werbeetat + fa,

Yy T x2 z3

d.h. gegeben sind vier Vektoren y,x1,xo,x3 der Linge 10. Um (4 bestimmen zu kénnen,
setzen wir x4 = (1,...,1)t. Mit U = Lin(x1,...,24) und A = Eig berechnen wir die
Orthogonalprojektion Pyy nach Satz 7.30 (i). Falls (x1,...,x4) linear unabhdngig sind,
qgult
b
X| | =XX'X)"1 XYy mit X = (x1,...,24),
Ba

also (B1,...,B4)t = (X' X)L Xy, Fiir die Beurteilung der Ergebnisse (bspw. “Sind be-
stimmte Koeffizienten B; “signifikant” von Null verschieden?”) braucht man zusdtzlich

ein statistisches Modell bspw. der Form y = X + ¢ mit einem “zufilligen Fehler” €.

Lemma 7.32. Seien V' ein euklidischer Raum, U UVR von V und v € V. Dann ist die
orthogonale Projektion py(v) die Bestapprozimation bzgl. || - || von v durch ein Element
aus U, d.h.

I?

— llpw () [12)"/2.

‘f - = —_— =
inf flo = ull = lo — pe)] = (o

Anders ausgedriickt: Der Abstand von v zu einem u € U ist an der Stelle u am

kleinsten, wo v —u L U.

Beweis. Es gilt

lv =l = | v = pu(v) +pu(v) —u|?
U U

= |lv — pr()||? + |lpr(v) — u||* (Pythagoras),
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d.h. ||v — u|| wird minimal fiir v = py(v). Die zweite behauptete Gleichung folgt erneut

mit Pythagoras: Wegen v — py(v) L pu(v) gilt [[v[* = [lv — py (0)[I* + [lpo (0)II>. O

Bemerkung 7.33. Ein wichtiger Spezialfall der Orthogonalprojektion ist gegeben, wenn
die Basis (v1,...,vy) in Satz 7.30 eine Orthonormalbasis ist. Dann erhdlt man (mit der

dortigen Notation)

<U17U> r
pu = (v1,...,0) , d.h. py(v) :Z<vj,v>vj.

(v, ) =t

Man kann diese Beziehung aber auch einfach direkt einsehen: Sei py(v) = Z;Zl Ajvj.

Dann muss ja gelten (v — py(v),v;) =0, d.h.

<U, Ui> — Z )\j
j=1

<’Uj,?)i> =0 = Az’ = <U,U1‘>.
6
i

Wir zeigen nun, wie man eine beliebige Basis von V in eine Orthonormalbasis bzgl.

eines allgemeinen Skalarproduktes (., .) iiberfiithren kann.

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Ausgangssituation B = (vy,...,v,) Basis von V. Sei

k
Uy = Lin(vy,...,v) = @Lin(vj), insbesondere U, = V.
j=1

Algorithmus
(i) Setze w; :=v; und Wy := Hgill'
(ii) Projeziere (orthogonal) fiir k = 2,...,n den Vektor v; auf Uy_; und verwende den

normierten Projektionsrest als neuen Basisvektor wy. In Formeln:

k—1

Wy, 1= VU — Z(vk,wj>wj and wy = m

Wy

j=1

Satz 7.34 (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). (i) (wi,...,wy) ist fir alle k eine
Orthonormalbasis von (U, (., .)|v,) und es gilt

k k
@D Lin(w;) = U, = @ Lin(v)).
j=1 j=1
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_ T(vl,.,.,vk)

(w1 00) ist fiir alle k < n eine obere Dreiecks-

(ii) Die Transformationsmatriz Ty, :

matriz mit positiven Diagonalelementen ||w;l|, j =1,...,k, und

k
det(Ti) = [ ] luwsll > 0.
j=1

Analog ist T, * = T((zl.’.'.";:)k) obere Dreiecksmatriz mit Diagonalelementen ||w;|| ™!,

j=1,..., k.
Beweis. Wir zeigen die Aussage mittels Induktion nach k.
Induktionsanfang: k = 1 folgt direkt aus der Definition von wj.

Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir kK — 1 bereits bewiesen. Da B Basis ist, gilt

k—1 Ind- k-1
v € Up—1 = @ Lin(vy) "™ @Lin(wj),
j=1 i=1
d.h.
k—1
ﬁ)k =V — pUk_1<Uk) =V — Z<’Uk, wj>wj.
j=1

Weiter ist @ # 0 und damit auch wy = ”g—’;” # 0. Es gilt wy, L Ugp_q und (w1, ..., wg)

ist damit eine Orthonormalbasis. Nach Lemma 7.9 folgt

k
Uy = Lin(wy) ® Ug_1 Bem_3.74 @Lin(wj).

j=1
Insbesondere ist (w1, . . ., wy) eine Orthomnormalbasis von (U, |y, )- Nach Konstruktion
von wy, gilt
1
Wi = ——V; +y mit einem y € Up_1,
[k

d.h. v = awg, — y mit o = ||wg|| und y € U_1. Aber damit ist

Ind.-
vorauss.

(V15 Vk—1) %
Ty, = TOVv%) ( (W1 wp 1) ) mit det(7;) = det(Tp_1)ar > 0.
«

(w1 e, W) 0
Analog zeigt man die behauptete Aussage auch fiir T, L [Die Gestalt als obere Dreiecks-

matrix folgt auch allgemein, weil die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix wieder eine

obere Dreiecksmatrix ist.] O
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Beispiel 7.35. Im (R3,(.,.)g,) sei U = Lin(vy, vo) mit

2 -1
v = 0 und vy = 1
1 0

Gesucht ist eine Orthonormalbasis von U. Wir verwenden das Gram-Schmidt- Verfahren.

U1 1

wy = =
T el VA

1

Weiter ist

womit schlieflich wy = o = \/%

Beispiel 7.36. Als Anwendung des Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens be-
stimmen wir das Volumen eines Parallelotops (oder auch Parallelepipeds) im R™, welches

von den Vektoren x1,...,x, aufgespannt wird. Motivation im R? (mit x1 = @, xo = l;)

Die Fliche betrdagt
1]l - h = llzall - [| 2 = PLin(a,) (22)

lxq

Analog kommt im R® die Komponente |23 — Prin(zy ) (€3)|| hinzu.

Sei allgemein U = Lin(x1, ..., x) und das Volumen definiert durch

n
VOl(.Tl, s ,.'Ifn) = ||.T1H H HIL’] - pLin(xl,...,xjfl)(xj)||'
j=2
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Definition 7.37. Fiir einen euklidischen Vektorraum V und Vektoren vy,...,v, € V

definieren wir die Gramsche Determinante durch

G(v1,...,v,) =det (((vi, vj>)2.7j:17m’n).
Gelten V = R" und (v;,vj) = vt Avj, so gilt
G(v1,...,v,) = det ((vl, o) A(vg, . ,vr)).

In der Literatur wird die Gramsche Determinante meist nur fiir das Standardskalar-
produkt (d.h. A = E,,) definiert.

Satz 7.38. Seien V = R"™ mit Skalarprodukt (.,.)a und x1,...,z, € V. Dann gilt mit
T, aus Satz 7.3/

Vol(x1,...,2n) = VG(21,...,2,) = det(T,

Beweis. Sei die Famile (x1,...,x,) zunichst linear unabhéngig, also eine Basis von V.
Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ergibt dann eine Orthonormalbasis (wy, ..., wy),
die der Matrizenidentitét (wq,...,w,) T, = (z1,...,x,) geniigt, womit
—_——— | —
(wy,..., wn,) (T1,5e0y Tn)
T(el ..... en) T(el ..... en)

G(z1,...,2,) = det ((xl, oy ) A, ,xn))

= det ( (wi, ..., wp) A(wr, ..., wy) Tn>
—E,

= (det Tn)2

- (ﬁ[lrwju)z

mit w; aus Satz 7.34. Nach Konstruktion sind @y = z1 sowie W; = & —PrLin(as,....z; 1) (Z5),
also G(x1,...,2y) = (Vol(z1,. .. ,xn))Q. Ist die Familie (21, ..., z,) linear abhiingig, sind
beide Seiten gleich Null. O

7.4 Die orthogonale Gruppe

Definition 7.39. Seien (V,(.,.)v), (W, {.,.Yw) endlichdimensionale euklidische Rdiume
und @ : V. — W linear. ¢ heifit orthogonal oder Isometrie, falls

<()0(’U1),(‘0(’U2)>W = <'l)1,’02>v fUT alle V1,V2 € V.
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Bemerkung 7.40. Eine Isometrie wird meistens als normerhaltende lineare Abbildung
definiert, d.h. als ¢ € Homg (V, W) mit

le()lw = ||v|lv fir alle v € V.

Wegen

(v, w) = %((v-l—w,v—i—w) — (v, v) —(w,w))

ist das aber identisch zu Definition 7.59.

Lemma 7.41. Seien (V, (.,.)v), (W, (., .)w) endlichdimensionale euklidische Riume und
p: V. — W eine Isometrie. Dann gilt:

(1) llp()lw = llollv fir allev e V.
(7i) v L va < @(v1) L p(va).
(iii) ¢ ist injektiv, d.h. ¢ ist ein Isomorphismus (da dimV = dim W ).
(iv) =1 ist ebenfalls eine Isometrie.
(v) Sind V=W und X\ Eigenwert von ¢, so ist |\| =1, d.h. A € {—1,1}.
Beweis. Aus Definition 7.39 folgen (i) mit v = w und (ii) mit v L w.
(i) v € V mit (v) = 0 = [lp@)|lw =0 2L [jv]y =0 = v =0.

Isom.

(iv) wi,wp € W = (o~ (w1), o Hwa))v * =" (ol (w1)), oo™ (w2)))w = (w1, wa)w

(v) Ist v € V Eigenvektor zum Eigenwert A, so folgt
v#0
lollv = lle@)llv = [[Avllv = [A]- flvlly = [Al=1.

d

Lemma 7.42. Seien (V, (.,.)v) euklidischer Raum, n = dim V' < co und B Orthonormal-
basis von (V,{(.,.)v). Dann ist das Koordinatensystem ®p : (R", (., )g,) — (V, (., )v)

eine Isometrie.
Beweis. Es gilt (Pg(e;), Prle;))v = (vi,vj)v = 0ij = (€i,€5)E,- O

Lemma 7.43. Seien (U, (., )u), (V, (., )v) und (W, (., .)w) euklidische Vektorriume mit
dim(U) = dim(V) = dim(W). Seien ¢ : U — V und ¢ : V.— W Isometrien. Dann ist

auch 1 o p eine Isometrie.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Lemma 7.44. Seien n = dim(V'), B eine Orthonormalbasis von V, ¢ € Endg (V) und
Q = Mp(p). Dann sind dquivalent:

(i) ¢ ist eine Isometrie.
(ii) Q'Q = E,, d.h. Q ist orthogonal (im Sinne der nachfolgenden Definition,).

Insbesondere gilt dann:
Q1= Q! und Mp(p ) =Q L = Q!
Beweis. Aus Lemmata 7.42 und 7.43 folgt:
© Isometrie Q= @glogoofbg Isometrie < Va,y € R" : (Qz,Qy)r = (z,y) & Q'Q = E,

Dass daraus Q1 = Q! folgt, ist klar. Da Mp : Endg (V) — M(n x n, K) nach Bemer-
kung 4.46 ein Ringisomorphismus ist, folgt auch Mp(p~!) = QL. O

Lemma und Definition 7.45. Eine Matriz Q € M (n x n,R) heifst orthogonal, falls

[Sinngemdfs miisste man solche Q orthonormal nennen (da Q'Q ja kein beliebiges Viel-
faches von E, ist, sondern genau E,), aber wir nennen es trotzdem orthogonal.] Wir
setzen

O(n) :={Q € M(n x n,R) | Q ist orthogonal}.

O(n) ist bzgl. der Matrizmultiplikation eine Gruppe, die orthogonale Gruppe vom Rangn

genannt wird. Es gilt:

det(Q) = £1 VQ € O(n)

Beweis. Abgeschlossenheit von O(n) bzgl. Matrixmultiplikation:

Q,RcO(n) = (QR)'(QR = RtggR) =R'R=FE, = QR¢cO(n)

=E,
Neutrales Element: E! - E,, = E,, - E,, = E,, = E, € O(n).
Inverse Elemente:

Qeom = QN Q'=QQ'=E,=Q €0

Assoziativitat: klar.

Wegen Q'Q = E,, folgt = det(E,) = det(Q'Q) = (det(Q))%. O
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Lemma 7.46. Sei Q € M(n x n,R). Dann sind dquivalent:
(i) @€ O(n)
(i) Q'Q = Ey
(i1i) Die Spalten von @Q bilden eine Orthonormalbasis von (R™,(.,.)x,)
(iv) QQ' = E,
(v) Die Zeilen von Q bilden eine Orthonormalbasisvon (R™,(.,.)g,)-

Lemma und Definition 7.47. Die Menge

SO(n) == {Q € O(n) | det(Q) = 1}

ist eine Untergruppe von O(n). Sie heifit spezielle orthogonale Gruppe.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 7.48 (Hauptachsentransformation). Sei A € M(n x n,R) symmetrisch. Dann

existiert eine orthogonale Matrix @), so dass

M 0
Q'AQ =
0 An

fir M, ..., \p € R. Man kann Q sogar so wihlen, dass det(Q) =1 ist.

Wir brauchen fiir den Beweis folgendes

Hilfslemma: Sei S symmetrisch und positiv definit. Gilt «!Su = 0 fiir ein u € R", so ist
Su = 0.

Beweis des Hilfslemmas. Fiir alle x € R”, A\ € R gilt

0< (Au+z)'SAu+z) =2 2"Su + 'Sz .
>0

Da man \ beliebig gro8/klein auswiihlen kann, folgt z!Su =0 Vr € R® = Su=0. O

Beweis von Satz 7.48. wir fithren den Beweis mittels vollstandiger Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1 ist klar.

Induktionsschritt: Sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Die Einheits-

sphiire S"~! := {x € R" | [|z|| = 1} ist eine kompakte Menge im R" (da abgeschlossen
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und beschrinkt). Die stetige, reellwertige Funktion z +— z'Az nimmt damit ihr Maxi-
mum g € S' an, z.B. an der Stelle u € S"~! (u ist nicht notwendigerweise eindeutig).
Formal:

u = argmax ' Az, p:= u'Au.
zesSn—1

Dann gilt p = ufAu > 2t Az Vo € S', d.h. Vo € R” gilt:

t
X xr
2 Az = ||| ? ( ) 4 <\|||> < ullal? = p(atz)

[|[]
= 2! (uE, — A)x > 0 Vo € R"
Folglich ist uF, — A symmetrisch und positiv semidefinit mit
u'(pE, — A)u = u'pnEyu — u' Ay = 0
m

Nach dem Hilfslemma ist damit (uFE, — A)u = 0 < Au = pu, d.h. p ist Eigenwert von
A mit Eigenvektor u. Da ||u|| = 1 ist, kann man u zu einer Orthonormalbasis des R"

erganzen.

Lemmata TA2H744 g g o M(n x n,R), K orthogonal, Ke; = u.

= AKe; = Au = pu = pKey = K(pey) = (K 1AK)ey = pey
gL 0 - 0
1 0 t
= K'AK = K 'AK = | | mit B = B
0
Nach Induktionsvoraussetzung existiert L € M((n —1) X (n—1),R)NO(n — 1), so dass
A2 0
L'BL = _
0 An

Nun definieren wir die n x n-Matrix ) durch
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Wegen L'L = E,, gilt

oo | i | 0 0 .
BN R | I BN R 3 o
0 0 0

Mit A := p gilt weiter

10 0 10 0
0 0
QAQ = | K'AK
: Lt — L
A O 0
0 0 0
o B
0
N0 0
01 A 0
B L!BL
; 0 Ao

was die Rechnung nicht dndert. O

Bemerkung 7.49. Man kann als Anwendung der Hauptachsentransformation fiir sym-

metrische, positiv semidefinite Matrizen A eine Wurzel AY? definieren. Nach Satz 7.48

gilt

A1 0

A=Q Q' mit A,..., A\, >0.

0 An

Wir definieren nun
VA 0
A2 .= Q Q".
0 )\n
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Offenbar gilt dann AY?. AY? = A, denn

Now 0 Now 0 A 0
0 VA, ) En 0 Van 0 An

7.5 Unitare Raume

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels sei nun V ein C-Vektorraum. Fiir x = x1 +iz9 € C

setzen wir T := x1 — ize (komplex Konjugiertes von z).

Definition 7.50. h: V x V — C heifit Sesquilinearform auf V', falls fiir alle A € C und

alle v,v1,v9, W, w1, we €V gilt:

(i) h(vi 4+ v2,w) = h(vi,w) + h(va, w), h(Avi,v2) = Ah(vi,v2) und
(i3) h(v, w1 + wg2) = h(v,w1) + h(v,ws), h(v, \w) = Ah(v, w).

Bezeichnung: SeLF:= {h:V xV — C| h ist Sesquilinearform}.

Beispiel 7.51. AufV = C" definiert h(z,y) = 2'y = > i xiyi mit § = (Y1, .., Un)"

eine Sesquilinearform aber keine Bilinearform (denn h(x, \y) = Ah(x —y)!).
Definition 7.52. Seien h € SeLF(V ), B = (v1,...,vy) Basis von V. Dann heifit
Mz(h) = (h(vi,v))) € M(n x n,C)

Darstellungsmatrix von h beziiglich B.

Definition 7.53. Fine Sesquilinearform h € SeLF(V ) heif$t hermitesch, falls h(v,w) =
h(w,v) fir alle v,w € V gilt. Insbesondere ist h(v,v) = h(v,v), d.h. h(v,v) e RVv € V.

Darstellende Matrizen A = (a;;) hermitescher Sesquilinearformen geniigen der Iden-
titdt A' = A, wobei A = (a;;). Entsprechend bezeichnet man A € M(n x n,C) als
hermitesch, falls A* = A gilt.

Definition 7.54. Sei h eine hermitesche Sesquilinearform auf V.

(i) h heifit positiv definit, falls h(v,v) > 0 Yv € V \ {0} gilt. Eine positiv definite

hermitesche Sesquilinearform heifit Skalarprodukt.

(ii) Ein unitirer Raum ist ein Paar (V,h) bestehend aus einem C-Vektorraum V und
einem Skalarprodukt h auf V.
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Beispiel 7.55. Auf V = C" ist {.,.)c, gegeben durch {(z,y)c = x'y fir z,y € C", ein
Skalarprodukt.

t t

e (.,.)c ist hermitesch: (x,y)c = x y =2ty = (z,7)c.

j=1

o (.,.)c ist positiv definit: (z,x)c = 2'% = S 2% = > iy |xi* > 0 fiir z # 0.
[Fiir z = a+1ib € C mit a,b € R setzt man |z| :== Va? + b2.]

Die mathematische Behandlung von unitédren Rdumen ist weitgehend analog zu der

von euklidischen, indem man systematisch folgende Begriffe ersetzt:

R C
euklidischer Raum unitarer Raum
Bilinearform Sesquilinearform

symmetrische Bilinearform | hermitesche Sesquilinearform

transponierte Matrix A adjungierte Matrix A* := A*

orthogonal unitér.

Wir verzichten daher an dieser Stelle auf die Ausfiihrung und verweisen auf die Literatur.

8 Duale und adjungierte Abbildungen

8.1 Dualraume

Einfiihrung 8.1. Im R” kann man 2.B. das Standardskalarprodukt

Y1 n
<x,y> = (.731, 7‘7:71) ’ = szyz
=1

Yn

fiir festes © = (21, ..., zn)" als lineare Abbildung vom R™ nach R betrachten. Die Spalten-

vektoren sind dann Elemente des R™, die Zeilenvektoren Elemente von
(R")*:={f:R" — R | f ist linear}.

Es gibt eine “kanonische Abbildung” 1 : R™ — (R™)*, z > 2.

Definition 8.2. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Die Menge
V*:=Homg(V,K) ={¢:V — K| ¢ ist K-linear}

heiffit Dualraum von V. Die Elemente von V* heiffen Linearformen auf V.
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Beispiele 8.3. (i) Seien K =R und V = R". Die Funktionen

T

n
p:R" > R, : — ij
Tn j=1
und
T
¥ : R" - R, : — T
Ty

sind Linearformen auf R™.

(ii) Seien K =R und V =C([0,1]) = {f : [0,1] — R| f stetig}. Die Funktion

1
@:C([O,l])—>]R<,f»—>/0 (1) dt

eine Linearform auf C([0,1]).

8.2 Duale Basen und duale Abbildungen

Lemma und Definition 8.4. Seien V' K-Vektorraum und B = (v1,...,vy,) eine Basis
(dimV =n € N). Wir definieren firi € {1,...,n} die linearen Abbildungen
1 i=j
U;(IV—>K, ’Uj*—>5z‘j:
0 @i#J,

d.h. es gilt
V= Z )\j’Uj — Z )\jéij = )\i‘
j=1 j=1

Dann ist B* := (vf,...,v}) eine Basis von V*, die sogenannte duale Basis zu B.

n
Beweis. Lineare Unabhingigkeit: Seien Aq,..., A\, € K mit »_ Ajv; = 0. Dann folgt
j=1

0= M\vj(vi) =X\ Vie{l,..,n}.
j=1

Erzeugendensystem: Sei ¢ € V*. Setze \; := p(v;) fiir i € {1,...,n}. Damit gilt

SD(U’L) =\ = Z)\]'U; (Uz) = SQ(U) = Z)\JU]* (’U) YveV.
j=1 j=1
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Satz 8.5. Sein = dim(V) < oo, B = (v1, ..., v,) €ine Basis von 'V, und B* = (v}, ...,v})

e n

die duale Basis zu B. Dann existiert ein Isomorphismus
Up:V = V*mitv; —v; Vie{l,..n}

Insbesondere gilt dim(V) = dim(V*) und Up ist injektiv, d.h. Yo € V* existieren

Ay An € K, 50 dass p =370 A\jvj.

Beweis. Definiere g : V — V* durch

n n
pE— . . . *
v = g Ajvj g )\]vj.
=1 j=1

U p ist offensichtlich linear. Da B* nach Lemma 8.4 eine Basis ist, existieren zu allen
@ € V* eindeutige Skalare Aq,..., A\, € K, so dass ¢ = Z?Zl )\jv]* ist. Damit ist Up
injektiv. Aus Lemma 8.4 folgt auch dim(V) = dim(V*), da die Basen B und B* gleich
lang sind. Nach Korollar 4.16 ist damit ¥ p bijektiv, also ein Isomorphismus. O

Bemerkung 8.6. Man beachte, dass v] nicht nur von v;, sondern auch von den anderen
Basisvektoren vj, j # i, abhingt. In diesem Sinne ist B — B* zwar eine wohldefinierte
Zuordnung, aber man misste eigentlich v (B) anstelle von v} schreiben. Insbesondere
gibt es keine kanonische Abbildung mit v — v* (wie im R"™). Im euklidischen Raum
kénnte man ein solches * : V. — V* durch v — (v,-) definieren, bendtigt dafiir aber eben

ein Skalarprodukt. Analog hingt auch der Isomorphismus Vg in Satz 8.5 von B ab.

Beispiele 8.7. (i) SeienV = K", B = (ey, ..., e). Fiir die duale Basis B* = (€7, ..., €},

rn
gilt ,

Stelle
Meven) (e¥) = (0,...,0, 1 ,0,...,0) = €.

el 7
(ii) Seien K =R, V = R? und C = (v1,v2) mit v; = ((1)) =e1, Vg = G) Es gelten

MY (o)

(e1) M(ULUQ)(U*) i)

(e1) 1 (v1,02)

pne2) (v) - (T(vl,v2)> -1

(e1) (e1,e2)

—1
— (1,0) - (T“’W?)) (da vf(v1) = 1 und v¥(vs) = 0 ist)

(e1,€2)

~1.0)- 1) o (7)) =0
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sowie

M((;l)’m)(v;) _ M((gll),'UQ)(,U;) 'T((sll,fj))
_ asnve) g (on02)) 7
- M(ell) (UQ) ' (T@l:e?) )

-1
=(0,1) - (T(”“’Z)) (da v3(v1) = 0 und v}(ve) = 1 ist)

(61762)

—on- (0 1) = (37)) =0,

d.h. fir vy = ((1)) sind die v} in (i) und (i) unterschiedlich.

Korollar 8.8. Seien V ein K-Vektorraum, n := dim(V') < oo und v € V' \ {0}. Dann
existiert p € V* mit o(v) # 0.

Beweis. Wir ergénzen zunéchst (v) zu einer Basis (v, v, ...,v,) von V. Wir betrachten

nun die dazu duale Basis (v*, v, ...,v}). Dann gilt v*(v) =1 # 0. O

Lemma und Definition 8.9. Ist U C V ein Untervektorraum von V, so heifst
U :={peV*|pu)=0YuecU} CV*

der Annulator von U. UY ist ein Untervektorraum von V*.

Beweis. Nachrechnen. O

Satz 8.10. Seien U C V ein Untervektorraum und (uy, ...,uy) eine Basis von U. Sind
B = (uq, ..., up, v1, ..., v,) eine Basis von V und B* = (u}, ..., u}, v, ...,v}) die dazu duale

Basis, so ist (v},...,v}) eine Basis von U°. Insbesondere gilt

dim(U°) = dim(V) — dim(U).

Beweis. (v, ...,v}) ist linear unabhéngig, da diese Familie eine Teilfamilie der Basis B*

ist. Wir miissen also noch zeigen, dass Lin(v7, ...,v}) = U ist.

“C”: Sei ¢ € Lin(vf,...,v}), d.h. I\, ..., N € K mit ¢ = Z;Zl Ajvi. Fir i € {1,...,k}

U
gilt
.

p(ui) =Y Nvi(u) =0 = pu)=0YuelU = peU’
j=1 N——"

=0
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“37: Sei p € UY. Da B* eine Basis von V* D U ist, gibt es A1, ..., \p, i1, ..., i € K mit

k r

Y= Z,uju; + Z)\jv;f.

j=1 j=1

Firi € {1,...,k} ist 0 = p(u;) = pi-u; (wi) = p; (da uj(u;) = 0 fiir i # j und v} (u;) = 0).
=1

Dies gilt fiir alle pq, ..., g, womit
T
p=> Nvi = ¢eLin(,...,v)).
j=1
O

Lemma und Definition 8.11. Seien V und W K-Vektorrdume und f:V — W eine
lineare Abbildung. Wir definieren die zu f duale Abbildung f* durch

ffrWr =V o f
f* ist ebenfalls linear.

Beweis. Fiir 9,191,192 € W* und A € K folgen

fr(Whr+ ) = (W1 +o)of=viof+gof=f(¢1)+ f (o)

sowie
fr) = (M) o f = Af* ().
]

Lemma 8.12. Seien V und W endlichdimensionale K - Vektorriume. Dann ist die Ab-

bildung
*: Homg (V, W) — Homg (W*, V")

ewn Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Beweis. Die Linearitédt kann man einfach nachrechnen. Bleibt die Isomorphie zu zeigen.

Injektivitit: Sei f € Homg(V, W) mit f* =0. = o f=0Vy € W*. Angenommen,
f#0,dh. Jv eV mit f(v) #0.

RS 3 e W p(f(0) A0 = o f#0. 4

Damit ist f =0, also ist * injektiv (da * einen trivialen Kern hat).
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Nach Korollar 4.16 ist * damit aber bereits bijektiv, denn

Satz 4.36 (i) .

dimg (Homg (V, W)) dimg (V) - dimg (W)

Satz 8.5 dimg (V*) - dimg (W) = dim(Homg (W*,V*)). O

Der nichste Satz zeigt, dass die duale Abbildung f* beziiglich der dualen Basen durch

die Transponierte der Darstellungsmatrix von f beschrieben wird.

Satz 8.13. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriaume, B und C Basen von
V bzw. W und f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

MEI(f*) = ME(f)".

Beweis. Seien B = (vy,...,vp), C = (w1, ..., wp,) und A = (ag;) := ME(f). Dann gilt

m m
Anwendung von w} ergibt w; (f(v;)) = wy (Z akjwk> = Z ap;ik = aij, also
k=1

aij = wi (f(v;)) = (wi o f)(vj) = f*(wi)(v;)- (8.1)

Andererseits gilt mit D = (dy;) == M§. (f*):

Durch Einsetzen von v; ergibt sich
- * * * )
dji =Y dpvi(vy) = F*(w]) () =" ayj,
k=1
also MS: (f*) = MB(f)". O

Satz 8.14. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriume und f :V — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

(i) Bild(f*) = Kern(f)? wund (ii) Kern(f*) = Bild(f)°.
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Beweis. (ii) Es gilt
¢ € Kern(f*) < f*(p) = Op= & o f =0y < @pia(s) = Opua(sy < ¢ € Bild(f)".
(i) Sei ¢ € Bild(f*), d.h. 3¢ € W* : o = f*(¢b) = ¥ o f. Dann ist
(P‘Kern(f) =0 = pc Kern(f)ov
womit Bild(f*) ¢ Kern(f)?. Wegen
. . %1y Dim.-Formel ;. * . *
dim(Bild(f™)) = dim(W™*) — dim(Kern(f*))

@ dim (W) — dim(Bild(f)°)

Satz 8.10 dim(W*) — (dim(W) — dim(Bild(f)))

Saté8.5 dlm(Blld(f))

Dim.-Formel dlm(v) _ dim(KeI‘n(f))

Satz 8.10 dim(Kern(f)O),

folgt (i) damit aus Korollar 4.14. O

Korollar 8.15. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriume und f:V — W

eine lineare Abbildung. Dann gilt

Rang(f*) = Rang(f).

Beweis.

Rang(f*) = dim(Bild(f*)) = dim(Kern(f)°)
52810 {im (V) — dim(Kern(f)) = dim(Bild(f)) = Rang(f).

Aus Korollar 8.15 folgt ein alternativer Beweis von Satz 4.30.

Korollar 8.16 (Satz 4.30). Sei A € M(m x n,K). Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Beweis. Nach Satz 8.13 gelten

A= M) und A' = M) (A7)

(617"'76m) (61""7en)
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und damit

Spaltenrang(A) = dim(Bild(A4)) = Rang(A)

Kor 815 Rang(A*) = Spaltenrang(A') = Zeilenrang(A).

O]

Definition 8.17. Der Vektorraum
V* = (V*)* = Homg (V*, K)

heifit Bidualraum von V.

Der néchste Satz zeigt, dass im Gegensatz zum Isomorphismus Vg : V — V* aus Satz 8.5
fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V ein Basis-unabhéngiger Isomorphismus

von V nach V** existiert.

Satz 8.18. Sei V' ein K-Vektorraum mit dim(V') < co. Dann existiert ein kanonischer

(d.h. von einer Basis in V' unabhingiger) Isomorphismus
iV = V™ vieidy, mit i, V= K, o p(v).

Beweis. (i) Die Abbildung ist wohldefiniert und linear (Beweis durch Nachrechnen).
(ii) Injektivitit von i: Sei v € Kern(z), d.h. i, = 0. Daraus folgt:

Vo € VF iiy(p) = p(v) =0 K88 4, = 0.

(iii) Surjektivitit von i: Es gilt dim(V**) = dim(V*) = dim(V') nach Satz 8.5. Damit ist

¢ nach Korollar 4.16 auch surjektiv und folglich ein Isomorphismus. O

8.3 Adjungierte Abbildungen und Spektralsatz

Lemma und Definition 8.19. FEine Bilinearform v : V xV — K auf einem K-

Vektorraum V induziert folgende lineare Abbildungen:

V= V5wesy(,w)
LV —=>V5oes (v,

(1 steht fiir links, r fir rechts), wobei

1 w) V= K, y(w)(v) = (0, w)
V)V = K, (v, ) (w) = (v, w).
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Die Bilinearform ~ heifst nicht ausgeartet, wenn I'; und I, injektiv sind. Ist v symme-
trisch, so gilt I'y = T';..

Beweis. Klar nach Definition einer (symmetrischen) Bilinearform. O

Lemma 8.20. Sei V' endlichdimensionaler K-Vektorraum und 7 eine symmetrische

Bilinearform auf V. Ist v nicht ausgeartet, so sind I'y und I, Isomorphismen.

Beweis. Wegen dim(V) = dim(V*) nach Satz 8.5 folgt aus der Injektivitdt von I'; und
I'; nach Korollar 4.16 auch die Surjektivitét. O

Bemerkung und Definition 8.21. Im Gegensatz zum Isomorphismus Vg :V — V*
aus Satz 8.5 (der von der Basis B abhingt) ist der Isomorphismus T, (und auch T'y) kano-
nisch, wenn ein Skalarprodukt vorgegeben ist. Im Spezialfall V- =R"™ mit dem Standard-
skalarprodukt gilt mit der Finheitsbasis B = (e1, ..., ey), dass Vg = I',.. Insbesondere sind
fiir einen endlichdimensionalen euklidischen Raum V' die Vektorrdume V und V* kano-

nisch isomorph. Deshalb bezeichnet man auch ¥ = T',. als kanonischen Isomorphismus,
d.h.

U:V -V v (v,

Satz 8.22. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und ¥ der kanonische

Isomorphismus. Dann gilt:

(i) Fiir jeden Untervektorraum U C V gilt $(U+) = U°.

(ii) Sind B = (v1,...,vn) eine Orthonormalbasis von V und B* = (v, ...,v;;) die dazu

duale Basis, so ist U= Up, d.h. ¥(v;) =v} Vie{l,..,n}.
Beweis. (i) Es gilt U(U+) c U°, denn Yo € U™ ist ¥(v)(u) = (v,u) = 0 Yu € U, womit
U(v) € UY. Wegen
dim(¥(U1)) = dim(U+) = dim(V) — dim(U) = dim(U°)
(die erste Gleichheit gilt, da ¥ ein Isomorphismus ist) folgt, dass W(UL) = U sein muss
(da beide Mengen Untervektorriume von V* sind und W(U+) C U ist).

(ZZ) Es gilt \Il(vi)(vj) = <UZ‘,U]'> = 5ij = U;k(vj) Vi, j € {1, ,n} O

Lemma und Definition 8.23. Seien (V, (-, -)v) und (W, (-,-yw) endlichdimensionale
euklidische Riume sowie @ : V. — W eine lineare Abbildung. Dann existiert genau eine
lineare Abbildung

W =V
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mit der Figenschaft
(o), w)w = (v, "Yw))y Yo € V,w e W.

Die Funktion o heifit die zu ¢ adjungierte Abbildung. Sind ® und ¥ die kanonischen

Isomorphismen auf (V, (-, -)v) bzw. (W, (-, Yw), so gilt mit der dualen Abbildung p*:
Soad — @—1 o (p* o \Ij,

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

Lpad
V ¢&—&— W

0| v
v* " W

Insbesondere ist die Abbildung o — % ein Isomorphismus.

Beweis. Wir definieren einfach
el =0lop ol = Do =y oU. (8.2)

Wegen ¢*(h) = ho ¢ und ¥(w) = (w, -)w gilt damit

(8.2)

(), wyw = T(w) 0 p = " (T(w)) "= (" (w)) = (™ (w))y YweW.

Umgekehrt folgt aus

auch (8.2), und damit die Eindeutigkeit. Dass ¢ + ¢ ein Isomorphismus ist, gilt, da
© — ¢* nach Lemma 8.12 ein Isomorphismus ist (und die Verkettung von Isomorphismen

ebenfalls ein Isomorphismus ist). O

Lemma 8.24. Fir endlichdimensionale euklidische Vektorrdume V,W und orthogonales

0:V =W gilt ¢*¢ = 71,

Beweis. (p(v), whw = (o(v), (™ (w))hw = (0,67 (w))v- =

Lemma 8.25. Seien (V, (-,-)v) und (W, (-, -)w) endlichdimensionale euklidische Rdume,
B eine Orthonormalbasis von V', C' eine Orthonormalbasis von W und ¢ : V — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

ME (™) = ME ()

und damit insbesondere (¢®4)%4 = .
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Beweis. Ubungsblatt 11, Aufgabe 1 (a). O

Satz 8.26. Seien (V,(-,-)y) und (W, {-,-)w) endlichdimensionale euklidische Rdume.
Ist o : V. = W linear, so gilt

(i) Kern(p™) = (Bild(p))™ wund (i) Bild(¢*?) = (Kern(p))*.
Beweis. Ubungsblatt 11, Aufgabe 1 (b) und (c). O
Korollar 8.27. Seien V' endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ € Endr(V).

Dann gilt
V = Kern(yp) @ Bild(¢%),

wobei das Symbol @ die direkte Summe von zueinander orthogonalen Untervektorrdumen

bezeichnet. Es gilt ferner
V = Kern(p) ® (Kern(p))* = Kern(y) @ Bild(¢?).

Beweis. V = Kern(¢) @ (Kern(yp))* = Kern(p) @ Bild(p?). O

Definition 8.28. Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. ¢ € Endr(V')
heifit selbstadjungiert, falls p = @ ist.

Lemma 8.29. Seien (V,(-,)v) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und

B cine Orthonormalbasis. Dann sind dquivalent:
(i) ¢ ist selbstadjungiert.
(i) Mp(p) ist symmetrisch.

In diesem Fall gilt V = Kern(yp) © Bild(yp).

Beweis. Es gilt
¢ selbstadjungiert < ¢ = ¢ < Mp(p) = Mp(¢®) = Mp(p)! < Mp(p) symmetrisch.
Sind die beiden Aussagen (i) und (4¢) erfiillt, so ist

V = Kern(yp) @ Bild(p®?) = Kern(p) @ Bild(y)

nach Satz 8.26. O
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Lemma 8.30. Seien (V,(-,-)v) ein endlichdimensionaler euklidischer Raum, U C V
ein Untervektorraum von V und ¢ € Endr(V) eine selbstadjungierte Abbildung mit
o(U) Cc U. Dann gilt

(U+) C U

Beweis. Sei x € p(U+), d.h. Jv € UL mit p(v) = x. Dann gilt Vu € U

(u, p(v)v = (" (u), vy = (p(u), v )y =0.
eU eUt

Damit ist z € UL, O

Lemma 8.31. Seien (V,(-,-)v) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und
¢ € Endr(V) selbstadjungiert. Dann zerfdllt x, tber R in Linearfaktoren. Insbesondere

sind alle Eigenwerte von ¢ reell.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis von V. Wir definieren A := Mp(p), d.h. es gilt
Xo = x4 und A = A, Wir setzen ferner

/TC:C”—HC”, z— Az.

Nach Satz 2.38 zerfillt x 4 tiber C in Linearfaktoren, d.h. es gilt

n

xa=xi. = [1¢t=x),
j=1

wobei Ay, ..., A, € C die Eigenwerte von Z(c sind.

Zu zeigen: Aq, ..., A, € R. Sei dazu i € {1,...,n} beliebig. Sei z € C" ein Eigenvektor zum
Figenwert \; von g@, d.h. es gilt

N2'Z = (MN2)'Z = (A2)'Z = 2'A'Z = 21 A7 = 2V Az = 2" Nz = \2'Z

Da z als Eigenvektor ungleich 0 ist, gilt zudem 2!z = Y7 | 2> > 0. Es folgt \; = \;,
also liegt \; in R. O

Satz 8.32 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen). Seien (V,(-,-)v) ein end-
lichdimensionaler euklidischer Raum und ¢ € Endgr(V') selbstadjungiert. Dann existiert
eine Orthonormalbasis von V', die nur aus Eigenvektoren von ¢ besteht (wobei die zu-
gehorigen Eigenwerte nicht notwendigerweise verschieden sind). Sind A1, ..., \, die paar-

weise verschiedenen Eigenwerte von ¢, so gilt

V = Eig(p, A1) @ ... © Eig(p, \y).
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Beweis. Wir fithren diesen Beweis mittels vollsténdiger Induktion nach n = dim(V').

Induktionsanfang: Klar, weil jeder von 0 verschiedene Vektor im eindimensionalen Vek-

torraum V' Eigenvektor ist und eine Basis von V' bildet.

Induktionsschritt (von n — 1 nach n, n > 2): Zunéchst existiert nach Satz 6.19 (ii) und
Lemma 8.31 ein Eigenwert A von ¢. Sei w; ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert .

Setze
w1

V1=
5 T ]

und U = Lin(vn). = ¢U) C U hemma, 830 o(UY) c Ut Sei ¢ = Pt Ut — Ut

Die Abbildung % ist selbstadjungiert, da

(W(2),y) = (p(x),9) = (x,0(y)) = (2.9(y)) Yo,y e U™

gilt. Weiter ist
V=UoU!' = dimU"') =dim(V) - dim(U) =n — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert folglich eine Orthonormalbasis (vg, ...,v,) von
U+, die nur aus Eigenvektoren von v besteht (welche alle auch Eigenvektoren von ¢
sind). Damit ist (vy, ..., v,) eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von ¢, und

es gilt mit der Induktionsvoraussetzung

V = Eig(p, A1) © (Eig(p, A2) @ ... ©® Eig(p, A)) = Eig(p, A1) © ... © Eig(p, Ar).

9 lIdeale und euklidische Ringe

In diesem Kapitel seien R und S immer kommutative Ringe mit Einselement.

9.1 Ringhomomorphismen und ldeale

Ein Ringhomomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung zwischen zwei Ringen.
Fiir einen “Homomorphismus von Ringen mit Eins” wird zusétzlich gefordert, dass die
FEins auf die Eins abgebildet wird.

Definition 9.1. Fine Abbildung ¢ : R — S heifst Ringhomomorphismus von Ringen mit

Eins, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(RH1) ¢(a+b) = p(a) + ¢(b),
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(RH2) p(a-b) =¢p(a) ¢(b) und

(RH3) ¢(1r) = 1s.

Eine zentrale Unterstruktur kommutativer Ringe sind Ideale. Sie sind wichtig, weil

sie als Kerne von Ringhomomorphismen auftreten und die Definition von Faktorringen

ermoglichen.
Definition 9.2. I C R heifit Ideal in R, falls folgende Bedingungen erfillt sind:
(I1) 0€l,
(I2) a,bel =a+bel und
(I13) acl,re R=r-acl.
Beispiele 9.3.
(i) (a) ={ra|r € R} fir eina € R, {0} und R sind Ideale in R.
(ii) Fiirn € Z ist (n) = {nr |r € Z} ein Ideal in 7.
Man schreibt in (1) auch aR statt (a) und in (ii) auch nZ statt (n).
Lemma und Definition 9.4. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
(i) Ist I C S ein Ideal in S, so ist o~ *(I) C R ein Ideal in R.
(ii) Kern(p) :={a € R | ¢(a) =0} ist ein Ideal in R.
(i1i) @ injektiv < Kern(p) = {0}
(iv) Ist I C R ein Ideal in R und ¢ surjektiv, so ist (I) C S ein Ideal in S.

(v) Bild(y) := @(R) ist ein Unterring von S.

Beweis. (i) (I1) gilt, da: ©(0) = (0 +0) = ©(0) + »(0) = ©(0) =0, d.h. 0 € o~ 1(I).

(I2) und (I3) ergeben sich durch Nachrechnen.
(ii) folgt aus (i), da Kern(p) = ¢~ 1({0}) ist, und {0} ein Ideal ist.
(iii)—(v): Bonusblatt 12, Aufgabe 1.

Bemerkung. (iv) wird falsch, wenn ¢ nicht surjektiv ist. Gegenbeispiel:

Die kanonische Inklusion ¢ : Z — Q, x — x ist ein Ringhomomorphismus. ¢(Z) = Z

ist nach (v) ein Unterring von Q. Z ist ein Ideal in Z, aber kein Ideal in Q, denn:

—_
[\

.9 ==

3 =~ 3¢Z
~~ €Z

€Q
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Lemma und Definition 9.5. Sei I C R ein Ideal. Dann ist durch
VL~ Uy = v —vg €]
eine Aquivalenzrelation auf R gegeben. Die Aquivalenzklasse von r ist
Fi=r+I:={r+alacl}

und heifit Restklasse von r modulo I. Die Menge der Restklassen bezeichnen wir mit

R/I:={F|r € R)}.

Beweis. Reflexivitéit, Symmetrie und Transitivitéit der Relation ~ verifiziert man durch

einfaches Nachrechnen. O

Lemma und Definition 9.6. Seien I C R ein Ideal und ~ die zugehorige Aquivalenz-

relation aus Lemma 9.5. Dann gelten folgende Implikationen:
Ty ~Ty, S|~ Sy = T1+ S~ 12+ syund r-S] ~ o~ So.

Damit sind die folgende Addition

+:R/IXxR/I -R/I, T+5:=r+s
und die folgende Multiplikation
tR/IXxR/I -R/I, T-5:=7-5

wohldefiniert. Mit diesen Verknipfungen wird R/I zu einem kommutativen Ring mit

FEins, dem sogenannten Faktorring (oder Restklassenring) R/I. Die Abbildung

m:R— R/I, r—T,

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern(w) = I.
Beweis. Ubungsblatt 11, Aufgabe 2. O

Satz 9.7 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

Dann existiert ein Ringisomorphismus

¢ : R/ Kern(p) — Bild(p), 7 =r + Kern(p) — ¢(r).
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Bemerkung. Kern(y) ist nach Lemma 9.4 (ii) ein Ideal, folglich R/ Kern(y) kommu-
tativer Ring mit 1 nach Lemma 9.6. Nach Lemma 9.4 (v) ist Bild(¢) Unterring von S.

Beweis. ® ist wohldefiniert: Seien r1,r2 € R mit 77 = 7. Daraus folgt r; —re € Kern(yp)
= p(r1 —r2) =0 = p(r1) = p(r2).

® ist ein Homomorphismus:

O(r +73) "I B (r 1) = ol +12) = o(r1) + ¢(r2) = B(F7) + ©(2),

also gilt (RH1). Fiir (RH2) verfihrt man analog; mit ®(1) = (1) = 1 gilt auch (RH3).

¢ ist injektiv: Sei 7 € R/ Kern(p) mit ®(7) = 0. Es folgt 7 = r + Kern(y) mit ¢(r) =0
= r € Kern(p) = 7 =0 = Kern(®) = {0} = @ ist injektiv nach Lemma 9.4 (iii).

& ist surjektiv: Klar nach Konstruktion. O
Beispiel 9.8. Sei K ein Korper, R = K[t] und ¢ : K[t] - K, o(f) = f(0). Es gilt
. Lemma 2.35
Bild(¢) = K, Kern(y) = {f € K[t] | (0) = 0} "™ > ¢ K]y,
und man verifiziert leicht, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Gemdf$ Satz 9.7 ist
O K[t]/t-K[t] - K, f+t-K[t]— f(0)

ein Ringisomorphismus.

Als Néchstes wollen wir Ergebnisse {iber die Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen

formulieren, beispielsweise in R = K[t]. Hier gilt zum Beispiel

t 1
2t2—2:2(t—1)(t+1):2—3<3—3) (t+1),
d.h. wir kénnen Eindeutigkeit hochstens bis auf “invertierbare* Faktoren (hier 3 und %)
erwarten (solche nennen wir “Einheiten”, die Elemente (¢t — 1) und (£ — %) bezeichnen

wir als “assoziiert”).

Lemma und Definition 9.9. Fin Element x € R heif$t Einheit, falls es ein y € R gibt
mit xy = 1. Die Menge

R* :={x € R | z ist eine Einheit}

“©.o»

bildet eine Gruppe bzgl. der Ringmultiplikation
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Beweis. Sind x1, 72 € R*, d.h. Jy1,y2 € R mit z1y; = xoys = 1. i kom. (x122)(y192) =
(z1y1)(22y2) = 1, d.h. z129 € R*. Weiter gilt 1 € R*, da 1-1 = 1. Das inverse Element
zu x € R* ist gerade das y € R mit zy = 1. Kommutativitdt und Assoziativitéit gelten,
da R* C R ist. O

Beispiele 9.10. (i) Z* ={-1,1}, da1-1=1 und (-1)-(—1) = 1.
(13) Ist K ein Korper, so ist K* = K \ {0}.

Definition 9.11. Seien aq,...,a, € R. Dann heif§it

n
(ala .. ‘7a7l) = {Zair’i
i=1

das von den aq,...,a, erzeugte Ideal.

rl,...,rneR}:alR—i—...—i—anR

Definition 9.12. Sei I C R ein Ideal. I heiffit Hauptideal, falls es ein a € R gibt mit
I =(a)={ra|r € R} =aR.

R heifst Hauptidealring, falls R nullteilerfrei ist und jedes Ideal I in R ein Hauptideal ist.
Beispiele 9.13. (i) Z ist ein Hauptidealring.
(13) Fir einen Korper K ist K[t] ein Hauptidealring.

(7i1) Z[t] ist kein Hauptidealring.
Beweis: Wir zeigen, dass es kein f € Z[t] gibt mit (f) = (2,t). Angenommen,
es gibt ein solches f € Z[t]. Dann muss einerseits ein hy € Z[t] existieren mit
2 =nhy-f. = deg(h1) = deg(f) =0 = fist konstant = Ja € Z : f = a.
Andererseits wire aber auch t = hg - f = hy - a mit hy € Z[t]. Da t normiert ist,
muss a = £1 sein, d.h. f==+1. Aber £1 ¢ (2,t). 4

Lemma und Definition 9.14. b € R heifit Teiler von a € R (Notation: bla), falls es
ein ¢ € R gibt mita=>b-c. a € R und b € R heiflen assoziiert (Notation: a=b), falls es
eine Einheit u € R* gibt mit a = bu. Es gilt:

a=b < albund bla & (a) = ().

Beweis. Bonusblatt 12, Aufgabe 2. O

Definition 9.15. Seien R nullteilerfrei und a1, ...,a, € R. d € R heif§it grifster gemein-

samer Teiler (kurz: ggT) von ay,...,ay, falls gilt:

(GGT1) dlay,. .., dla,. (GGT2) c € R mit clay,. .., cla, = c|d.
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Die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler wird mit GGT(ay, ..., a,) bezeichnet.
Lemma 9.16. Seien R nullteilerfrei und seien ay,...,a, € R. Dann gelten:

(i) di,d2 € GGT(ay,...,a,) & dild2 und d2|dy & di=dy < (di) = (d2),

(ii)) GGT(a1,...,a,) = GGT(a,ay) fir jedes a € GGT(ay,...,an—1).
Beweis. Bonusblatt 12, Aufgabe 3. O
Satz 9.17. Sei R ein Hauptidealring und seien a,b € R. Dann sind dquivalent:

(i) d € GGT(a,b);

(i) (d) = (a,b).

Beweis. Da R Hauptidealring ist, existiert d mit (d) = (a,b), womit insbesondere d|a
und élv|b.

(i) = (ii): Sei d € GGT(a,b). Damit gilt d|d. Wegen d € (a,b) folgt d|d = (d) = (d) =
(a,b).

(ii) = (i): Sei (d) = (a,b). Dann gilt dja und d|b (i.e. (GGT'1)). Ferner folgt, dass es
u,v € R gibt mit d = au + bv, d.h. aus c|a und ¢|b folgt c|d (i.e. (GGT?2)). O

Definition 9.18. Seien R nullteilerfrei und p € R\ (R* U {0}).
(i) p heifst Primelement, falls fir beliebige a,b € R aus plab stets p|la oder p|b folgt.

(ii) p heifit irreduzibel (oder unzerlegbar), falls fiir beliebige a,b € R aus p = ab stets
a € R* oder b € R* folgt.

Satz 9.19. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist p # 0 genau dann irreduzibel, wenn p

ein Primelement ist.

Beweis. Spéter. [Wir fithren im n#chsten Abschnitt einen Beweis der Richtung “=-" fiir
den Spezialfall euklidischer Ringe (Lemma 9.30).] O

Definition 9.20. Sei R nullteilerfrei. R heifit faktoriell, falls jedes a € R\ (R*U{0}) eine
bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutige Zerlegung a = p1 - ... py in irreduzible
Faktoren p1,...,p, besitzt. [Die Eindeutigkeit bedeutet hier, dass aus a =py - ... py =
qi-...-qs stets folgt, dass r = s ist und p;=q; Vi € {1,...,r} (nach Umnummerierung).]

Satz 9.21. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
Beweis. Spater. Wir préasentieren an dieser Stelle lediglich eine Beweisskizze:

(i) Es geniigt zu zeigen, dass fiir einen Hauptidealring R jedes Element in R\ (R*U{0})

als Produkt irreduzibler Elemente darstellbar ist.
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(ii) Widerspruchsannahme: Es gibt ein Element, das keine solche Darstellung besitzt.

(iii) Verwende dieses Element, um eine unendliche echt aufsteigende Kette von Idealen

in R zu konstruieren.

(iv) Die Vereinigung aller Ideale in dieser Kette ist wieder ein Ideal I. Die Hauptideal-
eigenschaft von I ist unvereinbar mit der Existenz der unendlichen aufsteigenden
Kette. O

9.2 Euklidische Ringe

Definition 9.22. Sei R nullteilerfrei. R heif$t euklidischer Ring, falls es eine Abbildung
d: R\ {0} — Ny gibt, so dass gilt: Fir alle f,g € R mit g # 0 existieren q,r € R mit
f=q-g+rund

d(r) < d(g) oder r = 0.

0 heifit Normabbildung auf R.

Beispiele 9.23. (i) Set R=7Z. Mit 6 = |- | wird R zu einem euklidischen Ring.
(i1) Ist K ein Kérper und R = K|z], so ist R mit § = deg ein euklidischer Ring.

(iii) Sei R = Z(i) = {a+bi | a,b € Z} C C. Mit §(x+iy) = 2> +y? ist R ein euklidischer
Ring. Dieser heifst Ring der ganzen gaufischen Zahlen.

Beweis: Ubungsaufgabe (vgl. Aufgabe 4 auf Bonusblatt 12).

Satz 9.24. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C R ein Ideal mit I # 0 (im Fall I = 0 wird I von der Null erzeugt, und
ist damit ein Hauptideal). Es gilt: ) # {d(a) | a € I\ {0}} C No. Withle nun a € I\ {0},
so dass d(a) minimal ist. Behauptung: I = (a).

“C”: Wegen a € I gilt (a) C 1.

“D”: Sei f € I. Dann existieren ¢, € R mit f = ga + 7 und 6(r) < d(a) oder r = 0.

Damit gilt
f —qa =rel
N~~~
el el
Da 6(a) aber minimal ist, muss r = 0 sein. Es folgt f = ga € (a). O

Korollar 9.25. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R faktoriell.

Beweis. R ist euklidischer Ring Sz92 R st Hauptidealring SU2221 R ist faktoriell. [
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Korollar 9.26. Sei K ein Korper. Dann ist K[t] faktoriell, d.h. fir jedes f € K]Jt]
existiert eine (bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit) eindeutige Zerlegung in irreduzible

Polynome. Entsprechendes gilt fiir Z.

Beweis. K|t] und Z sind euklidische Ringe (Beispiele 9.23) KL% Behauptung. O

Der euklidische Algorithmus. Sei R ein euklidischer Ring, und seien a,b € R\ {0} mit
d(b) < d(a). Setze ¢1 = a, ¢z := b, also 6(c2) < d(c1). Der euklidische Algorithmus ist

eine Sequenz von Divisionen

€1 = q1c2 + c3 mit d(c3) < 0(c2)

co = qac3 + ¢4 mit 6(cq) < 0(c3)

Chk = QiCh1 + Chyo Mit d(cht2) < 0(Chg1),

endend mit ¢, _1 = ¢p_1¢, +0. Dieser Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schrit-
ten, da d(cx) € Ny in jedem Schritt strikt abnimmt. Die Existenz der Darstellungen in

jedem Schritt folgt sofort aus der Definition eines euklidischen Rings.

Satz 9.27 (Euklidischer Algorithmus). Seien cy, ..., ¢, wie oben und d := ¢,. Dann gilt:
(i) d|a und d|b.
(i1) Gilt gla und glb, so folgt g|d.

Damit ist d € GGT(a,b). Ferner gilt:

(i1i) Es existieren u,v € R mit d = ua + vb (Lemma von Bézout).

Beweis. (i) Wir steigen den Algorithmus (von unten) auf: d teilt ¢,, (wegen d = ¢,,) und
Cn—1 = qn-1¢n + 0 (s. Algorithmus), d.h. es teilt auch ¢,—2 = gn—2¢y,—1 + ¢,. Induktiv
folgt Vk € {0,...,n — 2}: d|cg+1 und d|cg42, d.h. schlieflich auch d|a und d|b.

(ii) Wir steigen den Algorithmus (von oben) ab:

C3=C1—q1C2 C4=C2—Q2C3
e >

gleg (und gles) = ... = g|cp.

gla und gl gles (und glez)

(iii) Wir steigen den Algorithmus ab: a = ¢; und b = ¢5 haben offenbar die Darstellung
¢i=ua+vb,i=1,2(daa=1-a+0-bundb=0-a+1-b). Wegen cp1o = ¢t — qrCks+1
folgt induktiv daraus schliefllich, dass auch ¢,_1 und ¢, = d solch eine Darstellung
besitzen. O
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Beispiel 9.28. Seien R = Z mit § = ||, a = 24, b = 15. Es gilt gemdfl dem Algorithmus:

24=1-154+9
c1 co c3
15=1-946
c2 C3 C4
9=1-6+3
c3 ca cs
6=2-34+0
cq cs5

Folglich ist d = 3 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 24 und 15.

Bemerkung 9.29. Man kann fiir euklidische Ringe viele Aussagen, die allgemein fiir
Hauptidealringe gelten, auch direkt beweisen — insbesondere, dass sie faktoriell sind.
Beispielsweise folgt aus dem Lemma von Bézout unmittelbar Satz 9.17, und man erhdlt

die Implikation “irreduzibel = prim” aus Satz 9.19 recht einfach wie folgt.

Lemma 9.30 (Euklidisches Lemma). Sei R ein euklidischer Ring. Ist p # 0 irreduzibel,

so ist p auch Primelement.

Beweis. Seien a,b € R mit plabund p fa. [Zu zeigen: p|b.] Es folgt GGT(p,a) = R*, denn
gébe es d ¢ R* mit p = dr und a = ds, so wiirde aus der Irreduzibilitét von p folgen, dass
r€ R*alsopr~t=d = a=pr-ls = pla. 4 Wegen (d) = (a,b) & d € GGT(a,b) nach
Satz 9.17 existieren damit r,s € R mit 1 = pr 4+ as. Also folgt b = prb+ abs % plb. O

9.3 Elementarteilersatz und Determinantenteiler

Im Hinblick auf das nichste Kapitel zu Normalformen wenden wir uns nun (n x n)-
Matrizen mit Eintrdgen aus R zu, die Menge dieser wird mit M (n x n, R) bezeichnet.
Auch fiir solche Matrizen kann man dann elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen
durchfiihren. Das Problem ist allerdings, dass der Gauflalgorithmus iiber Kérpern K die

(1))

Existenz der inversen Elemente fiir K \ {0} bzgl. verwendet, die in Ringen nicht
garantiert ist. Folglich miissen wir ihn modifizieren, um Matrizen mit Eintridgen in R

immer noch auf ZSF zu bringen.

Satz 9.31 (GauBdiagonalisierung fiir euklidische Ringe). Seien R ein euklidischer Ring
und A € M(n x n, R). Dann ldsst sich A durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-

mungen vom Typ IT und IIT gemdf Definition 3.52 in eine Matriz der Gestalt

C1 0

mit c1,...,¢, € R\ {0} und ci|ca|...|c, bringen.

171



Beweis (Algorithmus zur Durchfihrung). Im Falle A = 0 sind wir bereits fertig, sei al-
so A # 0. Notation: Wir verwenden nachfolgend fiir alle umgeformten Matrizen den
Buchstaben A.

Schritt 1: Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen erreicht man a7 # 0 mit der Eigen-
schaft d(a11) < d(ay;) fur alle ¢, j mit a;; # 0.

Schritt 2: Bringe A auf die neue Form

A= . (9.1)

Falls A diese Form bereits hat, ist nichts dafiir zu tun. Andernfalls existiert in der ersten
Zeile oder Spalte noch ein Element # 0. Sei ohne Einschrankung ag; # 0. Nach Schritt 1
ist (a11) < d(ag1) = ¢ € R mit az; = gaqq oder §(az1 —qai1) < 6(aqp). Addiere nun das
(—q)-fache der ersten Zeile zur zweiten Zeile. Man erhélt damit eine neue Matrix A mit
az = 0 oder §(az1) < d(a11). Falls d(ag1) < d(ay1) gehe zuriick zu Schritt 1. In diesem
Falle ist as; das Element mit dem kleinsten 6(a;;) unter allen von Null verschiedenen
Eintrdgen von A und wird dann zum neuen aq1. Da § nach unten durch Null beschriankt
ist, liefert diese Iteration nach endlich vielen Schritten (und fiir alle auler a;; von Null

verschiedenen Elemente der ersten und zweiten Zeile) A von der Form (9.1).

3. Schritt: Bringe A auf die neue Form

a1 |0 - 0

A= mit der zusétzlichen Eigenschaft ai1|a;; Vi, j. (9.2)

Falls a1 bereits alle iibrigen Eintrédge von A teilt, ist nichts zu tun. Andernfalls existiert
ein Paar (4,7) mit ai1 { ajj. = ¢ € R mit a;; = qayn + r und 6(a;; — qann) < d(an).
Addition der ersten zur i-ten Zeile (i # 1, da a;1|0) ergibt

ail 0 N 0
0

: *

0
ail | @2 ...0Qq5 ... Qip
0

: *

0
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Anschlielende Subtraktion des g-fachen der ersten Spalte von der j-ten Spalte ergibt

ail 0...0 —qaii 0...0

mit §(a;; — qarr) < 6(air).
ail * A5 — qan *

Wende nun die gesamten bisherigen Schritte auf diese neue Matrix an, beginnend damit,
dass man gem&B Schritt 1 den Eintrag a;; — gai1 an die Stelle (1,1) verschiebt. Dieses
Prozedere iteriert man so lange, bis A von der Form (9.2) ist (was nach endlich vielen

Iterationen passiert).

Schritt 4: Wir erhalten also eine Matrix der Gestalt

au‘O 0
0
A= ] mitBEM((n—l)x(n—l),R).
allB

0

Wende unser bisheriges Verfahren nun auf B an. Iteration ergibt dann die Aussage des
Satzes. =

Beispiele 9.32. (i) R=7Z mitd = |- |

()G A () ()
(o) ( )= (a)-(2)

(i) R = Q[t] mit § = deg
t—1 0 -1 t-1 ~1 0 ~1 0
A= — — —
( —-1 t—1> (t—l 0 ) (t—l (t—1)2> ( 0 (t—1)2>
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Wir erweitern nun die Aquivalenzrelationen aus Definition 4.51 von M(n x n, K)-

Matrizen fiir einen Kérper K auf Matrizen aus M (n x n, R).
Definition 9.33. Seien A, B € M(n x n, R).

(i) A heifit dquivalent zu B (A ~ B), falls es invertierbare M (n x n, R)-Matrizen P, Q
gibt mit B = P~LAQ.

(i) A heifit dhnlich zu B (A = B), falls es eine invertierbare Matriz S € M(n X n, R)
gibt mit B = S71AS.

Der fiir das néichste Kapitel zentrale Satz dieses letzten Abschnittes ist der folgende.

Satz 9.34 (Elementarteilersatz iiber euklidischen Ringen). Seien R ein euklidischer

Ring und A € M(n x n, R). Dann ezistieren c1,...,¢, € R\ {0} mitecy | ca|...| ¢, s0
dass
c1 0
0
A~ | Y Cr =:C.

0 0
r € Ny ist eindeutig bestimmt, und c1,...,c, sind bis auf Assoziiertheit eindeutig be-
stimmt. c1,...,c,. heiflen Elementarteiler von A.

Beweis der Existenz. Diese ergibt sich aus Satz 9.31, da die elementaren Umformun-
gen von Typ IT und IIT einer Multiplikation von links (fiir Zeilenumformungen) bzw. von
rechts (fiir Spaltenumformungen) mit den jeweiligen auch in R invertierbaren Elementar-
matrizen ZM (i, j, \) und ZV (i, ) aus Lemma 3.54 entsprechen. [Die Eindeutigkeit zei-

gen wir im Anschluss an Satz 9.36 unten.] O

Um die im Elementarteilersatz behauptete Eindeutigkeit zu verifizieren, fithren wir
nun noch sogenannte Determinantenteiler ein. Dabei wird det A fiir A € M(n x n, R)
durch die Leibniz-Formel definiert und wir verstehen unter (I x [)-Untermatrizen von A
all diejenigen M (I x [, R)-Matrizen, die durch Streichen n — [ beliebiger Zeilen und n — I
beliebiger Spalten aus A entstehen.

Definition 9.35. Seien R euklidischer Ring und A € M (n X n, R). Wir nennen
di(A) € GGT{ det(B) | B ist (I x 1)-Untermatriz von A}

einen [-ten Determinantenteiler von A [dieser ist eindeutig bis auf Assoziiertheit gemdf
Lemma 9.16 (1)].
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Satz 9.36. In der Situation von Satz 9.34 gilt mit ¢, := 0 fir k > r

dl(A)écl...cl

fiir allel = 1,...,n; insbesondere det A=cy - - cy.

Beweis. Der Beweis untergliedert sich in zwei Schritte:

(i) d;(A) ist invariant unter Zeilen- und Spaltenumformungen von A vom Typ II/IIL.

(ii) d;(C)=c1---¢ mit C aus Satz 9.34.

(i) Sei A’ die Matrix, die durch Ersetzen der i-ten Zeile durch das A-fache der j-ten Zeile
+ i-te Zeile (A € R) ensteht (Zeilenumformung vom Typ II). Zu zeigen: d;(A’) = d;(A)
Vi e {1,...,n}, d.h. “d teilt alle (I x I)-Unterdeterminanten von A” < “d teilt alle
(I x I)-Unterdeterminanten von A’”. Sei nun U eine (I x [)-Untermatrix von A und U’

die entsprechende von A’. Es gibt drei Félle:

(1) Die i-te Zeile (der urspriinglich n Zeilen) ist nicht in U und U’ enthalten (d.h. sie
wurde beim Bilden von U aus A bzw. von U’ aus A’ gestrichen). Dann gilt U = U’
und entsprechend d|det(U) < d|det(U’).

(2) Die (urspriinglich) i-te und j-te Zeile sind beide in U und U’ enthalten (d.h. beide
wurden beim Bilden von der (I x [)-Untermatrix nicht gestrichen). Dann entsteht
U’ aus U durch Multiplikation von links mit der Matrix ZA(i, j, \) aus Lemma 3.54
und det(U) = det(U’), also ebenfalls d|det(U) < d|det(U’).

(3) Die (urspriinglich) i-te Zeile ist in U und U’ enthalten, die (urspriinglich) j-te aber
nicht. In diesem Falle sei V' die Matrix, die aus U dadurch entsteht, dass die (ur-
spriinglich) i-te durch die (urspriinglich) j-te Zeile ausgetauscht ist. Linearitét der
Determinante in jeder Zeile impliziert det U’ = det U+ A det V und damit “d | det U
und d|det V" < “d|det U' und d|det V7. V ist aber bis auf Zeilenvertauschungen
(det — — det) auch eine (I x I)-Untermatrix, die bei der Zeilenumformung A — A’
unveréndert bleibt (also V = V', wenn V' aus U’ durch Ersetzen der i-ten durch
die j-te Zeile von A’ entsteht).

Insgesamt folgt aus (1)—(3), dass, falls A" aus A durch Zeilenumformungen vom Typ II
entstanden ist, gilt: “d teilt alle (I x [)-Unterdeterminanten von A” < “d teilt alle (I x1)-
Unterdeterminanten von A’”. Da man eine Zeilenvertauschung vom Typ III durch ge-
eignete Hintereinanderausfithrungen von Umformungen des Typs I mit Multiplikation
einer Zeile mit —1 und des Typs II darstellen kann, und die Multiplikation einer Zeile
mit —1 dann und genau dann das Vorzeichen der Determinante dndert, wenn die be-
treffende Zeile in U und U’ enthalten ist, folgt ebenfalls die Aquivalenz “d teilt alle
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(I x 1)-Unterdeterminanten von A” < “d teilt alle (I x [)-Unterdeterminanten von A’”.

Dasselbe gilt fiir Spaltenumformungen.

(ii) Nach (i) konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Matrix Diagonalgestalt
C gemif} Satz 9.34 hat. Angenommen, fiir eine Untermatrix U von C werden die Zeilen
i1 < --- < 4; und die Spalten j; < --- < j; ausgewéhlt. Sind diese Zeilen und Spalten
gleich (i = jx YV k), so gilt mit ¢q]ea]. . .|, aus Satz 9.31 und (i)

c1---¢ | det(U) sowie dj(A)ler--- ¢, (9.3)
——
—ciy ciy
wobei ¢, := 0 fur k > r (r aus Satz 9.31). Gilt {i1,...,4} # {j1,.-., i}, so folgt aus der

Implikation U;,, j, # 0 = im = ji (da C diagonal), dass es hochstens (I — 1)-mal einen

Nicht-Null-Eintrag in der Matrix U gibt, womit fiir mindestens eine Zeile alle Eintriige

Null sind = det(U) = 0. Aus (9.3) folgt damit d;(A)=¢ ---q. O
Beweis der Eindeutigkeit in Satz 9.34. Wegen ¢ =dy(A) und dj(A) =¢; - dj_1(A) sind r
eindeutig und alle ¢; eindeutig bis auf Assoziiertheit. O

Die Elementarteiler ¢y, ..., ¢, einer M (n x n, R)-Matrix kénnen wir nun entweder mit-

hilfe der Gaufidiagonalisierung fiir euklidische Ringe (oft recht aufwendig) oder mithilfe
der Determinantenteiler bestimmen.
t -1 -3
Beispiel 9.37. Mit R=R[t]j und A=| -3 t—1 4 € M(3 x 3,R[t]) gilt
2 -1 t-5
e di(A) € GGT(—1,...), d.h. di(A) =1,

e dy(A) € GGT(—4+3(t—1),3—-2(t—1),...) =GGT(2t =7, -2t +5,...),
e e e——

det (,tillg) det (723 :11) teilerfremd
d.h. do(A) 21,
o dy(A)Z detA=-- = (t—2)°
S 21, 21, ey 2 (E - 2)2,

10 Normalformen von Endomorphismen

10.1 Satz von Frobenius und Invariantenteilersatz

Vorbetrachtung 10.1. Wir wollen schlieflich Ahnlichkeit von Matrizen in M (nxn, K)
untersuchen. Damit fiihren wir insbesondere die Diskussionen aus Kapitel 6 tiber die Dia-
gonalisierbarkeit fort. Uberraschend ist, dass wir dies auf die Aquivalenz von bestimmten

Matrizen aus M (nxn, K[t]) und damit auf den Elementarteilersatz zurickfihren konnen!
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Zur Erinnerung: Demgegeniiber war das Aquivalenzproblem in M (n x n, K) geldst nach
Satz 4.52:
A~ B <= Rang(A) = Rang(B).

Definition 10.2. Sei A € M(nxn, K). Wir bezeichnen Py :=tE,—A € M(nxn, K|t])

als die charakteristische Matrixz von A.

Satz 10.3 (Frobenius 1878). Seien K ein Kérper und A,B € M(n x n,K). Dann gilt

A~ B <= P4~ Pp (iiber K|t]).

Damit haben wir das schwerere Problem der Ahnlichkeit auf das leichtere Problem

der Aquivalenz zuriickgefiihrt — allerdings von Matrizen iiber dem Polynomring K[t].

Beweis. “(i) = (ii)”: Sei A ~ B, d.h. es existiert S € GL(n, K) mit B = SAS~!.

— Pg=tE,-B= tE, — B =S(tE,—A)S'=8P,S!
S(tE,)s—1  SAS™!

d.h. P4 =~ P und insbesondere P4 ~ Pg.

“(ii) = (i)": Sei P4 ~ Ppg, d.h. es existieren S, T € GL(n, K[t]) mit Py = SPgT~!, also
S(tE, — B) = (tE, — A)T. (10.1)

Weiter besitzen S und 7' eindeutige Darstellungen S = > 1% 1S, T = Y ' ( #'T; mit
T;,S; € M(n x n,K) fiir alle i € {0,...,m} und ein geeignetes m € N. Einsetzen in
(10.1) ergibt nun:

m . . m . .

> (HHS; —t1SB) =Y (VT — £'AT;) .

=0 =0

3 (2

Da Polynome dann und genau dann identisch sind, wenn ihre Koeflizienten {ibereinstimmen,
impliziert dies S;_1 — S;B = T;_1AT; fur alle i € {1,...,m}, Sy, = T, und SoB = ATy,
d.h. mit S_1:=0,T-1 :=0, Sp41 := 0 und T}, 1 := 0 folgt

Sic1—S;B=T,_1— AT; ViE{O,...,m—l-l}.

Multipliziert man nun diese Gleichung von links mit A* und summiert, ergibt sich

m+1 m—+1
D (A'Si g — A'SB) = Y (A'T,_y — AT T AT — AP =0,
=0 =0

Teleskopsumme
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Aber daraus folgt
m m )
A A8 = (Z AZSZ) B,
i=0 i=0

d.h. mit R =", A'S; gilt AR = RB. Bleibt zu zeigen: R ist invertierbar (denn dann
gilt R7TAR = B, also A ~ B). Nach Voraussetzung ist S = Y ' t'S; invertierbar,
also existiert M = Y t'M;, M; € M(n x n,K) Vi € {1,...,m}, mit SM = E,
(gegebenenfalls nach Vergroflern kann man erreichen, dass m in der Darstellung von S,
T und M dasselbe ist). Wir setzen jetzt

N:=) B/M; € M(nxn,K)
j=0
und zeigen, dass RN = F,, ist. Wegen RB = AR gilt
RB’ = ARB’™! T A’RBI? =...= AR
RBI=1=ARBJ~2

und damit

RN = iRBij = iAJRMj

=0 =0
=N Al (Z Ai5i> M;
j=0 i=0
m o 2m
= Z A]JFZSZ'MJ' = SoMy + Z AF Z SZ'M]' . (10.2)
i,j=0 k=1 itj=k
Wegen
m m 2m
E, = (Z tZSZ> . thMj = SoMy + Z Z SZ'M]' tk
i=0 =0 k=1 \itj=k
—_———
S M
gilt aber

SoMo = E, und > SiM;=0Vk>1,
i+j=k

da FE), keine Unbestimmte ¢ enthélt. Einsetzen in (10.2) ergibt RN = SoMy = E,, also
R € GL(n, K) nach Satz 4.39 und B = R~'AR. O

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in den beiden folgenden S&tzen noch einmal

zusamimen.
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Satz 10.4. Sei A € M(n x n,K). Dann gilt:

(1) Es gibt eindeutig bestimmte, normierte Polynome c1(A),...,cn(A) € K[t], so dass

C1 (A) 0
Py ~ und ¢1(A) | ca(A4) | ... | en(A).
0 cn(A)
Die Polynome ci(A),...,cn(A) heiffen Invariantenteiler von A.

(13) Es gibt eindeutig bestimmte, normierte Polynome dy(A),...,d,(A) € KJt] mit
di(A)=dy(Pa4). Es gelten d,,(A) = x4 sowie

di(A) =c1(A)---q(A) firallel=1,...,n.

[Achtung: Im Sinne von Definition 9.35 sind di(A), ..., d,(A) Determinantenteiler

von Py, werden aber oft ebenfalls als Determinantenteiler von A bezeichnet.]

Beweis. (i) folgt unmittelbar aus Satz 9.34 — wenn man zusétzlich verlangt, dass die
Elementarteiler von P4 normiert sind, sind sie eindeutig, und wegen d,(P4) =d,(A) =

x4 # 0 ist 7 = n nach Satz 9.36. (ii) ist eine Konsequenz aus (i) und Satz 9.36. O

Satz 10.5 (Invariantenteilersatz). Seien A, B € M(n x n, K). Dann sind dquivalent:
(i) A=~ B;
(ii) c;(A) = ¢(B) fiir allel € {1,...,n};

(iii) di(A) = di(B) fir allel € {1,...,n}.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 10.3 (Satz von Frobenius) und Satz 10.4. O
0 1 3

Beispiel 10.6. Sei A = 3 1 —4 |, also Py wie in Beispiel 9.37, womit
-2 1 5

o di(A) =ds(A) =1 und d3(A) = (t — 2)3.

Sei
1 1 2 t—1 -1 -2
B = 1 1 =2 d.h. Pg = -1 t—-1 2
-1 1 4 1 -1 t—4
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Da hier do(B) schwieriger zu ermitteln ist, bestimmen wir die Invariantenteiler mittels

Gaupdiagonalisierung gemdf Satz 9.31 (Ubungsaufgabe). Wir erhalten

1 0 0
Pp~1| 0 t—2 0 — ¢1(B) =1, &a(B) = (t—2), c3(B) = (t—2)%, womit
0 0 (t—2)?
e di(B) =1, dy(B) = (t—2), d3(B) = (t — 2)3.
Satz 10.5

12105 4 2 B.

10.2 Frobenius-, WeierstraB3- und Jordan-Normalformen

Wir suchen moglichst einfache Matrizen B, die zu gegebenem A, also zu gegebenen
Invariantenteilern bzw. Determinantenteilern, passen. Wir erreichen dies in drei Schrit-
ten und werden dabei immer detaillierter. Die resultierenden Matrizen B heiflen dann

Normalformen.

Lemma und Definition 10.7. Sei g = t" + a,_1t" ' +... + a1t +ag € K[t],n > 1.
Die Matrix

0 --- 0 —ag
1
By =
0 —Qp—2
0 1 —Qp—-1

heifit Begleitmatriz zu g. Es gelten folgende Aussagen:

(i) c1(Bg) = ... =cn—1(By) =1 und cp(By) = dn(By) = xB, =g d.h.
1 0
P, ~
0

(i) up, = XB,(= 9)-

Beweis. (i) Es gilt

t 0 ao
-1
Pg, =tE, — By =
t Gp—2
0 -1 t4+an_1
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Laplace-Entwicklung von det(Pp,) nach der letzten Spalte geméf Satz 5.23 ergibt

n

X8, = d(By) = det(Pp,) = 3 (~1)"*"a;_y det((By)},) = ... = g.
=1

Streichen der ersten Zeile und letzten Spalte fithrt zur Matrix

-1 t 0
(D8)
C = Satz 5.4 d t(C) _ (_1)71,1
t
0 —1
Wegen d,,—1(By)|det(C) folgt di(By) = ... = dn—1(By) = 1, womit (i) bewiesen ist.
(ii) Die Vektoren
€1, Bgel, B;el, cey Bg_lel
€2 es3 €en

sind linear unabhéngig. Folglich existiert kein o € K[t] mit deg(h) < n—1und h(By) = 0.
Damit ist up, = xB,, da xB,(By) = 0 nach Satz 6.31 (Satz von Cayley-Hamilton). [

Lemma 10.8. Seien g1, ..., g, € K|[t| normierte Polynom mit g1 | g2 | ... | gr, deg(g;) >
1Vie{l,...,g,} und deg(g1) + ...+ deg(g,) = n. Sei ferner

Bgl 0
B = By, .9, = € M(nxn,K).
O Bg’V‘
Dann gilt
1
0
Pp ~ L 7
g1
0
Gr
d.h. B besitzt die Invariantenteiler 1,...,1,g1,...,gy.
Beweis. Es gilt
tEdeg(g1) — Bax 0
0 tEdeg(gT) B Bgr
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Nach Lemma 10.7 ist diese Matrix dquivalent zu

g1

g1

9r

wobei die Aquivalenz zur rechts stehenden Diagonalmatrix dann iiber Zeilen- und Spal-

tenvertauschungen erfolgt. O

Satz und Definition 10.9. Sei A € M(nxn, K). Dann existiert ein eindeutig bestimm-
tes r € N sowie eindeutig bestimmte normierte Polynome g1,...,g, mit g1 | g2 | ... | gr,
deg(gi) > 1Vie{l,...,r} und

A % Byl?“"g""

Diese Polynome sind die nicht-konstanten Invariantenteiler von A. Die Matrix By, .. 4,

heifst Frobenius-Normalform von A.

Beweis. Es seien 1,...,1,4g1,...,¢, die Invariantenteiler von A mit deg(g;) > 1 fiir alle
i€ {1,...,r}. Die Aussage folgt dann aus Lemma 10.8 und Satz 10.5 (Invariantenteiler-
satz). O

Beispiel 10.10. Wir betrachten noch einmal die Matrizen A und B aus Beispiel 10.6.
(i) Sei

0o 1 3
A= 3 1 —4
-2 1 5

In Beispiel 9.37 hatten wir gezeigt, dass die Invariantenteiler von A die folgenden

sind:

C1(A) = CQ(A) = 1, Cg(A) = (t — 2)3 = t3 - 6t2 + 12t — 8 =: gi1-
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(ii) Sei nun

1 1 2
B = 1 1 -2
-1 1 4

mat Invariantenteilern
Cl(B) = 1, CQ(B) = (t — 2) =:01, Cg(B) = (t — 2)2 = t2 — 4t + 4 =: go.

Per definitionem sind (2) und ((1) 73) die Begleitmatrizen von g1 und gs, womit

Satz 10.9

Als Korollar aus Satz 10.9 erhalten wir nun den noch ausstehenden Beweis von x| e

in Bemerkung 6.38!

Satz 10.11. Sei A € M(n x n,K). Dann ist das Minimalpolynom von A gleich dem
n-ten Invariantenteiler von A, d.h. pa = c,(A). Ferner gelten p|xa und xa|p'y.

Beweis. Es seien wie in Satz 10.9 ¢y, ..., g, die nicht-konstanten Invariantenteiler von
A sowie B := By, . g4 die Frobenius-Normalform von A. Es gelten j4 AxB up sowie
gr = cn(A). Fir g € K[t] gilt weiter

9(B) = . (10.3)
0 Q(Bgr)

Wegen g¢1]g2| ... |gr sowie g;(By,) = 0 nach Lemma 10.7 (i) und dem Satz von Cayley-
Hamilton folgt aus (10.3), dass g,(B) = 0. Gilt andererseits g(B) = 0 fiir ein g € K|t], so
folgt aus (10.3) insbesondere g(B,) = 0 und damit nach Lemma 10.7 (ii) und Satz 6.33
auch pp, =gr|g, dh. ps = pp = g = cy(A). Ferner gilt

xa=det(Pa) = c1(A)--ca(4) | ealA)" = .
~— —_—

=dn(A) Invariantenteiler von A ]

Ein Nachteil der Frobenius-Normalform ist, dass bspw. die Diagonalmatrix A = (1 0)

02
keine Frobenius-Form mit Diagonalgestalt hat: Hier ist c(A4) = (t—1)(t—2) = 2 —3t+2
der einzige nicht-konstante Inavariantenteiler, womit (2 7?2)) die zugehorige Frobenius-

Form ist. Dieser Missstand motiviert die sogenannte Weierstraf-Normalform, in welcher
jede Begleitmatrix By, , ..., By, innerhalb der Frobenius-Normalform By, ., weiter in

T

Unterstrukturen zerlegt wird.
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Lemma 10.12. Ist g = hy--- hy ein Produkt von paarweise teilerfremden normierten

Polynomen h; € K[t] mit deg(g;) > 1 firi=1,...,k, so gilt

B, 0
By ~ =:C.
0 B,

Beweis. Wegen Satz 10.5 (Invariantenteilersatz) geniigt es zu zeigen, dass die Invarian-
tenteiler der beiden M (n x n, K )-Matrizen B, und C identisch sind. Die charakteristische
Matrix

hy

~ , 10.4
hy (10.4)

ho

wobei die Aquivalenz zur rechts stehenden Diagonalmatrix iiber Zeilen- und Spaltenver-

tauschungen erfolgt. Da hi, ..., hi normiert sind, ist auch g normiert. Entsprechend ist
nach Lemma 10.7
1 0
Pg, ~ |
0 g

Es gilt
dn(C) = det(Pc) =hy---hy=9g= det(PBg) = dn(Bg).

Ferner ist klar, dass d,,—1(Bgy) = 1 gilt, d.h.
di(By) =...=dn-1(By) = 1.

Wir zeigen nun, dass d,—1(C) = 1 ist und betrachten dafiir die rechte Matrix in (10.4)
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(Elementarteiler dquivalenter Matrizen stimmen bis auf Assoziiertheit iiberein). Fiir je-
des i € {1,...,k} taucht das Produkt Hf# h; als (n—1) x (n; 1)-Unterdeterminante
der rechten Matrix in (10.4) auf. Da die h; teilerfremd sind und d,,—1(P¢) ein grofiter ge-
meinsame Teiler aller (n—1) x (n—1)-Unterdeterminanten von P¢ ist, folgt d,,_1(Pc) =1,
also d,,—1(C) = 1. O

Satz und Definition 10.13. Sei A € M(n x n, K). Dann existiert ein eindeutig be-
stimmtes m € N und bis auf die Reihenfolge eindeutige Polynome hi, ..., hy, € K[t], die

Potenzen von irreduziblen normierten Polynomen sind, so dass

By, 0
AN By, b = :
0 By,

Die Matriz By, . p,, heifst Weierstraff-Normalform von A.

Beweis der Fxistenz. Es seien g1, ..., g, die nicht-konstanten Invariantenteiler von A.
Dann gilt
By, 0
A= ]
0 By,

nach Satz 10.9. Jeder nicht-konstante Invariantententeiler g; € K[t] (I =1,...,r) besitzt
nun eine bis auf Assoziiertheit eindeutige Primfaktorzerlegung ¢; = hy1 - ... - hys, mit
Potenzen h;; von paarweise teilerfremden Primpolynomen aus K[t]. Fordert man Nor-
miertheit, so ist diese Zerlegung echt eindeutig. Wendet man nun Lemma 10.12 an, so
erhélt man die Existenz einer Weierstra3-Normalform. Fiir den Beweis der Eindeutig-
keit (bis auf Reihenfolge) muss gezeigt werden, dass durch die Invariantententeiler von
By, .. h,, die Primpolynompotenzen hi,...,h,, bereits eindeutig festgelegt sind. Wir

verweisen an dieser Stelle auf die Literatur. O

Beispiel 10.14. Sei

Die Gaufdiagonalisierung tiber euklidischen Ringen aus Satz 9.31 ergibt angewendet auf

Py die Invariantenteiler
* Cl(A) =1, CQ(A) =1, C3(A) = (t—3), C4(A) = (t— 3)2(t - 2)7 d.h.

e hi=c3(A)=t—3, hg=(t—3)2=1t>—6t+9, hg =1t —2 (cy(A) = hah3).
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Nach Satz 10.3 ist A = By, h, n, mit der Weierstrafi-Normalform

310 0o
0l0 —9]0
Buinahs = | o117 6 |0
0lo o0 |2

Bemerkung 10.15. Die nach der Weierstraff-Normalform zu A € M (nxn, K) gehoren-
den Polynome hy, ..., h, € KIJt| heiffen Weierstrafische Elementarteiler von A dber

K. Diese sind genau die Primpolynompotenzen, welche in der Primfaktorzerleqgung der
nicht-konstanten Invariantenteiler von A auftreten. Fasst man daher A als Matriz tiber
einem Erweiterungskorper E von K auf, so besitzt A im Allgemeinen andere Weierstraf-
Elementarteiler iber E als iber K, d.h. die Weierstrafl-Normalform hdngt von K ab.
Demgegeniiber dndern sich die Invariantenteiler und damit die Frobenius-Normalform

nicht beim Ubergang von K zu E.

Wir wollen schliefllich die Jordan-Normalform einer Matrix A € M (n xn, K) herleiten.
Diese gilt, falls x4 in Linearfaktoren zerfillt, wenn also K ein Zerfillungskorper von x 4
ist, und insbesondere, wenn K algebraisch abgeschlossen ist. Im Falle eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers K kommen als Weierstra-Elementarteiler einer M (n x n, K)-

Matrix nur Polynome der Form (¢t — A\)! (1 <1 < n) in Frage.

Lemma und Definition 10.16. Seien A € K und g = (t — \)! € K[t] mit | € N. Dann
gilt

A 0
By~ | ' — T\ € M(I x 1, K).
0 1A

Die Matriz J (A, 1) heifit Jordan-Matriz dber K .

Beweis. Fir J = J (A1) ist
Py = B e M(Ix I, K[t]).

Satz 5.4 (D8)

und
Satz 315 di(P7)=(t— N\, d.h 4 (TJ) = (t— M)
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Ferner gilt fiir die (I — 1) x (I — 1)-Streichmatrix, die durch Weglassen der ersten Zeile
und letzten Spalte aus P hervorgeht,

-1 t—A 0
. ) (D8)
det - - Satz 5.4 (‘Ul_l-
e

0 -1
= El_l(Pj) =1 = El(Pj) =...= EZ_Q(PJ) = 1, d.h. dl(j) == dl_l(j) = 1. Nach
Lemma 10.7 gilt damit dy(B,) = di(J) fir alle k € {1,...,l}. Die Behauptung folgt
nun aus dem Invariantenteilersatz. O

Satz und Definition 10.17. Sei A € M(nxn, K) eine Matriz, deren charakteristisches
Polynom xa tber K in Linearfaktoren zerfdllt. Dann gibt es bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmte Jordan-Matrizen Jy = J(A1,01), v In = T (Am,lm) tber K, so

dass

T 0
A= = J.
0 TIm
Hierbei sind die A1, . .., Ay, die (nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen) Eigen-

werte von A. Die Matriz J heifit Jordansche Normalform von A. Die Matrizen J; heifen
Jordanblécke (oder Jordankdstchen).

Beweis. Es gilt x4 = dp(A) = c1(A)---cn(A). = c1(A),...,cn(A) zerfallen in Linear-
faktoren. = Alle Weierstra3-Elementarteiler h1, ..., h,, sind Potenzen von linearen Poly-
nomen h; = (t— ;)% fiir ein \; € K und ein [; € N. Wegen hy - - - hy, = c1(A) - - - cp(A) =
dn(A) = x4 sind nach Satz 6.19 (ii) die \; gerade die Eigenwerte von A. Setzen wir nun
Ji = T\, li), so git By, = J; fur i« = 1,...,m nach Lemma 10.16. Zusammen mit
Satz 10.13 folgt

T 0
A= )
0 TIm
Die Eindeutigkeit von [J1, ..., Jm folgt bis auf die Reihenfolge aus der Eindeutigkeit der
Weierstraf3-Elementarteiler hq, ..., by, in der Weierstra3-Normalform. ]

Bemerkung 10.18. Die Jordan-Normalform von A ist eine untere Dreiecksmatriz, auf
deren Hauptdiagonale nur Figenwerte von A stehen. Es ist oft zweckmdf$ig, Jordanblicke,
welche zum selben Eigenwert gehoren, jeweils entlang der Diagonale zu gruppieren. Da
man fir diese Umordnung dieselben Zeilen- und Spaltenvertauschungen durchfiihrt und

(ZV (i, 5))~t = ZV (i,5), bleibt die umgeordnete Version dhnlich zur vorherigen.
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Algorithmus (Jordan-Normalform).
Eingabe: A € M(N x n, K) mit x4, welches in Linearfaktoren zerfillt.
Ausgabe: Jordan-Normalform von A.

(1) Bestimme die nicht-konstanten Invariantenteiler gy, ..., g, von A.

(2) Bestimme deren Primfaktorzerlegung

gi = (t — Xi0)™(t — Nig)™i2 L (= g, )™k

0 j()\rkra mrkr)

(4) Gruppiere Jordan-Matrizen zu gleichen Eigenwerten zusammen.

Beispiele 10.19. (i) Wir betrachten nochmal die (4x4)-Matriz A aus Beispiel 10.14,
wo wir die Weierstrafl-Elementarteiler hy =t — 3, ho = (t — 3)? und hz =t — 2
ermittelt hatten. Damit gilt

3000
J(3,1) 0 0 3 00
A%Bhl,hmhsz j(3,2) = 01 3 0
0
000

(ii) Fir die (3 x 3)-Matriz A aus Beispiel 10.10 (i) hatten wir die Invariantenteiler
c1(A) = c2(A) = 1 und c3(A) = (t — 2)3 bestimmt. Damit ist (t — 2)3 der einzige

Weierstraf3- Elementarteiler und

2
A= J2,3) =] 1
0

= N O
N OO

(i13) Fir die (3 x 3)-Matriz B aus Beispiel 10.10 (ii) hatten wir die Invariantenteiler
c1(A) =1, c2(A) =t — 2, c3(A) = (t — 2)? hergeleitet. Damit ist

2
B%<J<2,1> 0 )_ 0
0

—_= N O

0
0
2
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Bemerkung 10.20. Eine Matriz A € M(n x n,K) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn die zugehorige Jordan-Normalform existiert (also x4 tber K in Linearfaktoren
zerfillt) und Diagonalgestalt hat. Denn es treten genau dann ausschliefilich (1 x 1)-
Jordanblocke auf, wenn der n-te Invariantenteiler c,(A) nur einfache Nullstellen hat
(wegen c1(A)|ca(A)|. .. |en(A) gilt dies dann auch fir alle nicht-konstanten Invarianten-
teiler); da c,(A) = pa nach Satz 10.11 folgt die Aquivalenzaussage dann aus Satz 6.36.
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