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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien N, (X,,)nen stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit N(Q) C N und dP*" = f,d\ fiir n € N. Zeigen Sie

(a) Sy := 3" | X,, ist messbar,
(b) die Funktion

g(x) = ZP(N =n)(fix...x fn)(2)
n=1

ist eine Lebesguedichte von PN,

Aufgabe 2 (4 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Verteilungsklassen auf Faltungsstabilitét.
(a) {N(0,0?): 0% > 0}, die Klasse der Normalverteilungen mit Erwartungswert 0.
(b) {Exp(\) : A > 0}, die Klasse der Exponentialverteilungen.

Eine Klasse M von Verteilungen heif$t stabil unter Faltung, wenn fir alle u,v € M gilt, dass
pxveM.

Zur Erinnerung: Die oben genannten Verteilungen sind gegeben durch ihre Dichten

T — 2
(o) (@) = (V270?) " exp < - (202’“‘)) und

JEap) () = Aexp(=Ax) g o) (7).

Aufgabe 3 (4 Punkte). Bezeichne mit & die Produkttopologie auf R[9:°°) yund definieren folgende
o-Algebren (Produkt- und Borel-o-Algebra):

X BR) = o(m; (At € [0,00), A € B(R))

te(0,00)
BRIO>)) .= 5(0]0 € 0).

1. Zeigen Sie, dass

Q) BR) = {x;"(A7)|J C [0,00) abzéihlbar, A” € B(R’)}
te[0,00)

2. Zeigen Sie, dass A € @Qejp o) Z(R) und A C C([0,00)) impliziert, dass A = (. Hierbei
bezeichne C([0,00)) die stetigen Funktionen von [0, 00) nach R.
3. Zeigen Sie weiter, dass Einpunktmengen {w} € Z(RI>) fiir w € R,

4. Zeigen Sie, dass @[, o0) B(R) C B(RI02)) eine strikte Inklusion ist. Ist dies ein Wider-
spruch zu Lemma A.577



Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die Produkttopologie € auf RI9%) durch die grobste Topolo-
gie, sodass alle Projektion m : RO SR, ¢t e [0,00), stetig sind, charakterisiert werden kann.

Definition 1. Eine Familie von reellwertigen Zufallsvariablen (Xi)yc(0,00) auf (2,7, P) heifit
Brownsche Bewegung, falls:
1. Fiir jede Wahl von 0 =t < t1--- < t,, gilt, dass X3y, =0 und (X¢, — Xy, ,), i =1,...,n
unabhéngig und N (0,¢; — t;_1) verteilt sind.

2. Fiir jedes w € Q ist t — X;(w) stetig.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2,.#, P) und
einer Familie von Zufallsvariablen (X¢)e(0,00], die 1. aus Definition 1 erfiillen. Definieren Sie dafiir
Q=RO0O® 7= Qtefo,00) Z(R), X¢ = m; die Projektion auf die t'te Komponente. Definieren
Sie nun tber einen projektiven Limes das zugehorige Mafs P. Betrachten Sie dafiir fiir n € N die
Abbildung S, : (z1,...,2,) — (z1,21 + x2,..., 21 + -+ + ) und fir {¢1,...,t,} C [0,00) mit
|J| = n das Mafs

PJ = (Sn)* ®:-L:1 N(O,ti - tifl), to = 0.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte). Sind X und Y unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen mit
Dichte fx und fy bzgl. A\. So hat X + Y die Dichte fx * fy gegeben durch

fx # fy (@) = /IR Fx (@) fr (@ — y)A(dy).



