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Aufgabe 1 (4 Punkte Bonus). Zeigen Sie, dass eine Folge (X,)nen genau dann gleichgradig
integrierbar ist, wenn

lim limsup E[| X, |1 x, >} = 0. (1)

k—oo p—soco
Folgern Sie damit Korollar 27.
Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (2,.%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;,),>1 eine Folge in

. Es sei o o o
limsup A4, := ﬂ U Ag I%rr_ljcngn = U ﬂ Ag.

n—oo n=1k=n n=1k=n

Zeigen Sie, dass gilt:

liminf A,, C limsup A4,
n—00 n—00

P(liminf A,) <liminf P(A,) < limsup P(4,,) < P(limsup 4,)

n—00 n—00 n—o0 n—o0

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei A > 0 und fiir jedes n € Ny sei X, eine Poisson-verteilte Zufallsvari-
able zum Parameter A. Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Borel-Cantelli, dass

P| Fiir unendliche viele n gilt X,, > n] = 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Nennen Sie jeweils ein Beispiel und ein Gegenbeispiel von reellwertigen
Zufallsvariablen (Xp,)nen und einer Menge A € #(R) fiir die folgenden Identitéten:

1. P({limsup X,, € A}) = P(limsup{X,, € A}).
n—oo n—oo
2. P(limsup{X,, € A}) =limsup P({X,, € A}).
n—00 n—00

3. limsup P({X,, € A}) = P({limsup X,, € A}).
n—oo

n—oo

Aufgabe 5 (4 + 2 Punkte). Sei Xi, Xs,... eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P), %, := o(X,,) fiir alle n und S, := >, _; Xj. Zeigen
oder widerlegen Sie durch Gegenbeispiel, dass die folgenden Ereignisse terminale Ereignisse sind,
also in der terminalen o-Algebra liegen.

1. {we Q| Xp(w) =0} fir ein n € N,

2. {w € Q| X,(w) =0 fiir ein n € N},



. A{w € Q| X;,(w) = 0 fiir endlich viele n € N},
. A{w € Q| Sp(w) = 0 fiir endlich viele n € N},
. Aw e Q| (Xp(w)), enthilt eine monoton wachsende Teilfolge},

S Ot = W

. {w € Q| limsup Sy, (w) > lirginf Sp(w)}.

n—oo

Hinweis: Jeder Teil dieser Aufgabe gibt einen Punkt. Damit sind hier 2 Bonuspunkte mdoglich.



