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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass fiir alle quadratintegrierbaren Martingale M, dh.
E [an] < oo fiir alle n € N, und m < n folgende Aussagen gelten:

i) Bl(M, — Myn)? | Fl = BIM2 — M2 | 7).
it) B[(M, — M)?) = E[MZ] — E[MZ].

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei T eine Stoppzeit. Zeigen Sie folgende Aussagen
i) Die o-Algebra der T-Vergangenheit, definiert durch

Fr={Ae Ad|AN{T =n} € %, fir alle n € N}

ist eine o-Algebra.
ii) Fiir die Stoppzeit T' = n stimmt diese mit .%,, {iberein fiir alle n € N.

iii) Sind T und S Stoppzeiten mit T' < S, so gilt Zr C Fg.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien Xi, Xo, ... i.i.d. Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und 0 < E[X?] <
0o. Verwenden Sie das 0-1-Gesetz von Kolmogorov und den zentralen Grenzwertsatz, um zu
zeigen, dass fast sicher

. Sn
lim sup —

n—00 \/ﬁ

=0

gilt, wobei Sy, == p_; Xk.

Hinweis: Verwenden Sie das Lemma von Fatou.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Geben Sie fiir einen wiederholten Miinzwurf (mit fairer Miinze) einen
Wahrscheinlichkeitsraum an und zeigen Sie, dass der Prozess (M,,)nen, der die Summe der
Auszahlung X = (X,)neny von 1 bzw. —1 beschreibt, ein Martingal bzgl. seiner Filtration ist.
Das Spiel endet, wenn die Auszahlung von a € N erreicht ist. Ist das gestoppte Spiel immer noch
ein Martingal? Was lisst sich iiber die Konvergenz (fast sicher und L') des gestoppten Spiels
aussagen?



