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Einfiihrung

Diese Vorlesung ist eine Fortfiihrung der Vorlesung Wahrscheinlich-
keitstheorie aus dem Wintersemester 17/18 und aus dem Sommer-
semester 2022. Nun schliefit die Vorlesung direkt an die Stochastik I
an, so dass das Skriptum deutlich verandert wird. Das alte Skriptum
kann aber als gute Ergdnzung zu diesem genutzt werden.

Dieses Skriptum ist vorldufig ! Es enthilt offensichtlich noch viele
Fehler — also bitte mit dem entsprechenden Fingerspitzengefiihl lesen.
Fiir Riickmeldungen sind wir nattirlich duflerst dankbar und wiirden
uns tiber eine Email an das Sekretariat Stochastik.

PS: Auf dem Titelblatt eine zwei-dimensionale Brownsche Bewe-
gung, erstellt mit dem im wesentlichen drei Zeilen umfassenden
R-Code aus Beispiel 83.

Thorsten Schmidt
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Ein sehr kurzer Ausflug
in die MafStheorie

Im Gegensatz aus der Vorlesung vom letzten Jahr soll dieses Jahr die
Mafstheorie nur einen kleinen Teil der Vorlesung einnehmen. Die de-
taillierte Ausarbeitung wurde deswegen in den Anhang verschoben
und das Skriptum startet nur mit einem kurzen Ausschnitt.

Zentrale Aussagen dieses Kapitels:
* Grundlegende Definitionen.

¢ Darstellung eines Wahrscheinlichkeitsmafles durch seine Vertei-
lungsfunktion

¢ Hilfsmittel zur Messbarkeit, Erzeugendensysteme, Messbarkeit
von Kompositionen von Abbildungen

* Approximation von messbaren Abbildungen
¢ Das Integral und zugehorige Regeln
¢ Die Konvergenzsitze

e [P-Rdume und Konvergenz in L.

Die Entwicklung eines prézisen Begriffs fiir Wahrscheinlichkeit
hat die Mathematiker sehr lange beschiftigt. Es war die Idee von
Andrei N. Kolmogorov (1903-1987) das Hilfsmittel ,Maf$” aus der
Analysis hierfiir zu verwenden und Zugang zu der méchtigen Maf3-
Integrationstheorie von Henri L. Lebesgue (1875-1941) zu erlangen.

Aus diesem Grund sind die Begriffe Mafi und Integral fiir Stochasti-
ker besonders wichtig. Im Unterschied zur Analysis, beziehungswei-
se zum Lebesgue-Maf3 auf R", sind wir allerdings stets an endlichen
Magen (u(Q)) = 1) interessiert, aber mit einem beliebigen Q).

Abbildung 1: Andrej Nikoljewitsch
Kolmogorov - Foto by Konrad Jacobs
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Motivation und Uberblick

Das klassische Beispiel einer o-Algebra ist die Borel o-Algebra Z(R).

Sie wird von abzdhlbar vielen Mengen erzeugt: etwa von den Inter-
vallen (4, b] mit rationalen Intervallgrenzen. Diese Menge ist kein
Ring, sondern lediglich ein Halbring®. Wir werden hierauf im Kern-
text nicht genau eingehen, aber im Anhang die komplette Theorie
entwickeln.

Fiir die Erzeugung der Borel o-Algebra muss man eigentlich
lediglich wissen, was offene Mengen sind, denn #(R) wird auch
von allen offenen Mengen erzeugt. Man kan demnach allgemein auf
topologischer Rdumen arbeiten. Ein topologischer Raum? (Q), O) ist ein
Raum Q) versehen mit einer Menge O C Z2(Q), wobei die Elemente
von O als offen bezeichnet werden, so dass

(i) 9,0€0
(ii) der endliche Schnitt von offenen Mengen ist wieder offen
(iii) die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Hat man z.B. einen metrischen Raum (etwa die stetigen Funktio-
nen tiiber [0, 1] versehen mit der Supremumsnorem), so induziert dies
eine Topologie tiber die Menge der offenen Kugeln.

Elementare Strukturen

Sei ) eine (beliebige) Menge. Betrachten wir fiir einen Moment

Q = [0,1]. Wir ordnen jedem Intervall die Wahrscheinlichkeit
P((a,b]) = b — a zu. Angenommen 3 wir wollten dieses Maf} auf
alle Teilmengen von [0, 1] ausdehnen, so dass (i) P(Q}) = 1, P ist
o-additiv fiir paarweise disjunkte Mengen, so kann man zeigen, dass
keine solche Erweiterung existiert! Es sind einfach zu viele Mengen.
Emile Borel entdeckte, dass wir dies aber auf einer kleineren Menge
tun konnen. Mit & (Q)) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen
von Omega.

Definition 1. Eine Menge .# C Z(Q) heif8t o-Algebra, falls fiir alle
A, A1, Ay, ... € F gilt, dass

(i) ogeF
(i) A°eZF
(i) UY A, €7

Es ist sehr niitzlich die von einer bestimmten Menge erzeugte
o-Algebra zu betrachten (etwa die von den Halbstrahlen erzeugte
Borel o-Algebra). Die grundlegende Eigenschaft hierfiir ist, dass der

* Siehe Anhang, Definition A.8.

2 +— topologischer Raum (Q), O)

3 Dies fiihrt zum beriihmten Banach-
Tarski Paradoxon.
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Schnitt von (beliebig vielen) o-Algebren wieder eine o-Algebra (—

Ubung) ist.
Dann# kann man fiir ein C C 22(Q) die von C erzeugte o-Algebra 4 Ein wichtiges Konzept: Wir erzeugen
definieren durch eine o-Algebra aus einer deutlich

einfacheren Menge C.

0(C)=(){Z 2 C: Zisto-Algebra}. ()

Definition 3. Sei (), O) ein topologischer Raum. Dann heifSt
A(Q) = 0(0O) die Borel-o-Algebra auf (3, O).

Hat O eine abzihlbare Basis5 C, so ist ¢(O) = ¢(C). (— Ubung). 5 Eine Menge C heift Basis des topolo-
Insbesondere erzeugt C = { (—oo, x] x € Q} die Borel-o- Algebra gischen Raumes (Q), (’).),.falls su:h.]ed.e
. e qs [ offene Menge als Vereinigung beliebig

A(R). Das gilt auch fiir die 2-Punkt-Kompaktifizierung vieler Mengen aus C schreiben lasst.

R=RU{—00,00}.

Oft gibt es geeignete, einfache erzeugende Systeme, etwa Mo-
notone Klassen oder Dynkin Systeme, siehe Definitionen A.4 und
As.

Mafse

Nun kommen wir zu dem wichtigen und zentralen Begriff Mafs.

Im Gegensatz zur Analysis sind wir an Mafsen interesssiert, die
endlich sind, genauer: Wahrscheinlichkeitsmafie sind auf 1 normiert,
d.h. P(Q) = 1. Fiir allgemeinere MaBle nehmen wir oft das Symbol p.

Definition 4. Sei .% eine o-Algebra und y : # — R>¢. Gilt fur
paarweise disjunkte (A;) € .F
) p(2)=0

[e.9)

(i) M( Y. Ai) =) Hu(A)
i=1 i=1
so heifst u Maf.
i heift endlich, falls 1 (Q)) < co und o-finit, falls es (An)neN €
F gibt, so dass Y,y An = Q und p(A,) < oo, fiir alle n € N.

Die Eigenschalft (ii) heif$t c-Additivitdt und ist charakteristisch fiir
ein Mafs. Fiir einen Wahrscheinlichkeitsinhalt lassen sich nur endliche
Vereinigungen bilden. Die o-Additivitat erdffnet allerdings die Tiir zu
Grenzwerten.

Im Anhang werden einige Eigenschaften von Mafien bewiesen,
auf die an dieser Stelle verwiesen wird. Wichtig ist zum Beispiel die
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Stetigkeit von Mafen, die man unmittelbar aus der o-Additivitat
ableiten kann.

Zunichst erhilt man leicht (siehe Lemma A.9) dass fiir die Ver-
einigung von Mengen Ay, ..., A, eine Darstellung iiber disjunkte
Mengen existiert, d.h. es gibt By, ..., B,, paarweise disjunkt, so dass

n n
U4i=) B
i=1 i=1

Hiermit erhélt man Stetigkeit von unten (bzw. oben) eines MafSes:
Sind A; € A; C ... messbare Mengen, so gilt6

[0}

P(|J Ai) = lim P(A)). 5)

) i—00
i=1

MafSe auf R

Wir konnen das Lebesgue-Maf8 A eindeutig auf #(R) definieren
durch
A((a,b]) =b—a, a,b € Qmita <b.

Die abzdhlbare Menge der links offenen und rechts abgeschlossenen
Intervalle mit rationalen Randpunkten erzeugt die Borel o-Algebra.
Sie bildet einen Halbring, siehe Definition A.8. Die eindeutige Fort-
setzung des Lebesgue-Mafses von diesem Halbring auf die Borel
o-Algebra kann mit Hilfe von Theorem A.22 erledigt werden. Wie
man im Anhang sieht, benotigt dies jedoch einige Arbeit !

Ebenso erhalten wir eine Charakterisierung aller Wahrscheinlich-
keitsmafle auf B(R).

Satz 6. Eine Funktion P : (R) — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf
genau dann, wenn es eine wachsende rechtsstetige Funktion F : R —
[0,1] gibt, so dass

P((a,b]) = F(b) — F(a), a,beQ,a<b.

Offensichtlich ist P eindeutig durch F bestimmt! Den Beweis
fiihren wir als Ubungsaufgabe.
Fiir uns wichtig werden Verteilungen, also Bildmafse sein.

Definition 7. Ein Tupel (Q),.%) heifit Messraum, falls .# eine o-
Algebra auf Q) ist. Dartiber hinaus heifit das Tripel (Q),.Z, u) heifit
MafSraum, falls zusétzlich y MaB auf (Q), %) ist.

¢ Siehe Satz A.14.
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Definition 8. Sei (Q), ., i) ein Mafiraum, .#' eine o-Algebra auf ().
Eine Funktion f : Q — () heifit .#-F -messbar, falls

fY(A) € Z furalle A € 7.
Fiir ein solches f heif3t fyp : #' — R U {o0}, definiert durch
far(A) = u(fH(A)) = plweQ: flw) € &), A eF

Bildmaf$ von y unter f.

Man zeigt leicht, dass fzpu wieder ein Maf3 ist. Es ist die so genann-
te Verteilung der Zufallsvariablen f. Die von f erzeugte o-Algebra

o(f) = fH(F)
ist in der Tat eine o-Algebra. Ebenso gilt fiir (¢”') = %/, dass
o(fH(¢") = fH(e(¢")).
Ist (Y, 7') = (R,#(R)), so heidt f reellwertig und ist f .#-%(R)-

messbar, so nennen wir f Borel-messbar.

Messbarkeit ist ein wichtiger Begriff, so dass wir ein paar Rechen-
regeln wiederholen. Wir schreiben R = R U {—o0, 00}.

Lemma 9. Seien (Q), #), (OO, F'), (', F") Messriiume und f : Q) —
Q, sowie g: O — Q.
(i) F'=0(€') = fmessbar & f~1(¢") C .F
(ii) f,g messbar = f o g messbar
(iii) stetige Abbildungen sind messbar bzgl. der Borel-o-Algebra.

(iv) Eine reellwertige Funktion f ist genau dann messbar, falls

{w: flw)<x}eZF VYxeQ

n
(v) f= Z cill 4, ist messbar falls Ay, ..., Ay € F.
i=1

=

(i) f,g:Q — Rmessbar= f-g, a-f+b-g, é]l{g#)} messbar
(a,b € R)

(vii) Sind f1, fo, - : Q — R messbar, so auch

sup fu,inf f,, limsup f,,, liminf f,,.
n i n i

Im Englischen nennt man das Bild-
maf3 push-forward. Sind die o-Algebren
aus dem Kontext klar, so nennt man f
einfach mefibar.

Fiir den Begriff Stetigkeit reicht es, auf
topologischen Rdumen zu arbeiten:
Dort sind Funktionen stetig, wenn die
Urbilder offener Mengen wieder offen
sind.
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Am interessantesten ist wohl der Beweis fiir die Messbarkeit von
sup,, fu:

{w:sup fu(w) <x} = [ {w: fu(w) <x} € Z.
T o

Approximation von messbaren Funktionen

Eine wichtige Eigenschaft messbarer Funktionen ist, dass sie stets
durch einfache Funktionen approximierbar sind: Wir betrachten
f > 0 und setzen

(& <f<Bh, j=0,..,n-2"-1
{f>n), j=n-2n.

jm

Unsere Apprxoimation ist
n2" ]
fn = ;]271{14],”}-
j=

Dann gilt f,;, 1 f. Dies ist der Schliissel zum Integral! Wir definie-
ren fiir einfache Funktionen

n n n
/fdﬂ = / Y cilady = Zci/ du =) cip(A;)
i=1 i=1 A i=1
und fiir messbare, nicht-negative Funktionen und f, 1 f
/fdpt = }}i_r)rgo/fndy = sup{/gdy : g einfachund 0 < g < f}

Dieses Integral konnen wir fortsetzten, falls mindestens ein Inte-
gral [ ftdu, [ f~du endlich ist.

Dieses Prozedere kann man auch auf allgemeinere Situationen
iibertragen: Das Bochner-Integral ist fiir Banachraum-wertige
Zufallszahlen definiert. Es gibt noch weitere Verallgemeinerungen
wie das Pettis-Integral, wozu ein schwacher Messbarkeitsbegriff
eingefiihrt wird. Erste Definitionen und Beispiele finden sich
beispielsweise auf Wikipedia.

Dann definieren wir
L) = {f:QH@:/|f|dy<oo} (und analog LF)

Leider hat dieser Raum schlechte Trennungseigenschaften: Gibt es
eine nichtleere Null-Menge, so gibt es immer verschiedene mefSbare

Eine zentrale Eigenschafte: Mefsbare
Funktionen sind monoton durch
einfache Funktionen approximierbar.

Natiirlich ist
/cIlAdy = cu(A).

und hieraus entsteht sofort das Integral
fur einfache Funktionen.
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Funktionen, die den Abstand Null haben. Um das zu beheben be-
trachtet man Aquivalenzklassen, siehe auch Abschnitt V1.2 in Elstrodt
(2013) 7.

Auf den messbaren Funktionen kann man folgende Aquivalenzre-
lation einfithren: f ~ g falls P(f = g) = 1. Die hierdurch erhaltenen
Aquivalenzklassen definieren die LP-Rdume. In der Notation machen
wir dies durch die Unterscheidung £ und L kenntlich. Im Folgen-
den kiirzt f.s. fast sicher ab, etwa f < g f.s. ist gleichbedeutent mit
u(w e Q: f > g)=0.Meist ist dies auch aus dem Kontext klar und
wir lassen das f.s. weg.

Satz 10. Erste Eigenschaften:

(i) f<g(fs)= [fdu< [gdu
(i) | [ fdu| < [|f]du (Dreiecksungleichung)
(iii)  [(af +bg)du = [ fdu+0b [ gdp (Linearitit)

(iv) f=0(fs)= [fdu=0
(v) [ fdu <oco= f < oo(fs.)
i) 0< futf= [fadut [ fdp. (Monotone Konvergenz)

Diese Eigenschaften erhalt man recht direkt aus der Definition des
Integrals. Als Ubung beweisen wir den Substitutionssatz

Satz 11. g € El(f#]/l) =gofe El(.”) und

/gOfdﬂ = /gd(f#u)-

Beweis. Es gentigt, die Aussage fiir einfache nicht-negative g zu
zeigen. Der allgemeine Fall folgt durch Approximation.

Seig=3Yiqcila = gof=Yi,cl{sea,, also

i ci fan(A;) = /gd(f#y). O

i=12

/gofdﬂz éci?‘(feAi) =

Konvergenzsiitze fiir das Integral

Augerst wichtig sind die folgenden Konvergenzsitze. Sie sind ein
unerléssliches Hilfsmittel in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

7 Jurgen Elstrodt. MafS-und Integrations-
theorie. Springer, 2018

Die LP-Rdume sind die Aquivalenz-
klassen der integrierbaren Funktionen.
Fiir p > 1 erhdlt man einen metrischen
Raum der vollstandig ist (Banachraum),
mit p = 2 sogar einen Hilbertraum.

So wird man viele Aussage fiir
Integrale beweisen konnen: Zunéachst
die Aussagen auf einfachen, nicht
negativen Funktionen zeigen und dann
durch Approximation das Resultat auf
die Integrale iibertragen.
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Theorem 12 (Monotone Konvergenz). Sei (Q), %, u) MafSraum,
fu > 0und f: Q — R messbar mit P(f, 1 f) =1 =

,}grgo/fndﬂ = /fdﬂ-

Beweis. Folgt direkt aus der monotonen Konvergenz (Teil (vi) in Satz
10) mit

gn = (f = fu)Liwe:fu(w)tf(w)}- O

Theorem 13 (Fatou). Sei (Q, Z,u) Mafraum f1,f,...: Q@ — R
nichtnegativ und messbar. Dann gilt

lim inf / fod 2 / limin fydy.

Beweis. k> n = fi > infy>y fm, so dass
inf / du > / inf fd.
inf fedp = ,;gnfn [
Fiir n — oo erhalten wir
inigé [ e = sup [ intfdr = [ igniné o

wegen monotoner Konvergenz ( ]:r>1f f T ligg inf fn)- O
>n

Theorem 14 (Majorisierte Konvergenz). Sei (Q), %, u) Mafraum und
£,8 (fu)n>1 : Q — R messbar. Sei |f,| < g f.s. und lim, e fn = f,
g € L(n).

Dann gilt

,}grgo/fndu = /fdﬂ~

Beweis. Ohne Einschrankung sei |f,| < ¢ Yw € Q =-. Zunichst
erhalten wir mit Fatou, dass (g + f, > 0)

/(g + fldu < li,gicgf/(g + fa)dp = /gdﬂ + li,ggglf/fnd# (1)

Umgekehrt erhalten wir
/(g — fldu < /gdu — lim sup /fndu- ()
n—o0

Beides zusammen liefert

(1) )
/fdy < lirginf/fnd‘u < limsup/fndy < /fdy. O
n—oo n—co

Das Lemma von Fatou kommt mit
den geringsten Voraussetzungen
aus (lediglich nicht-negativitat, also
eine untere Schranke wird gefordert).
Allerdings erhilt man auch nur eine
schwichere Aussage.

Die Beweisidee ist Fatou auf g+ f, ¢ — f
anzuwenden.
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Die LP-Riume

Nun lernen wir eine wichtige Klasse von Metriken und damit Topo-
logien fiir Zufallsvariablen kennen: Die LP-Rdaume. Sie sind auch ein
wichtiges Beispiel in der Funktionalanalysis, insbesondere da man
die Dualrdume sehr explizit beschreiben kann. Fiir uns werden sie
vor allem einen ersten Konvergenzbegriff von Zufallsvariablen erzeu-
gen. Um den Funktionalanalytischen Charakter zu betonen sprechen
wir zundchst von (messbaren) Funktionen - das sind aber natiirlich
spdter unsere Zufallsvariablen.

Wir definieren fiir 0 < p < co die Halbnorm

Iy = ([ 1fra) "

auf dem Raum der p-fach integrierbaren Funktionen
LP(u) = {f : Q = R messbar mit ||f||, < oo}

Dieser Raum ist vollstdndig, aber da es mehrere Funktionen mit
| fll, = 0 gibt, sind Limiten nicht eindeutig bestimmt. Man geht

deswegen zu dem Quotientenraum?

LP(u) := LF(#)/Np

mit N, = {f : || ||, = 0} tiber. Dieser ist ein Banachraum fiir p > 1.

Fiir p = oo erhilt man in gewissem Sinne Funktionen die be-
ztiglich jeder LP-norm integrierbar sind - dass sind beschrédnkte
Funktionen. So definiert man den Raum der (fast sicher) beschriankte
Funktionen L*(u) durch die Norm

[ flleo = inf{K: u(|f] > K) = 0}

(ebenfalls ein Banachraum).

Ahnlich geht man in die andere Richtung vor: Fiir p — 0 fallen
alle Beschrankungen weg und man definiert den Raum L°(y) als den
Raum aller mefsbaren Funktionen.

Unter anderem gilt fiir f € £F(u) und g € L9(p), dass9

@) 0<pgr<ocound ;+i=1  |fgll-=Ifllylglly
(i) 1<p<oo: 1f+8llp < [l + llglly

Fiir weitere Details zu den LP-Rdumen siehe etwa Werner?°, Ka-
pitel 1.1 Beispiel (h). Auf den LP-Rdumen haben wir einen Abstand,
tiber welchen wir ganz nattirlich einen ersten Konvergenzbegriff fiir
Zufallsvariablen einfiihren kénnen.

# Das macht in der Regel keine Proble-
me. Allerdings ist etwa die Abbildung
f + f(x0) nicht mehr wohldefiniert.

9 Die Holder- und Dreiecksungleichung.

**D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000
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Definition 15 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge (fu)n>1 C
LP(u) konvergiert im p-ten Mittel, falls

Ifn = fllp — 0.

n—o0

Wir schreiben -
LP(u
fn n_fgo Ji:

Konvergiert eine Folge im p-ten Mittel, so auch im g-ten Mittel,
falls g < p. (Holder)

Wie bereits erwéhnt, ist LP (1), p > 1 vollstindig (jede Cauchy-
Folge konvergiert) und somit ein Banachraum.

Fiir die Behandlung des Hilbertraums L? sei auf Kapitel im
Anhang verwiesen.



Wahrscheinlichkeitstheorie

Nach dieser Einfithrung in die technischen Hilfsmittel, Mafs und In-
tegral, kommen wir nun zum Kern dieser Vorlesung: Zufallsvarblen,
deren Charakteristika und zugehorige Methoden wie Martingale und
Grenzwertséitze.

Grundlagen

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q),.%, P) und einen
Bildraum (€Y, #’). Eine Abbildung

X: Q-0

heiflt Zufallsvariable, falls sie .# — .#'-messbar ist. Wir schreiben

mit X 1(B) := {w € Q : X(w) € B} fiir die von X erzeugte
o-Algebra.
Das Bildmaf$ X4P gegeben durch™

X4P(B) = P(X"}(B)) : #' — [0,1]

heifit Verteilung von X. Haben X und Y die gleiche Verteilung (are
equal in law), so schreiben wir

&

X=Y.

Ein zentrales Hilfsmittel zur Beschreibung einer Zufallsvariable ist
die Dichte: Wir sagen X hat die Dichte f bzgl. des Mafies v, falls

P(X € A) = /Afdv, Ac g (1)

gilt. In unserer Notation mit dem Push-Forward ist das genau dann
der Fall, falls X4P = f - v.

" Vergleiche Definition A.25.
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Der Erwartungswert. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist
definiert durch

Emy:/xw, )

falls E[| X|] < co. Wir schreiben dann auch X € £!(P) (bzw. X €
L'(P) oder schlicht - falls es klar ist um welches Mag es sich handelt
-Xelh.

Ist zumindest eines der Integrale E[X "] und E[X | endlich,
so nennt man X quasi-integrierbar und definiert als Konvention
E[X] = +o0, womit dann auch der Erwartungswert wohldefiniert
ist. Ist keins der beiden Integrale endlich (zum Beispiel bei einer
Cauchy-Verteilung), so kann man mit dem Erwartungswert (und
allen hoheren Momenten) nicht viel anfangen.

Momente. Das k-te Moment der Zufallsvariablen X ist definiert
durch

mx (k) := E[X"], 3)

sofern das Integral wohldefiniert ist. Das Momentenproblem ist
die Frage inwieweit die Momente eine Verteilung genau festlegen:
Kenne ich alle Momente mx(k), k =1,2,... - ist die Verteilung genau
bestimmt . Die Antwort ist: Unter geeigneten Voraussetzungen, ja!
Siehe 2, Korollar 15.32.

Monotonie und Linearitit des Integrals liefern fiir Zufallsvariable
X, Y die wichtige Regel

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].
AuBlerdem gilt, dass 0 < X <Y = E[X] < E[Y].

Beispiele

Betrachten wir ein paar Beispiele - diese kennen wir schon aus der
Stochastik 1. Diese und viele weitere (und deren Anwendungen)
findet man z.B. auch in '3. Wir betrachten Zufallsvariablen mit Dichte
f beziiglich des Lesbesguemafes, siehe Gleichung 1.

e Exponentialverteilung: Wir schreiben X ~ Exp(A), falls A > 0 und
f(x) = Tpgsppre ™,

e Gleichverteilung: Wir schreiben X ~ U(a, b), falls a < b und

1
f(x) = Lixepapy P

siehe etwa spektrum.de - Lexikon der
Mathematik - Momentenproblem

2 Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Springer, 2013

3 C. Czado and T. Schmidt. Mathema-
tische Statistik. Springer Verlag. Berlin
Heidelberg New York, 2011
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* Normalverteilung: Wir schreiben X ~ N (u,0?), falls y € R, o > 0
und

e . )
Dann gilt, dass E[X] =  und Var(X) = ¢2. Ist y = 0 und 0 = 1, so
spricht man von einer Standardnormalverteilung.

Die von X erzeugte o-Algebra

Die von X erzeugte o-Algebra hat folgende besonders weitreichende
Eigenschaft:

Lemma 5. Sei X : QO — Q' eine Zufallsvariable. Z : Q) — R ist genau
dann o(X)-messbar, falls

Z=f(X)

mit f: OV = R F' — (R)-messbar.

Beweis. ,,<" Klar.
,=" Ohne Beschrankung der Allgemeinheit'4 sei Z > 0. 4 Ansonsten betrachte Z = Z+ — Z~.

(i) SeiZ=14, Acco(X)=3A € F' mit X 1(A') = A, also
Z = ]lA = ]lX*l(A’) = ]lA’ oX,

wir konnen also f = 1 4 wéhlen.

(ii) Mit Linearitdt erhalten wir die Aussage fiir einfache Z

(iii) Ist Z > 0 messbar, so gibt es einfache (2"),>1 T Zund Z, =
fnoX =

(sup fu)o X =sup fuo X =supZ, =Z
n n

und mit f = sup f,, sind wir fertig. O

Dieser Satz ist ein weiteres schones Beispiel fiir die bereits erwahn-
te Beweistechnik, mafstheoretische Resultate zunichst fiir Indikatoren
zu beweisen und dann messbare Funktionen durch einfache Funktio-
nen monoton zu approximieren.
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Wichtige Ungleichungen

Wir lernen nun einige wichtige Ungleichungen kennen.

Satz 6. Scien X, Y reellwertige Zufallsvariable. Dann gilt

(i) fiir alle monoton wachsenden f : R>y — R>q und ¢ > 0 so dass

fle) >0
Markov-Ungleichung
(€)
(ii) fiir E[X?] < oo, dass
P(|IX—E[X]| >¢) < Vargx) Tschebyscheff-Ungleichung
3

(iii) 0<p,gr<comity+i=1

Holder-Ungleichung
XY < [IXIlp [Ylq ?) p=q=2: Cauchy-Schwarz-Ugl.

(iv) 1<p<oo:
1X+ Yy < 1Xllp + 1Yy Minkowsld-Ugl.
(v) 0<p<l:

E[|X +Y[*] < E[|XI7] + E[[YP)
(wi) 0<p<qg Xell=

1XIlp < 11XIlq

Beweis. (i) Da f(¢) > 0und f(x) > 0 folgt fiir alle x € R>, dass

1 <1 =1 X
{xlze} = HA(=f@) = 1L 051}
F(lx))
< 71 X
= fle) {4}
F(lx))
<
= fe)

Durch Monotonie des Erwartungswertes folgt die Behauptung.

(i) Wir verwenden Y = X — E[X] und f : R5g — Rxg : x > x2
(monoton auf Rxg) in (i)

(iii) Wir nutzen Konvexitédt der exponential Funktion: Da e* konvex
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ist, gilt fir x,y > 0

(xy)" = exp(rlogx +rlogy) = exp (% log x? + % logxq)

r r
Ty lop ror
gpx +qx (dap—i-q—l)
Das wenden wir an auf X’ = X! LY = Y und erhalten
1Ty YTy
P q
E[(X'Y')] < 1E[|X\p] fE[IYIq] _ryr_r_y
PoXl g iyl P 7
also
E[|XY']']
1> E[(X'Y)]= 21— 2
= v

und die Behauptung folgt.
(iv) Dieser Beweis ist trickreicher. Zunichst ist

et ylP = byl eyl < Qal leby P ] ey
und mit (iii)
E[IX] - [X +YP < [IX]lp - [1X + Y[PH
da mit % + % = 1. Hieraus folgt auch, dass (p — 1) - ¢ = p und
= p—1. Damit ist
1%+ Y17 = E[IX 4+ ¥1 D90 = x4 Y = x4y
q9— - p = p -
Das liefert
-1
E[IX+Y[P] = [IX+YIlp < (IXNp + Y1) - IX+ Y,
(v) Wir halten y fest und betrachten die Funktion
fx) = (x+y)P =P —yP.

Dann ist zundchst einmal f(0) = 0 (fiir alle y). Weiterhin ist die
Ableitung

i) = plx+y)'~ = pxr71 <0,
da x +y > y und die Abbildung x — x7 ist fallend firg =p -1 <

0. Damit ist also f(x) < f(0) und somit folgt die Behauptung.
(vi) Zunichst ist x — xP/9 konkav auf R, also folgt mit Satz 8

E[|X|P] = E[(1XI")"/7] < (E[|X]]))"/7

und wir sind fertig.

23
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Satz 8 (Jensensche Ungleichung). Sei g : R — R konvex und X € L.
Dann gilt

E[g(X)] = g(E[X])-
Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir jede Gerade a + bx tangential zu g
an x = E[X] gilt, dass P(g(X) = a+bX) = 1.

Beweis. Fiir eine konvexe Funktion f gibt es an jedem Punkt x eine
Tangente y — a + by, so dass

f(x) >a+bx V.

Wir betrachten diese unterstiitzende Gerade am Punkt E[X].

Dann ist
£(x) = FEX]) +b- (x—E[X]), also
E[f(x)] = F(E[X]) +b- (E[x] = E[X]) = f(E[X])
und die Behauptung folgt. O

Charakteristische Funktionen

Als ein wichtiges Hilfsmittel zur Charakterisierung von Verteilungen
erweisen sich Fourier- und Laplace-Transformierte. Damit spielen sie
eine wichtige Rolle z.B. fiir den zentralen Grenzwertsatz.

Definition 9. Ist X eine d-dimensionale Zufallsvariable, so heifst
¢ : R? — C, gegeben durch

¢(t) = E[e/")]

charakteristische Funktion oder Fourier-Transformierte von X.
Die Funktion £ : R? — Rx( U {0}, gegeben durch

L(t) = E[e” %)

heifst Laplace-Transformierte von X.

Satz 10. Es gilt
(i) |o(t)] <1 fiirallet € R und ¢(0) = 1.
(ii) @ ist gleichmdfSig stetig,

(iii)  @axip(t) = e px(at) 1€ R,bcRY,tcR?

]

Fiir eine konvexe Funktion existiert an
jedem Punkt eine Tangente, die von der
Funktion selbst dominiert wird.
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Beweis. (i) und (iii) sind klar.
Schreiben wir kurz tX = (t, X). Fiir (ii) verwenden wir, dass mit
majorisierter Konvergenz folgt:

. ) (i) .
\E[e“X'(e’thl)]] < \E[(e’thl)H —0,
h—0

also sup, g |@(t + 1) — @(t)| < |E[("X —1)]| —; 0/sodass ¢
gleich-mafiig stetig ist. O
Die charakteristische Funktion bestimmt das Maf$ P genau, wie
folgender Satz zeigt. Der Beweis ist mafStheoretischer Natur, basiert
aber darauf, dass wir fiir eine abgeschlossene Menge eine sogar
Lipschitzstetige Funktion finden konnen, die den Indikator 1 4 appro-
ximiert. Fiir ein Intervall [4, b] kann man sich das sehr gut vorstellen.

Wir verweisen auf Lemma 13.10 und Satz 13.11 in Klenke’>. Damit
erhalten wir folgenden Satz (Satz 15.8 in Klenke):

Satz 11. Ein endliches Maf y auf (R, B(IR)) ist durch seine charakteristi-
sche Funktion eindeutig festgelegt.

Beispiel 12. Folgende Beispiele sind wichtige Fourier-Transformierte:

(i) Fur X ~ B(n, p) ist
itX (1 k n—h itk it\n
Ee®®] =) ()P (=p) e = (1—p+pe)
k=1
(i) Fiir X ~ Poiss(A) ist

; pLEp it it
E[eltx} _ Z e*/\ieztk — e At — e/\(e -1)

(iii) Fir X ~ N (p,0?) ist zundchst
E[eitX] — E[eitwritaé]

mit & ~ N(0,1). Weiterhin ist

. 2 2
E[e] = Sdx—e

1 itx
— [ e
V2 /

und somit -
. ot
@(t) = exp (zty - T)
(iv) Ist X ~ Exp(A), so folgt

(] A
—tX —txy ,—Ax
E[e %] —/0 e Ae™Mdx = T

15 Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Springer, 2013
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Satz 13. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable.

(i) Ist X € LP, soist ¢x p-mal stetig differenzierbar und

o¥ (1) = E[(0)%e"™],  k=0,...,p
(i) Fiir X € L2 gilt
t2
e(t) =1 +itE[X] — EE[X2] +e(t) - £

mit e(t) — 0.
t—0

Beweis. (i) Da X € LF, existiert der Erwartungswert fiir k < p. Wir
nutzen Induktion: k = 0 klar. Gelte die Behauptung fiir ein k. Dann

ist
dk+1pitx tim (ix)kei(t-‘rh)x _ (ix)keitx < lim ‘x ethx _ 1‘

dtk+1 1 oo h ~ h=0 h

Nun ist
)2
o1 ik 0P
lim = lim ‘
h—0 n—0 h
hx|?
< bl tim (1 b+ P55 ) <
%

Und somit gibt es fiir % eine integrierbare Majorante. Damit
folgt

(p(kn)(t) _ E[%(ix)keitX} _ E[(iX)k+l€itX].

Ebenso folgert man Stetigkeit der Ableitung mit majorisierter
Konvergenz.

(ii) Die Taylor-Entwicklung mit Restglied liefert

X2
2

X =14 itX — (cos 011X + isin 65t X)

mit Zufallsvarialben 61,6, und [6;| <1, i = 1,2. Das ergibt
12
9(t) = 1+itE[X] — ZE[X?] +elt|*

mit 2¢e(t) = E[X?(1 — cos 01t X — isin 6t X)] ) wegen majorisier-
ter Konvergenz. O
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Konvergenzen

gleichgr. Integrierbarkeit

/—\J
fast

stochastisch L?

sicher \_/ ~_

entlang einer Teilfolge falls X konstant

in Verteilung

Wir werden nun verschiedene Konvergenzen kennenlernen: Die

fast sichere Konvergenz,

X, 55 X

n—o0

die stochastische Konvergenz
X, 25 X
und die Konvergenz beziiglich der L”(P)-Norm,

LP
X, — X.
n—oo

Etwas spiter lernen wir die schwache Konvergenz (auch Konvergenz
in Verteilung)

<
Xy — X
n—,oo

kennen.

Hierbei ist fast sichere Konvergenz der stirkste Begriff - Konver-
genz im klassischen Sinne fiir fast alle w € (). Die stochastische
Konvergenz ist deutlich schwacher und oft leichter zu erreichen.
Entlang einer Teilfolge erhalten wir wieder fast sichere Konvergenz.

Die LP-Konvergenz impliziert die stochastische Konvergenz, auch
sie ist starker als die stochastische Konvergenz, fordert allerdings
Existenz von p-ten Momenten. Unter gleichgradiger (uniformer)
Integrierbarkeit folgt sie aus der stochastischen und damit auch aus
der fast sicheren Konvergenz.

Die schwache Konvergenz, die wir spater kennenlernen ist etwas
anders geartet. Sie ist gar nicht auf einem festen Wahrscheinlichkeits-
traum definiert, folgt aber immer aus stochastischer Konvergenz falls
der Grenzwert konstant ist. Umgekehrt impliziert sie stochastische
Konvergenz.

In der folgenden Definition fithren wir die Begriffe ein.

27
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Definition 14. Seien X, X7, Xy, ... Zufallsvariablen in einem
separablen metrischen Raum (E, d).

G) Gilt
lim d(X,,X) =0 P-fs.,

n—o0

so konvergiert (X,,) fast sicher gegen X

(i) Gilt fur alle € > 0, dass

lim P(d(X,, X) > ¢€) =0,

n—o0

so konvergiert (X,,) stochastisch gegen X

(X - X).
n—o0
(iii) Sind X, (X,) reellwertig und gilt fiir p > 0, dass
lim E[|X, — X|"] =0,
n—oo

so konvergiert (X,,) in L (oder im p-ten Mittel) gegen X

Die wichtigste Konvergenzart ist hierbei die fast sichere Konver-
genz. Sie ist allerdings oft nur schwer nachzuweisen.

Beispiel 15 (Beispiele). (i) Wir beginnen mit einem Beispiel zur
stochastischen Konvergenz Sei

wepll =]
1 12 3
as=[0g] (33 As=[31]

und X, = Lyeqa,) mit U ~ U(0,1). Dann ist

lim P(|X,| >¢) = lim P(U € A,) =0,
n—oo n—oo

f.s.
aber X, #— 0. Genauer: X,, konvergiert an keinem w, denn fiir
jedes w € Q und n € N gibt es m > n mit X;;(w) = 1.

UA: In einem separablen metrischen
Raum ist fiir zwei ZV X und Y die
Abbildung d(X,Y) messbar.

Stochastische Konvergenz impliziert
nicht fast sichere Konvergenz
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(i) Sei U ~ U[0,1] und B, = [0, %] und X, = n- ]l{LIe Bu}- Dann Fast sichere Konvergenz impliziert

fs. nicht L1-Konvergen
X, == 0, aber vergenz

E[X,)=n-P(U€B,) =1.

Lemma 16. Seien X,Y, X1, Xy, ... Zufallsvariable auf dem metrischen Der Limes ist eindeutig bestimmt.

Raum (E,d). Gilt X, & X, X, 5 Y, so folgt

X =Y Pfs.

Beweis. Aus der stochastischen Konvergenz folgt fiir alle ¢ > 0, dass
P(d(X,Y) > 2¢) < P(d(Xy, X) > ¢ oder d(X,,Y) > ¢) -l 0,
also ist P(d(X,Y) > ¢) = 0 fiir alle ¢ > 0. Hieraus folgt
P(X#Y)=Pd(X,Y)>0)=0
mit Hilfe von Satz A.14 (Stetigkeit von oben). O

Das folgende Lemma zeigt, dass stochastische Konvergenz metri-
sierbar ist, es also eine Metrik und eine zugehorige Topologie gibt,
die Topologie zur Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (oder allgemei-
ner beziiglich eines Mafles).

Stochastische Konvergenz ist metri-

Lemma 17. Seien X, Xy, ... Zufallsvariablen auf dem metrischen Raum .
sierbar.

(E,d). Dann gilt

Xy - X < E[d(X,X)A1] —s 0.

n—oo n—oo

Beweis. ,=" Aus X 5 x folgt fiir alle € > 0, dass

lim E[d(Xn, X) A1] < lim (e + P(d(Xy, X) > €)) =&

n—o0 n—o00

»<" Umgekehrt folgt mit 0 < ¢ < 1 aus der Markov-Ungleichung,

dass y
E[d(Xy, X) A 1] oo 0

& n—,oo

P(d(Xy, X) > €) <
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Satz 18. Es gelten folgende Aussagen:
(i) Fast-sichere impliziert stochastische Konvergenz

(i) Y P(|Zn—Z|>¢) <oo Ve >0 = Z, — Z fast sicher.
n

(iii) Gilt Z, L 7, so existiert eine Teilfolge Z,,j), welche fast sicher
gegen Z konvergiert.

Beweis. Teil (i): Zunichst einmal ist

1:P(li£nZn:Z):P(ﬂ U N {1z -2 ge}). (19)

e>0n>1k>n

Die Mengen >, {|Zx — Z| < &} sind monoton wachsend in n und
¢, was wir nun geschickt ausnutzen. Mit der o-Stetigkeit von P folgt,
dass (19) dquivalent dazu ist, dass

1=P( U NIz 2zl <e}) (20)

n>1k>n

fir alle’® & > 0. Eine zweite Anwendung der o-Stetigkeit liefert, dass
(19) dquivalent dazu ist, dass

1i£np( N{1Z - 2| < s}) =1 Ve>0.

k>n

Hieraus folgt

OzlirrlnP( U{1zc— 2| > e}) > lim P(|Z, — Z| > ¢)
k>n

und somit die gesuchte stochastische Konvergenz.
Teil (ii): Fiir ein festes ¢ > 0 folgt mit Borel-Cantelli, dass

[e)

Y P(|Zi—2Z| >€) <0 = P(ﬂ U{|Zk—Z|>£}):0

n=1 n k>n

Das Komplement ist

P(U ﬂ{|Zk—Z|§s}> =1 (21)

n k>n

Da ¢ beliebig gewahlt war, liefert die Aquivalenz (20) nun die fast
sichere Konvergenz.

Fiir Teil (iii) wéhlen wir n(j) so dass P(|Z,j — Z| > %) < ]lz

®In der Tat: Ist 1 = P(Ne~0Ae) und
gilt A, D Ay fiire > €, so folgt

1= P(ﬁnz(]Anq) = lim, P(An—l)- Da
lim, P(A,-1) < P(A,1) firallen’ > 1,
folgt sogar, dass 1 = P(A,-1) fiir alle

n > 1 und schlieflich 1 = P(A,) fiir alle
e> 0.
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Fast sichere und LP-Konvergenz

Fiir die Folgerung, dass fast sichere Konvergenz LP-Konvergenz im-
pliziert, bendtigen wir mit unseren bisherigen Methoden (majorisierte
Konvergenz) eine integrierbare Majorante. Im Folgenden wollen wir
diese Forderung abschwéchen.

Definition 22. Eine Familie von reellen Zufallsvariablen (X;);c;
heif3t gleichgradig integrierbar, falls

k—o0

lim su];)E[|Xi|1{|xi\>k}} =0.
1c

Die englische Ubersetzung ist uniformly integrable. Anschaulich
gesehen heifst diese Bedingung (falls X eine Dichte hat), dass die
Dichte am Rand schnell genug abfillt, bzw. dass die Erwartungs-
werte am Rand schnell genug klein werden. Man beachte, dass
gleichgradige Integrierbarkeit stdarker ist als Integrierbarkeit.

Beispiel 23. Wir stellen einige wichtige Beispiele vor:

(i) IstY € L', dannist Y gleichgradig integrierbar, denn es gilt
[Y[L{}y|>ky — O fast sicher und mit majorisierter Konvergenz folgt
dann

E[[Y[L}y|>] e 0.
—00

(ii) Integrierbare Majorante: Sei Y € £! und sup |X;| < Y. Dann
ist (X;)ic gleichgradig integrierbar, denn nach majorisierter
Konvergenz

sup E[|Xi[l{x, 1] < E[[Y[Lyypsny] —2 0
iel e

(iii) Jede endliche Familie integrierbarer Zufallsvariablen ist gleich-
gradig integrierbar, denn sup, ;. |X;| € £ und

sup E[[Xil1yx >3] < E[ sup [XilLjaup x,>ky] 20
1<i<n 1<i<n

(iv) Fir X, = ”]l{LIG[O,%]}’ U ~ Uufo,1] ist fiir n > k

E[|1Xn |1 x,|>k}] = E[Xn],
also ist (X, ) nicht gleichgradig integrierbar.

(v) Gleichgradige Integrierbarkeit ist ein bisschen mehr als Inte-
grierbarkeit, sozusagen eine gleichméflige 1 + e-Integrierbarkeit, wie
folgendes Kriterium zeigt: Ist fiir ein € > 0

sup || Xill14¢e < 0,
iel

31
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so ist
sup E[|Xi|1{|x,>k)] = sup E[| Xi|1|x;jeske)]
iel iel

EllX; 1+¢
< sup % P 0.
icl -

Lemma 24. Es sind dquivalent
(i) (Xi)ier ist gleichgradig integrierbar
(i) supE[|X;|]] <oco wund lim sup supE[|X;|14]=0

icl e—0 A:P(A)<€ iel
(iiij) lim sup E[(|X;| —k)*] = 0.
k—oo i€l

(iv) Es gibt f : Rsg — Rso mit 12— oo und
- - X— 00

silé}?E[f(lXi])} < oo

Beweis: (i) = (ii): Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein k = k(s), sodass
sup;c; E[|Xi[1yx,>k}] < 6. Mit A € F folgt,

E[|Xi[La] = E[|Xi|Lanyx,>k)] + E[IXil[Langx, <] < 0 +k- P(A).

Mit A = () folgt
sup E[|X,[] < 6+ < co.
icl

Aufierdem ist

sup supE[|Xi|] <d+k-e — 0
A:P(A)<e i€l e=0
Da ¢ beliebig war, folgt (ii).
(ll) = (lll) Zunichst ist (‘X1| — k)Jr < ‘Xl"]l{\Xi\Zk}' Seie > 0 und
k = k(e), so dass (mit der Markov-Ungleichung)

supje; E[|Xi|]

sup P(|X;| > k) < .

i€l

<&

= lim sup E[(|X;] — k)*] = lim sup E[(|X;| — k(¢))*]

k—oo i€l e—=0 iel
< lim sup E[|X;[1{|x,[>k(e)}]
e—=0 iel
<lim sup supE[|X;|14]=0.
e—~0 A:P(A)<e i€l
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(iii) = (iv): Wir wiahlen (k,) 1 oo, so dass sup,.; E[(|X;| —kn)™") <
27" Setze

flx) =) (x—ka)".

n>1

Dann ist f monoton wachsend und konvex. Dann ist fiir x > 2k,

fx) 2 ky
oz r-)z

NS

f)

also =~ — co. Aufierdem gilt wegen monotoner Konvergenz, dass
X—00

E[f(IXiD] = L El(IX] —kn)*] < Y 27F =1

n>1 n>1

(iv) = (i): Setze a(k) := inf, >k @, so dass limy ., a(k) = oo.

A

1
= Si‘;IIDEHXiUl{\Xi\zk}] <20 iEFE[f(|Xi\)ﬂ{\xi\zk}]

0 SPEXD) 0 O

IN

Wie handlich die Bedingung (ii) ist, sieht man an folgendem
Beispiel:

Beispiel 25. Mit X € L!ist (X;);c; gleichgradig integrierbar genau
dann, wenn (X; — X);¢; gleichgradig integrierbar ist:
Zunichst ist X gleichgradig integrierbar nach Beispiel 23. AufSer-
dem ist
sup E[|X; — X|] < E[|X]] + sup E[|X;[] < co
i€l i€l
und
sup supE[|X; — X|1 4]
A:P(A)<e i€l
< sup supE[|X;|14]+ sup E[X|14] —0
A:P(A)<e i€l A:P(A)<e e=0

und nach Lemma 24 ist (X; — X);¢; gleichgradig integrierbar. Die
Umkehrung folgt analog.

33
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Das folgende Resultat zeigt, dass aus stochastischer Konvergenz
mit der Zusatzbedingung gleichgradiger Integrierbarkeit die LP-
Konvergenz folgt (und umgekehrt).

Theorem 26. Sei0 < p < ocound X1,Xp,... € LP. Dann sind Konvergenzsatz von Vitali

dquivalent

(i) Esgibt X € LP und X, 5 X
(i) (| Xn|P) ist gleichgradig integrierbar und es gibt eine Zufallsvaria-
ble X mit X, — X.

Gilt (i) oder (ii), so stimmen die Limiten iiberein.

Beweis. (i) = (ii): Mit der Markov-Ungleichung gilt fiir alle ¢ > 0,
dass
E[|X — X[P] _ X0 — X]Ip

P(|Xy = X| > ¢) < == =

— 0,

so dass X, L X.

Nun verwenden wir Lemma 24: Sei ¢ > 0 und N = N(¢) so, dass
| Xn — X||p < € Vn > N. Dann folgt

L Al
sup E[|Xu[]""7 = sup || Xal|}
A1 Al A1
< sup || Xl 4 sup [| X — X[ +[1X][p" < oo
n<N n>N

SepAl
unter Verwendung der Minkowski-Ungleichung.

Fir A € % erhalten wir ebenso
1AL Al
sup (E[|Xu|P14])"7 = sup || Xu1all}

Al Al Al
<sup [|Xulallp" + sup [[(Xn — X)Lallp" +[XTall)"
n<N n>N

SEP/\l
Da || X1 4|, — 0 fiir P(A) — 0, folgt

lim sup sup E(|X,|P1,) < e?PM
00 4.p(A)<s neN

Die Behauptung folgt, weil € > 0 beliebig war.
(ii) = (i) Aus X, Lyx folgt die Existenz einer Teilfolge (1) so

dass X, L5 X, AuBerdem ist sup E[| X,|] < oo nach Lemma 24.
Nach dem Lemma von Fatou ist

E[|X|P] = E[liminf|X,, |P] < sup E[|X,|F] < oo
k—o0 neN
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und somit X € LP. Weiterhin ist | X,, — X|? gleichgradig integrierbar
(siehe Beispiel 25).

Wieder wenden wir Lemma 24 an. Geeignete A finden sich, da
P(|Xy, —X|>6) — 0
n—o0
und somit

lim E[|X, — X|P] = lim E[|X, — X|Lyjx, xpo)

n—oo

+ lim E[| Xy — X|P1yx, - x)<s}]

<or
< oF

und die Behauptung folgt, weil § beliebig war. O

Korollar 27. Seien 0 < p < 00, X1, Xp,- -+ € LP und X, £> X. Dann
sind dquivalent

(i) X, X
(i) | Xaullp — [ X[l
(iii) (| Xn|P)n>1 ist gleichgradig integrierbar

Dieses niitzliche Kriterium werden wir immer wieder verwenden.
Aquivalent zu (ii) ist natiirlich

E[[Xn|P] — E[|X]]

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (iii) haben wir ja gerade gezeigt.
Es bleiben: (i) = (ii): Mit der (umgekehrten) Minkowski-Ungleichung
erhalten wir

O< [ Xullp = I XMlp | < Xu =X [0,

wegen LP-Konvergenz.
Fiir (ii)=-(iii): UA (Blatt 5 Aufgabe 1) O






Das starke Gesetz der grofien Zahl

Ein zentrales Konzept dieses Abschnittes ist die Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen. Wir werden in diesem Zusammenhang auch die
wichtigen Hilfsmittel von Borel-Cantelli und das Kolmogorov’sche
0-1-Gesetz kennenlernen.

Unabhiingigkeit und o-1 Gesetze

Die zentrale Eigenschaft ist Unabhingigkeit. Ausgehend von der
Unabhangigkeit fiir beliebige Familien von Mengen, welche man
zurtickfiihrt auf jeweils endliche Kombinationen von Mengen, fiihrt
man die Unabhiéngigkeit von Mengensystem analog ein und defi-
niert die Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen schliefilich tiber die
Unabhéngigkeit der von ihnen erzeugten o-Algebren.

Definition 28. (i) Eine Familie messbarer Mengen (A;);c; heifit
unabhingig, falls

P(N4)) =TTP(4) (29)
j€T j€l
fir alle | C I endlich.

(ii) Eine Familie von Mengensystemen (C;);c;, C; € Z Vi € I
heifit unabhéngig, falls (29) fiir alle ] C I, J endlichund A; €
Cjj €], gilt.

(iii) Eine Familie von Zufallsvarialben (X;);c; heifit unabhingig,
falls (0(X;))ic; unabhéngig sind.

Man erhilt unmittelbar, dass (X;);c; unabhéngig sind, falls sich
ihre (endlichen) gemeinsamen Verteilungen als Produkt von den
Marginalien ergibt, d.h.

P(X;je Ayie]) =T[P(Xi€ A)
ief

furalle ] C I, A; € #, | endlich.
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Als wichtiges Hilfsmittel erweist sich das folgende , Blockungslem-

“

ma :

Lemma 30. Seien (Q, #/), (0, .Z!"),i € ], Mefriume und (X;)c;

unabhiingige Zufallsvariablen mit X; : Q — Q. Sind ¢; : Q) — QY
messbar, i € |, so ist

(9i(Xi))ies unabhiingig.

Beweis. Zunichst ist o(¢;(X;)) C 0(X;), da ¢; messbar. Da 0(X;);c;
bereits unabhingig sind, folgt die Behauptung. O

Zwei Zufallsvariablen heifien unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.
Wir erhalten leicht, dass Unabhédngigkeit Unkorreliertheit impliziert.

Satz 31. Sind X,Y € L' unabhiingig, so ist X - Y € L! und

E[XY] = E[X] - E[Y].

Beweis. Die Aussage gilt fiir X = 14 und Y = 1p. Mit Linearitat
folgt die Aussage fiir einfache X, Y mit monotoner Konvergenz fiir
Positiv-/Negativteile und somit die Behauptung. O

Beispiel 32. Ist X ~ A(0,1), so sind X und X? unkorreliert aber nicht
unabhéngig.
Sind Aj, Ay, ... Ereignisse, so definiert der folgende Limes Su-

perior das Ereignis , unendlich viele der (A,) treten ein”. Fiir
A, Ay, -+ € ] definieren wir

limsup A, := ﬂ U Ay

n—oo n>1m>n

= {w € OJw € A, fiir unendlich viele n € IN}.

Theorem 33 (Borel-Cantelli). (i) Seien A1, Ag,--- € F, so gilt

agh

P(A;) < 00 = P(limsup A,) = 0.

n—oo

Il
-

n

(ii) Sind die (Ay)n>1 unabhingig, so gilt

agh

P(A;) = 00 = P(limsup A,) = 1.

n=1 n—oo
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Beweis. Wir zeigen zunéchst den ersten Teil: Stetigkeit von oben von
P impliziert'”

P(limsup A,) angr.}op< U An) < lim ; P(Ay) = 0.
m=n

n—s00 m>n

Nun kommen wir zum zweiten Teil. Fiir x € [0,1] gilt: log(1 — x) <
—x also folgt mit Stetigkeit von unten, dass

P((limsup A,)°) = P( U N Afn)

n>1m>n
= lim exp (m; log (1 — P(Am))>
< lim exp ( - m;nP(Am)> =0
und der Beweis ist fertig. O

Beispiel 34 (Unendlicher Miinzwurf). Xj, Xp,...1id, X; € {0,1} und
1 o0

P(X,=1)= 5= Y P(A;) = oo = fast sicher erscheint unendlich
n=1

mal Kopf.
Auf die Unabhidngigkeit kann nicht verzichtet werden: Ist

B1 = B2 = Bn = {Xl = KOpf},

so gilt )" P(B,) = oo, aber P(limsup B,) = P(X; = Kopf) = %

n—o0

Terminale Ereignisse

Aussagen wie ,unendlich oft tritt Kopf (bzw. ein Ereignis) ein” bilden
eine spezielle Klasse von Ereignissen, die terminalen Ereignisse, die
wir nun genauer untersuchen.

Zunichst einmal ein Satz der von unabhidngingen Mengensystem
auf die Unabhingigkeit der davon erzeugten o-Algebren schliefien
lasst. Hierfiir braucht es aber eine Zusatzbedingung: Die Mengensy-
stem miissen durchschnittsstabil sein.

Satz 35. Sei (C;);c; eine Familie unabhingiger Mengensysteme (messba-
rer Mengen). Ist jedes C;, i € I, durchschnittstabil, so sind auch
(0(C}))ier unabhingig.

Beweis. Sei | = {j1,...,jn} C I und ohne Einschrinkung |J| > 1. Wir
wahlen A]-l. IS C]-l., i=2,...,nund definieren

7:={AeF . P(ANA,N--N4;) =P(4) .ﬁP(A]-i)}.
i=2

7 Dies erhalten wir aus monotoner
Konvergenz, oder elementarer: Aus der
o-Additivitdt von Maflen, siehe Satz
A.14 und Gleichung (5).

Einmal wieder verwenden wir den
Dynkin-Trick: Wir suchen uns gute
Mengen und zeigen dass es sich um ein
Dynkin-System handelt.
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Dann ist 2 Dynkin-System, denn
1) ACBAABeEZ2=B\A€cZ,da
n
P(B\A N ﬂA]-l) —=P(BNC) - P(ANC)
i=2

——
=C

2) Flir A1, Ap,...€ Imit Ay C A, C - ist

P( U AnmC) = lim P(A,NC)
n=1

n
= Jim, P(Aw) TTP(4)
o n
=p( U 4s) - TIP(4y).
n=1 i=2
Da C;j; durchschnittstabil ist, ist o(C j1) C 9, also folgt

n
P(ANA,N---NA;)=P(A)-T[P(4;)
i=2

fir alle A € 0(C;,). Da die Wahl von j; beliebig war, erhélt man die

Aussage. O

Bemerkung 36. (i) Als leichte Folgerung erhilt man, dass (A;);c;
genau dann unabhingig sind, falls (1 4,);c; unabhéngig sind.

(ii) Ist (.#)ic; eine Familie unabhéngiger o-Algebren und Z = {Ij :

k € K} eine Partition von I, so sind auch (¢(.%; : i € i) : k € K)
unabhédngig.

Definition 37. Sei F := (%, %,,...) eine Folge von o-Algebren.

Dann heifst
TE) = o U %)

n>1 m>n

die o-Algebra der terminalen Ereignisse von IF. Eine o-Algebra ¢
heifit trivial, falls P(A) € {0,1} fiir alle G € 9.

o-Stetigkeit von unten
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Lemma 38. (i) ¢ ist trivial & & ist zu sich selbst unabhingig.

(ii) Sei ¢ trivial, X ein separabler metrischer Raum, X Zufallsvariable
mit Werten in X. Dann gilt: Ist X 4-messbar, so ist X P-fast sicher
konstant.

Beweis. (i) Seien A,B € ¢. Dann ist

0=P(A)-P(B), falls P(A)=0oder P(B)=0
1, falls P(A) = P(B) =1

= P(A) - P(B).

P(AmB):{

Also ist ¢ von sich selbst unabhédngig. Umgekehrt folgt aus ¢ ist
zu sich selbst unabhéngig, dass P(A) = P(ANA) = P(A)? €
{0,1}.

(ii) Fiir n € N seien (A”);_1,, . eine abzihlbare Uberdeckung von E
mit Billen vom Radius % Da G trivial ist, folgt

P(X € A") € {0,1}.

Wirsetzen I, = {i e N: P(X € Al') =1} # @.

[e9)

P(xeNNAy)=1

n=1iel,

Stetigkeit von oben
=

Wobei wir verwendet haben, dass aus P(A) = 1und P(B) = 1
folgt, dass P(A N B) = 1. Allerdings hat (;_; N;c;, A hochsten ein
Element und die Behauptung folgt. O

Die Hauptaussage dieses Abschnitts ist das Kolmogorov’sche
0-1-Gesetz. Das Borel-Cantelli Lemma ist ebenfalls ein o-1-Gesetz. Ein
dhnliches Gesetz ist das 0-1-Gesetz von Hewitt Savage, dass man aus
dem Kolmogorvschen herleiten kann.

Theorem 39. Sei F := (%, %,,...) eine Folge unabhingiger o- o-1- Gesetz von Kolmogorov
Algebren. Dann ist die terminale o-Algebra T (IF) trivial.

Der Beweis beruht auf einer besonders schonen Idee, braucht
aber einige Vorarbeit - die wir bereits erbracht haben ! Nun geht der
Beweis erstaunlich schnell.

Beweis. Sei T; := a( Unsn ﬁm), n=20,1,2,....
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Nach Bemerkung 36(ii) sind auch (%, ..., %,, Tn) unabhéngig,
n=1,2,... und somit auch (#y,...,%,,T),n=1,2,....

Da dies fiir alle n gilt, sind auch (7,.%1, %, ...) unabhingig.

Wieder mit Bemerkung 36(ii) folgt, dass (7o, 7') unabhingig sind.

Danun 7 C 7y ist folgt, dass 7 von sich selbst unabhéangig und
somit trivial. O

Bemerkung g0. Ein typisches Anwendungsbeispiel des Komogo-
rov’schen o-1 Gesetzes ist die Aussage, dass fast sichere Grenzwerte
von unabhdngigen Zufallsvariablen konstant sein miissen. Hierzu
zeigt man zundchst dass {lim X,, konvergiert} ein terminales Ereignis
ist. Als nédchstes zeigt man, dass der Limes messbar beziiglich der
terminalen o-Algebra ist und somit folgt, dass er trivial sein muss.

Satz 41. Seien Xy, Xp,... unabhingig, S, = X1+ -+ - + Xy, Dann gilt

P(Sy, konvergiert fiir n — o0) € {0,1}
P(n~'S, konvergiert fiir n — o) € {0,1}

Beweis. Mit (X;) sind auch F = (.%;) mit %; = o(X;),i = 1,2,...
unabhéngig. Die zentrale Beobachtung ist, dass die Menge

{w : Sy (w) konvergiert fiir n — oo}

messbar ist beziiglich der terminalen o-Algebra 7 (IF): In der Tat, S,
konvergiert genau dann wenn S, — X; — - - - — Xj;; konvergiert. Damit
folgt die erste Aussage mit dem 0-1-Gesetzt von Komogorov.

Ebenso sieht man, dass n1S,, genau dann konververgiert wenn
n=1(S, — Xy — - -+ — Xy) konvergiert. O

Die Maximalungleichung

Eine wichtige und starke Ungleichung ist die folgende Maximal-
Ungleichung von Kolmogorov. Sie wird uns auch spiter noch in
allgemeineren Varianten begegnen. Sie starkt das schwache Gesetz
der grofSen Zahl auf eine gleichméfiige Aussage.

Satz 42. Seien X1, Xy, - -+ € L? unabhiingig. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0,

dass
n

Xk—E[Xk}’ > 8) < W'
1

P(sup |}

Die Maximal-Ungleichung von
Kolmogorov.
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Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass E[Xy] = 0
fiir alle k. Wie zuvor betrachten wir S,, = X; + - - - + X, und setzen

T :=inf{n : |S,| > €}.
Die zentrale Beobachtung ist

P(sup |Sy| > ¢) = P(T < ).
n

Das Blockungslemma garantiert, dass fiir k < n die beiden Zufallsva-
riablen S; - 1 { T =k und S, — S unabhingig sind. Es folgt, dass

k_lear(Xzf) =E[S7] > ];E[S% Tr—py]

|
=

E[(Sn — Sk + Sk)* Lir—py]

»
I
—

I
=

E[St Lyr—iy] + 2E[Sk (Sn — Si) L r—iy] + E[(Su — Si)? Ly7—py]

»
Il
—_

I
1=

E[Si Lir_ig] + E[(Sn — Sk)* Lyr—i)]

»
Il
MR

vV
M:

E[StLyr_iy] > &P(T < n)

»
Il
MR

Wobei wir fiir die letzte Ungleichung die Definition von T verwendet
haben. Nun folgt die Behauptung mit n — oo. O

Kombinieren wir die Maximal-Ungleichung mit unseren Konver-
genzkriterien fiir fast-sichere Konvergenz erhalten wir folgenden
Konvergenzsatz. Bemerkenswert ist hieran, dass nicht i.i.d. vorausge-
setzt wird, sondern lediglich Unabhéngigkeit (und eben Summierbar-
keit der Varianzen).

. 2 . .
Lemma 43. Seien X1, X, - € L* unabhiingig und es gelte fiir die fast sichere Konvergenz von
Yoy Var(X,) < co. Dann konvergiert ):Ezl (Xx — E[Xk]) fast sicher. Reihen zentrierter Zufallsvariablen.

Beweis. Wieder sei ohne Einschrankung E[Xy] = 0,k = 1,2,... und
Sp = X1+ - -+ Xy Fur € > 0 gilt nach Satz 42

Y1 EIXT]

lim P(sup |S; — S| > ¢) < lim 5 =0.
k—o0 €

k—o0 l’lzk

Und somit konvergiert sup,; |S;, — Sk| 2 0. Damit gibt es eine

Teilfolge ki, kp, ... mit Sup,, >, 1Sy — Sk,-| f—s> 0.
Da aber (sup,,~y [Sn — Sk|)k=10,... fallend ist, gilt sup, - [Sn —

Sk| AN 0, was gleichbedeutend damit ist, das (S, ) konvergiert. O

43

Ein niitzliches Konvergenzkriterium
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Bemerkung 44. Im obigen Beweis haben wir folgende Aussagen
verwendet:

1. Sei (a,),eN eine Folge mita, > Ound Y’ ; 4, < oo, dann folgt

limy o0 307 an = 0.

2. Sei (ay)yen eine monotone Folge und es gebe eine Teilfolge
(an, )kenN, sodass a,, — a, dann folgt a, — a.

Der Beweis dieser Aussagen kann als Ubungsaufgabe gefiihrt wer-
den.

Oft wollen wir eine Folge von Zufallsvariablen nur ein bisschen
verdandern, ohne dass sich das Konvergenzverhalten dndert.

Definition 45. Zwei Folgen von Zufallsvariablen (X,) und (Y;)
heiflen asymptotisch dquivalent, falls

Y P(Xn # Ya) < co. (46)

n>1

Bemerkung 47. Mit dem Satz von Borell-Cantelli folgt sofort, dass aus
f.s. Konvergenz von (Y;) diejenige von (Xj,) folgt falls sie asympto-
tisch dquivalent sind: Denn (46) impliziert, dass

P(limsup{X, # Yn}) = 0.

D.h. es existiert eine Menge A mit Wahrscheinlichkeit eins und eine
Zufallsvariable ny € IN, so dass fiir alle w € A und n > ny(w) gilt,
dass X, (w) = Yu(w). Dann folgt, dass }_,,~1 (X — Yy ) fast sicher
konvergiert.

Der Drei-Reihensatz

Zentrales Konvergenzkriterium wird der folgende Drei-Reihensatz
sein:

Satz 48. Seien X1, X, ... unabhingige Zufallsvariablen. Dann kon-
vergiert S, = Y i_, Xy genau dann P-fast sicher, falls ein ¢ € (0, 0)
existiert, so dass die folgenden drei Reihen konvergieren:

(i) Y P(|Xu| <), (if) ZVar(Xn]I{|Xn|2C}) (iii) ;E[anl{lxn|zc}].

n>1 n>1
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Beweis. Betrachten wir Y, = Xylyx,>c} — E[Xnl{|x,|>c}]- Dann
impliziert Bedingung (ii) mit Lemma 43, dass };_; Yj fast sicher
konvergiert. Mit (iii) erhalten wir, dass auch

n n n
Y Xilx e = 2 Vet Y EIXidjx 2]
k=1 k=1 k=1

konvergiert.
Bedingung (i) impliziert, dass (X,) und (Y;) asymptotisch dquiva-
lent sind, denn

Z P(Xn 75 X'fl]l{\XﬂZC}) = le(|Xn| < C).

n>1

Nach obiger Bemerkung konvergiert also auch } ;' _; X,. O

Das starke Gesetz der grofien Zahl

Wir erhalten das starke Gesetz der grofien Zahl von Kolmogorov un-

ter der Annahme {iber existierende zweite Momente. Im Folgenden

soll diese Annahme noch so weit wie méglich abgeschwiécht werden.
Wir beginnen mit zwei niitzlichen Hilfsmitteln aus der Analysis.

Fiir einen Beweis: Siehe HenZGIB, Kapitel 6.2. 8 Norbert Henze. Stochastik fiir Einsteiger.
Springer, 2013

(i) Lemma von Kronecker: Seien x1, x», ... reelle Zahlen, a4, 45, ...
positive Zahlen mit a, 1 oo so, dass ) 7* konvergiert. Dann gilt,
dass

1 n
— Z X — 0.
=
(ii) Lemma von Cesaro: Sind by, by, ... reelle Zahlen mit b, — b €

R und a1, a3, ... monoton wachsende, positive reelle Zahlen mit
ay T oo und ag = by = 0, so gilt, dass

. 1
lzm,Hooa— Y (aj—aj_1)bj_1 =b.

ni=1

Bemerkung 49 (Cesaro). Das Lemma von Cesaro nutzen wir mei- n
Xp X = =) XX

stens in der folgenden Weise: konvergieren x1,xp,... gegen ein x, so
i=1

konvergiert auch das arithmetische Mittel gegen x.

Theorem 50 (Starkes Gesetz grofier Zahlen). Seien X1, Xp,--- €
L? unabhiingige und reellwertige Zufallsvariablen. Gibt es eine Folge
positiver Zahlen a, 1 o, so dass

Y Var(Xy,) < o
a;

7

n>1
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so folgt, dass

P-fast sicher.

Beweis. Wir setzen Y, = (a,) (X, — E[X;]). Dann sind Y1, Y>, ...
unabhingig, zentriert und ) Var(Y;) < oo nach Voraussetzung. Nach
Lemma 43 konvergiert )}, Y P-fast sicher.

Mit dem Kronecker Lemma folgt, dass

P-fast sicher. O
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Nun beweisen wir das SGGZ unter minimaler L!-Voraussetzung.

Theorem 51. Seien X1, Xy, ... reellwertige Zufallsvariablen und i.i.d. Das starke Gesetz der groSen Zahl
Gilt E[1X 00, 50 folet, dass unter minimaler Integrabilitéts-
[l 1 ” < f 8 Voraussetzung. Es ist allerdings
14 auch klar, dass man die Annahme
- 2 X, — E [Xl] der identischen Verteilung noch weiter
’ abschwéchen kann.

P-fast sicher.
Fiir den Fall, dass E[| X1|] = oo folgt Divergenz, siehe etwa 9, Satz 9 Ludger Riischendorf. Wahrscheinlich-
2.6.13 keitstheorie. Springer, 2016

Beweis. Die Idee fiir den Beweis ist, die Zufallsvariablen geschickt
abzuschneiden. Hierzu setzen wir Y¥;, = X, 1 (|Xul<n}s 11 2 1. Wir
zeigen, dass (X,) und (Y;) asymptotisch dquivalent sind, denn

Y P(Xn £ Ya) = X P(1Xal > ) = 1 P(IX] > )

n>1 n>1 n>1
=Y YL P(<IXal<j+1)
n>1j>n

—ZZP1< X <j+1) =) jPG<|X|<j+1)
j>1n=1 >1

< E[[Xq]] < o0

Nun kann man Theorem 50 anwenden, und zwar auf (Y},). In der
Tat, es gilt

Var(Yy) E[Y?] 1 )
— < =) = X1)%dP
n; n? _r; n? n;”z/{xmn}( v
1 & 7 )
=) — dp
,; zg/{] 1<\X1|<]} *1)

© 1

(X1)%dP- Y —
];[{f1<xl<f} 1 Z::jnz
© 1

i 1X4|dP il
];/{f—kxlsj}] I1ldP X:: 2

IN

Die letzte Reihe konnen wir direkt auswerten: Zunéchst ist fiir j = 1,
Yuo1 & = 2. Fiir j > 1ist

1 1| 1
[ mt=t =
—1,00) X xlj-1 j—1

IN

> 1
Lo



48 THORSTEN SCHMIDT

Multiplizieren wir diese Reihe mit j, so erhalten wir zwei als obere
Schranke:

1 <2 j=1
iY5 < i en o
n=j -1 = ] >
Es folgt, dass
y VarQi) < oE(1x,) < oo
n

P-fast sicher, wobei E[Y;] — E[X;]| mit Hilfe von majorisierter Kon-
vergenz. Nutzt man Bemerkung 47 zusammen mit Bemerkung 49, so
folgt die Behauptung. O

Das Glivenko-Cantelli Lemma

In der nichtparametrischen Statistik spielt die empirische Vertei-
lungsfunktion eine zentrale Rolle. Sie ist ein nattirlicher Kandidat fiir
die Schitzung der Verteilung von austauschbaren Zufallsvariablen

- insbesondere fiir unabhidngige und identisch verteilte Zufallsvaria-
belen. Man beachte, dass jeder Zufallsvariable das gleiche Gewicht
zugewiesen wird.

Definition 52. Seien X7, X5, ... Zufallsvariable. Dann heifst

1 n
Hn = Zéxi
s

die empirische Verteilung von Xj, ..., X,. Sind die Zufallsvarialbe
reellwertig, so heifst

12
Fn(x) = = Zé{Xigx}
i=1

die empirische Verteilungsfunktion.




Das folgende Resultat ist ein tiberraschend starkes Resultat - es
zeigt, dass die empirische Verteilungsfunktion gleichmafiig gegen
die wahre Verteilungsfunktion von iid Zufallsvariablen konvergiert
und zwar auf einer Menge mit Wahrscheinlichkeit 1. Dieses zentrale
Resultat bildet den Grundstein der gesamten nichtparametrischen
Statistik.
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Das folgende Theorem wird auch
als Hauptsatz der Statistik bezeichnet.

Theorem 53 (Glivenko-Cantelli). Sind Xy, Xy, ... reellwertig und iid
mit Verteilungsfunktion F, so gilt

f.s.
sup |Fy(x) — F(x)| = 0.
xe]llz| ! | nreo

Es wurde bereits 1933 von Glivenko
und Cantelli bewiesen, beide Arbeiten
sind im Giornale dell'Istituto italiano
degli attuari erschienen und im Internet
abrufbar (in Italienisch).

SULLA DETERMINAZIONE EMPIRICA
DELLE LEGGI DI PROBABILITA

Beweis. Wir setzen Yy, = 1(x, <,y und Z, = 1(x ). Nach dem
starken Gesetz der grofien Zahlen gilt

R =y v £ ey = R
) o . (54)
Ey(x—) = EZZZ- 5 F(x—).

1

Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz auch gleichméfig ist. Dazu
fixieren wir ein N und setzen

xN ::inf{xE]R:F(x) > %} j=0,...,N

RN .= j:lrf.lflz)éq (|Fn(x]N) — F(x]N)| + |Fn(x]N_) - F(x]N—)D.

Nach Gleichung (54) gilt demnach

RN L3 o
Auferdem ist fiir x € (le\il,x}\]) F(x]N—) < F(x) + & und somit
1
Fu(x) < Fa(x) =) < F(xN—=) + R} < F(x) + Ry + N
und
1
Fa(2) > Fa(xil) = F(xily) + R > F(x) - Ry — .

Hiraus folgt, dass sup |F,(x) — F(x)| < & +RY /5 %
Da die linke Seite nicht von N abhingt, folgt die Aussage fiir

N — oo. O

V. GLIVENKO,

funzione di ripartizione sia V' (#), cid vuol dire che V' (¢) & la probabi-
lita che si abbia x =¢; in simboli

V({ty=Plx=t}-.

Escguiamo un certo numero di prove indipendenti le quali for-
niscano per la variabile x i valori x,,%,, -+ ,x. e facciamo corri-
spondere a ciascuno di questi valori x, una funzione determinata
della variabile #, precisamente la funzione eguale a zero se

ed eguale ad 1 se x, = 7. Per bre
sistema dei valori (x, ,x,

s rappresentiamo con X,
e con U(X.,#) la media arit-
metica delle funzioni d
di studiare il

(o distanza massima delle due funzioni
m(X)=cstr. sup| U(X, ) — V()] (— «<t< +0x).
Allora il problema di cui ci occupiamo pud essere precisato in

vari modi.

SULLA DETERMINAZIONE EMPIRICA
DELLE LEGGI DI PROBABILITA

F. P Cax

1. La parte
riguarda la cons
rip

dal Glivenko
i della legge di

lelle lrgei di probabilit. «
033-XI, Roma. Cfr. anch
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20 2 Als Illustration betrachten wir
dieses Bild von Wikipedia https:
//de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_
Gliwenko- Cantelli.

Es stellt grofartig die Konvergenz
der empirischen Verteilung gegen die
wahre Verteilung dar.

Fi00(X)

A

Signierte MafSe und der Satz von Radon-Nikodym

Wir wenden uns nur kurz diesem allgemeineren Begriff zu, eine aus-
fiihrlichere Behandlung findet man im Anhang. Ein signiertes Maf3
darf auch negative Masse vergeben, etwa bei einer Ladungsvertei-
lung. Sei (Q),.7) ein fester Messraum.

Definition 55. Eine Abbildung v : .# — R heifst signiertes Maf, falls
(i) v(2)=0
(i) v(Z) = {v(F) : F € Z} ist entweder Teilmenge von

(—00, 400] oder von [—o0, c0).
(iii) Sind (Ay) € .Z paarweise disjunkt, so gilt

Beispiel 56. Hat man MafSe y1, ptp, wobei eines davon endlich ist, so
ist v = py — pp signiertes Maf3. In der Tat hat jedes signierte Mafs eine
solche Gestalt und 1, yt2 sind bei geeignet ,minimaler” Wahl sogar

eindeutig.

Wir zeigen in Satz A.40 die beriihmte Hahn-Zerlequng: Zu jedem
signierten Mafd v gibt es eine bis auf Nullmengen eindeutige dis-
junkte Zerlegung () = P + N, so dass v positive Masse auf allen


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Gliwenko-Cantelli
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Gliwenko-Cantelli
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Gliwenko-Cantelli
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messbaren Teilmengen von P vergibt und negative Masse auf aullen
messbaren Teilmengen von N. Aus dieser Zerlegung ergibt sich die
Jordan-Zerlegung eines signierten Mafes in der Form v = v +v~,
siehe Satz A.42.

Fiir uns wird aber eine andere Darstellung viel wichtiger sein: Die
Darstellung eines MafSes iiber seine Dichte. Dies kennen wir bereits
aus der Stochastik 1, die Normalverteilung wird tiber ihre Dichte
beztiglich des Lesbesgue-Mafies dargestellt, ebenso die Exponenti-
alverteilung usw. Diese haben aber unterschiedliche Nullmengen,
da die Exponentialverteilung die gesamte Mafle auf den positiven
Zahlen vergibt. Alle Lesbesgue-Nullmengen sind aber natiirlich
Nullmengen der beiden Verteilungen. Diese Schliisselbeobachtung
fiithrt uns zu folgenden Definitionen und schliefdlich zum Satz von
Radon-Nikodym.

Definition 57. Wieder betrachten wir den festen Mafiraum (Q, %)

(i) Das Mafs v heifst absolut stetig bzgl. u, falls
u(A)=0=v(A)=0 firalle Ac 7.

Dann schreiben wir v < p. Gilt zusatzlich 4 < v, so heifen y
und v dquivalent und wir schreiben y ~ v.
(i) p heifst singuldr zu v, falls es A € # gibt, so dass

#(A)=0 und v(A°)=0.

Wir schreiben pLv.
(iii) Gilt
A= | fau,
v(d) = | fau

fur alle A € #, so heif$t f Dichte von v bzgl. u und wir schrei-

ben

dv
i =f oder dv= fdu.

Sowohl die Normalverteilung als auch die Exponentialverteilung
sind also absolut stetig beziiglich des Lesbesgue-MafSes. Die Normal-
verteilung ist sogar dquivalent zu dem Lesbesgue-Mafs: Sie hat die
gleichen Nullmengen. Das kann man auch daran ablesen, dass ihre
Dichte strikt positiv ist.

Der Schliissel zu dem Satz von Radon-Nikodym ist nun folgendes,
einfache Lemma. Sie zeigt die Existenz einer Dichte - wie so oft wird
fiir Existenzsite der Satz von Hahn-Banach (oder hier in der Version
des Satzes von Riesz-Frechet) verwendet.
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Lemma 58. Sind v, ¢ endliche Mafle mit v < g, so gibt es seine messbare
Funktion h : Q) — [0, 1] mit

dv = hdo.

Beweis. Fiir f € £2(0) ist f — [ fdv wohldefiniert und stetig (£>
vollstandig). Nach Satz A.35 von Riesz-Fréchet gibt es h € £2(0), so
dass

[ fav=15.m, = [ fnde
Insbesondere ist dies der Fall fiir f = 14, A € .#. Man sieht direkt,
dass h(Q)) € [0,1] o-fs. O

Lemma 59. Sei y ein Maf auf (Q), 7).
(i) Istv o-finit und dv = fdy = gdy, so folgt
f=8 wfs

(ii) Seien f : Q) — R>o und g : Q) — R messbar. Dann gilt

/g- (fdu) = /(f-g)du-

Beweis. (i) Dav o-finitist, gibtes )3 C Qp C --- C %, so dass
Un>1 QO = Q und v(Q,) < co.

Wir setzen Ay = QN {f < g} = [, (f—8)du =0v(An) —v(An) =
0, also pu(A,) = 0.

Damit ist

u(f >g)=n( U An) = lim u(A,) =0.

n—co
n>1

(ii) Offensichtlich ist fiir g =14

/g(f “dp) = /Afdu = /(1A - fldp.

Die tibliche Approximation von messbaren g liefert das Resultat. ]

Beispiel 60. Natiirlich kennen wir bereits Dichten bzgl. des Lebesgue- Das einfachste Maf3: Das Dirac
Mafles (Normalverteilungen etc.). Jede diskrete Verteilung hat aller- Maf Jy.
dings auch eine Dichte beziiglich des Zdhlmafses

]’l = 2 5xn

n>1

mit dem Dirac-Ma8 dy, (A) := 1 4 (xp).
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Satz 61 (Radon-Nikodym). Es sei u o-finites Maf$ und v ein signiertes
Maf, so dass v < p. Dann hat v eine (u-f.s.) eindeutige Dichte f : () —
R U {—o00,00} bzgl. p.

Beweis. Wir fithren den vollstindigen Beweis im Anhang, siehe Satz
A.48.

Hier untersuchen wir kurz den einfacheren Fall, wo y, v endlich
sind. Die Idee ist, Lemma 58 anzuwenden. Dazu betrachten wir
T = p + v. Nach Lemma 58 existieren dann /, g so dass dy = gdt
und dv = hdt. Wir setzen N = {g = 0}, so dass u(N) = 0, also auch
v(N)=0,dav < p.

Definiere L
f(x) = gézgﬂ{xgw}-

Dann ist
A) =v(ANN° ——/ hd ——/ d ——/ d
v(A) = v( ) ANNE t Amef # Af K

und somit ist f die gesuchte Dichte. O

Als eine Anwendung des Satzes von Radon und Nikodym erhal-
ten wir die beriihmte Lesbesgue-Zerlegung in Satz A.50. Sie erlaubt
die Zerlegung eines Mafles auf #(IR) in einen absolut stetigen, einen
diskreten und einen singuldr-stetigen Teil. Er spielt auch eine wich-

tige Rolle in der Finanzmathematik?!, und wird dariiber hinaus 21 Der erste Hauptsatz der Finanzma-
thematik charakterisiert arbitragefreie
Mirkte durch Existenz eines dqui-
valenten Martingalmafies, so dass
MafBiwechsel ein wichtiges Hilfsmittel
zur arbitragefreien Bewertung von
Finanzprodukten sind. Mehr dazu z.B.
in der Vorlesung diskrete Finanzmathe-
matik.

verwendet um die Existenz der bedingten Erwartung zu zeigen.
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Produktriume

Produktraume spielen in vielen Fallen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie eine Rolle - etwa bei einer Folge von unabhingigen Zufallsva-
riablen und somit bei Grenzwertsitzen. Aber auch bei stochastischen
Prozessen, in welchen eine zufillige Funktion der Zeit Xi(w), t>0
betrachtet wird. In diesem Fall sind wir bereits an tiberabzihlbaren
Indexmengen interessiert, was die zentrale Herausforderung dieses
Abschnittes ist. Ebenso benétigen wir Produktrdume fiir den bald
folgenden Satz von Fubini.

Auf einem topologischen Raum (Q), O) und fiir ein A C Q) definie-
ren wir das Innere A° und den Abschluss A von A durch

A= {0CA:0€0}, A:=(|{F2A:F €0}

Eine wichtige Annahme wird die Beschriankung auf polnische

dume sein>. ie zentralen Grenzwertsitze der
R 22 * Die zentralen G tsitze d
Stochastik werden auf polnischen
Réumen gelten.

Definition 62. Ein topologischer Raum (), O) heifit polnisch, falls

(i) es eine abzdhlbare Menge Q'cO gibt, so dass =0,
(if) er vollstindig metrisierbar ist.

Ein topologischer Raum heifst vollstindig metrisierbar, falls es eine
Metrik gibt, die die Topologie erzeugt und bzgl. der () vollstandig
(jede Cauchy-Folge konvergiert) ist.

Beispiel 63. (i) (€[0,1],] - ||co) ist polnisch
(ii) jeder kompakte metrische Raum ist polnisch
(iii) (€[0,00),d) mit

1 d(f,8) :
d(f,¢) = — o7 _ mit d, = su -
(f,8) ,{2212"1+dk(f,g) k= sup f-3gl

ist polnisch (Topologie der gleichméfiigen Konvergenz auf Kom-
pakta).

(iv) Ein nicht polnischer Raum ist z.B. der diskrete Raum - der
Raum in der jede Teilmenge offen ist. Ist er nicht endlich, ist er
nicht separabel.
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Fiir eine Familie (););c; von Mengen definieren wir den Produk-
traum durch

>< Q; = {(wi)iel w; € Ql’}.

iel
Wir schreiben hierfiir im Folgenden kurz Q) := X;c;€);. Fiir Teil-

mengen H C | C [ definieren wir die zugehorigen Projektionen
T H - Q] — QH durch

mt1,0((w))jer) = (Wn)nen-

Auflerdem schreiben wir my = 7wy und 71; = Ty, i el
Ausgehend von den Borel-o-Algebren auf topologischen Raumen
konnen wir auch eine Topologie auf dem Produktraum definieren.

Definition 64. Ist (Q);, O;);c; eine Familie von topologischen
Réaumen, so heif$t die von

{j>e<]A]- x é\] Q;: ] CI,]endlich, 4; € O, j € ]}

erzeugte Topologie die Produkttopologie auf () = Q).

Beztiglich der Produkttopologie O sind alle Projektionen 7, i € I
stetig:
-1
7Y A)=A; x X O €0, A; € O;.
i ( z) i ien (i} 7 i i
Besonders schone Eigenschaften erhdlt man unter Abzahlbarkeit.

Satz 65. Sei (Q);, O;);en eine Familie polnischer Riume. Dann ist der
Produktraum Q) versehen mit der Produkttopologie O wieder polnisch.

Beweis. Da (); separabel ist, gibt es abzihlbare ()} C ), so dass 6; =

); fiir alle i € I. Weiterhin bezeichne 7; die vollstindige Metrik, die

O; erzeugt (iiber {B:(w) = {w’ € Q1 d(w,w') < e} :e>0,w € O}).
Fiir w, w' € O = X;enQ; wird durch

1
T(w, @) = ¥ 5 (u(wi @) A1)
i>1

eine vollstindige Metrik auf () definiert, die die Produkt-Topologie O
erzeugt.
Fiir ' € XiENQ; ist

B, = {w € XienQY) : w; # w! fiir endlich viele i € ]N}
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abzahlbar und dicht in ) und die Behauptung folgt. O

Definition 66. Fiir eine Familie (Q);, %;);c; von Mafirdumen heift
die o-Algebra

%yi — a({A, x Qp ;] C L1 endlich, A; € F;,j € ]})
die Produkt-c-Algebra auf ()

= O.Ist % = 7 = F,s0
schreiben wir auch .Z#! = ®;c.%.

Wieder sind die Projektionen vertraglich mit der Konstruktion: Da

1

7 (A) = A x Qngy € @ 7,
1
ist 71; messbar bzgl. ®;c;.%;. Aufierdem ist
%eg} = U’({A,‘ X Q]\{i} CA € Fi e I})
Unter geeigneten Voraussetzungen ist die Borel-o-Algebra der

Produkttopologie gleich der Produkt-c-Algebren der einzelnen Borel-
o-Algebren. Abzéhlbarkeit ist eine solche (vgl. Elstrodt, Kapitel IIL5).

Lemma 67. Ist I abzihlbar, O = Qj, O die Produktopologie auf 2 und
(Q), O) polnisch, so gilt

B(0) = Ric1#B(0;).

Beweis: Wir nutzen folgendes, einfaches topologisches Resultat: Ist
(Q), O) separabel, so hat O eine abzéhlbare Basis 5, d.h.

O:{UBi:BiGB, IC]N}
iel
Da alle (Q);, O;),i € I, separabel sind, haben sie jeweils abz&hlbare
Basen B;. Dann ist

B':= {4)x Oy ] C 1] endlich, 4, € B}

eine abzdhlbare Basis von (2, O) und somit ¢ (B’) = Z(Q). Aufler-
dem ist B’ C ®;c;%(Q);), also B(Q) C Ric1#(CY).
Umgekehrt ist fiir A; € O;

AiXQI\{i} EU({AiXQI\{i} ZAZ'EOZ'}> Q%(Q) O

A] X QI\] = X]E]A] X Xiel\]Qi
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Der Satz von Fubini

Produktraume sind ein wesentliches Hilfsmittel zum Studium der
Verteilung von einer Familie von Zufallsvariablen. Ein zweites we-
sentliches Hilfsmittel sind Ubergangskerne. Dies erhalt man durch
bedingen:

P(X €AY € B) = E[P(X € A[Y)1ycp),

so dass fiir die gemeinsame Verteilung einmal die Verteilung von Y
benotigt wird und die Verteilung von X bedingt auf Y. Die bedingte
Verteilung ist eine zuféllige Verteilung, da sie von Y abhdngt, und der
folgende Abschnitt erklart prazise wie wir damit umgehen.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir MafSe auf Produktraumen (und fiir
unser obiges Beispiel) sind Ubergangskerne. Sie beschreiben in
einem dynamischen Kontext Ubergangswahrscheinlichkeiten von so
genannten Markov-Prozessen, wie wir gleich in einem Beispiel sehen

werden.

Definition 68. Seien ((1,.%1) und (), .%;) Messraume. Eine
Abbildung « : O x F, — R>q heift Ubergangskern, falls

(i) fiir alle wy € O ist k(wy,-) ein MaB3 auf (), %)
(i) firalle Ay € F istx(-, Ay) F1-messbar.

Ein Ubergangskern heifit o-finit, falls es A1, Ap,... T () gibt mit
supq, k(w1 Ap) < oo fiirallen =1,2,...
Er heifst stochastischer Kern , falls

x(wi, M) =1 fur alle wy € 0.

Fiir einen stochastischen Kern verwenden wir auch oft die Bezeich-
nung Markovscher Kern oder Ubergangswahrscheinlichkeit.

Beispiel 69 (Markov-Kette). Sei Q) = {wj, ..., w,} mit Wahrscheinlich-
keiten (p;j)1<i,j<n, S0 dass mit 27:1 pij = 1Vi. Dann ist

n
K(wi, ) =) Pijouw;
j=1

ein stochastischer Kern von (Q, #(Q)) nach (Q, #(Q)). Die (p;;)
bilden die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markov-
Kette.

Ein typisches Beispiel kann man sich so vorstellen. Betrachten
wir als Zustandsraum () = Z. Ausgehend von einem Punkt x geht

57



58 THORSTEN SCHMIDT

die Markovkette entweder einen Schritt nach oben, oder einen nach
unten, so dass der Ubergangskern

k(x,-) = poxy1+ (1 —p)dxa

ist. Die Frage ist nun: Reicht die Angabe dieser Ubergangswahr-
scheinlichkeiten um die Verteilung des Markov Prozesses genau zu
beschreiben.

Lemma 70. Sei k ein o-finiter Ubergangskern und f : Q1 x Oy — Rxg
F1 ® Fn-messbar. Dann ist

wy /f(wlfwz)"(wlfdwz)

F1-messbar.

Beweis (Skizze). Zunéchst nehmen wir x(wq, ) < oo an. (Dann
Erweiterung mittels A1, Ay, ... T (2.) Wir betrachten

9 = {A EF QP w — /]lA(wz)K(wl,dwz) ist yl-messbar}

Dies ist ein durchschnittstabiles Dynkin-System mit 72 = {A; X
Ay A; € Fi} C 2. Nungilto(#) = 1@ Fp,alsoo(H) =
F1x Fy C 9 C F ®F und die Aussage folgt fiir f = 14,
A€ F QP

Wir erhalten die Aussage fiir Treppenfunktionen und mit monoto-
ner Konvergenz fiir alle messbaren f > 0. O

Der Satz von Ionescu-Tulcea zeigt, dass man endlich viele Uber-
gangskerne eindeutig zu einem Maf fortsetzen kann und ist somit
eine typische Anwendung des Maf$fortsetzungssatzes, Satz A.22.

Theorem 71 (Ionescu-Tulcea). Seien (Q);,.%;),i =0,...,n Messriume,
u ein o-finites Maf auf (Qy, Fo) und «; a—ﬁnite Ubergangskerne von
(X’ 1Q],®l o) nach (Q, F),i=1,.

Dann gzbt es genau ein o-finites Mafi x = p®x1 ® - - - @ ky auf
(X;?:OQj, ®?:09j), so dass

K(Ag X -+ X Ay)

—/A / Kn(wo, ..., wy—1,dwy) - - - k1 (wo, dwy ) p(dwo). (72)
0

Die Messbarkeit von Schnitten
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Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir n = 1, der allgemeine Fall folgt
dann per Induktion. Wir nutzen den Mafifortsetzungssatz, Satz A.22:
Wir starten mit dem durchschnittstabilen Halbring

I = {X?:()Ai:Ai S 321}
und betrachten die durch (72) definierte Mengenfunktion x auf J#.

(i) « ist o-finit: Seien (Q)) C % so dass (Q0,) T O, i = 0,1 und
V(QZ) < oo und sup, oo K1 (wo, an) =:Cy < oo.

= k(Q) x Qb)) = /09’ /Qg K (w®, dw ) p(daw®)
< Cuu(Q)) < o0

Da Q0 x Ol 1 0y x Oy ist x o-finit.
(i) « ist o-additiv: Fur Ay, Ap,--- € A p.d mitA =YY" A €A
ist

— // L a(wo, wi)x1 (wo, dwr)p(dewp)

= / Y /]lAn wy, wi)Kq (wo, dwy)

n>1

2 // 14, (wo, w1)k1 (wo, dwr) p(dwy) =Y x(

n>1 n>1
wobei (*) aus monotoner Konvergenz folgt, da sie Summanden
jeweils nicht-negativ sind. Mit dem Mafifortsetzungssatz erhalten
wir die Behauptung. O

Bemerkung 73. Mit etwas mehr Aufwand kann man die Aussage auch

fiir n = oo beweisen, siehe 23. 3 V. 1. Bogachev. Gaussian Measures.

American Mathematical Society, 1991

Theorem 74 (Satz von Fubini). Seien (Q;,.%;), po, i firi=1,...,n
und x = po ® k1 ® - - -  k, wie in Theorem 71 gegeben und die Funktion

f X0 Qi — R>q messbar bzgl. ' .F;. Dann gilt

/ Fax

/ /f wo, -+, Wy )k (W, - - ,wn_l,dwn)) ~~1<1(w0,dw1))]4(dw0).

Die Aussage gilt auch fiir beliebig messbare f mit [ |f|dx < oo.

(75)

Beweis. Wir definieren die Abbildung I : ®7 ,.%; — R durch

I(A) := [, dx. Fiir alle A € { XEoAit A € 3‘3} gilt nach Gleichung

(72), dass I(A) = k(A) und somit (75) fir f = 1 4.
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Wegen Linearitidt des Integrals und mit Hilfe des Satzes von der
monotonen Konvergenz folgt (75) fiir alle nicht-negativen, messbaren
Funktionen.

Die Messbarkeit der einzelnen Integrale folgt hierbei nach Lemma
70. O

Bemerkung 76. Die Aussage fiir Produktmafle yp ® - - - ® u, erhdlt
man als einfachen Spezialfall!

Beispiel 77 (Mehrdimensionales Lebesgue-Maf$). Mit A; = ®‘f:1/\
bezeichnen wir das Lebesgue-MaR auf dem R?

f(x/y):ﬁi/fxydy—o Vax

= fffxy (dy)A(dx) fffxydx Aldy) = 0.

Allerdings ist | f| nicht bzgl. A, integrierbar!
Aus Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale kann man
also nicht auf die Integrierbarkeit des Integranden schliefsen.

Die Faltung

Betrachten wir zwei unabhingige Zufallsvariable X und Y, so heifst Die Faltung ist demnach die Vertei-

die Verteilung von X + Y die Faltung. lung P(X+Y < z) fiir alle z € R.
Wir erinnern noch kurz an die Definition A.25 wo wir das Bildmaf3

(oder den push-forward) eines Mafles unter einer Abbildung ein-

gefiihrt haben. Dies kann man nutzen um etwa die Faltung prézise

einzufiihren.

Definition 78. Seien jiy, ..., 4, o-finite MaBe auf Z(R), y =
®"_,p; deren Produktmafl und S(x) = x1 + - - - + x4, x € R". Dann
heifdt

S i=p1 %% Uy
die Faltung der Mafe y1, ..., un.

Aufgabe 1. Haben die Mafle y; Dichten f; bzgl. A, i = 1,2 und setzt
man

= [ AGf(t=s)r(s),
so gilt

H1x U2 = fy*v <A (Fubini)
Betrachte P(X+Y <x)=P(X<x-Y)!

Aufgabe 2. Die Faltung zweier Normalverteilungen ist wieder
normalverteilt.
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Der Existenzsatz von Kolmogorov

Der Existenzsatz von Kolmogorov ist der zentrale Grund, warum wir
im Folgenden stets polnische Rdume
Bisher haben wir endliche bzw. abzdhlbare Produktraume betrachtet, betrachten werden.

was fiir unsere Anwendungen nicht ausreichen wird. Wenn wir an
die Brownsche Bewegung denken - also an eine stetige Funktion, so
werden wir auch an allgemeineren Situationen interessiert sein.

Der Satz von Kolmogorov erlaubt die Erweiterungen auf grofiere
Raume, kommt allerdings nicht ohne die Voraussetzung aus, dass
diese polnisch sind.

Wir erinnern daran, dass ein topologischer Raum (Q, O) polnisch
heif3t, falls er vollstindig metrisierbar ist und separabel.

¢ vollstindig metrisierbar: Es gibt eine Metrik r so dass O von r
erzeugt wird, d.h. fiir jedes A € O gibt es ein B, so dass B C A
ist. (Be(w) = {w' € Q: r(w,w') < ¢}) und dass (Q, r) vollstindig
ist (jede Cauchy-Folge konvergiert)

e separabel: Es gibt eine abzihlbare Teilmenge (Y, so dass
O =N{A20Q:4c0}=0.
Beispiel 79. (i) R? = @d ist separabel und vollstandig

(i) Sei K € R kompakt = (C(K), || - |leo) ist polnisch (Weier-
strafs’scher Approximationssatz — Polynome)

Wie bisher bezeichnen wir #/ = @ jej- Wir verwenden im Folgen-
den die praktische Konvention

Jel:={J] CI: Jendlich }.

In diesem Sinne ist etwa (Pj)jer = (Pj : ] € I, ] endlich) zu verste-
hen.

Definition 8o. Sei (Q),.%) ein Mafiraum und I eine beliebige Index-
menge. Eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen (Pj)jes heifit
projektive Familie, falls P; Wahrscheinlichkeitsma8 auf (), #/) ist
und

PH = ﬂ],H*P]
fir alle H C | C I, | endlich.

Die Idee hierbei ist, Produktmafie wie im Satz von Ionescu-Tulcea
auf unendliche Produkte zu erweitern. Wir betrachten die Familien
Py =pp®x1 ®--- @Ky, n > 1. Natiirlicherweise gilt fiir die endlichen
Produkte, dass

Pi(AlXsz---XQi)ZP]'(A1XQz><---XQj).



62 THORSTEN SCHMIDT

Eine projektive Familie besitzt ebendiese Konsistenzeigenschaft, ohne
dass wir verlangen, dass die Familie als Produktmaf} erzeugt wurde.

Definition 81. Existiert fiir eine projektive Familie (Pj)je ein
WahrscheinlichkeitsmaR P; auf .#! = ®;c;.%; mit Py = 7. Py fiir
alle | C I, ] endlich, so heifst P; projektiver Limes der Familie P. Wir
schreiben
P 1= 1<£n P T
Jjel

In mindestens zwei Situationen spielen projektive Familien eine
grofSe Rolle.

Beispiel 82. Sei (Q),.#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine
unendliche Indexmenge. In Theorem 71 haben wir fiir jedes | € I das
ProduktmaB P®/ auf .Z/ definiert.

Zentrale Beobachtung ist, dass die Familie (P®/);¢; projektiv ist:
Istnamlich H C | € I, soist fiir A; € .%,i € H,

(77,10)« P (Xien Ai) = PO (7)) ™ (Xien Ai))
= P¥ (Xien Ai X Xicp nQ)

= [1P(4)- I P

icH ie]\H
=]PA)

i€eH
= PH (Xicp A)).

Allerdings haben wir noch nicht gezeigt, wann es den projektiven
Limes von (P®/);¢; gibt. Diesen wiirden wir dann das unendliche
ProduktmafB P®! nennen.

Beispiel 83 (Brownsche Bewegung). Die Brownsche Bewegung ist
ein stetiger Gauflprozess mit unabhéngigen und identisch verteilten

Brownian motion

Zuwdichsen. Wir verwenden folgende, diskrete Approximation:

mit t; = iA und i.i.d. § ~ A47(0,A).
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Wir simulieren dies mit folgendem R-Code (damit wurde auch das
Titel-Bild erstellt - erzeugen Sie Ihre Lieblings-Brownsche Bewegung

und schicken Sie mir eine Version zu!)*4: * In korrigierter Version - vielen Dank

an Eni Schwindt.
# Simulate Brownian motion

bm <- function (n,delta)

{
# take the cumulative sum of normally distributed random variables
cumsum(rnorm(n,0,sd=sqrt(delta)))

## two-dimensional Brownian motion

datax
datay

c(0,bm(100,0.0001))
c(0,bm(100,0.0001))

# now we plot it
plot(datax,datay, type="1",col = rgb(0, 0, 0, 0.25))

# for an artistic output without boundaries and text:
plot(datax,datay,type="1",col = rgb(0, 0, 0, 0.25),
type="1",main="",xlab="",ylab="",6axes=FALSE)

Beispiel 84. Sei (Q), %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine belie-
bige Indexmenge, (), .#’) ein Messraum und X; : Q — Q',i € I

eine Familie von Zufallsvariable. Wir werden eine solche Familie So ist 2.B. W = (W;) 10 - die Brownsche
X := (X;);es einen stochastischen Prozess nennen. Bewegung - ein stochastischer Prozess,

Dann ist formal gesehen X0 — Q/I mit X(w) — (Xi(w))iel- d.h. eine Familie von Zufallsvariablen.
Man kann sich nun fragen, ob die Verteilung von X (d.h. das Bildmafs
X, P) als Verteilung auf .7 existiert.

Hierzu sei bemerkt, dass P]’ = ((X]-&E 1)«P,] € I eine projektive
Familie ist. Ist namlich H C | € I und A; € .%’,i € H, dann ist

(711,1)+ P} (Xjen A)) = Pj((7r),0) " Xjen 4))
= Pj(Xjen A) X Xiep\neY)
=P(X;€A;,je Hund X; € O, j € J\ H)
=P(X;€ A;,j€ H)
= PIIJ(X]‘GH Aj)'
Wie im Folgenden gezeigt wird, gibt es die Verteilung X, P (was dann

der projektive Limes der (P]’) jer ist) zumindest dann, wenn .Z’ die
Borel’sche o-Algebra eines polnischen Raumes ist.

Bemerkung 85 (Eindeutigkeit des projektiven Limes). Seien P; und Pj Zu jeder projektiven Familie gibt es
hochstens einen projektiven Limes.

zwei projektive Limiten, so ist fiir A := XjcjA; X Xjep ;€ € 7 mit
aus Lemma A58 und | € I

Pi(A) = P]( Xiey Ai) = P]l( Xie] Az‘) = P}(A)'
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Damit stimmen P; und P] auf dem schnittstabilen Erzeuger iiberein
und nach Satz A.16 gilt P; = P].

Das folgende, beriihmte Theorem, welches unabhéngig voneinan-
der von PJ. Daniell (welcher abzihlbares I betrachtet hat 25) und A.N.
Kolmogorov gezeigt wurde besagt nun, dass auf polnischen Rédumen
ein solcher Limes stets existiert.

Theorem 86 (Existenz von Prozessen). Sei (), O) ein polnischer
Raum, F = %(0O) und (Pj);e; eine projektive Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf .7 . Dann existiert der projektive Limes

P[ = l'&np].
Jel

Beweis. Sei 7 wie in Lemma A.58 und yu eine additive Mengenfunk-
tion auf dem Halbring /¢, definiert durch

#( Xjey Aj % XienyQ) = Py Xie 4j).

Damit und y ein wohldefinierter Inhalt auf dem Halbring J#.

Fiir die o-Additivitdt von ¢ muss man etwas weiter ausholen und
sich Kompaktheitsargumente zu nutze machen, die wir hier zunéchst
ausklammern. (Fiir einen leicht andern Beweis siehe Klenke 29).

Weiterhin ist u(Q!) = 1, also lasst 4 mit dem Maffortsetzungssatz,
Theorem A.22, in eindeutiger Weise auf ein Ma8 P; auf o(#) = F!
fortsetzen. Dies muss wegen Eindeutigkeit der projektive Limes von
(P])]@I sein. [

5 Percy John Daniell. Functions of
limited variation in an infinite number
of dimension. Annals of Mathematics,

pages 30-38, 1919

26 Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Springer, 2013



Schwache Konvergenz

Schwache Konvergenz

Wir betrachten den metrischen Raum (E, d) und bezeichnen

P (E) = {p : p Wahrscheinlichkeitsmafl auf A(E)}
P1(E) = {p: p MaB auf #A(E) mit u(E) < 1}.

Als Testfunktionen verwenden wir C,(E): die Menge der stetigen,

beschrénkten, reellwertigen Funktionen auf E, oder C.(E): die Menge

der stetigen, reellwertigen Funktionen mit kompaktem Trager.

Definition 87. Die Folge Py, Py, - - - € #(E) konvergiert schwach
gegen P € #(E), falls

/ fap, — / FdP

fir alle f € Cy(E). Wir schreiben dann P, = P.

Definition 88. Seien jiq, 12, - - € Z<1(E) und u ein Maf auf A(E).
Gilt , _
[ fann — [ an

fur alle f € C.(E), so konvergiert die Folge (y,) vage gegen p, und
wir schreiben y;, =y .

Definition 89. Seien X, X1, Xp, ... Zufallsvariable auf (Q, %, P),
(M, %1, P1),(Qg, %2, P,), ... mit Werten in E. Wir sagen X1, Xp, ...
konvergieren in Verteilung gegen X, falls (X,)«P, = X.P und
schreiben hierfiir

Xy = X.

Die vage Konvergenz definieren wir
fiir Mafle mit der Masse hochstens
eins, weswegen die Bezeichnung u
verwendet wird (an Stelle von P - was
typischerweise nur fiir Wahrscheinlich-
keitsmafle verwendet wird).
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Oft verwendet man fiir die Verteilungskonvergenz auch folgende
Notation:
X, 4 X

wobei .Z hier Konvergenz ”in law” - also in Verteilung - bedeutet.

Bemerkung 9o. ¢ Damit gilt X, = X < P,(f(Xs) € ») = P(f(X) €
) Vf € Gy(E).

e Da 1l € Cy(E) ist der schwache Limes von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben immer ein Wahrscheinlichkeitsmag.

Allerdings ist 1 ¢ C.(E), so dass dies fiir die vage Konvergenz
nicht gelten muss.

¢ Die schwache Topologie ist die schwéchste Topologie bzgl. der
P — [ fdP fiir alle f € C,(E) stetig ist.

Beispiel 91. (i) Seien x,x1,xp,... € R mitx, — x.Setze P = &y,
P, = 6y,. Dann gilt P, = P, da

/ﬁm_ (xn) = f(x /ﬁP

fiirr alle f € Cy(R).

(ii) Gilt x, = n, so folgt P, = 0, allerdings nicht P, = 0, da 0 kein
Wahrscheinlichkeitsmafs ist.

(iii) Sind X, X3, X», ... identisch verteilt, so folgt X,, = X, allerdings
gilt weder f.s. noch stochastische Konvergenz.

(iv) Der zentrale Grenwertsatz.

Lemma 92 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Gilt y, = y und
Un =V, 50 folgt p = v.

Beweis. Nach Satz A.167 reicht es, y(A) = v(A) fiir alle abgeschlos-
senen A C E zu zeigen, da die Menge der abgeschlossenen Mengen
ein durchschnitsstabiler Erzeuger von #(E) ist. Setze

d(x,A) = inf d(x,y)
yeEA

fn(x):=(1—m- d(x,A))+

Dann gilt, dass f;; monoton gegen 14 konvergiert, also

m—r00 1—00

= lim /fm p= lim lim /fmdyn :hm/fmdv:v(A)
m—o0

wegen majorisierter Konvergenz. O

27 Ein Ma# ist bereits durch seine
Werte auf einem durchschnittstabilen
Erzeuger eindeutig festgelegt.
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Satz 93. X, Py x impliziert X, = X. Ist X konstant, so gilt auch die
Umkehrung.

Beweis. Seien X, L X Wir zeigen die Behauptung durch Wider-
spruch. Angenommen fiir f € C,(E) gilt lim, 00 E[f(Xy)] # E[f(X)].
Dann gibt es eine Teilfolge n; und ein € > 0, so dass
lim [E[F(X,,)] — E[f()]] > &
—00
Da X, Lox gibt es eine Teilfolge (nk(), { =1,2,...,s0 dass
f

L% X Mit majorisierter Konvergenz folgt

lim E[f(Xu, )] = E[f(X)],

Xn

kg

e—r 00
ein Widerspruch.
Ist umgekehrt X = ¢ € Z. Dann ist x — d(x,c) A1 € C,(E) und
somit

E[d(X,,c) A1] = E[d(X,c) A1] =0,

P L .
also X;; = X wegen der Definition von stochastischer Konvergenz.
O

Wir benoétigen folgendes niitzliche Resultat was man mit dem
Fubini-Theorem beweist (!): Fiir reellwertiges X > 0 ist

E[X] = ./O'OOP(X > 1)dt

Theorem 94 (Portmanteau). Seien X, X1, Xp, ... Zufallsvarialbe mit
Werten in E. Dann sind duqivalent

(i) X=X
(i)) E[f(Xn)] = E[f(X)] fiir alle Lipschitz-stetigen und beschriinkten

(iii) liminf, . P(X, € G) > P(X € G) fiir alle offenen G C E
(iv) limsup, . P(X, € F) < P(X € F) fiir alle abgeschlossenen

FCE
(v) limy_e P(X, € B) = P(X € B) fiiralle B € %(E) mit
P(X € dB) = 0.

Die B € #(E) mit P(X € 0B) = 0 heiflen auch PyX-randlos.
9B = B\ B° (B = Abschluss, B° = Innere von B).

Beweis.

67
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(i) = (ii): klar

(ii) = (iv): Sei F C E abgeschlossen und (f;) Lipschitz-stetige
Funktion, so dass fi; | 1F (etwa fi;(x) = (1 —m -d(x,F))"). Dann
folgt

limsup P(Xy € F) < inflimsup E[f, (Xy)]] inf E[fi(X)

k>1 p—eo
— P(X € F)

(iv) < (iii): Setze G=E\Fbzw. F=E\G.
(iii) = (i): Sei f > 0 stetig. Dann ist

0o (iii)  poo
EU@HzAPU@ﬁMMﬂEAhmMM&EGW (95)
Fatou

< liminf/ooo P(F(Xy) > t)dt = liminf E[f(X,)]

Istnun —c < f < ¢,soistc— f > 0 und wir konnen das obige
Resultat anwenden. Das heifdt
limsup E[f(Xy)] = ¢ = iminf E[—f(Xy) +¢] < ¢ — E[—f(X) + ]
= E[f(X)] < liminf E[f(Xy)]
(wobei wir fiir den letzten Schrift f 4 ¢ betrachtet haben) und somit
folgt (i).
(iv) = (v): Fur B € A(E):

(iii .

) _
P(X € B°) < liminfP(X, € B°) <limsup P(X, € B) < P(X € B).
—_——
<P(X,€B)
Ist P(X € 9B) = 0,so folgt P(X € B°) = P(X € B), also
P(X, € B) — P(X € B).

(v) = (iv): Sei F C E abgeschlossen. Wir setzen F¢ := {x € E :
d(x,F) < e} fiire > 0. Die Mengen oF¢ C {x : d(x,F) = ¢} sind
disjunkt, also gilt

P(X € 9FF) =0

fiir Lebesgue-fast alle e. Wir wéhlen eine Folge (¢¢) | 0, so dass
limsup P(X, € F) < ir;{ limsup P(X, € F*)

— inf P(X € F&%) = P(X € F
gl( € F*) =P(X € F), (96)

wobei wir im letzten Schritt die o-Stetigkeit von P ausgenutzt haben.
O
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Korollar 97. Seien X, X1, Xa, ... reellwertige Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F, Fy, F>, ... Dann

X, = X © F,(x) — F(x) fiir alle Stetigkeitsstellen x von F.

Beweis. ,,=" Ist x Stetigkeitsstelle von F, so ist zundchst P(X €
d(—o0,x]) = P(X = x) = 0. Nach dem Portmanteau Theorem,
Theorem 94(v), folgt aus X,, = X, dass F,(x) = P(X, € (—c0,x]) —
P(X € (—o0,x]) = F(x).

=" Wir verwenden (ii) von Theorem 94: Ohne Einschrankung sei
|f| <1, f stetig und mit Lipschitz-Konstante 1. Fiir ¢ > 0 wéhlen wir
N € N und Stetigkeitspunkte y1,...,yn von F so, dass

F(yp) <, Flyn)>1—c¢

undy; —y;—1 < &i = 1,...,N. Dann gilt nach Voraussetzung
Fu(yi) = F(yi) und

N-1
f <L ooy H (e T ; (fyi) + oLy,

Es folgt, dass

limsup E[f(Xy)]

N-1
< limsup [Fn(yo) +1—F,(yn) + ; (f (i) +€) (Fu(yig1) — Fn(yi))}
N-1
<3e+ Y f(yi)(F(yis1) — F(v1))

1

Il
—_

<4e¢+E

f(x)]-

Verwenden wir 1 — f, so erhalten wir eine analoge Aussage fiir den
lim inf und die Behauptung folgt mit e — 0. O

Korollar 98 (Slutsky).

Xp= X,  d(XuYn) 20=Y, = X.

Beweis. Ubungsaufgabe O

69
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Theorem 99 (Continuous mapping theorem). Seien (E,d) und
(E',d") metrische Raume, f : E — E' messbar und Uy = {x € E :
f nicht stetig an X} messbar.

(i) Gilt P, = Pund P(Uys) = 0, so folgt f.Py = fiP
(ii) Gilt Xy = X und P(X € Uy) = 0, so folgt f(Xy) = f(X)

Beweis. (ii) folgt direkt aus (i) mit P, = X, P

Fiir Teil (i) betrachte G C E’ offen und x € f~1(G) N UJE.

Da f stetig in x ist, ist f~1(G) offen und so existiert § > 0 dass
f(y) € Gfuralley € Emitd(x,y) <d.

Dann ist f~1(G) N UJ‘} C (f"YG))° und mit dem Portmanteau-
Theorem 94 (i = iii) folgt

£P(6) = P1(6) "M B G ug) < P((f71(G))°)
-1

<liminf P,((f7(G))°) < liminf P, ((f7(G)))
= liminf f,P,(G)

und wieder mit dem Portmanteau-Theorem 94 (iii = i) folgt die
Behauptung. O

Aufgabe 3. Ist Z separabel, so ist U; messbar.

Als wichtiges Resultat erhalten wir den Satz von Skorokhod,

der einen Zusammenhang zwischen schwacher und fast sicherer

Konvergenz bildet. 28

# Hinweis: Kallenberg verwendet das
Theorem ohne die Vollstandigkeit,
damit ist die Existenz von iid Variablen

etwas schwerer!

Theorem 100 (Skorokhod). Sei (E,r) vollstindig und separabel,
X, X1, ... Zufallsvariable mit Werten in E. Dann sind dquivalent

(i) X,=X
(ii) Es gibt ein (QY, A’, P") mit Zufallsvariablen Y, Y1, Y, und Yy LA
YsowieY’EX, Yi"gxi,i: 1,2,...

Beweis. ,, <" Klar.

=" Zunichst nehmen wir E = {1,...,m} an. Setze p; = P(X =
k) und p} = P(X, = k), k € E. Nimmt man U ~ U[0, 1] unabhéngig
von X, so kann man leicht Zufallsvariablen Y, =4 X, konstruieren,so
dass Y, =k, falls X = kund U < Z—’;‘l:

Nehmen wir an, dass p}! 1 py folgt Y, = X, und da es auch nur
endlich viele Werte sind sogar f. s.- sind allerdings die p}! > py, so
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miissen wir die Wahrscheinlichkeit grofser machen, betrachten also

n
Yo=k  falls (X=kund U < %) oder U’ € [0, (p} — pi)]
mit einer weiteren unabhéngigen Zufallsvariablen U’ Y U[0,1]. Auch
hier folgt wieder fast sichere Konvergenz.
Sei nun E allgemein. Wir fixieren p € IN und teilen E in Borel-
Mengen By, By, ... mit Durchmesser kleiner 277 mit P(X € 0B,) = 0.
Nun wahlen wir m groff genug so, dass

P(x=JB) <27
k<m
und setzen By := E \ U<, Br-
Furk = 0,...,m setzen wir Y = k falls X € B, und Y;, = k falls
Xn € By,n € IN. Dann gilt Y;, = Y und wegen des Resultats tiber

G

endliches E finden wir Y} £ Yy, so dass Y} = Yf.s. O

Lemma 101. Wir betrachten (R, Z(R)). Sind P, P,,--- € Z(R) und
i e P<1(R) mit P, =4 p, so gilt u(R) < 1.

Beweis: Wir wihlen (f,) € C.(R) mit f, T 1. Mit monotoner
Konvergenz folgt

#(R) = sup [ fudu = sup lim | f,dP, < 1. 0
n>1 n>1 k—o0
Dass u(R) < 1 moglich ist hatten wir bereits in Beispiel 91 gese-
hen.

Schwache Konvergenz auf R

In endlich-dimensionalen Rdumen ist Kompaktheit ein tragfdhiger
Begriff. In unendlichdiemsionalen Rdumen ist dieser Begriff deut-
lich subtiler. So ist etwa in vielen Topologien der Einheitsball nicht
kompakt.

Neben dem Begriff der Kompaktheit*® gibt es einen eigenstandi-
gen Begriff der Folgenkompaktheit (jede Folge hat eine konvergente
Teilfolge).

Der folgende Satz zeigt zundchst zweierlei: Z2(R) ist nicht folgen-
kompakt: Es gibt zwar konvergente Teilfolgen, diese verlassen aber
moglicherweise den Raum der Wahrscheinlichkeitsmafle. Zweitens:
Es ist tiberhaput nicht zu erwarten, dass jede Folge von Wahrschein-
lichkeitsmafsen eine schwach konvergente Teilfolge hat (wir erinnern
uns an dy).

*» In einem topologischen Raum heift
eine Menge kompakt, falls jede offene
Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Im R" sagt der Satz
von Heine-Borel, dass eine Menge
genau dann kompakt ist, wenn sie
abgeschlossen und beschrankt ist.
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Durch den folgenden Satz erlangen wir immerhin Folgenkompakt-
heit in &~ (R) beziiglich der vagen Topologie.

Theorem 102 (Helly-Bray). Seien P1,P,,--- € Z(R). Dann gibt es
eine Teilfolge (Py, )k>1 und p € P<1(R), so dass

Py =5 .

Beweis. Die Werte der Verteilungsfunktion F;, F, ... der (P,) leben
auf dem kompakten Intervall [0, 1]. Wir nutzen eine Abzédhlung (x;,)
von Q und finden wegen der Kompaktheit von [0, 1] eine Teilfolge
(Fy, ), so dass

Fy, (x;) v G(x)) i>1

mit G(x;) € [0,1] fur alle i > 1. Dies zeigen wir mit einem Diago-

nalfolgenargument3°: Zunichst finden wir iterativ Indexmengen % Hier wéhlen wir ein Diagonalfolgen-
LDhLD argument um aus abzéhlbaren vielen
o konvergenten Folgen eine konvergente
Teilfolge zu konstruieren.
L ={nl,n,. ..} CN,sodass Fni(xl) konvergiert mit 1} — oo,

I = {n3,n3,...} C N, so dass Fn%(xz) konvergiert mit n2 — oo,

Damit konvergiert (Fn{( (x;))g fur j < i, den Grenzwert bezeichnen
wir mit G(x;). Der Diagonalfolgentrick ist, die Diagonalfolge (n¥); zu
betrachten. Fiir jedes k € IN existiert j > k, so dass n;: IS Ij C I, so
dass (F ;(xx)); = G(xz).

n
i
Nun definieren wir

F(x) =inf{G(r): r € [0,1]NQ : 7 > x},

und mit (Fy, ) ist auch G und somit F monoton sowie rechtsstetig.
Damit existiert ein zugehoriges Maf u, so dass u((x,y]) = F(y) — F(x),
x<yelkR

Wir zeigen noch P, = p. Dazu sei f € C.(R). Ohne Einschran-
kung sei f > 0. Nach Konstruktion gilt F,(x) — F(x) an allen
Stetigkeitsstellen von F. Da F wachsend und rechtsstetig ist, gibt es
nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen D C IR. Es folgt fiir jedes
U=[x,ylmitx,y ¢ D

P, (U) — u(U)

ebenso wie fiir endliche Vereinigungen, welche wir mit V bezeichnen.
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Wir wihlen B C R offen und (Uy), (Vi) C V, so dass Uy 1 B,
Vi | B. Dann ist

/ dy = klim u(Ug) = lim liminf P, (U;) < hmman( )
B —»00

k—o0 n—co

<limsup P,(B) < hm limsup P, (Vi) = hm n g1 (Vk) = /dy

n—»o00 k—oo  y00

Da u(f = t) = 0 fiir Lebesgue-fast alle ¢, folgt mit majorisierter
Konvergenz

/fdy:/o y(f>t)dt§/o limir::Pn(f>t)dt
< liminf /0 Pu(f > t)dt = lirr;inf / fFdP,
< limsup/fdPn zlimsup/o Pu(f > )dt
< /limsuan(f > t)dt < /Oooy(f > t)dt
Z/ﬁ%

also lim [ fdP, = [ fdp. O

Das folgende Korollar zeigt, dass bereits die Eindeutigkeit des
Haufungspunktes, mit der Eigenschaft dass es sich um ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ handelt, schwache Konvergenz impliziert.

Korollar 103. Seien Py, Py, --- € Z(R) und sei P € & (R) der einzige
Hiiufungspunkt von (Py) beziiglich der schwachen Konvergenz. Dann
qilt

P, = P.

Beweis. Angenommen, die Folge (P,) konvergiere nicht. Wir bezeich-
nen mit F, und F die zu P, und P gehorigen Verteilungsfunktionen.
Dann gibt es einen Stetigkeitspunkt x von F, so dass F,(x) # F(x).
Damit gibt es also eine Teilfolge (1) und a # F(x), so dass F, — a.
Nach Theorem 102 von Helly-Bray gibt es eine Teilfolge (1, )i
welche vage konvergiert. Da P der einzige Haufungspunkt von (P,)
ist, folgt Fy, (x) = F(x), ein Widerspruch. O
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Straffheit und relative Kompaktheit

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Fragen wann eine
Folge von WahrscheinlichkeitsmafSen einen schwachen Grenzwert
besitzt, oder wenigstens einen Haufungspunkt. Dies muss nicht
automatisch der Fall sein, wie das Beispiel (J,) zeigt. Damit ein
Haufungspunkt existiert miissen wir sicherstellen, dass keine Masse
ins unendlich abwandert - was wir durch den Begriff der Straffheit
erreichen.

Auf einem topologischen Raum (), O) heifit K C ) kompakt,
falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt,

Nun betrachten wir wieder einen allgemeinen metrischen Raum
(E,d). Mit K bezeichnen wir die kompakten Mengen in E.

Definition 104. Eine Familie (P;);c; C #(E) heifdt straff, falls

sup inf P;(K) = 1.
Kek iel

Eine Familie (X;);c; von Zufallsvarialben heif3t straff, falls
(X;4P);ep straff sind, also

supinf P(X; € K) = 1.
Kek iel

Bemerkung 105. Aquivalente Formulierungen:

(i) Fur alle e > 0 gibtes K, € I, so dass P;(K®) < e fiir alle i € I.
(ii) Ist E = RY, so ist (P;);c; straff <

supinf P;(B,(0)) = 1 (Br(0) = {x: [lx[| < 7})
r>0 iel
(iii) Ein einzelnes Maf P ist straff, falls (E, d) vollstindig und separa-
bel ist. Damit folgt dies fiir jede endliche Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafSen. Das kann man mit Hilfe Lemma 114 zeigen.

Auf einem polnischen Raum kann man die volle Wahrscheinlich-
keit durch kompakte Mengen ausschopfen, was sich als sehr niitzlich
erweisen wird.3* Der Beweis hiervon folgt in Lemma 114.

Lemma 106. Eine abzihlbare Familie (P,),>1 C Z?(E) auf einem
polnischen Raum E ist genau dann straff, wenn

sup liminf P,(K) = 1. (107)
Kek n>1

3 Ein W-Maf heif3t von innen regulir,
wenn man die volle Masse durch
kompakte Mengen approximieren kann.
Das ist auf einem polnischen Raum
moglich.
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Beweis. ,,=": klar, da liminf P,(K) > inf P, (K)

,<=": Seie > 0und K so, dass liminf P,,(K) > 1 — §.

Wir wihlen m so, dass inf,>,, P,(K) > 1—¢und Ky, ...,Ky € K so,
dass P,(K,) >1—¢,n=1,...,m.DaK' = KUK U---UKy € K
wieder kompakt ist und inf P,(K’) > 1 — ¢ folgt die Straffheit.

(Zu jedem K finde ich K" > K, so dass inf P,(K’) > 1 — ¢, siehe
Bemerkung 105 (i)) O

Beispiel 108. (i) Ist E kompakt, so ist jede Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafSen straff.

(i) Sind (X;)c; reellwertig mit

sup E[|X[] < oo,

i€l
so ist (X;) straff: Denn es gilt nach der Markov-Ungleichung
E[|X;
inf sup P(|X;| > r) < infsup E[|Xi]] —0
r>0 jep r>0 ;e T

(iii) (0n)n>1 ist nicht straff.

Das folgende Lemma zeigt nun, dass auf den reellen Zahlen
Straffheit genau der richtige Begriff ist, um aus vager Konvergenz auf
schwache Konvergenz zu schlieflen.

Lemma 109. Seien Py, Py, ... € Z(R) und p € P<1(R) mit
Py =5 .

Dann ist u(R) = 1 genau dann, wenn (Py) straff ist. In diesem Fall
folgt Py, = p.

Beweis: Sei B, = {x € R : |x| < r} der Ball um die Null mit dem
Radius r. Fiir jedes r > 0 wéahlen wir g, € C.(R) mit 15 < g, < 1p

r+1°
Dann ist (P,) genau dann straff, wenn

Srlilg lggg}f / grdPy = 1. (110)

,=": Mit Stetigkeit von unten (von p) ist

1=supu(B,) = sup/grdy = supliminf/grdpn,
r>0 r>0 "

r>0

also folgt (110) und somit Straffheit.
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,<=": Mit Lemma 106 (im letzten Schritt) folgt

#(R) = sup pu(B,) = sup liminf/g,dpn =1.

r>0 >0 n—00
Es bleibt, die schwache Konvergenz zu zeigen: Sei also (P,) straff
und f € Cy(R). Dann ist

limsup'/fndPn—/fdy‘

n—o0

< inf lim sup (‘ /(f,fgr)dpn

>0 poeo

+‘/fgrdPn*/.fgrdV’ +/.(f*fgr)dﬂ)

- . ) . ) — o,
_IIfIIw(;ggllznjogan(Br)+0+;r>lgu(3r)) 0 O

Korollar 111. Seien P, Py, P,,... € 2(R). Gilt P, = P, so ist (P,)
straff.

Kompaktheit und verwandte Begriffe

Nun sind wir daran interessiert, Straffheit auch auf algemeineren
Rédumen als R genau zu charakterisieren. Dazu werden wir in die
topologische Trickkiste greifen miissen und bereiten zunéchst einige
Begriffe vor.

Definition 112. Auf einem topologischen Raum (), O) heifit K C Q)

(i) kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche

Teiltiberdeckung besitzt,

(ii) relativ kompakt, falls K kompakt ist,

(iii) relativ folgenkompakt, falls es fir jede Folge wi, wo, ... € K eine
konvergente Teilfolge gibt.

(iv) Ist (€Q),d) ein metrischer Raum, so heif3t K fotal beschrinkt,
falls es fiir jedes e > 0 ein N € N und wy, ..., wn € K gibt, so
dass K C UN_; Be(wy).

Nach dem Satz von Helly-Bray ist eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmaf3en
auf R also immer relativ kompakt.
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Satz 113. Sei (E,d) ein metrischer Raum und O die von d erzeugte
Topologie.

(i) K ist relativ kompakt
(ii) Sind F;, C Kabgeschlossen,i € I, Nie1 Fi = 9, dann gibt es
endliches | C I mit ;¢; F; = @.
(iii) K ist relativ folgenkompakt.
(iv) K ist total beschrinkt.

Dann gilt (iv)<= (i)« (ii) = (iii).

Ist (E,d) separabel, so folgt (iii) = (ii).
Ist (E,d) vollstindig, so folgt (iv) = (iii).

Ist der Raum (E, d) polnisch, so sind die Eigenschaften dquivalent.

Beweis. (i) = (iv): Sei K kompakt und & > 0. Wir wihlen die offene
Uberdeckung U,k Be(w) von K. Dann gibt es eine endliche
Teiltiberdeckung, also gibt es wy, ..., wy, so dass

N
K C U Be(wn)-
n=1

Da ¢ beliebig war, folgt, dass K total beschrankt ist.

(i) = (ii): Seien F; C K abgeschlossen und ;c; F; = &. Dann ist
UFf = (NEF)° = Q. Dies ist natiirlich eine offene Uberdeckung
von K, also gibt es endliches | C I, so dass K C Ujes F]? .
Auflerdem ist dann (Uj¢; F].C)C =Njes F < K%, aber F; C K, also
muss (je; F; = & sein.

(ii) = (i): Seien O; offen und K C U;c; O;. Wir setzen F; = Of NK,
sodass Ff € O und Nic; Fi = KN (UO;)¢ = @. Also gibt es nach
Voraussetzung (ii) endliches | C I mit Njej Fj = ©. Dann ist

TC
KulJo=UF =0
j€l jel
also K C Uje; Oj und somit K kompakt.

(ii) = (iii): Seien w1, wy,... € K. Wir setzen F, = {wy, w,_1,...} C K.
Angenommen es gibt keine konvergente Teilfolge von (w;). Dann
istyq Fn = @.

Mit (ii) folgt dann, dass es ein N € IN gibt mit

N
@=()F.=Fn,

n=1
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ein Widerspruch zu Fy # 9.

(iii) = (ii): (falls (E,d) separabel ist) Diesen Teil unterteilen wir in
zwei Schritte. Da der Raum separabel ist gibt es abzédhlbares E’ mit
E'=Eund & = {B1(w) : w € E/,n € N}. Dann ist % abzahlbare
Basis von O, und wi; schreiben & = {Cy,Cy,...}.

Nun kommen wir zum zweiten Schritt. Angenommen K ist nicht
kompakt: Dann gibt es (A;)ic; € Z mit K C U;c; A; und es gibt
keine endliche Teiliiberdeckung. Wir setzen fiir i € I

Ji={jeN:C;CA;} CN

sowie | := Ujer Ji € IN. Dann ist A; = Ujeli Cj, also

kcJa=UUg=U¢:

iel ieljej; jeJ

Damit sind die (C;) eine offene Uberdeckung. Da es fiir (A;) keine
Teiliiberdeckung gibt, gibt es ebenso keine fiir die (C;). Wir wihlen
wn € K\ Ujej,j<n Cj- Da K relativ folgenkompakt ist, hat (wy) einen
Haufungspunkt in w € K. Da K %] Cj, gibtes k € | mit w € Cj.
Da Cj offen liegen unendlich Vie{e der w, in Ci, andererseits ist
wi & Cy, i > k. Dies ist ein Widerspruch.

(iv) = (iii): (falls (E,d) vollstdndig) Seien wq, wy, ... € K. Wir kon-
struieren eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist. Da E vollstandig
ist, ist die Folge auch konvergent und somit K relativ folgenkom-
pakt.

Wir wihlen €, | 0. Da K total beschréankt ist, gibt es N € IN ¢;-
Balle, die K tiberdecken. Mindestens einer dieser Bille enthilt
unendlich viele der (w;). Diese haben dann hochstens den Ab-
stand 2¢;. Wir wihlen ein wy, davon. Dieser ¢1-Ball wird durch
endlich viele ¢,-Bélle tiberdeckt. Mindestens einer dieser Bélle
enthélt unendlich viele der (w;) und wir wéhlen wy, # wy, . Iterie-
ren liefert (wy, ) mit d(wy,, wy, ) < 2eman und somit die gesuchte
Cauchyfolge.

O

Lemma 114. Ist (Q), O) polnisch und p ein endliches Maf3 auf 2(0O), so
existiert zu jedem e > 0 eine kompakte Menge K, so dass u(Q\ K) < e.

Beweis: Sei € > 0. Aus der Separabilitit folgt

(@G

Q= |JBi(wy) firallen > 1 und geeignete (wy )x>1.

k

1
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Mit Stetigkeit von oben erhilt man

Demnach gibt es N;, € IN so dass y(Q \ U,i"l B1 (wﬁ)) < 3

Die Menge A := 7, UkN:” 1 B1i(wy}) ist total beschrénkt, also ist A
kompakt nach Satz 113. Es folgt !

WO\ < p(\ 4) = (U (0 U B1 (w})))
1

k=1 k=

_i;t(Q\t]jB},(wg))gs. 0
k=1

n=1 _

A\

Der Satz von Prohorov
Wir erinnern an einige Tatsachen:

K ist relativ kompakt = K ist relativ folgenkompakt
(Portmanteau)

(Xn) straff = liminfP(X, € G) > P(X € G), G offen

Der Satz von Prohorov liefert eine
wichtige Konsequenz aus Straffheit:
Folgenkompaktheit (jede Folge hat
eine konvergente Teilfolge). Fiir ein
Familie von Mafen (y;);c; ist relativ
Folgenkompaktheit dquivalent zur

(Py)ieg ist straff < (P;)ie; ist relativ kompakt bzgl. Straffheit.

Theorem 115. Sei (E,d) ein polnischer Raum. Dann gilt:

der schwachen Topologie.

Mit dem Satz von Prohorov wird eine niitzliche Briicke zur Analy-
sis geschlagen: Zum Beispiel charakterisiert der Satz von Arzela-Ascoli
(welchen wir bald kennenlernen werden) relativ kompakte Mengen
auf dem Raum C(X) (stetige Funktionen f : X — R versehen mit
der Supremumsnorm), falls X ein kompakter topologischer Raum ist:
F C C(X) ist genau dann relativ kompakt wenn F gleichgradig stetig
und punktweise beschrankt ist.

Bemerkung 116 (Relative Kompaktheit bezgl. der schwachen Topo-
logie). Im Folgenden Beweis zeigen wir relative Folgenkompaktheit.
Dies ist aber ein einem polnischen Raum &dquivalent zu relativer Kom-

paktheit (siehe etwa 32, Satz 8.4.13 oder ausfiihrlicher in 33, Section 3 Peter Ganssler and Winfried Stute.
5) Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer-
’ Verlag, 1977
3 Patrick Billingsley. Probability and
Measure. Wiley, 3 edition, 1995
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Hierzu betrachten wir die Prohorov-Metrik. Sei (E,d) ein metrischer
Raum und Z4(E) die zugehorige Borelsche o-Algebra. Fiir eine Men-
ge B € #(E) betrachten wir ihre e-Umgebung B, = {x € E : d(x,B) <
e}. Fiir zwei Mafe y und v definieren wir

d*(u,v) :=inf{e > 0: fir alle B € B(E) ist u(B) < v(Be) +¢}.
Die Prohorov-Metrik ist nun definiert durch

dp(p,v) = max{d"(p,v),d" (v, p)}. (117)

Diese Metrik bestimmt schwache Konvergenz: dp(py, ) — 0 impli-
ziert y, = p. Ist (E,d) separabel, so gilt auch die Umkehrung.

AufBlerdem gilt, dass (E,d) genau dann polnisch ist wenn der
Raum der endlichen Mafle (.# (E),dp), versehen mit der Prohorov-
Metrik, polnisch ist.

Beweis. ,,<= " Sei (x,),eN eine dichte Teilmenge in E. Wir zeigen
zundchst: Aus relativer Folgenkompaktheit folgt Ve > 03N € IN
s.d.34

N
inf P<( B ) 1—e.
iep ! U €(xk) > € (118)
k=1
Angenommen, das gilt nicht. Dann existiert ¢ > 0 so dass fiir alle
x1,--.,XN, N € N ein P;; existiert mit

N
P (U Belx)) <1-e.
k=1
Da nach Voraussetzung (P;) relativ folgenkompakt ist, also gibt es
eine Teilfolge (PiNM
Wegen des Portmanteau-Theorems gilt

N

1=P(E) = lim P( U Be(xk))

Separabilitit N—co =1

N
< T Tming P <1_
< Jim timin Py, (U Belx)) <1 ¢
und dies ist ein Widerspruch.

Nun zeigen wir, dass aus (118) Straffheit folgt: Sei ¢ > 0. Fiir j € N

wihlen wir le, cer, xﬁj so, dass

Wir setzen

)M, die schwach gegen ein P € Z(E) konvergiert.

34 B, (x) ist offener Ball mit Radius € um
x
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Dann ist K total beschrankt. Da E ein vollstindiger metrischer Raum
ist, ist K relativ kompakt, also ist K kompakt.
Aufierdem ist
1

sup P;(K°) < sup iPl-( N Bj(xk)c) <e

iel i€l j=1 k=1 j

™2

2|~
I
A

I
—

also ist (P;) straff.
Nun betrachten wir die Umkehrung.

.= " Ziel ist es, zu zeigen, dass (P;) relativ folgenkompakt ist: Sei al-
so (Py) eine Folge aus (P;);c;. Da (P;) straff ist, konnen wir kompakte
Mengen K; C Kp C - - so wihlen dass

1

inf P,(K:) >1— ~.

g Pk =15

Da (E, d) separabel ist, gibt es abzéhlbar viele x1,xp,... und €1, ¢, ...,
so dass {(Bg, (xx))i>1: &k € Q, k € N} A(E) erzeugen. Wir setzen

N
K= { U KjNBe(x) : N,jEN,0 < g € Q}.
k=1
Dann ist K ein Halbring und ein durchschnittstabiler Erzeuger von
#(E) N (U241 K;j). Da K abzahlbar ist, finden wir eine Teilfolge (P, ),
so dass (P, (A)) fir alle A € K konvergiert (verwende [0,1] kompakt
und Diagonlafolge).
Wir setzen p(A) = limy_,o Py, (A), A € K. Diesen Inhalt kann
man eindeutig zu einem Maf8 i auf Z(E) fortsetzen. Es folgt:

1> u(E) = p(|JKj) = lim lim Py, ( UK ) > lim (1—%):1.

j=1 j=1

Fiir jedes offene A gilt

A) = inf A 1 P A
#(4) AneICl,BAnDAZ‘u( n) = AeICUAnDAkl—EI;}oZ e (An)

< liminf Py, (A),
k—o0

und so folgt P;,, = P aus dem Portmanteau-Theorem. O
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Der Zentrale Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir den zentralen Grenzwertsatz
von Lindeberg und Feller. Das wesentliche Hilfsmittel werden die
charakteristischen Funktionen sein, die wir zunichst einfithren.
AnschliefSend beweisen wir den Satz von Lévy, welcher schwache
Konvergenz mit Hilfe von charakteristischen Funktionen (oder
allgemeiner: separierenden Funktionenklassen) verkniipft.

Charakteristische Funktionen

Definition 119. Eine Menge M C C(E) von stetigen Funktionen
auf E heif3t punktetrennend, falls fur alle x # y € Eein f € M
existiert, so dass f(x) # f(y).

M heifit separierend, falls aus P,Q € .#(E) und Ep[f] = Eq[f]
fur alle f € M folgt, dass P = Q.

Beispiel 120. C,(E) ist punktetrennend und separierend: Wahle
f(x) = d(x,y) AN1.Ist P # Q, so gibt es einen offenen Ball A mit
P(A) # Q(A). Wir wiéhlen f,, T 14 und erhalten P(A) = lim Ep|[f;]
und Q(A) = lim Eg[f,]. Wére Cp,(E) nicht separierend, so erhielten
wir Q(A) = P(A), ein Widerspruch.

Wir nennen ein Mengensystem M C C(E) Algebra, falls

(i) 1eM
(i) af +pgeM fira,p e Rund f,g € M
(iii) fge M f,geM

Theorem 121 (Stone-WeierstraB8). Sei (E,d) kompakt und M C C,(E)
eine punktetrennende Algebra. Dann liegt M dicht in C,(E) bzgl. der
Supremumsnorm.
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Theorem 122. Sei (E,d) vollstindig und separabel. Ist M C Cy(E)
punktetrennend und folgt aus f,g € M dass fg € M, dann ist M
separierend.

Wir erhalten direkt

Satz 123. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf RY wird eindeutig durch die
charakteristische Funktion bestimmt.

Der Grund hierfiir ist, dass , ¢, u € R? eine separierende Familie
auf dem RRY ist, was aus Theorem 122 folgt.

Beweis zu Theorem 122: Ohne Einschrankung ist M eine Algebra,
denn aus Eg[f] = Ep[f] und ebenso fiir g folgt aEq[f] + BEg[f] =
aEp[f] + BEp[f], sowie Ep[1] = Eg[1].

Nach Lemma 114 kénnen wir K kompakt wihlen, so dass P(K) >
1 —eund Q(K) > 1 — &. Nach dem Stone-Weierstra3-Theorem gibt es
fir g € CG(E) (gn) € M so dass

sup 18n(x) —g(¥)| = 0. (124)
Wir betrachten ge_ggZ, so dass aufSerhalb von K diese Funktionenklas-
se schnell verschwindet. Durch Ableiten und Null setzen errechnet
man das folgende Maximum
_an2 _1 /2 1
supxe " =e —.
xeR 2e

Wir erhalten, dass
[Elge ') — Elge 1] < Ce - P(K) S C-vE = 0. (125)
e—
Wir schitzen ab:

|Ep[ge "] — Eqlge %]

(1) < |Ep[ge™"] — Eplge ™" 1]|

() + |Ep[ge 8 1] — Ep[gue S 1]|
(3) + \Ep[gne_sggllk] —Ep [gne—sg,%}
@) + [Eplgne™ 1] — Eqlgne™*57]

(5) + | Eqlgne ™8] — Eq[gne*Si1]|
(6) + | Eqlgne™ 1] — Eqlge 1]

@) +|Eqlge" 1] — Eqlge™’]|
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Dann gilt (1), (3), (5), (7) = 0 wegen (125) und (2) und (6) — 0
wegen (124). Es folgt

. _eo? o2
Evlg] ~ Eqlg]| = lim [ Eplge] ~ Eqlge™]| = 0.
Da g € Cy(E) beliebig und C,(E) separierend folgt P = Q. O
Bemerkung 126. Wir erhalten unmittelbar

(i) Auf dem (R? %(R?)) bestimmen charakteristische Funktionen

eindeutig das Wahrscheinlichkeitsmaf.
(ii) Eine Familie reellwertiger Zufallsvariablen (X;);c; ist genau

dann unabhidngig, wenn fiir alle endlichen | C I
jel i€l
Aus Satz 123 erhélt man unmittelbar das Cramér-Wold Device.

Korollar 127. Seien X,Y d-dimensionale Zuvallsvariablen. Dann gilt

X2y =  XZ4Y) Vie{teRi:t|=1})

Der Satz von Lévy

Als néchsten grofien Schritt beweisen wir den Satz von Lévy . Der
Satz von Lévy wird schwache Konvergenz vollstindig mit Hilfe von
charakteristischen Funktionen klassifizieren.

Satz 128. Sei (E,d) vollstindig und separabel und P, Py, P,, ... €
M (E).
Dann sind dquivalent:

(i) P, =P
(ii)  (Pyn)y>1 ist straff und es gibt eine separierende Familie M C
Cb(E), s.d.
EPHI:f:I_>EP|:f] erM

Beweis. ,,=" Xklar

<" Angenommen (P,) ist straff, aber P,, # P.
Dann gibt es ¢ > 0, f € C,(E) und eine Teilfolge, so dass

|Ep,, [f] — Ep[f]| > ¢ firallek. (129)
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= Nach dem Satz von Prohorov gibt es eine Teilfolge (Pnkl) der

[—00

straffen Familie (Py, );>1, so dass Py, = Q€ A (E).

Dann ist
[Eplf] ~ Eqlf)| = lim (Ep[f] — Ep, [f]) ¢

nach (129), also P # Q. Andererseits gilt nach Voraussetzung
Vg € M, dass
Eplg] = lim Ep, [g] = Eq[g],

=00 1

ein Widerspruch dazu, dass M separierend ist. O

Im unendlichdimensionalen Banachrdumen sind abgeschlossene
Kugeln nicht mehr kompakt (dies folgt aus dem Kompaktheitssatz
von Riesz: ein normierter Vektorraum ist endlichdimensional genau
dann, wenn By kompakt ist).

Der Satz von Arzela-Ascoli verkniipft Kompaktheit elegant mit
folgendem Stetigkeitsbegriff:

Definition 130. Eine Familie von reellwertigen Funktionen M auf
dem IRY heift gleichgradig stetig in x € R?, falls

Yy—x

sup |f(x) — f(y)| —— 0.

feMm

Dies kann man nattirlich auch allgemein ftir Funktionen auf
metrischen Rdumen definieren. (GleichmiBige Stetigkeit bezieht sich
allerdings nur auf eine Funktion!)

Bemerkung 131. Handelt es sich um eine Folge (f,;) von stetigen
Funktionen, so ist gleichgradige Stetigkeit dquivalent zu

Yy—x

limsup |fu(x) = fu(y)| ——

n—o0

0.

Wir erhalten folgendes Lemma:

Lemma 132. Sei (f,) € C(R?) und gelte f,(x) — f(x) Vx € R%
Dann ist (f,) genau dann gleichgradig stetig in 0, wenn f in 0 stetig ist.

Beweis. Sei zunéchst (f,,) gleichgradig stetig. Dann ist,

|[f(x) = f(0) = [lim fu(x) — lim f,(0)| = lim | fu (x) — fa(0)]
< limsup |fu(x) — fu(0)] = O,
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da (fn) gleichgradig stetig ist in 0.
Fiir die umgekehrte Richtung beobachten wir, dass

limsup |f,(x) — f1(0)]

<timsup (|fa(x) = F()] + |f(x) = FO)] + £(0) ~ fu(0)])
P2 ) — F o) 0,
da f stetig ist. &

Wir benétigen noch eine handliche Abschétzung fiir die Fourier-
Transformierte.

Lemma 133. Fiiraller > 0 und P € .#(R)

oy

P((—oo,—r] U[r,oo)) < %/ (1— p(t))dt.

—2/y

Beweis. Wir betrachten ein X mit Verteilung P. Dann ist
c c , 1 .
_ — _ LitX _ o & itX (¢
/70(1 pp(t)dt E{/%(l e )dt} 2c EL’XE ’_C}. (134)

Da ¢/* = cosx + isinx ist, und cos symmetrisch ist um Null, folgt
cost \C_)EX: 0. Auf3erdem ist sin ¢ |C_)§X: 2sincX, also ist

(134) = 2C(E[1 — SinCXD.

/ 1\
siny | >0 fiir [x] <2, T ;\ B 1E°SR )
Yol d fur x| > 2 i
Wir erhalten, dass 1 — % > % fir [x| > 2 =

Nun ist

(134) = ZCE[(l — Si?;X>]l{\cX|zz}]

> c- P([eX| > 2).

Die Behauptung folgt nun mit ¢ = 2 O

7

Satz 135 (Arzela-Ascoli). Sei (P;)ic; C .#(RY). (gp,) ist gleichgradig
stetig in O genau dann, wenn (P;);c; straff ist.

Beweis: Wir beweisen lediglich die eine Richtung: gleichgradige
Stetigkeit an 0 impliziert Straffheit.
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Es geniigt zu zeigen, dass (7 P;) ;¢ fiir alle Projektionen 7y, ..., 71y
straff ist, und somit konnen wir ohne Einschrankung d = 1 anneh-
men3>.

Zuniéchst ist ¢p (0) = 1 fiir alle i € I. Mit der Voraussetzung folgt,
dass

sup|1 - gp,(t)] 0.
icl
Wir erhalten
2/
supinf P;([—r,r]) > 1 —inf sup r/ (1—@p(t))dt
>0 iel r>0 iel 2=

Y
>1—inf f/ sup(1— gp, (1))dt

r>0 4 J=2/r jc]

>1—2inf sup sup(l—¢p(t) =1 O
r>0([-2/r2/r] i€l

Der Satz von Lévy besagt nun, dass falls punktweise Konvergenz
der charakteristischen Funktionen vorliegt und diese stetig an 0 sind,
so folgt bereits die Verteilungskonvergenz.

Theorem 136 (Lévy ). Seien (P,) C .#(R?) und ¢p, (t) — ¢(t) fiir
alle t € RY. Ist ¢ stetig in 0, so folgt P, = P fiir ein P € .4 (RY) und
¢ = ¢p-

Beweis. Da ¢p, punktweise konvergieren und ¢ in 0 stetig ist, folgt
mit Lemma 132, dass (¢p,) in 0 gleichgradig stetig ist. Mit dem Satz
von Arzela-Ascoli, Satz 135, folgt also, dass (P,) straff ist, also relativ
folgenkompakt. Nach dem Satz von Prohorov, Satz 115, wéahlen wir
eine Teilfolge P, = P € 2(RY).

Da die Abbildung x + ¢/** stetig und beschrénkt ist, folgt

Pp,, (t) = @p(t) fiir alle t € RY.

Nach Voraussetzung gilt auch ¢p, (f) = ¢p(t), also ¢ = ¢p. O

Beispiel 137 (Satz von de Moivre-Laplace). Ist S;; binomialverteilt,

Sn ~ B(n, p), so konvergiert die standardisierte Zufallsvariable S,
Sy—np

gegen eine Standard-Normalverteilung, also S;, := Japi—p)

N(0,1):
Zunichst ist S, = Y/ ; X; mit X; ~ Bin(1, p), also

s, (1) = (pe" + (1 —p))"

und s, () = (1= p) + pe/Vmi=my",

35 Man beobachte, dass {x € R? : x ¢
[77,T}d} = Ulgkgd{x e R? : Xk &
[—r,7]}. Umgekehrtist fiir 1 < k < d
{xeRi:xpe[-rr} D{xeR:x €

[=r, 1)}
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also

it n

Ps; > e_wg((l —-p)+ Pem)

= ((1 — p)eitm + pe \/1'1pi(t17p) —it n(lrip) )
Tay_lor X p 1 t2 1. 3 L 3
(0o ni—p) 2ni-p) b" (n(l—r))> )

aO(ﬁ)

. -
*P(1+lt¢1n7pit(lnpp)ﬁt?’(n(lp_p))“))

ao(ﬁ)
2

1 \7 _t
_ (1_7(E+7)+CH-W) — e 2 = gnpn(t)-

Fiir die Laplace-Transformierte erhélt man eine analoge Aussage.
Beispiel 138. Gilt X,, ~Geom(p,) und n-p, — A, so folgt % =Exp(A):
Wir erhalten, dass

itk

E {eit¥} — i(l _ Pn)kfl - ppen

k=1
P (Y (A=) eh) -
=i (L (ape)=1) a9
Nun ist
Y (A=pa)-ei) =1
k=0
it it
S S e T P R R
1= (1—paer  1—(1—py)-en 1= (1=pu)-en
Damit erhalten wir
npne% A

(139) = - A _ it = @PExp(7)

n(1— (1— pa)en) j

da

n(e"n — (1—pa)) :n(l—%JrO(%) ~1+4pa) = _it+”'p”+o<%>‘

Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg und Feller

Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg (1922) und Feller (1935,
Theorem 140, verallgemeinert den Satz von de Moivre und Laplace
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sowie den zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg und Lévy. Hierbei
wird die Annahmen von unabhéngig und identischer Verteilung
durch die Annahme von Unabhiéngigkeit in Kombination mit der
Lindeberg-Bedingung (LB) ersetzt. Lindeberg zeigte hierbei zunéchst,
aus (ii) folgt (i), wahrend Feller die Riickrichtung bewies.

Theorem 140 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller).
Sei (Xpj)n=12,.,j=1,..,m, eine Familie von Zufallsvariablen, so dass
fiirn =1,2,... die Zufallsvariablen X,, ..., Xum, unabhingig sind.
Sei aufSerdem
My My
2 E[an] e, i, ZVar(an) 1o o2
=1 j=1

und X ~ N (u,0%). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

My

(i) ) Xy =2 Xund  sup Var[X,,] 7% 0,
]:1 jzl,...,m,,
My
(ii) Z E {(Xn] - E[an])21{|anfg[xnj]|>g}} =, 0 fiir alle e > 0.
j=1
(LB)

Als einfache Folgerund erhalten wir den zentralen Grenzwertsatz fiir
ii.d. Zufallsvariablen, den wir bereits in der Stochastik I kennenge-
lernt hatten.

Korollar 141. Seien Xy, Xo, ... iid. mit E[X{] = u,Var(X;) = 02 €
(0,00). Dann gilt

Xn—u
Vno?

(Xnj)n=12,.,j=1,..,n die Voraussetzungen von Theorem 140 mit y =
0,02 = 1. AuSerdem gilt

. Dann erfiillt die Familie

Beweis. Seim, = nund X,; =

n—oo

n ) _ 1 2
];E[anﬂﬂxn/\x}] = 2B =1y sevmomy] — 0

mit majorisierter Konvergenz. O

Oftmals ist die Lindeberg-Bedingung nicht einfach nachzupriifen.

Einfacher ist oft die stirkere3® Lyapunov-Bedingung. 3¢ Aktuelle deutsche Schreibweise nach
Wikipedia ist Lyapunow, im Englischen
of Lyapunov.
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Bemerkung 142. Die Lyapunov-Bedingung gilt im Kontext von Theorem
140, falls fiir ein 6 > 0

My N oo
Y E[|Xy — E[X4]1*7] == 0. (143)
j=1

Die Lyapunov-Bedingung impliziert die Lindeberg-Bedingung: Ohne
Einschrankung sei E[X,;] = 0. Es gilt fiir e > 0

|x|2+(5 |x|2+5
@ e S T

2
XLjyse <

Gilt nun die Lyapunoff-Bedingung, so folgt die Lindeberg-Bedingung
aus

1 240] Horoo
ZEXnﬂl{|xn]\>e} 72 [1X,17+9] 255 0. o

Der Beweis von Theorem 140 basiert auf der geschickten Verwen-
dung der charakteristischen Funktionen der Zufallsvariable X;;; und
Taylor-Approximationen. Wir bereiten den Beweis des Theorems mit
zwei Lemmata vor.

Lemma 144. Fiir komplexe Zahlen z1, . ..,2zy,2y, ..., 2, mit |z;] <1,z <
1firi=1,...,ngilt

n
[ ]z
k=1

Beweis. Die Idee fiir den Beweis ist recht simpel: Wir haben

n
<Yz —zl- (145)
=1

2129 — 2125 = 21 (20 — 25) + (21 — 27) 2.

Fiigt man nun Betrdge hinzu, kann man |z;| und |z}| durch 1 abschiit-
zen und die Ungleichung folgt fiir n = 2. Der Rest ist Induktion: Fiir
n = 1 ist die Gleichung offensichtlich richtig. Gilt (145) fiir ein 7, so
ist

n+l n+l

[Tz-T11 Zz@’ <
k=1 k=1

n

n n
Zn+1 ( HZk - HZIQ) } + ‘(Zn+1 - Z;+1) Hzi‘
k=1 k=1

k=1

n
<Y bz =zl + zng1 — 2zl

Daraus folgt die Behauptung. O

Wir verwenden weiterhin folgende Taylor-Approximation der
Exponentialfunktion.

Lemma 146. Seit € C und n € Z . Dann gilt

n \k n n+1
T U P T
¢ k;) oS T N (147)
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Beweis. Die zentrale Idee fiir die Approximation ist

. t
e”—lzi/ e"ds
0

zu nutzen in Kombination mit Jensen. So folgt

. t t .
|elt—1|:’/ eids| g/ e |ds = |].
0 0

Aufiderdem haben wir natiirlich
et —1]<1+1=2.

Wir bezeichnen mit 1, (f) die Differenz auf der linken Seite von (147).
Fir n = 0 haben wir die Behauptung bereits gezeigt. Allgemein gilt
firte R,ne N

( )k+1 . n+1

)/hn ds‘—’—ze—l Z(k—i—l)‘ ’e—zz x ‘—|hn+1()\

Mittels Induktion erhalten wir nun

t n n+1
a0l < | [ ﬂds|:% und

nl(n+2)’
| ‘n+1 \t|”+2
|hn+l | = ’/ .
(n+1)! ( + Dl (n+2)
woraus (147) folgt. O

Lemma 148. Fiir eine Zufallsvariable X mit E[X] = 0 und Var(X) = ¢? >
0 ist fiir jedes € > 0

2
E[X*1 (5] < € (Req)x(\/g/ﬁ) -1+ 3:7)- (149)

Beweis. Hierbei ist Regx(t) = E[cos(tX)] und wir nutzen die einfa-
chen Abschétzungen cos x < 1 sowie 1 — cos(x) < x—zz

Damit ist
2 2
Regpx(t) —1+ % = % - /(1 — cos(tx))Fx (dx)
o2t?
- —f/ (1—cos(tx))FX(dx)f/ (1 — cos(tx)) Fx (dx)
2 |x|<e |x|>¢
0— t2 t2 r 2 2 ~
> Fx(dx) — —/ 2Fyx(d
Z 5 '/IX\<€x x (dx) 82'|x‘289€ x (dx)
2 2 )
— (E - 87) /|x‘2€x FX(dx)
und die Behauptung folgt mit t = v/6e . O

Im nun folgenden Beweis werden wir fiir Funktionen f und g
f < g schreiben, falls es eine Konstante C gibt mit f < Cg.
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Beweis (Theorem 140). Ohne Einschréankung sei E[X,,j] = p = 0 und
02 = 1. Wir setzen

(72] = Var[X,;],
U 2 Nn—o0 2
=) oy 0t =1,
j=1

@nj(t) = E[e"].

Wir zeigen zunéchst den Satz von Lindeberg: aus der Lindeberg-

Bedingung (ii) folgt (i): Da fiir jedes € > 0
ﬁ

sup 0,%]- <&+ sup E[Xn]]L“X 1>e] < e+ ZE an]l{\Xn,|>e}] oo 2

j=1,...,my j=1,...my
(150)
folgt sup Var[X,] 2%, 0, also ist der zweite Teil von (i) bereits
j=1,...,my

gezeigt.

Seien (Zn])n 12,...,j=1,..,m, Unabhédngige Zufallsvariablen mit
Zyj ~ N(0,02 ;). Dann ist Z,, := m” " Zyj ~ N(0,07). Insbeson-
dere gilt also Z, LN X, was man etwa direkt aus der Form der

charakteristischen Funktion der Normalverteilung abliest.

120
Sei ¢yj = e 2%i"" die charakteristische Funktion von Zyj. Dann
gentigt es zu zeigen, siche Theorem 136, dass

1 My
Hq’nj(t) _Hanj(t) 20 (151)
j=1 j=1

fiir alle t. Mittels Lemma 144 und Lemma 146 schreiben wir

my

‘H(Pnj(t) H?n] ’ Z|(Pn] (Pn] t)]
j=1 j=

MMy

1 _ 1
- Z|(Pn] _1+*t2 ((Pnj(t)_1+§t20'5j)‘
< Zjl(pnj( —1+ 38 2|+Z|<pn] —1+ 380,

Nun haben wir durch Lemma 146, dass

2]it| [ Xy Al | Xij?

1
|pnj(t) — 1+ —t07 2| <E T 3

2

< E[XG (1A X)),
Weiter ist durch Einfiigen von 1 {[Xyl<e} T Ly X, >}

ny

2 n—00,

ZE 1/\|an| <€Z; +;1E[an1{\xnj\>5}] &
] =
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Nutzen wir Lemma 146 mit n = 1, so erhalten wir

1., (1222
— 5022 2.2 nj 4
e 2% 1+ t°o |<T§§Unj,
also
Mu 1 20
Z|e 2£Tn]‘t t2 2 ‘ < ZO_ < 0_ sup 5/ n—oo noe
1 j=1,...,my

wegen (150). Damit ist (151) bereits bewiesen.
Nun zeigen wir den Satz von Feller, (i) impliziert (ii). Nach dem zwei-
ten Teil von (i) ist fiir jedes ¢ > 0 mit der Tschebyscheff-Ungleichung

2
o-.
sup P[[X,j| >¢] < sup % =%00. (152)
j=1,...,my j=1,...,m, €
Mit Lemma 146 gilt
sup |@y;(t) —1] < sup E[2/\|t Xyl €2 sup  P[|Xy;] > €] +elt] T2 et|.
j=1,...,my j=1,. j=1,...,my

Insbesondere ist Z}":”l log ¢,(t) fiir jedes t definiert, falls n grofs
genug ist. Aus der Giiltigkeit von (i) folgt

L n—00 #2
Z log (pn](t) — 5 (153)
=1

AufBerdem gilt wegen (p’n]-(O) = iE[X,;] = 0, q);’j(O) = — Var[X,j] =
—(71%]. mit Hilfe einer Taylorentwicklung von ¢,; um 0 (Lemma 146)

|9nj(t) = 1] < oyt

und
My My >
’ Z log gon/(t) Z(q)n] ‘ Z |§0n] - 1| +
=1 =
mit Termen hoherer Ordnung. Nun gilt aber,
LT n—00
Y lonj(t) =117 < Z D2 <Y sup op; =0 (154)
j=1 j=1,...,my

und somit verschwinden auch die Terme hoherer Ordnung.
Da aus der Konvergenz einer imaginédren Reihe die Konver-
genz ihres Realteils folgt, folgern wir aus (153) und (154) wegen

Re(@pj(t)) = E[cos(tX))]

Un, n—oo tz

Y E[cos(tX,j) —1] — 5
j=1
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Da Z;’Zl 02, — 1 erhalten wir

my 2 2
Y (Elcos(tX,)] =1+ “%) 0 (155)
j=1

fur alle f. Aus dem Lemma 148 folgt damit, dass

W riy2 2 - T
Z% E[X3(1—Tx, <)) < 21 (E[cos(%/sxnk)] 14 38%) 50
= =

aus (155) mit t = v/6/¢ und somit (ii). O

Konvergenz des Binomialmodells gegen das Black-Scholes Modell

Zwei wichtige Modelle fiir Aktienkurse sind das Binomialmodell und
das Black-Scholes Modell. Fiir Literatur verweisen wir auf 37. 37 H. Follmer and A. Schied. Stochastic
Zentrales Hilfsmittel wird ein zentraler Grenzwertsatz unter Finance. Walter de Gruyter, Berlin, 2011

Beschrianktheitsannahmen sein, welchen wir als erstes betrachten.
Theorem 156. Seien Y1, ..., Yy, unabhingig fiir alle n > 1 mit

(i) |1n/kn| < yn P-f.s. mit vy, — 0,

)Y EYl
k=1

(i) Y Var(Yy,) — 0% < co.

k=1

Dann gilt, dass

n % )
ZYk‘rI — JV(]J,U’ )
k=1

Fiir den Beweis des Theorems weifit man die Lyapunov-Bedingung
(143) nach.

Als nichstes fiihren wir das Binomialmodell ein, zunichst fiir ein
festes n. Der Markt besteht aus einem Bankkonto mit Preisprozess
S% und einer Aktie mit Preisprozess S'. Als Zeitskala betrachten wir
0,1,...,n. Das Bankkonto entwickelt sich mit dem Zinssatz, so dass

SP =50, = (1+r,)".
Dartiber hinaus gilt fiir die Aktie ein multiplikatives Modell,
St = Stn = St—1(1 + Ren).

Hierbei ist Ry = Ry, der Return oder die Rendite der Periode t. Wir
betrachten O = {—1,1}" und setzen

a, falls w; = —1
b, fallsw;=1.

Rtn -
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Handelsstrategien

Die Bank kann nun selbstfinanzierend in der Akte handeln. Selbst-
finanzierend heif8t, dass in der Zeitperiode (0, ) weder Geld abge-
zogen noch zugeschossen wird. Besonders leicht ldsst sich dies in
diskontierten Grofien betrachten und wir setzen

St

Xt—??,

der diskontierte Preisprozess. Eine selbstfinanzierende Handels-
strategie wird durch einen adaptierten Prozess H dargestellt - die
(diskontierten) Gewinne am Ende der Periode ergeben sich zu

n—1 n—1

(H . X)n = Z HtAXt = Ht(Xt+1 — Xt)

t=0 =0
Der zugehorige (diskontierte) Wertprozess V = VH ist gegeben durch
Vo=Hp-Sound V, = Vy+ (H - H),

Eine Arbitrage ist eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H, so

dass

Vy<0,  V,>0,P(V,>0)>0.

Zentrales Hilfsmittel in der Finanzmathematik ist folgender Haupt-

satz der Wertpapierbewertung:

Theorem 157. Der Finanzmarkt ist frei von Arbitrage, falls ein dquiva-
lentes Martingalmaf$ P* existiert.

Einen Beweis werden wir in Kiirze fithren konnen (zumindest fiir
die in der Praxis relevante Riickrichtung !)

Wir nehmen nun noch an, dass das statistische Mafs P gegeben ist
durch

n
P(w) =[] p(w).
t=1
Fiir das dquivalente Martingalmafl P* gilt sogar, dass (Ren)=1..»

unabhingig sind und die Martingalebedingung erfiillt ist. Diese
erhilt man unter

denn dann gilt, dass

1
E*| ——=Sm| = So.
[(1 + )" f"} 0
Fiir die Konvergenz machen wir die folgenden Annahmen mit

einem festen Zeithorizont T > 0:

Diese Begrifflichkeit werden wir
in kiirze kldren
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@) 11mn~>00(1 + 7n)n = erT,
(i) —1<ay <Ry < By mit ay, By — 0,
(iii) Y, Var*(Ry,) — 02T € (0,00).

Theorem 158. Unter (i) - (iii) gilt, dass
g 2
Sun 2, St = Spexp (O’WT + (r— %)T),

mit Wy ~ A (0, T).

Die Log-Normalverteilung auf der rechten Seite der obigen Glei-
chung sperzifiziert exakt das berithmte Black-Scholes Modell38.

Beweis. Ohne Einschrankung sei So = 1. Wir nutzen folgende Taylor-
Entwicklung:
2
log(14+x) =x— ) +p(x) - %%,

mit [p(x)| < é(a, ) und —1 < a < x < B. Hierbei gilt 6(a, ) — 0
falls w, B — 0. Wir erhalten, dass
n n (Rz)z

log(Sy) = Y- log(1+RY) = Y- (Rf — 5= ) +
k=1 k=1

mit [Ay| < 6(an, Bn) - Lj_q (R})%. Unter der Wahl von p* ist
E*[Ry] =g,
so dass

n
E*[An] < 6(an, B) - Y- ((Var(R) + (1)) = 0;
k=1
der erste Teil der Summe konvergiert nach Annahme gegen ¢, der

zweite Teil gegen rT. Es folgt, dass Ay £> 0, und A, % 0o. Es bleibt
zu zeigen, dass (Slutsky)

Zi=Y (R” - 1(R;;)Z) = ¥ (T —2>,6°T)
k=1 #
=Y

Zunichst ist max |Y}'| < v, 4+ 372 — 0 mit 7, = max{|a,|, [Bx|}. Wir
erhalten
o’T

1
E[Z)) =n- -1y — (02T +nr2) — T — —

2
Var(Z,) — T,

3 Siehe die mit einem Nobelpreis
gewiirdigte Arbeit

Fisher Black and Myron Scholes.
The pricing of options and corporate
liabilities. Journal of Political Econonty,
81:637-654, 1973
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da

n
Var(Z,) ZVar RY) + —+ Var((Rk) ),

4

i E[IRE[P] < o2 Z E[(R})?].
k=1 k=1

Mehrdimensionale Grenzwertsiitze

Bisher haben wir schwache Grenzwertsédtze nur fiir den Fall R—
wertiger Zufallsvariablen betrachtet. Wir verallgemeinern dies nun
zu R%-wertigen Zufallsgrofen. Insbesondere geben wir eine Variante
des mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatzes an. Einen Vektor
im R? fassen wir als Spaltenvektor auf39. Das Skalarprodukt schreibt
sich dann als (a,b) = a'b.

Strikt positiv definit bedeutet x " Cx > 0 fiir alle x € RY. Aus der
linearen Algebra ist bekannt, dass es fiir eine strikt positiv definite
Matrix C immer eine invertierbare Matrix A gibt mit C = AA .

Definition 159. Seien ¢ € R? und £ € R?*“ eine strikt positiv
definite symmetrische Matrix. Die d-dimensionale Normalverteilung
mit Erwartungswert ¢ und Covarianzmatrix X hat die Dichte

1 _
f(x)zmew(f%(xwfz x—n)).

Satz 160. Seien p € R, = = AAT € R strikt positiv definit und
symmetrisch. Dann sind dquivalent:

(i) X~ N(uX)
(ii) (t,X) ~ N ({t,u),t"Lt) fiir jedes t € R?
(iii) @x(t) = exp (1<t,y %tTZt> fiir jedes t € RY.

In jedem dieser Fille gilt

(i) XZ AY +pfiirY ~ 4(0,1dy)
(v) EXj|=pifiri=1,...,d
(T)i) COV(XZ', X]) = Zi]'ﬁir i,j = 1, .. .,d

3 Im Skriptum von Prof. Pfaffelhuber
sind dies gerade Zeilenvektoren.
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Damit erhalten wir folgende Version des mehrdimensionalen
zentralen Grenzwertsatzes:

Theorem 161. Seien X1, Xy, ... unabhiingige, identische verteil-
te Zufallsvariablen mit Werten in R mit E[X,] = u € R? und
Cov[Xy,i, Xn ] = Xyj fiir i,j = 1,...,d. Dann gilt

(Xi — ) == Mz

Sl
-

Il
-

Beweis. Wir wenden den eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz,
Korollar 141, auf die unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen tXi,tX>,... an. Dieser liefert

n
]. n—o00

Da t beliebig war, folgt die Aussage mit Hilfe des Cramer-Wold
Device. O
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Martingale

In diesem Abschnitt wird das dufSerst niitzliche Hilfsmittel Martinga-
le eingefiihrt und die Konvergenzaussagen aus dem letzten Abschnitt
damit deutlich tiber die i.i.d.-Situation hinaus verallgemeinert.

Bedingte Erwartung

In Stochastik I haben wir bereits bedingte Erwartungswerte im Fall
beschrieben, wenn .# = (F;);c; eine abzéhlbare Partition von ) ist:
EX|#]= ¥ 15(w)EX]|E]
iel:P(E)>0

Damit ist E[X|.Z] eine Zufallsvariable. Gegenstand dieses Ab-
schnittes ist es, diese Definition fiir beliebige o-Algebren .# einzufiih-
ren.

Wir betrachten einen Wahscheinlichkeitsraum (Q), «, P).

Definition 162. Ist X € L!(P) eine Zufallsvariable und .# C </ eine
Sub-o-Algebra, so heifst Y bedingte Erwartung von X gegeben .#, falls

(i) Y ist.#-messbar

(ii) / Ydp — / XdP fiir alle F € F
F F

Wir schreiben E[X | .#] fiir ein jedes solches Y und betrachten den
bedingten Erwartungswert als Aquivalenzklasse dieser Zufallsvaria-
blen. Diese sind P-f.s. gleich.

Satz 163. Zu jedem X € L'(P) und jeder Sub-o-Algebra F existiert ein
Y = E[X | .Z] € L}(P).
Ist Y’ ebenfalls eine bedingte Erwartung von X gegeben F, so ist

P(Y=Y)=1.
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Beweis. Fiir die Existenz nutzen wir den Satz von Radon-Nikodym,
Satz 61. Wir definieren

u(F) = /1: XdP.

Dann ist y ein signiertes Maf auf (€),.%) und offensichtlich y < P| ».
Demnach existiert eine .%-messbare Dichte Y, so dass

V(F) = /F Ydp, (164)

und somit erfiillt Y Punkt (ii) von Definition 162.
Fiir (i) dieser Definition betrachten wir nun Y = E[X |.%#] und
F={Y >0},sogilt,da F € .7,

/YdP:/XdP§/|X|dP,

F F F

/—YdP:/ —Xdpg/ IX|dP,
C FC FC

also E[|Y|] < E[|X]|] < oo, und somit Y € L!(P).
Sind weiterhin Y und Y’ bedingte Erwartungen und F = {Y' - Y >
0} € #. Dann ist

/F(Y—Y’)dP - /F(X—X’)dP —0

und ebenso fiir F¢, also Y =Y’ P-f.s. O

Satz 165. Fiir X,Y € L! gilt:

. . e Dieser Satz zeigt, dass der bedingte
. 7 — T T
(i) Linearitit: E[[lX +Y | J] o aE[X | ‘/] + E[Y | ‘j] Erwartungswert linear und monoton ist.
(ii) Monotonie: X <Y = E[X | j} < E[Y | y] Eigenschaft (iv) wird auch Turm-
- - Eigenschaft genannt: Bei iterierten
(iii) Ist X .Z-messbar und X,Y, X-Y € L}, so gilt daass bedingten Erwartungswerten kann man
sich immer auf die kleinere o-Algebra
E[XY | ﬁ] _ XE[Y | 3;] zurtickziehen.

Besonders ntitzlich sind auch die
Regeln (iii) und (v): Messbare ZV kann

(iv) Ist 4 C .F eine o-Al gebm, S0 ist man rausziehen und unabhéngige
- Information wegfallen lassen.

E[E[X| Z]|¥] = E[X|9].

(v) Ist X unabhingig von %, so ist

E[X| #] = E[X].
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Beweis. (i) Wir wéhlen F € .%. Dann ist

/E[aX+Y|,,¢]dP:/aX+YdP:a/Xdp+/de
F F F F
:a/E[X|y]dP+/E[Y|y]dp
F F
:/(aE[X|9]+E[Y|y])dP.
F
(i) Wir zeigen X > 0= E[X |.Z] > 0. (ii) folgt dann mit (i).

Zunéchst ist X1 (x| #)<0} = 0, also auch der Erwartungswert
hiervon.

Wire P(E[X | #] < 0) > 0, so wire

/ E[X|y]dpz/ XdP < 0,
{E[X | Z#]<0} {E|X| Z#]<0}
ein Widerspruch.
(iii) Fir F € 7 gilt
/ E[XY|Z]dP = / XY dP.
F F

Wir wihlen eine Folge einfacher Funktionen (X"), so dass X" 1 X
und betrachten Y > 0.

Dann ist | X"Y| = |X"|Y < |X|Y = |XY| und ebenso X" - E[Y | #] <
|X| - E[Y | .#] mit majorisierter Konvergenz folgt

N N
X"Ydp =} / Ydp = ¥« / E[Y | Z|dP
/F ; FNA ; FNA ed

:/FX"E[Y\,?]dPﬁ /FXE[Y|32]dP.

Ein symmetrisches Argument liefert die Aussage fiir Y < 0 und
die Behauptung folgt, da

/ XYdP — / XYTdP + / XY~ dP.
F F F

(iv) Wir betrachten G € ¢ und erhalten, da G € .%,

/GE[XM]dP:/GXdP:/GE[XLEF]dP:

(v) Ist X von.Z unabhingig, so folgt fiir F € 7

/FE[X|9]dP:/1FXdP:E[1F]E[X] :/FE[X]dP

[ E[EX| 7] |9)aP.

und die Behauptung folgt. O

Im obigen Beweis ist die Messbarkeit (bzgl. .7) meist offensicht-

lich, so dass wir die jeweilige Uberpriifung nicht immer explizit
auffithren.
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Ganz analog zum Erwartungswert erhalten wir aus der Linearitit
des bedingten Erwartungswertes die Giiltigkeit der Jensenschen
Ungleichung*°. 4 siehe Satz 8.

Satz 166. Sei ¢ : R — R konvex und X € L. Dann gilt

Elp(X)| 7] = ¢(E[X | Z]).

Fiir den folgenden Satz benétigen wir dass fiir eine (P-f.s.) mono-
ton wachsende Folge von Zufallsvariablen ein verniinftiger stochasti-
scher Grenzwert existiert. Ist zB. O = [0,1] mit dem Lesbesgue-
MaB, und ® = {1, : x € [0,1]}, so
ist ¢ = 0 P-fs., aber sup, ., ¢ = 1.

. . 2518 . . Es benotigt also ein Konzept fiir ein
Satz 167. Sei P eine beliebige Menge von reellwertigen Zufallsvariablen. Supremum was fiir Zufallsvariablen

Dann gibt es eine Zufallsvariable ¢*, so dass geeignet ist.

(i) ¢* > ¢ P-fs.fiirallep € P,
(ii) @* < fiir jede Zufallsvariable { mit > ¢ P-f.s. fiir alle ¢ € O.

Diese Zufallsvariable ¢* nennen wir das essentielle Supremum
und schreiben

¢* = esssup ® = esssup ¢.
ped

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass alle ¢ € ®
Werte in [0, 1] annehmen — ansonsten betrachten wir f(¢) mit einer
streng monoton wachsenden Funktion f : R — [0, 1].

Ist die Teilmenge ¥ C & abzéhlbar, so ist ¢y := sup .y ¢ messbar.
Die Erwartungswerte der Zufallsvariablen ¢ € ® werden von ¢*
maximiert. Aus diesem Grund betrachten wir

c:=sup{E[¢y]: ¥ C ® und V¥ ist abzihlbar }.

Wir wihlen eine Folge ¥, so dass E[¢y,] — ¢ und setzen ¥* := UY,,.
Dann ist ¥* wieder abzdhlbar und E[¢y+] = c.

Wir zeigen, dass ¢* := @y die beiden Bedingungen erfiillt:
Angenommen, (i) gelte nicht. Dann gibt es ein ¢ € ®, so dass P(¢ >
¢*) > 0 ist. Dann wire aber

E[(p‘Y*Uq)] >,

ein Widerspruch.
Ist p > ¢ fiir all ¢ € P, so auch fiir alle ¢ € ¥* C P, so dass auch
(ii) gilt. O
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Wir sehen aus diesem Beweis auch, dass man eine Approximation
finden kann, so lange ® folgende Eigenschaft erfiillt: fiir ¢q, ¢, € @
gibt es ein ¢ € P, so dass 1 > max{ ¢y, ¢»}. Dann finden wir (¢,), so
dass ¢, — esssup D.

Satz 168. Seien X1, X2,... € LY und entweder

(i) X € L' und X" 1 X f.s. oder
(i) Xy — X f.s.und 3Y € L}, so dass |X"| < |Y| Vn.

Dann gilt
E[Xy|.Z] — E[X|Z] f.s. und in L.

Beweis. Fiir die L'-Konvergenz hat man mit der Jensenschen Unglei-
chung

E[ |E(X:|#] - EIX| #]| | = E| [E[X: — X| #]| |
< E[|X, —X|] — 0.
Fiir die fast sichere Konvergenz unterscheiden wir die beiden Félle:

(i) Zunachst liefert der Satz der monotonen Konvergenz

/ XdP = lim [ X"dP
F F

n—oo

= lim [ E[X"|.Z]dP

n—oo Jr

fiir alle F € .#. Da auch E[X" | #] monoton wichst, ist weiterhin

lim 'E[X”|9]dpz/ lim E[X" | .#]dP.
Fn—00

n—oo JF

Der Grenzwert dieser monoton wachsenden Folge ist das essentiel-
le Supremum,

E[X"| Z] < E[X""!| .#] — esssup E[X" | Z] =: Y,
n

und somit folgt Y = lim, . E[X" | #] = E[X | Z#].
(i) Wir setzen

Y" = esssup X* | X f.s. und
k>n

Z =e llle X . S.
DaIlIl ISt

Y <Z'"<X"<Y" <Y, alsoY",Z" € L".
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Mit (i) erhalten wir

E[X|¥9] = lim E[Z"|.Z] < lim E[X"|.Z]| < lim E[Y"|.Z]| = E[X| 7]
n—oo n—o00 n—oo

fast sicher und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 169. Die bedingte Erwartung kann man in L? auch als
Projektion auffassen: In dem Hilbertraum H = L? gilt fiir einen
abgeschlossenen linearen Teilraum M, dass jedes X € H zerlegt
werden kann in

X=Y+Z

mitY € M und ZL M. Wir setzen M = {X': X' =Y f.s.,Y ist F-messbar}.
Dann ist X — E[X | #] LM, also

0=(1p, X — E[X| #]) = /F(X—E[X|ﬁ])dp

und Y ist in der Tat die bedingte Erwartung von X gegeben L.

Eine besondere Rolle kommt dem Fall zu, wo .% von einer Zufalls-
variable erzeugt wird.

Wir hatten bereits gezeigt, dass eine Zufallsvariable Y genau dann
0(Z) messbar ist, falls es eine Funktion f gibt, so dass Z = f(z).

Definition 170. Ist % = 0(Z), so heifit die Funktion
f(z) = EX|Z = 7]

gegeben durch E[X | Z] = f(Z) Faktorisierung von X gegeben .7.

Beispiel 171. Seien Xi, X, ... iid mit p = E[X;] < oco. Wir setzen
Sy = Y4 X;. Dann ist

E[S)|Xi] =E[X1 | Xi] +E[Xo +- -+ X [ X1] = X1+ (n = 1) - .

Und:

—

*

E[X1|Sn] =

Sy
1=

I
—

1 1
E[X;[S] = E[Sa] Sul = —Sn.

(*): X; sind iid

Aufgabe 4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten erfiillen bis auf Nullmen-
gen die Axiome von Wahrscheinlichkeitsmafien.

Beispiel 172 (Die bedingte Dichte). Haben die Zufallsvariablen X, Y
die gemeinsame Dichte f(x,y), so ist die bedingte Dichte gegeben
durch:

_fuy) o
f(x‘]/)_ f(]/) fllsf<y)>0
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Die bedingte Dichte beschreibt die bedingte Verteilung:

PX<x|Y=y) = [ flzly)i=

Beweis. Fiir alle A, B € B(R) gilt

_ _ f(xy)
PlXeAyed) = /Bmf<y)>o /Af(x’y)dxdy  JBf(y)>0 /A f(y) By
=:8(y)

Wir erhalten also
E|1 Y|dP = / dpP
/YGB [ {XeA} | ] YeB g(y)

und somit ist g(y) = ga(y) die Faktorisierung von P(X € A[Y).
Daraus folgt nattirlich, dass

s [

so lange f(y) > 0 und somit die Behauptung. 0O

Beispiel 173. Sind X, Y gemeinsam standard-normalverteilt mit
Korrelation g, so ist
E[X|Y] = oY.

Die beweist man wie folgt:

107 ey?) q
2

f(x/y) =e 1-¢ E

21
fly)=e 2\/2—”
_ 1 1x? =200y +y*  —y*(1-¢)
= Sl = e (e )
—_1(-ey?
2 (1-¢2)

Man beachte, dass X | Y wieder normalverteilt ist, allerdings mit
verringerter Varianz: 1 — ¢% < 1 (falls ¢ # 0).

Dieser einfache Zusammenhang ist die Basis des Kalman-Filters. Fiir eine tolle Darstellung und vielfal-
tige weitere Verweise siehe https://de.

Ein Algorithmus zur Berechnung von Grofien, die unter gestorter &€ Welt e18 !
wikipedia.org/wiki/Kalman-Filter

Beobachtung gemacht werden. Sie wurde unter anderem bei der
Apollo-Mission zum Mond eingesetzt (und bei allen GPS-Systemen).

Aufgabe 5. Die Faktorisierung 16st die Gleichung (EIXY] =
fFY)

/B R, (y) = [ XdP  firalle Be #(R)  (74)


https://de.wikipedia.org/wiki/Kalman-Filter
https://de.wikipedia.org/wiki/Kalman-Filter
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Lemma 175. Sei X von Z unabhingig. Dann folgt fiir jede messbare
Funktion T : R?> — R s.d. E[|T(X,y)|] < oo fiiralley € R,

E[T(X,Z)|Z = z] = E[T(X, 2)].

Beweis. Fiir alle A € Z(R) ist

/A E[T(X,2)|Z = 2] dP?(z) "2 /ZeA T(X, Z)dP

*) /A/H'{T(X,z)dpx(x)sz(Z)

=E[T(X2)]

(%): X, Z unabhingig

und die Behauptung folgt. O

Stochastische Prozesse und Martingale

Nun kommen wir zu dem wichtigen Begriff | textbfMartingal.

Definition 176. Eine Filtration F = (.%,),>1 ist eine Folge von
wachsenden Sub-c-Algebren.

Wachsend heift hierbei schlicht, dass .%, C .%,1, es geht also
keine Information verloren. Auflerdem ist stets .%,, C /.

Definition 177. Eine Folge X = (X;;),>1 von Zufallsvariablen heifit
stochastischer Prozess (in diskreter Zeit). Zu einem stochastischen
Prozess X = (X;) heifit FX = (#X) gegeben durch

FX=0(Xy,...,Xs)

die natiirliche Filtration von X.

Im Folgenden betrachten wir stets eine feste Filtration FF, die nicht
die natiirliche Filtration von X sein muss.

Definition 178. Einen stochastischer Prozess X nennt man vorher-
sehbar (beztiglich FF), wenn X, .%,_1-messbar ist, fiir allen > 1.
X nennt man adaptiert (an IF), wenn X,, .%,-messbar ist fiir alle
n>1.
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Definition 179. Ein adaptierter stochastischer Prozess X heifst

Martingal, falls E[Xy11 | %] = Xu,
Submartingal, falls E[X,11 | Fn] > Xa,
Supermartingal, falls E[Xy41 | Zn] < Xa,

Beispiel 180 (Fortsetzung). Sind (X) iid und

so ist X ein Martingal (Sub-/Super-), falls y = 0 (> 0, < 0).

Lemma 181. Die Bedingungen in Definition 179 sind jeweils dquivalent
zu
E[Xm | Fn] = Xn

fiir alle m > n (bzw. >, < fiir Sub-/Supermartingal).

Beispiel 182 (Das Black-Scholes-Modell). Wir betrachten eine Tages-
Rendite

Zy :=exp(m+o-Cy),

wobei (&) iid NV (0,1) sind. Das Black-Scholes-Modell ist gegeben
durch
Cz‘)-

n n
Su=S50][Zn = Soexp (m-n+c
i=1 i=1

Wir erhalten
E[Sys1]| Za] = €"E[e751] - S,

Da & ~ N(0,1) folgt

o2

E[e’¢] =e7.

o2

S ist also genau dann ein Martingal, falls m = —%-.

Satz 183 (Doob-Meyer-Zerlegung). Jeder adaptierte Prozess X besitzt
eine Zerlegung
X=A+M,

wobei M ein Martingal ist und A vorhersehbar ist. Ist A} = 0, so ist die
Zerlegung f.s. eindeutig.

109



110 THORSTEN SCHMIDT

Beweis. Wir definieren

n
Ap=) E[X;—Xi1|Fi4]. Ar=0. (184)
i—2

Dann ist A vorhersehbar und M := X — A ein Martingal, denn

-’
:E[Xn_xnfl ‘ g:nfl]

E[Mn - Mn—l |§n—1] = E[Xn - Xn—l |§n—l] - (An - An—l) =0.
%,—

Zur Eindeutigkeit: Gilt X = M + A mit einem Martingal M, so ist

E[Xn - Xn—l | yn—l} = E[Mn - Mn—l | yn—l] + (An - An—l)
= Mnfl - Mnfl + (An - Anfl) = Ay — An*ll

also gilt (184) fast sicher. O

Definition 185. Eine zufillige Zeit ist eine messbare Abbildung
T:0—{1,2,...,0}.
Sie heif3t (IF)-Stoppzeit, falls

{t=n}e% Vn>1.

Bemerkung 186. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn

{t<n} ez Vn>1.

Definition 187. Fiir eine Stoppzeit T definieren wir durch
Fr={Fe o :Fn{r=n} e F Vn>0}

die o-Algebra der 7-Vergangenheit.

Aufgabe 6. Gilt T < ¢ fiir zwei Stoppzeiten T, so ist ¢ C F.

Lemma 188. Ist X adaptiert, so ist Xy Fr-messbar. Ebenso ist T
F-messbar.

Beweis. Zunéchst ist {T = m} € F, da

= fall =n,
(t=mhn{r=n)— {t=m} fallsm=n
sonst.
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In beiden Féllen ist die Menge .#-messbar.
Ebenso ist

{XreA}n{r=n}={X, e A}n{r=n} e %, VAcZBR),
also ist X %#r-messbar. O
Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit T bezeichnen wir durch
X" = (Xean)u>1

den an T gestoppten Prozess.

Satz 189. Ist X ein (Sub-/Super-)Martingal, so ist X" ein (Sub-/Super-)
Martingal.

Beweis. Zunéachst ist

n—1

Xupnr = Z i ]I{T:i} + Xu 11{1'271}
ot
noeFy nooeFy

Damit ist X;;a¢ #,-messbar, also X* adaptiert. Weiterhin ist

(X(n+1)/\r - XnAT) = ]l{r>n} (Xn+1 — Xn), also
E[XE—H = X | Fn] = ]]'{T>n}E[Xl’l+1 —Xu| Fu] =0 (>0] <0),

falls X ein Martingal (Sub-/Supermartingal), und die Behauptung
folgt. O

Beispiel 190. Typische Beispiele von Stoppzeiten sind Ersteintrittszei-
ten.

Bisher haben wir stets (!) endliche Stoppzeiten betrachtet. In vielen
(aber nicht allen) Féllen kann das abgeschwécht werden.

Beispiel 191 (Symmetrische Irrfahrt). Seien X, =Y ' ; &;, & € {—1,1}
iid mit P(¢; = 1) = 3. Dann ist

Ty :=inf{k > 1: X, =k}
eine Stoppzeit! AuBlerdem ist P(T; < c0) = 1. Aber
LT <co) ST, = KT, <00}

also E[X7,] = k und somit kann X'k kein Martingal sein.
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Fiir den folgenden Satz bezeichnen wir wieder

Satz 192 (Wald). Seien (X,),>1 identisch verteilt, adaptiert mit
E[|X1]] < oo, und X, 11 sei von %, unabhingig fiir allen > 1. Ist
T Stoppzeit und E[T] < oo, so ist

E[S:] = E[1] - E[X].
Gilt auflerdem E[X2] < oo, E[X,] = 0, so folgt

E[$?] = E[] - E[X2]

Beweis. Fir ein beschranktes T konnte man direkt ST betrachten
und wire fertig. Die allgemeinere Voraussetzung macht ein anderes
Vorgehen notig. Zunéchst folgt aus E[1] < oo, dss P(T = o) = 0.
Weiterhin ist

n
|ST 2 E |ST|]1{T n} Z Z IX ‘]1{1' n}
n>1i=1

n>1

*

|VM8

Z |Xi|]l{t=n} Z |X |1{T>,} (193)
n=i i>1

Die Vertauschung der Summen in (*) ist unter Endlichkeit erlaubt,
was wir gleich in (194) sehen werden. Nun ist aber 1>, = 1—
Lircyp =1 =1y 1y Fi1-messbar, also

E[[Xi[1{z=iy] = E[[X]] - P(T > i),
und wir erhalten die Integrierbarkeit von S

E[|Sc]] < Y P(t >1i) E[|X;|]] = E[1] - E[|X1]] < 0. (194)
= —ElI%]

Dieselben Uberlegungen mit S; anstelle von |S¢| liefern den ersten
Teil.
Fiir den zweiten Teil betrachten wir

Y}’l == Xn]l{TZVl}'
Fir m > n gilt

E[YnYn] = E[XnLizony Lirzmy EXim | Fiia]],
~0

Wieder einmal nutzen wir die
praktische Darstellung, dass
E[t] = Y P(t > n) falls T endliche
Stoppzeit ist.
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so dass die Kovarianzen verschwinden. Wir erhalten

Y EYZ] = E[XZ] Y P(r > ) = E[X3) - E[f] <. (195)
n>1 n>1
Damit ist
Yo + -+ + Yl = E[(Yo + -+ + Ya)?]

= E[Ya]+ -+ E[X7],

und wir erhalten L,-Konvergenz von Y/ Y2 —> Yis1 Y aus Kon-
vergenz der Reihe in (195). Da L2 abgeschlossen ist, ist der Grenzwert
Yis1 YZ-Z in L2. AuBerdem ist wie in Gleichung (193)

E[s?] = lim E[(Zy) } = ig[y}] = E[X?] - E[1].

Aus Teil 1 folgt auch, dass E[S¢] = E[T]E[X;] = 0. O

Wichtige Ungleichungen

Als erstes beweisen wir die wichtige Maximal-Ungleichung von
Kolmogorov. Sie tibertragt die Markov-Ungleichung auf eine gleich-
maflige Aussage fiir Submartingale.

Satz 196 (Maximal-Ungleichung). Ist X ein Submartingal und « > 0,
so folgt
P( max X; > a) < E[|Xn|]

1<i<n

Beweis: Sei 7y = nund 7; = inf{k > 1: X > a} mit inf @ = n.
Ist M} = maxg <<k X;, so folgt daraus

{My > afn{n <k} ={My > a}cF,

also {M, > a} € Fy,.
Nun folgt aus M;, > &, dass Xy, > &, also

X submart.

aP(M, > a) g/ XqdP 2 / XpdP
{My>a} {My>a}

< / XFdP < E[X}] < E[|Xu]]. 0
{M,>a

Wir bemerken, dass aus der letzten Gleichung auch folgt, dass

1
P( max X; > Dé) < E“XY!‘ ]l{maxlgl-sﬂ Xl-za}]' (197)

1<i<n
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Die zweite wichtige Ungleichung benutzt Upcrossings: Geben
wir eine untere Schranke « und eine obere Schranke f vor, so ist ein
Upcrossing ein Durchgang des Prozesses aus dem Bereich unterhalb
von & in den Bereich oberhalb von f. Dies kann man natiirlich gut
iiber Stoppzeiten beschreiben.

7 B

Y .

T T T3
upcrossing
Wir betrachten « < p und definieren 7y := inf{i > 1: X; < a} mit
inf@ =n und

inf{k > 1,1 : X; > B}, k gerade
inf{fk > 7,1 : X; <a}, kungerade

Wir definieren die Anzahl der Upcrossings in dem Intervall [0, 1]
durch:

Uﬁ‘,ﬁ] als das grofite k, so dass X, | <a < p < X,

Satz 198 (Upcrossing Inequality). Sei X ein Submartingal. Dann ist

n E[[Xnl] + 4]
E[u[rx,ﬁ]] S ﬁ_lx .

Beweis. Wir setzen Yy = max(X; —a,0) = (X —a)t und 6 = g — a.
Dann ist die Fragestellung dquivalent zu den U[0, 6]-Upcrossings
von Yi,..., Y. Wegen Jensen’s Ungleichung ist auch Y ein Submartin-

gal.
Wir betrachten ein gerades k < n (wie im Bild rechts). Dann ist
j—1
{nn=j}= U {1 =1Yi11<0,...,Y;1<0,Y; >0} € F;

i=1
637]-

und {tp = n} = {5 < n—1}° € F#,, also ist 1, Stoppzeit. Ein
dhnliches Argument zeigt dies auch fiir k ungerade.
Da die 1 strikt wachsen, ist 7, = n.

n

Y, = YTm > Y‘L’n - YTl = Z(YTk - YTk—l)‘
k=2

T

Tk—1
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Diese Summe teilen wir auf in
n
A= Z (Yq =Yg )
k=2, k gerade
und B =Yg, — Yy — A,
Betrachten wir den Ausdruck B, also ungerades k. Y ist ein Sub-
martingal, so dass E[Y;] > E[Yy_,], also E[B] > 0. Weiterhin ist

Y, > A+ B. Mit E[B] > 0 folgt E[Y;] > E[A].
Nun schitzen wir E[A] noch ab. Fiir gerades k mit 7, < n ist
Yz, — Yy > 0, also

A > Upg 6.

Hieraus folgt natiirlich E[Yy] > 6 - E[U], g)]. Formuliert in X erhalten
wir

(B — @)E[Upg] < E[(Xn — a)1yx, —a>0}] < E[IXull +]al.  (199)
O

Wir erhalten ein erstes Konvergenzresultat.

Satz 200. Sei (X,) ein Submartingal und K = sup, E[|X;|] < co. Dann
ibt es eine Zufallsvariable X mit E[|X|] < K, so dass

x, 15 x.

Beweis. Wir fixieren &, f und notieren mit U" = U{; g die Upcros-

sings von X, ..., X,. Nach dem Upcrossing-Lemma ist

p-—a T Bp-a

Nun ist U" wachsend und hat eine integrierbare Majorante also folgt

E[un] < E[

mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass sup U" € L;,
also f.s. endlich ist.
Wir setzen X* = limsup X, und X, = liminf X,,. Ist X, <a < <

X*, dann gilt U:Uﬁ( g also P(X, < a < B < X*) =0. Nun ist

{X. <X} =U{Xs <a<p< X},

woebei wir tiber alle « < € Q summieren. Da die rechte Seite die
Wahrscheinlichkeit 0 hat, so auch die linke und X,, — X* = X, f.s.
Bisher ist X* € R U {—o0,00}. Nach Fatou ist

E[|X|] < iminfE[|X,|] <K, also P(X € R) = 1. O

Die Gleichung (199) ermoglicht noch
eine etwas schérfere Abschédtzung, falls
notig:

(B—a)E[Uje ] < E[(Xn —a)].
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Satz 201 (Doob’s LP-Ungleichung). Sei X ein Martingal oder ein
positives Supermartingal und p > 1. Dann gilt

Elsup (Xnl*] < (2) ElXP)

m<n

Bemerkung 202. Eine Schranke nach unten ist leicht zu finden:

E[|Xn[P] < E[sup [Xou[P].

m<n

Beweis. Die Idee ist, die Maximalungleichung anzuwenden. Man
nutzt

YyAK K
(yAK)p:/O pzpfldz:/o ]l{z<y}pzp71dz.

Somit ist

E[sup(|Xm| AK)P] = E[(sup |Xu| A K)P]

m<n m<n

—e[ [“1 P1q
{ 0 {z<sup |Xm|} PZ z

.. rK
Fubini / pzP 1P (sup | Xp| > z)dz
JO

Max.Ungl,, (197) K 2
< A pzp E[|Xn|]1{supm§n ‘X’”lzz}]dz

. sup | X |AK
Fugml PE[|Xn|/ Zpide]
0

= LBl sup X A"

Nun verwenden wir die Holder-Ungleichung ||x - y|| = ||x||,[|x[|; mit
1.,1_ — _P_
p—l—q =1,alsog = T

4 5
< ﬁHXanE[(SUP | Xm| ANK)P) P
Wir potenzieren beide Seiten mit p und teilen durch E[(sup | Xy | A
KPP =

E[sup (| Xn[)]

n<m

- 1 p _P N p
= Jim Efsup(|Xu| AK)7) < (p_l) E[|Xu|?]

monot.K.

Man sieht direkt, dass die Argumentation auch fiir positive Submar-
tingale funktioniert. O

xP monoton auf R>¢

| X| Submartingal nach Jensen
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Doob’s Martingalkonvergenzsatz

Wir beginnen mit zwei kurzen Beobachtungen zu bedingten Erwar-
tungswerten.

1
Lemma 203. Gilt X, Ly X und sind X, X € LY, so folgt fiir jede
Sub-o-Algebra %, dass

E[X, | .#] —X— E[X| 7]

Beweis. Die bedingten Erwartungswerte existieren, da X, X € L!
nach Voraussetzung. Wir erhalten

E[[E[Xy | #] = E[X| Z]|] = E[|[E[Xx — X[ F][] < E[|Xy = X[] = 0. O

Lemma 204. Ist X € L', soist (E[X | Zy])nen gleichgradig integrier-
bar.

Beweis. Wir verwenden Bedingung (iii) aus Lemma 24: Da X € L!,
gilt mit der Jensenschen Ungleichung

E[(E[X| %] — K)4] = E[(E[X — K| Z])+]
<E[E[(X=K)+ | Fu]] =0
mit K — oo und die Behauptung folgt. O

Der Kern des nédchsten Theorems ist, dass Martingale (bzw. Sub-
oder Supermartingale) genau dann abschliefibar sind (d.h. es gibt X,
so dass X, = E[Xe|-#)), falls sie gleichgradig integrierbar sind.

Theorem 205. Sei Foo = 0(Uy>1-Fn) und X = (X,>1) ein Sub-
(Super-)Martingal. Dann sind dquivalent:

(i) {Xn:n > 1} ist gleichgradig integrierbar,
(ii) es existiert Xo € L1 (o), s0 dass

.5, L1
x, L5 %

(iii) es existiert Xoo € L1(Fw), s0 dass X, — X f5., (Xn) neNu{eo}
ein Sub- oder Supermartingal ist und E[X,| — E[Xc].

Im Folgenden schreiben wir X € L%(%x) fiir eine Foo-messbare
Zufallsvariable und N = N U {co}.
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Beweis. Wir beginnen mit (i) = (ii): Da (X,),>1 gleichgradig inte-
grierbar sind, folgt zunichst sup E[|X;|] < co (nach Lemma 24). Nach
Satz 200 folgt die Existenz von Xe € L%(Zw), so dass

X, 1% X

Durch gleichgradige Integrierbarkeit gilt mit dem Konvergenzsatz
1
von Vitali, Theorem 26, auch, dass X, L—> X und Xo € L1.
Nun beweisen wir (ii) = (iii) fiir ein Submartingal X, die Aussage

1
fiir ein Supermartingal folgt analog. Da X, L X und sowohl
X, € L! als auch X € L1, folgt nach Lemma 203, dass fiir festes n

E[X | Zn] 25 E[Xeo | Z],
also auch
LPE[X | Zo] 15 15E[Xe | 7], VF € .7,
denn
E[[1p(Y = Z)[] = E[1¢|Y — Z|] < E[|Y - Z]].

Wir erhalten
E[LE[Xe | £,]] = lim E[LeE[X | Z]] 2 E[LeX], VF € %,
da X ein Submartingal ist und es folgt
E[Xoo | Z] = X

Schliefllich beweisen wir noch (iii) = (i):#* Nach Voraussetzung
konvergiert X, — X fast sicher, also insbesondere X;I — Xg.
Weiterhin ist (X;), e gleichgradig integrierbar: In der Tat, zunéchst
ist auch (X;'),cy ein Supermartingal, also X, < E[Xf|.%,]. Damit
folgt

E[(1X4 | - K)+] = E[(X —K)+] <

Weiterhin ist (wegen gleichgradiger Integrierbarkeit) auch E[X;I] —
E[Xf]. Da auch E[X,] — E[X] gilt (nach Voraussetzung), erhalten
wir ebenso E[X, ] — E[X].

Weiterhin folgt aus der Voraussetzung, das X;;, — X f.s., was
zusammen mit Konvergenz der Erwartungswerte nach Korollar 27
die L!-Konvergenz impliziert. Damit folgt nach dem Konvergenzsatz
von Vitali, Theorem 26, gleichgradige Integrierbarkeit.

O

4 Diesen Beweis findet man typischer-
weise nicht in Textbiichern. Lasst

man eine der Annahme fallen, gilt die
Aussage nicht mehr.
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Theorem 206. Sei Foo = 0(Uy>1-Fn), p > 1und (Xy),>1 ein
Martingal so dass sup E[| X, |P] < oo. Dann existiert Xoo € LY(Foo) mit

E[|Xw|P] < 00, s0 dass

f.s.,LP

Xy — Xeo.

Weiterhin ist (|X,|F),>1 gleichgradig integrierbar.

Beweis. Wegen sup E[|X,|P] < oo ist (X,) gleichgradig integrierbar.
Nach dem vorigen Theorem gibt es X, s. d.

x, 15 x.

Nach der Doobschen Ungleichung, Satz 201 gilt

P
Pl — 1 Pl < lim (—P— p .
Elsup % ") = Jim Elsup |X,’] < lim (p =) EllXal¥] < o0
Damit ist sup,, | X, |?] eine integrierbare Majorante fiir (|X;|), also ist
(|Xn|?P) gleichgradig integrierbar. Weiterin erhalten wir mit Fatou

El|Xol”] < sup E[[X,]?] < co.

n—o0

Nun haben wir X, = Xo, und (|Xn|P) ist gleichgradig integrierbar, so
dass auch L,-Konvergenz folgt. O

Supermartingale mit einer Schranke nach unten konvergieren
immer, wie wir nun mit folgendem Lemma erhalten.

Lemma 207. Ist X ein nicht-negatives Supermartingal, so existiert

Xoo € LY mit E[Xeo] < E[Xo] und X £ Xeo.

Beweis. Dann ist —X ein Submartingal mit X < 0, also folgt nach
dem Martingalkonvergenzsatz X — X. Mit Fatou folgt

E[Xe] < liminf E[X,] < E[Xq). 0

Beispiel 208 (Kakutanis Produkt-Martingal-Problem). Seien X1, X5, -+ >

0 unabhingig mit E[X;] =1,i=1,...,n und

n
Su=[]Xi
i=1

Dann ist
E[Sn |ﬁn71} = SnflE[Xn] =511,

Theorem 206 ist eine Version der
berithmten Martingalkonvergenzsitze
von Joseph L. Doob.
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also (S,,) ein Martingal. Nach Lemma 207 konvergiert S, — Se f.s.

a; = E[V/Xi].

Dann ist (S,) genau dann gleichgradig integrierbar falls [T, ~;a, > 0.
Insbesondere gilt dann S, g Seo. Ist[]a; =0,s01ist S, = 0 P-f.s.

Jensen

, <" Zundchstist a? = E[y/x;]> < E[X;] =1, alsoa; <1 Wir
2
setzen W, = [[* \/;i, so dass (W,,) ein Martingal ist

Wir definieren

i=1"g;
" x; n X; 1
= sup E[W?] = sup E Ll =su ElZ2| < —F— < .
sup EWG) = sup E[TTL] = sepTTE[ ] < (o
Also ist (W?) gleichgradig integrierbar nach Theorem 206. Dann

gilt nach Theorem 206 W; f—s> Weo = 112+
Da []a; - X? =: f stetig ist, konvergiert auch
f(Wa) = Su f_s> f(We).

Nach Theorem 205 ist (S,) gleichgradig integrierbar.

Theorem 209. Sei X € L' und Foo = 0(Uy>1 Fn) und Fy =
Nn>1 Fn. Dann gilt

E[X | Zu] L2205 EX| Zu], und

.s.,L
E[X| F] L1225 E[X| %)
n—0

Beweis. Wir betrachten das Martingal
Xn = E[X| Z).
Da E[|X,|] < E[|X]] < oo folgt mit dem Martingalkonvergenzsatz

x, 15 x.,

Damit ist (X,,) gleichgradig integrierbar und somit auch

1
Xn 5 Xeo:
Der Grenzwert kann .#.-messbar gewédhlt werden. Nun zeigen
wir Xeo = E[X| Feo].
Sei F € %, m < n.Dann ist
E[E[X| Zu|lF] = E[X1F].

Mit majorisierter Konvergenz folgt E[Xo1r] = E[X1f] also die
Behauptung
Teil (ii) folgt analog. O
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Riickwirtsmartingale

Eine Familie von Zufallsvariable (X};),c_nN, nennen4* wir ebenfalls
einen stochastischen Prozess. Die Indizierung ist nach wie vor vor-
warts, schaut man aber von der Null aus, so kehrt sich die Richtung
um. Dieser Prozess hat einen natiirlichen Endpunkt, ndmlich Xj.

Definition 210. Gilt X,, € .%,, X,, € L! Vn € —INy und

E[Xy | #y-1] = Xy_1, P-A.s, (211)

so nennen wir (X, ),c_N, Riickwirts-Martingal (Riickwarts-Sub-
/Super-Martingal mit < bzw. >). .

Betrachten wir den stochastischen Prozess in umgekehrter Rich-
tung, also (X_),en, so wird aus

E[an | y—n—l] =X_n-1,
also  E[X_ | y—(nﬂ)] = X_(n+1)-

Die Interpretation Sub-/Supermartingal kehrt sich damit um.

Submartingal

7]
s
s
’

Riickwhrts-

Submartingal

Die zentrale Idee zeigt sich bereits im folgenden Resultat.

Lemma 212. Sei X = (X;)ne—N, ein Riickwirtsmartingal. Dann ist X
gleichgradig integrierbar.

Beweis. Nach Definition ist fiir n <0
Xy = E[Xo | Ful,

also X = (E[Xo] | #u])nenN, und somit gleichgradig integrierbar nach
Lemma 203. O

Wir erhalten ebenso automatisch fast sichere Konvergenz.

2Ny = N U{0}.
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Satz 213. Sei (Xy)ne—N, ein Riickwirts-Submartingal. Dann gibt es
eine Zufallsvariable X mit Werten in RU {—oo}, so dass

X, —— X P-fs.
n——oo

Beweis. Wir imitieren die Schritte zum Beweis des Doobschen Kon-
vergenzssatzes. Mit llrﬂ b bezeichnen wir die Anzahl der Upcrossings
von (X )n<m<o. Dann ist U[’; p monoton fallend (!), also

Ujgp) := lim Up
eine Zufallsvariable mit Werten in IN U {oo}. Nach der Upcrossing-
Inequality gilt

EllXoll + ol _

EUjy] = lim E[Uj,l < ————

Wie in Satz 200 folgt

liminf X, = limsup X, := X

n——oo n——00

und somit die fast sichere Konvergenz. Mit Fatou gilt: Da (X, ),en
ebenfalls ein Submartingal ist, folgt

E[X"] = E[lim X,/] <liminf E]X;[] < E[X] < E[|Xo|] < oo.

n—o00 n——oo

Hieraus erhalten wir P(X = o) = 0. O

Theorem 214. Sei (X;;)nc—N, ein Riickwirts-Submartingal und
F 00 = Npe—N, Fn und

inf E[X,, :
e

Dann existiert eine % _c-messbare Zufallsvariable X _ € LY, so dass

.., L1
x, 25 x

n——oo

Auflerdem ist (Xn) e _wu{—ay €in (Riickwirts-)Submartingal.

Beweis. Wir nutzten eine Doob-Meyer-Zerlegung fiir den Beweis. Sei
dazu
Xn =M, + Ay
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mit M,, = X;;, — A, und
0
Av= Y E[Xu—Xu1|Ful.
m=n+1
Dann ist (M) ein Rickwdértsmartingal:
E[Mn |&0;n—1] = E[Xn |&0;n—1] - E[Xn — Xn—1 |yn—1} — Ay
=M,

Auflerdem ist A,, monoton wachsend, so dass eine .%_,-messbare
Zufallsvariable A existiert und

A L5 A
Weiterhin ist
0
. t K. . .
EIA) = 1 lim 2] ™2 liy B[] = Jim EL 3 (G 0]
m=n+1
= lim E[X, — Xo]

n—o0

< E[Xo] +sup E[X;/] +infE[X;/] < oo,

da E[X,/] < E[X{].
1
Somitist A € £ und A, 5 A. (E[|A — Au|] = E[A — Ay] — 0).
Ebenso ist M, ein Riickwértsmartingal, so dass (M,,), (A,) gleich-
gradig integrierbar sind und somit (M, + A,). Da (M, + A,) fast
sicher konvergieren, konvergieren sie auch in L. O

Beispiel 215 (Kolmogorov’s Starkes Gesetz der grofsen Zahlen).
Wir betrachten X, iid mit E[|X;|] < cound S, = 1 ¥ | X;. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sei E[X;] = 0.

Wir setzen .%_,, := (S, : m > n).

Dann ist S;; 11 — S = Xj;41, also

J&Z_n = U(Sn/Xn+l/' . )

Wir erhalten

n
Y E[X;|Su] = E[Xy | Su] = S,
i=1

E[Xq|F_n] =

S|

also (S,) = (E[Xj | #-4]) ein Ruckwirtsmartingal. Nun ist .%_., eine
terminale Sigma-Algebra, also S_ fast sicher konstant und es folgt
Sn — O P'f. S.
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Das Fundamental Theorem of Asset Pricing

Ein hervorragendes Buch zu diesem Thema ist das Buch von Hans
Follmer und Alexander Schied43 (am besten in der neuesten Edition).
Wir geben nur einen kurzen Einblick — dieses und andere Resultate
werden in der Vorlesung Finanzmathematik in diskreter Zeit behandelt
(und in allgemeinerer Form in Stochastische Integration und Finanzma-
thematik).

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.%#, P) und
eine Filtration F = (%)
stochastischer Prozess S. Eine Handelsstrategie ist ein vorhersehbarer

,,,,, 1. Eine Aktie** ist ein adpatierter
Prozess H = (H;);—1,. 1. Die Gewinne aus (selbstfinanzierendem)
Handeln sind .
Gr =) _ H;AS;
=1

mit der Aktienverdnderung AS; = S¢ — 5;_1.

Eine Arbitrage ist eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, so
dass Gt > 0 ist aber Gt # 0.

Eine Richtung des FTAP (Fundamental Theorem of Asset Pricing -
Hauptsatz der Wertpapierbewertung) ist die folgende Aussage:

Theorem 216. Existiert ein dquivalentes Martingalmaf$ Q, so ist der Markt
frei von Arbitrage.

Beweis. Q ist dann ein Martingalmaf3, wenn S ein Q-Martingal ist.
Weiterhin ist es dquivalent zu P wenn es die gleichen Nullmengen
besitzt.

Angenommen H ist eine Arbitrage. Dann ist Gy > 0 und P(Gr >
0) > 0. Also auch Q(Gr > 0).

Allerdings ist auch
T
Eq[Gr] =} Eq[H: AS/]
t=1
T
= ) Eq[Eq[H: AS;|-74]]
t=1

Eq[H: EqlASi|#]] = 0,

T
=1

t

ein Widerspruch, da Eg[Gr] > 0 und Q(Gr > 0). O

4 H. Follmer and A. Schied. Stochastic
Finance. Walter de Gruyter, Berlin, 2011

4 Etwas vereinfachend betrachten wir
bereits diskontierte Grofsen.



Anhang: MafStheorie

Elementare Strukturen

Das klassische Beispiel einer o-Algebra ist die Borel o-Algebra #(R).

Sie wird von abzihlbar vielen Mengen erzeugt: etwa von den Inter-
vallen (4, b] mit rationalen Intervallgrenzen. Diese Menge ist kein
Ring, sondern lediglich ein Halbring#>

Ein topologischer Raum4® (Q, ©) ist ein Raum Q und einer Menge
O C £(Q), wobei die Elemente von O als offen bezeichnet werden,
so dass

(i) 9,0€0
(ii) der endliche Schnitt von offenen Mengen ist wieder offen
(iii) die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Hat man z.B. einen metrischen Raum (etwa die stetigen Funktio-
nen iiber [0, 1] versehen mit der Supremumsnorem), so induziert dies
eine Topologie tiber alle offenen Kugeln.

Sei () eine (beliebige) Menge. Betrachten wir fiir einen Moment
Q = [0,1]. Wir ordnen jedem Intervall die Wahrscheinlichkeit
P((a,b]) = b —a zu. Angenommen 47 wir wollten dieses Maf} auf
alle Teilmengen von [0, 1] ausdehnen, so dass (i) P(Q?) = 1, P ist
o-additiv fiir paarweise disjunkte Mengen, so kann man zeigen, dass
keine solche Erweiterung existiert! Es sind einfach zu viele Mengen.
Emile Borel entdeckte, dass wir dies aber auf einer kleineren Menge
tun konnen.

Mit Z(Q)) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von Ome-

ga.
Definition A.1. Ein . C 2(Q) heifit 0-Algebra, falls fiir alle
A, A1, Ay, ... € F gilt, dass

(i) ogeF

(i) AeZF
(i) Up—iAn € F

Der Schnitt von (beliebig vielen) o-Algebren ist wieder eine o-

Algebra (— Ubung), so dass man fiir ein C C £2(Q) die von C

4 Ein Halbring ist durchschnittsstabil
und jedes A\B lésst sich als endliche
Summe paarweise disjunkter Mengen
darstellen.

4 < topologischer Raum (Q), O)

47 Dies fithrt zum beriihmten Banach-
Tarski Paradoxon.



126 THORSTEN SCHMIDT

erzeugte o-Algebra definiert durch

o(C) =({Z# 2 C: F ist o-Algebra}. (A.2)

Definition A.3. Sei (Q), O) ein topologischer Raum. Dann heifit
AB(Q)) = 0(0O) die Borel-o-Algebra auf (3, O).

Hat O eine abzahlbare Basis*® C, so ist ¢(0) = ¢(C). — Ubung.
Insbesondere erzeugt C = {(—o0,x] : x € Q} die Borel-o-Algebra
A(R). Das gilt auch fiir die 2-Punkt-Kompaktifizierung

R=RU{—00,00}.

Oft gibt es geeignete, einfache erzeugende Systeme#9. Etwa Mono-
tone Klassen oder Dynkin Systeme.

Definition A.4. .# C 2(Q) heist monotone Klasse, falls mit A; € .#
gilt:

() ATCACAC--= JAned

n=1
[ee]

(i) A1DAD2A3D = (A

n=1

Kann man in einer monotonen Klasse Komplemente bilden und ist
Q € 4, so ist sie ein Dynkin System.

Definition A.5. 2 C £(Q) heist Dynkin-System, falls fiir alle
Aq,Ar,A3,...€9 gﬂt:

i) Q2
(ii) A1§A2:>A2\A1€@
(i) A4 CACAC = |JAe?

n=1

Nattirlich ist jede o-Algebra ein Dynkin-System. Mit Dynkin-
Systemen lassen sich viele Aussagen iiber o-Algebren elegant be-
weisen: Man nutzt hierbei (— Ubung), dass beliebige Schnitte von
Dynkin-Systemen wieder Dynkin-Systeme sind. Hiermit kénnen wir
das von einer Menge C erzeugte Dynkin-System A(C) definieren>°.

(i) Angenommen .# = ¢(C) wobei C durchschnittsstabil ist

# Eine Menge C hei8t Basis des topolo-
gischen Raumes (Q, ©0), falls sich jede

offene Menge als Vereinigung beliebig

vieler Mengen aus C schreiben ldsst.

49 In der englischen Literatur heifst ein
durchschnittsstabiles System 77-System;
ein Dynkin-System A-System (siehe
etwa Billingsley.

Dynkin-System als wichtige Beweis-
technik

5° Wie?
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(ii) Alle Mengen in C haben die Eigenschaft die wir nachweisen
wollen

(iii) Man betrachtet nun die Menge & aller Teilmengen von % mit
der gewtinschten Eigenschaft.

(iv) Kann man zeigen, dass 2 ein Dynkin-System ist, so ist man
fertig: Nach dem nun folgenden Satz ist C C %. Das von C er-
zeugte Dynkin-System A(C) ist gleich ¢(C) = .#. Auflerdem ist
o(C)=A(C) € 2 C . und somit 7 = 7.

Ein Mengensystem ¢ heifst durchschnittsstabil, fall mit A,B € ¢
auchANCe%.

Lemma A.6. Ist 9 Dynkin-System und C C 9 durchschnittsstabil, so
Qilt
c(C) C 2.

Beweis. Wir definieren durch
AC) =({Z : C € .# und F Dynkin-System}

das von C erzeugte Dynkin System. Da der Schnitt von Dynkin-
Systemen wieder ein Dynkin-System ist, ist C C A(C). Der Rest des
Beweises unterteilt sich in drei Schritte:

1: A(C) ist durchschnittsstabil. Seien A,B € A(C). Sind A, B € C, so
folgt auch ANB € C C A(C). Sei nun lediglich B € C. Wir setzen>*

P5:={ACQ:ANBeA(C)}.
Damit ist 75 ein Dynkin-System, denn fiir A1, Ay, ... € Zp gilt

(i) Qe g
(i) A1NB,AyNB e )L(C) mit A1 C Ajp:
iAlﬂBgAzﬂBi(Az\Al)ﬁB:(AzﬂB)\(AlﬂB)G)L(C).
(iii) ebenso A{NB C A,NB...

= (UAi) nB={J(4;nB) € A(C).
i i
Da C C 2 folgt nun A(C) C Zg. Wir erhalten fiir A € A(C) C Z5,
dass
ANB e A(C). (Def. von Z)
Nun setzen wir fiir A € A(C)52

94 ={BCQ:ANBeAC)}.

= Jedes durchschnittsstabile Dynkin-
System ist eine o-Algebra.

5! Ein erste Anwendung der Dynkin-
Beweistechnik

52 Ein zweites Mal der Dynkin-Trick.
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Wie vorher zeigt man, dass 24 ein Dynkin-System ist mit C C 24
= A(C) C 94, also fiir A, B € A(C) gerade

ANBeAC). Das war 1)

2: A(C) ist o-Algebra. Fiir A1, Ay,... € A(C) ist Af € A(C) und

somit
n n c
( AZ-) - ( Af) € A(C) (A(c) N-stabil)
i=1 i=1
und
o [e9) n
UA": U UAiE/\(C).
n=1 n=1i=1
3: AbschlieSend erhalten wir ¢(C) C o(A(C)) = A(C) C 2. O
Mafe
Nun kommen wir zu dem wichtigen Begriff Maf8. 53 5 Die folgenden Begriffe kann man
auch fiir Ringe und Halbringe anstelle
von o-Algebren definieren. Auch kann
L. . . i man signierte Mafle mit moglicherweise
Definition A.7. Sei .# eine o-Algebra und y : # — R>o. Gilt fiir negativen Werten betrachten.
(A,‘) S p- d.
(i) p(2)=0

[eo}

(i) ﬂ( Y. Ai) =) (A

i=1 i=1
so hei8t u Mafi. p heift endlich, falls p(Q)) < co und o-finit, falls es
(An)nen € F gibt, so dass }_,cn An = Qund p(A,) < oo, fiir alle
n € N.

Die Eigenschaft (ii) heifst c-Additivitat. Interessant ist es, sich
Mengenfunktionen anzuschauen, wo in (ii) < auftaucht, y# also nur
sub-additiv (monoton) ist. Dann heifSt 4 Kapazitit oder — was wir
spdter noch kennen lernen — dufSeres Maf.

Endliche, additive Mengenfunktionen heifien oft Inhalt, o-additive
Mengenfunktionen, die nicht auf o-Algebren definiert sind Pramaf.

Die Fortsetzung von Mafien ist ein wichtiges Hilfsmittel: Das
Lebesgue-Maf etwa definiert man durch

u([a, b)) :=b—a a,beQ

und setzt dann geeignet auf Z(Q) fort. Wie das technisch funktio-
niert, soll nun erldutert werden.
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Definition A.8. Ein nicht-leeres Mengensystem .72 C 27(Q)) heif3t
Halbring, falls

(i) e
(i) A, BesX =ANBexX (durchschnittsstabil)
(iii) Fur A,B € J¢ gibt es p.d. Mengen Cy,...,C, € 57, s.d.

n
B\A=) C;.
i=1

Ein nicht-leeres Mengensystem % C Z(Q)) heif3t Ring, falls

G) 2%
(i) A BEZ=AUBc %
(i) AL BEZ=B\AcX.

Ein Ring heifit Algebra, falls () € Z. Die o-Algebra erfiillt zusitz-
lich die o-Additivitat.

Wir beginnen mit einem kleinen Hilfsresultat. Wie auch im Folgen-
den nutzen wir ), um eine Summe iiber paarweise disjunkte Mengen
darzustellen.

Lemma A.9. Seien Ay,..., Ay € # und B, = A, \ (U?:_l1 A;). Dann
ist
n n
U4i=) B
i=1 i=1
Auflerdem gibt es Dy, ..., Dy € I so dass

Beweis. Fiir n = 2 folgt dies aus der Halbring-Eigenschaft (ii). Gilt die
Behauptung fiir ein 1, so ist

n n
Buy1=An1\|JAi= ( An1\ U A )\Al
i=1 j=2
i i
:Z{-‘Zl D; nach Vorr.

k
=) Di\A
im1

Da J# ein Halbring ist, gibt es (E;;);—1,. x so dass D; \ Ay =

Ein typisches Beispiel fiir einen
Halbring ist

{(a,b]:a <beQ}.

Dieser erzeugt #(RR).

129
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Z;-(i:l E;j, also ist

k(n+1) k k;

n+l 2 Z Ez]

Als wichtige Bemerkung erhalten wir auch

n
An+1 = Bn+1 + An+1 N ( U Am )

——
=Lon=1 Bm

_ k(m) K
=1 Yis Zj:l Eij

Lemma A.10. Sei 7 ein Halbring mit y : # — R>o U {co} additiv.
Dann gilt:

(i) u ist monoton und subadditiv
(ii) p ist o-additiv < y ist o-subadditiv

Beweis. Wir zeigen zunédchst, dass y# monoton ist. Seien A, B € 7,
ACB=
k
B=A+B\A=_A +) D,
c. 7f i= G)f
(

also ist j(B) = u(A) + Ly u(D;) > u(A). 54

Nun zeigen wir die Subadditivitit: Seien Ay,..., Ay, UL, A; € .

Mit Lemma A.g ist

n ki n ki
(UA)_‘”(ZB)_‘“(ZZ;]ZiDu) lzljg.“(Dij)
< ;;V(Dif) +) o= iV(Ai) (A.11)
1= ]: 1=

Nun folgt y o-additiv = y o-subadditiv direkt wie (A.11).
Die Riickrichtung zeigen wir etwas spiter (UA).

O

Beispiel A.12. Die Riickrichtung gilt nicht wenn #’ kein Halbring
ist: Man wihle zum Beispiel®> 7 = {n : n € IN} UN. Fiir zwei
unterschiedliche Mengen A und B ist dann = A N B entweder leer
oder enthilt nur ein Element. Wir wihlen ein o-subadditives Mafs
durch

=1 A=N

u(A) = Cw? A =)

5 Denn y(D;) > 0.

55 Wieso ist das kein Halbring?
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Allerdings ist dann
1
P(Y{n}) =L #1=PN)
nelN

und y ist demnach nicht o-additiv.

Ist 5 ein Halbring, so nennen wir
n
R(H) = { Y Ai:Ay,...,Ane A pd,ne ]N}
i=1

den von 7 erzeugten Ring. Man kann diesen Ring auch tiber die
folgende Eigenschaft definieren: Beliebige Schnitte von Halbringen
sind wieder Halbringe (UA). Dann kann man %(#) auch wie in (2)
definieren. Zeigen Sie, dass die beiden Definitionen tibereinstimmen.

Lemma A.13. Sei J ein Halbring mit y : 5 — R endlich und
additiv. Auf % () definieren wir

" n n
V( Y Ai) =) n(A)
i=1 i=1
fiirp.d. Aq,..., Ay € . Dann ist i die einzige additive Fortsetzung

auf % die auf 7 mit y iibereinstimmt. AufSerdem gilt: i o-additiv < u
o-additiv.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass ji wohldefiniert ist. Seien dazu
Ai,...,An, By, ..., By zwei paarweise disjunkte Darstellung der
gleichen Menge, also /' ; A; = 27:1 B;. Dann folgt

Y u(AiNB) = lemB»

i=1 i=1j=1 ]

Fiir eine monotone Klasse .# C £(Q) sagen wir u : A4 —

R>oU {OO} ist

* stetig von unten, falls y (U2 A;) = lim;_,o p(A;) fiir A1 C A, C
e und U2, Aj € A

* mit (A1) < oo stetig von oben, falls (N2 A;) = lim;_, p(A;)
fir Al D) A2 )

e mit y(A;) < co stetig von oben in &, falls die obige Eigenschaft
Vﬂfil Ai=0 gllt
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Satz A.14. Sei Z ein Ring und y : # — R U {0} additiv und
n(@) =0,

(i) uist o-additiv

(ii) p ist o-subadditiv
(iii) y ist stetig von unten
(iv)  ist stetig von oben in &
(v)  ist stetig von oben

Dann gilt: (i) < (ii) < (iii) = (iv) < (v) und (iv) = (iii) falls p(A) <
o VA € Z%.

Beweis.

() = (ii):

(i) = (i):

(i) = (iii):

(iii) = (i):

(iii) = (iv):

(iv) = (v):

(v) = (iv):

Lemma A.10

Seien Ay, Ay,... € Z,p.d.sodass > A; € Z

. n U monoton
() = lim . p(As) —,}LI’E.LV(ZA> = <1: =

hgk

hierbei ist /' ; A; € #Z, da #Z Ring

Sei also Al CAC---eZund Y2 A; € Z. Nach Lemma A.g ist
U®,A; = Y721 B; mit p.d. (B;). Wegen der o-Additivitat (i) ist also

n <) o
lim p(Ay) = lim () Bi) = p()_Bi) = p(J 4).
i=1 i=1 i=1

Seien Ay, Ay, ... € Z p.d. und U;2; A; € #Z. Dann ist

i=1

Seien A1 D Ay D ... e ZmitN2; A =dund B, = A1\ A, =
g =B ngg...,UfilBi:Al (daNA; =9)und
u(Ar) = lim p(By) = lim p(Ay) — p(An)

n—oo n—o0

p(AD) — lim (Ay),

so dass limy, e p(Ayn) = 0 folgt.

Seien Ay O Ay O -+ D€ Zund A = ;1 Ay € Z. Setze
B, = A \ A und nutze (iv).

klar

Ist y ein endliches Maf3, so sind
alle Bedingungen dquivalent: Aus
Stetigkeit von oben in & folgt bereits
o-Additivitat.

n o n [ee]
Y A; € Z, monoton wachsend und y( ) Ai) = nlgr.}o u ( Z ) =) u(A)
i=1 i=1 i=1
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(iv) = (iii): (mit p endlich) Seien also A} C A, C --- € Zund U2, A; € Z.
Setze B, = U2 Ai \ Ay, so dass N, B, = @, also

0= lim u(By) = i( UlA,») — lim p(A;) (A.15)
1=

und somit (da beide Summanden endlich sind) (U A;) =
limy, 00 H(A;).

Die Fortsetzung von MafSen

In diesem Abschnitt wollen wir nun von einem Halbring auf eine
o-Algebra einen Inhalt geeignet zu einem Maf fortsetzen.

Satz A.16 (Eindeutigkeit). Sei ¢ C Z(Q) durchschnittsstabil, es gebe
C1CC C--- €%, s0dass Uy Ch = Qund F = o(€). Weiterhin
seien i, v : F — R>o Mafe, so dass u(C;) < oco.
Dann ist
p=ve ulA)=v(A) VAec®.

Beweis:
»=" klar
<" Sei C € ¢ mit u(C) = v(C) < oo und
Do ={Ac F:u(ANC)=v(ANC}} C%.
Damit ist Zc Dynkin-System:

(i) Qe 7,
(i) A,Be 2,
ACB=pu((B\A)NC)=u(BNC) —p(ANC)
=v(BNC)—v(ANCQC)
=v((B\A)NC), alsoB\ A€ Z..

(iii) Ist Ay C Ap C--- € Zemit U2, A € Zc, so folgt wegen der
o-Stetigkeit von y, v

e

")

V(iszlAmc) = lim §(4,NC) = lim v(4,11C) :V(i 1

Dann ist # = 0(%¢) = Zc.

133
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Nun betrachten wir A € .# = A € ¢, und somit

u(ANCy) =v(ANCy,), also

#(A) = lim u(ANGC,) = lim v(ANCy) = v(A). O

n—oo

Wir kommen zu den von C. Carathéodory (1873-1950) eingefiihr-
ten, zentralen Begriff von einem dufleren Maf3. Wie bereits erwéhnt,
wird lediglich die o-Additivitat durch die o-Subaddititivtat ersetzt.
In der folgenden Definition wird aber auch die Wortgebung dufSe-
res Maf klar, vergleiche Satz A.19. Alternativ wird fiir subadditive
Mengenfunktionen (auf o-Algebren) auch der Begriff Kapazitit

verwendet.

Definition A.17. Ein7 : 2(Q) — R>q U {oo} heifit dufleres Maf,
falls

@) n(2)=0
(i) AcCcBcCcQ=r7n(A) <n(B) (Monotonie)
(iii) Fiir Ay, Ay, - € 2(Q) gilt
11( U A1) <Y 5(A;)  (c-Subadditivitit)
i=1 i=1

Ein dufieres Maf3 ist natiirlich auch subadditiv. Da es auf allen
Teilmengen von () definiert ist, gibt es zunédchst keinen verntinftigen
Begriff der MefSbarkeit.

Definition A.18. Ist 57 ein dufleres Mafs und A C (), so heifit A
o-messbar, falls fiir alle B C Q)

n(B) = n(BNA)+n(BNAS).

Damit ist eine Menge A genau dann messbar, wenn sie jede
Menge B C () zerlegt in die disjunkten Mengen B N A, BN A€, auf
denen sich # additiv verhilt.

Satz A.19. Sei S ein Halbring und y ein Inhalt auf 5. Setze fiir
ACQ(@nfg = o0)

w(A):= inf{ i W(An) A€, AC G An}. (A.20)
n=1

n=1

Dann ist u* dufleres Map.
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(A20) &  w(A)= inf{ iy(An) CAp€ A p.d,AC i An}
i=1 n=1

Beweis. Offensichtlich ist #* monoton und p* (&) = u(2) = 0.
Seien A1, Ay, -+ C Q. Ist u(A,) = oo fiir ein n € N, so sind wir
fertig.
Sei also p*(A,) < coVnund € > 0. Dann gibt es (Infimum!) fiir
jedes n € IN eine Folge (B, x)k<n C ¢, so dass A, C g2 B, und

#(Buk) < p*(An) +e-27"

agk

k=1

Nun ist (B, ;) eine abzdhlbare Familie von Mengen aus . und

o
U 4n <
n=1

HCS

[ee]
U ks also

=
)
IA
e

w(U) < 5 Sui,

(" (An) +e-27")

2
Il
-
)
Il
—_
=~
Il
-
3
Il
—_

|
agk

W (Ap) + 2e.

3
I
—

Da ¢ beliebig war, ist u* dufseres Mafs. O

Satz A.21. Sei u* : Z(Q) — R U {oo} ein dufleres MafS. Dann ist

F*i={A e P(Q): Aist u*-messbar}

ein Maps.

Beweis. (i): Wir zeigen zundchst, dass .#* eine Algebra ist.
QeF " undAec F = A e 7" (direkt aus Def. von p*-messbar)

Seien A,B € .#* und C C ). Dann ist

PO zp(CnA)+p7(CNAT) (A€ Fx)
> (CNA)+u (CNA“NB) +u*(CNA°NB°) (Be F")
>u*( (CNA) UCNA°NB))+u*(CN(AUB))
A,_./
=(CUAUCNANB)

=" (CNAUCNB)+u*(CN(AUB)°)

und somit sind AU B € Z#*.

135
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(ii) Nun zeigen wir: Sind (A,),>1 € F*p.d. = A =2, € F*
und p* ist o-additiv

Zunichst folgt I A; € F*, also wegen pu*(A; + Aj) = p*(A;) +
#*(Aj), denn fiir jedes ¢ < ()

p(©) > p(cn (i&)) +p(cn (iAi)c)

>

™=

W (CNA;) +pu*(CNA. (Monotonie & Additivitat)
1

Dies gilt Vn, also folgt

3

p(C) = ) p(CNA)+pu(CNAT

Il
—

> (CNA)+p (CNAT) > pu*(C)

wegen der Sub-c-Additivitat. Es folgt A € #* und mit A = C die
o-Additivitat von p*. O

Theorem A.z22 (Fortsetzungssatz). Sei ¢ ein Halbring und p : 7€ —
R>o U {oo} ein Inhalt.

(i) Dann sind alle Mengen aus 3¢ u*-messbar.
(i) Ist p o-additiv, so gilt p*| ,, = p.
(iii) Ist y nicht o-additiv, so gibt es A € H, so dass p*(A) < u(A).

Insbesondere ist p*|

7 Maf und damit auch p* |g(%,).

Beweis. (i) Sei A € # und C C Q mit u*(C) < oo (fiir u*(C) = o0
ist nicht zu zeigen) und (By,),>1 € Z(°) so, dass C C ;2 By
und p*(C) + ¢ > Y #i(B,) (existiert, da u*(c) < o).

Wir betrachten den auf #Z(.¢) erzeugten Inhalt ji.

e

pre) +e=

#(Bn)

n=1

n=1

iﬁ(Bn NA)+ i Ji(By N A°)
>p (CNA)+pu*(CNA°).

Da ¢ > 0 beliebig, folgt A € F*.
(ii) Sei A € J.Fiirjedese > 0gibtes (A,),>1 C J,so dass
A® =Y, >1 Ay und (Def. p*)

,14* (A) ez ,;V(An) U-Sut?-Add. V(ngl An) = “l/l(A) = V* (A)

und es folgt u*(A) = u(A).



(iii) Ist u nicht o-additiv, so gibtes p.d. (A,) C #, A = A, € H
mit - -
.“( Z An) # Z #(An).
i=1 i=1
Allerdings ist stets (u Inhalt) Y77 ; u(An) < p ( Yo An), also

Yo H(Ay) < p(A). Nunist p*(A,) = p(A) und p* c-additiv,
also Y, 4 (An) = p*(A).

Man kann noch zeigen, dass

F* = {A\N: A€ o(H#),NeQu(N)=0}

Mafse auf R
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O

Wir kénnen nun das Lebesgue-Maf A eindeutig auf #(R) definieren

durch
A((a,b]) =b—a, a,b € Qmita <b.

Ebenso erhalten wir eine Charakterisierung aller Wahrscheinlichkeits-

mafBe auf #(R).

Satz A.23. Eine Funktion P : (R) — [0,1] ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf genau dann, wenn es eine wachsende rechtsstetige Funktion
F:R — [0,1] gibt, so dass

P((a,b]) = F(b) — F(a), a,beQ,a<b.

Offensichtlich ist P eindeutig durch F bestimmt! Den Beweis
fiihren wir als Ubungsaufgabe.
Fiir uns wichtig werden Verteilungen, also Bildmafle sein.

Definition A.24. Ein Tripel (Q),.#, ) heiflt Mafraum, falls .7
o-Algebra und p MagB auf (Q),.7) ist.

Definition A.25. Sei (Q), ., u) ein Mafiraum, .’ eine o-Algebra auf
QY. Eine Funktion f : QO — Q' heiflt .#-.7'-messbar, falls

fYA) € .7 firalle A € 7.
Fiir ein solches f heifit fip : F' — R U {oo}, definiert durch
for(A) =p(fHA) =plweQ: flw) e A), Aes
Bildmaf3 von y unter f.

Im Englischen nennt man das Bild-
maf3 push-forward. Sind die o-Algebren
aus dem Kontext klar, so nennt man f
einfach mefibar.
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Man zeigt leicht, dass f.u wieder ein Mag ist. Es ist die so gennte
Verteilung der Zufallsvariablen f. Die von f erzeugte o-Algebra

o(f) = fH(F)
ist in der Tat eine o-Algebra. Ebenso gilt fiir 0(¢”') = %/, dass
o(f7H(¢") = fH(e(¢")).
Ist (Y, 7') = (R,#(R)), so heifdt f reellwertig und ist f .#-%(R)-

messbar, so nennen wir f Borel-messbar.

Messbarkeit ist ein wichtiger Begriff, so dass wir ein paar Rechen-
regeln wiederholen. Wir schreiben R = R U {—o0, c0}.

Lemma A.26. Seien (Q, %), (Y, F'), (", F") Mafriume und
f:Q— Q) sowieg: Q) — Q.
(i) F' =0(€') = fmessbar = f~1(¢') C .F
(ii) f, g messbar = f o g messbar
(iii) stetige Abbildungen sind messbar bzgl. der Borel-o-Algebra.

(iv) Eine reellwertige Funktion f ist genau dann messbar, falls

{w: flw)<x}eZF VYxeQ

n
() f=Y_cilyu, ist messhar falls Ay, ..., Ay € F.
i—1

=

(i) f,g:Q — Rmessbar= f-g, a-f+b-g, é]l{g#)} messbar
(1,b € R)

(vii) Sind fy, fa, -+ : QO — R messbar, so auch

sup fy,inf f,, limsup f,, liminf f;,.
n 1 n @

Am interessantesten ist wohl der Beweis fiir die Messbarkeit von
sup,, fu:
{w:sup fu(w) <x} = {w: fulw) < xl €Z.
—_———
=1 7
Eine wichtige Eigenschaft messbarer Funktionen ist, dass sie stets

durch einfache Funktionen approximierbar sind: Wir betrachten
f > 0 und setzen

(& <f<Bhy j=o0,...,n-21-1
{f>n}, j=mn-2n

jn =

Fiir den Begriff Stetigkeit reicht es, auf
topologischen Raumen zu arbeiten:
Dort sind Funktionen stetig, wenn die
Urbilder offener Mengen wieder offen
sind.

Eine zentrale Eigenschafte: Mefibare
Funktionen sind monoton durch
einfache Funktionen approximierbar.
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Unsere Apprxoimation ist

n2" ]
fr =2 5alia,
j=0
Dann gilt f,, 1 f. Dies ist der Schliissel zum Integral! Wir definie-
ren fiir einfache Funktionen

n n n
/de = / Y cilladu = Zci/ dp =) cin(A)
i=1 i=1 YA i=1

und fiir messbare, nicht-negative Funktionen und f,, 1 f

/fdy:nliﬁm /fndy:sup{/gdy:geinfachundogggf},

Dieses Integral konnen wir fortsetzten, falls mindestens ein Inte-
gral [ fTdu, [ f~du endlich ist. Dann definieren wir

LYy = {f:Q—>@:/|f|dy<oo} (und analog L)

Leider hat dieser Raum schlechte Trennungseigenschaften: Gibt es
eine nichtleere Null-Menge, so gibt es immer verschiedene mefiba-
re Funktionen, die den Abstand Null haben. Um das zu beheben
betrachtet man Aquivalenzklassen, siehe auch Abschnitt VI.2 in 5°.

Auf den messbaren Funktionen kann man folgende Aquivalenzre-
lation einfiihren: f ~ g falls P(f = g) = 1. Die hierdurch erhaltenen
Aquivalenzklassen definieren die LP-Rdume. In der Notation machen
wir dies durch die Unterscheidung £ und L kenntlich. Im Folgen-
den kiirzt f.s. fast sicher ab, etwa f < g f.s. ist gleichbedeutent mit
u(w e Q: f > g) =0. Meist ist dies auch aus dem Kontext klar und
wir lassen das f.s. weg.

Satz A.27. Erste Eigenschaften:

(i) f<g(fs)= [fdu< [gdu
(i) | [ fdu| < [|fldu (Dreiecksungleichung)
(iii)  [(af +bg)du = [ fdu+0b [ gdp (Linearitit)

(iv) f=0(s)= [fdu=0
(v) [ fdu<oo= f<oo(fs.)
i) fut f= [ fudut [ fdu. (Monotone Konvergenz)

Als Ubung beweisen wir den Substitutionssatz

Natiirlich ist
/cIlAdy = cu(A).

und hieraus entsteht sofort das Integral
fur einfache Funktionen.

5 Jiirgen Elstrodt. Maf-und Integrations-
theorie. Springer, 2018

Die LP-Rédume sind die Aquivalenz-
klassen der integrierbaren Funktionen.
Fiir p > 1 erhidlt man einen metrischen
Raum der vollstiandig ist (Banachraum),
mit p = 2 sogar einen Hilbertraum.
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Satz A.28. ¢ € L1 (fup) = go f € LY () und

/gOfdﬂ = /gd(f*u)~

Beweis. Es gentigt, die Aussage fiir einfache nicht-negative g zu
zeigen. Der allgemeine Fall folgt durch Approximation.

Seig =Y/ cila = gof =Yl clifen, also

O

Xn: ¢i fep(Ai) = /gd(f*y).

i=12

./'gOfdu = éciu(f € Ai) =

Auflerst wichtig sind die folgenden Konvergenzsitze.

Theorem A.29 (Monotone Konvergenz). Sei (Q),.%, u) Mafiraum,
fu > 0und f : QO — R messbar mit P(f, 1 f) = 1=

lim [ fudn = [ f.

Beweis. Folgt direkt aus der monotonen Konvergenz (Teil (vi) in 10)
mit

&n = (f = fu)L{weq:fu(w)tf(w)}- O

Theorem A.30 (Fatou). Sei (Q, .7, u) Mafiraum f1, fo,...: Q = R
nichtnegativ und messbar. Dann gilt

liminf / Fadu > / lim inf fudju.

Beweis. k > n = fi > infy >, fm, so dass
inf / du > / inf fudy.
jnf | S > [ jnt f
Fiir n — oo erhalten wir

lir{rl)igf/fndy > :Iel]II\)I ,Zgﬁfkd” = /h;giggffndﬂ

wegen monotoner Konvergenz ( I:r>1f fi T liﬂ inf fy,). O
>n o

So wird man viele Aussage fiir
Integrale beweisen konnen: Zunichst
die Aussagen auf einfachen, nicht
negativen Funktionen zeigen und dann
durch Approximation das Resultat auf
die Integrale tibertragen.

Das Lemma von Fatou kommt mit
den geringsten Voraussetzungen
aus (lediglich nicht-negativitat, also
eine untere Schranke wird gefordert).
Allerdings erhilt man auch nur eine
schwiéchere Aussage.
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Theorem A.31 (Majorisierte Konvergenz). Sei (Q), %, i) MafSraum
und f,¢, (fu)n>1: Q — R messbar. Sei |fy| < g f.s. und lim,_e0 fr =
f g€ L.

Dann gilt

lim [ fudp = [ fap.

Beweis. Ohne Einschrankung |f,| < ¢ Vw € Q =

(1) /(g +fdp < li,ggig;f/(g + fu)dp = /gdﬂ + li,ggiggf/fndﬂ
(2) /(g—f)dy < /gdy —limsup [ fudy, also

n—o0
. . . (2)
/fdy < hmmf/fndy < hmsup/fndy < /fdy. O
n—eo n—oc0

Wir definieren fiir 0 < p < oo die Halbnorm

Iy = ( [15Pan)”

auf dem Raum der p-fach integrierbaren Funktionen
LP(u) = {f : Q — R messbar mit ||f||, < oo}

Dieser Raum ist auch vollstindig, aber da es mehrere Funktionen
mit ||f||, = 0 gibt, sind Limiten nicht eindeutig bestimmt. Man geht
deswegen zu dem Quotientenraum57

LP(u) := LF(#)/Np

mit N, = {f : ||f||, = 0} tiber. Dieser ist ein Banachraum fiir p > 1.
Man kann dies auch erweitern auf beschrénkte Funktionen L* ()
durch die Norm

1 flleo = inf{K: u(|f] > k) = 0}

(ebenfalls ein Banachraum). Der Raum L°(1) besteht schlicht aus
allen mefibaren Funktionen.
Unter anderem gilt fiir f € £P(u) und g € £7(p), dass™®

M) 0<pgr<eudi+l=1 |fgl, =gl
(i) 1<p< oo 1f +8llp < Il + sl

Fiir weitere Details zu den LP-Rédumen siehe etwa Werner>?, Kapi-
tel 1.1 Beispiel (h).

Die Beweisidee ist Fatou auf g + f, ¢ — f
anzuwenden.

57 Das macht in der Regel keine Proble-
me. Allerdings ist etwa die Abbildung
f = f(x0) nicht mehr wohldefiniert.

58 Die Holder- und Dreiecksunglei-
chung.

% D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000
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Definition A.32 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge (f,;),>1 C
LP(u) konvergiert im p-ten Mittel, falls

I fn = fllp — 0.

n—o0

Wir schreiben -
LP(u
fn n_fgo Ji:

Konvergiert eine Folge im p-ten Mittel, so auch im g-ten Mittel,
falls g < p. (Holder)

Wie bereits erwidhnt, ist LP(u), p > 1 vollstindig (jede Cauchy-
Folge konvergiert) und somit ein Banachraum.

Hilbertriume

Auf dem L?(u) hat man eine besondere Struktur, denn dieser Raum
ist ein Hilbertraum. Dann lassen sich die allgemeinen Resultate
anwenden (siehe: ).

Lemma A.33 (Parallelogrammidentitit). Ein Banachraum (X, || - ||)
ist genau dann ein Hilbertraum falls V f, g gilt, dass

If + &l +1If = gl = 2011 + lIgl*).  (Parallelogramm)

b 2(a?+b%)=e>+f2

a

Beweis. Siehe ©1,S.V.1.7. O

Satz A.34. Sei M ein abgeschlossener, linearer Unterraum des Hil-
bertraums H und f € H. Dann gibt es genau ein g € M, h.L M, so
dass

f=8+h

Satz A.35 (Riesz-Fréchet). Sei H ein Hilbertraum und F : H — R. F
ist genau dann stetig und linear, falls es ein f € H gibt, so dass

F(h) = (f,h) VheH.

¢ D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000

¢ D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000
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Hierbei ist f eindeutig.

Beweis. Siehe ©2, V.3.6. O

Signierte MafSe und der Satz von Radon-Nikodym

Wir wenden uns kurz diesem allgemeineren Begriff zu. Vorstellen
kann man sich ein signiertes Mafs zum Beispiel als Ladungsver-
teilung mit positiver und negativer Ladung. Sei (), .%) ein fester
Mafiraum

Definition A.36. Eine Abbildung v : # — R heif8t signiertes Mafs,
falls
i) v(2)=0
(i) v(Z#) = {v(F) : F € Z} ist entweder Teilmenge von
(—00, 00| oder von [—oc0, o).
(iii) Sind (A,) € .Z p.d., so gilt

e} [ee)

1/( :1An> = Zv(An).

n n=1

Beispiel A.37. Hat man Mafle y4, ¢, wobei eines davon endlich ist, so
ist v = p1 — pp signiertes Mafs. In der Tat hat jedes signierte Maf eine
solche Gestalt und 1, yo sind bei geeignet ,minimaler” Wahl sogar
eindeutig.

Definition A.38. Ist v signiertes Mafl und F € .#.

(i) F hei8t (v-)positiv, fallsv(A) >0 furalle # 5 ACF
(i) F hei8t (v-)negativ, fallsv(A) <0 furalle # 5 ACF
(iii) F heiBt v-Nullmenge,falls v(A) = 0 fur alle.# > ACF

Lemma A.39. Ist v : F — [—oo,00) signiertes Mafi und A € F mit
V(A) # —oo = es existiert eine positive Menge P mit v(P) > v(A).

]/\ ‘
NS

2 D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000
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Beweis. (i) Wir zeigen: Zu jedem e > 0 gibtes # > A, C A mit
v(A¢) > v(A) und v(B) > —eV.# 5 B C A,.

Durch Widerspruch: Angenommen, es existiert ¢ > 0, so dass die
Behauptung falsch ist. Dann enthélt jede messbare Menge C C A
mit v(C) > v(A) ein B € %, so dass v(B) < —e. Wir erhalten
eine Folge By C A, By € A\ (ByU---UB;_1) mitv(By) < —¢,
k> 1= v(YB;) = —oo. Das ist ein Widerspruch zu v(A) > —oo.
Wir erhalten demnach eine fallende Folge (A;,,) € .% und P :=

N Ay, ist positiv sowie v(A;,,) C v(A), also auch limv(Ay,,) =
v(P). O

Satz A.40 (Hahn-Zerlegung). Zu jedem signierten Maf$ v existiert eine
disjunkte Zerlegung () = P + N, in eine positive Menge P € F und eine
negative Menge N € 7.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v(.%#) C [—oo,c0)
und « = sup{v(A) : A € .Z}. Nach Lemma A.6 gibt es eine Folge
positiver Mengen (A;) mit v(A,) — a. Dann ist P = {J,~1 A, positiv
und v(P) > v(Ay), also v(P) = « und somit « € R.

Nun ist N = P¢ negativ: Gdbe es B C N mit N(B) > 0, so wire
v(PUB) > a. O

Man sieht leicht, dass diese Zerlegung eindeutig bis auf Nullmen-
gen ist.
Fiir ein signiertes Maf$ v mit Hahn-Zerlegung (3 = P + N heiflen

vt (A) :=v(ANP) .
v=(A) =v(ANN) }' AcT

positive (negative) Variation von v. Da P und N bis auf Nullmengen
eindeutig sind, ist v/~ wohldefiniert.

Definition A.41. Zwei signierte Mafie y, v heifSen singulir (und wir
schreiben py Lv), falls Q = A+ A°, A € .Z mit u(A) =0, v(A°) =0.

Satz A.42 (Jordan-Zerlegung). Jedes signierte MafS v erfiillt v =

vt + v~ mit vt Lv™. Diese Zerlegung ist minimal, d.h.:ist v =0 — ¢
mit Mafen o, 0, von denen mindestens eines endlich ist, so ist vt < o,
v- <.
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Beweis. Es bleibt lediglich die Minimalitat:
vt (A) =v(ANP)=0(ANP)—c(ANP) <o(ANP) <o(A). O
Beispiel A.43. Sei f : QO — R quasi-integrierbar. Dann ist durch
du = fdx

ein signiertes Maf definiert und P = f~1(]0,0]), N = f~1([~c0,0)).

Definition A.44. Wieder betrachten wir den festen MafSraum
(Q,F)

(i) Das Mafs v heifst absolut stetig bzgl. u, falls
u(A)=0=v(A)=0 firalle A€ 2.

Dann schreiben wir v < p. Gilt zusatzlich 4 < v, so heifien u

und v dquivalent und wir schreiben y ~ v.
(i) p heifst singuldr zu v, falls es A € F gibt, so dass

#(A)=0 und v(A°)=0.

Wir schreiben pLv.
(iii) Gilt
A= | fan,
v(d) = | fau
fur alle A € #, so heif$t f Dichte von v bzgl. u und wir schrei-
ben y
# =f oder dv= fdu.

Der Schliissel zu dem Satz von Radon-Nikodym ist folgendes
Lemma:

Lemma A.45. Sind v, ¢ endliche Mafle mit v < g, so gibt es seine
messbare Funktion h : Q) — [0, 1] mit

dv = hdo.

Beweis. Fiir f € £2(0) ist f — [ fdv wohldefiniert und stetig (£>
vollstandig). Nach Satz A.35 von Riesz-Fréchet gibt es h € £2(g), so
dass

[ fav= £y = [ fude.
Insbesondere ist dies der Fall fiir f = 14, A € .#. Man sieht direkt,
dass h(Q)) € [0,1] o-fs. O
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Lemma A.46. Sei y ein Maf auf (Q, 7).
(i) Istv o-finit und dv = fdy = gdy, so folgt
f=8 wfs

(ii) Seien f : Q) — R>q und g : () — IR messbar. Dann gilt

/g~ (fdu) = /(f~g)dﬂ-

Beweis. (i) Dav o-finitist, gibtes (3 C () C --- C %, so dass
Un>1 Qn = Q und v(Q)y) < co.
Wir setzen Ay = QN {f < g} = [, (f —g)dn=0v(An) —v(An) =
0, also u(A,) =0.
Damit ist
pif>g) = u( U An) = lim p(An) = 0.
n>1
(ii) Offensichtlich ist fiir g =14

/g(f -dp) = /Afdﬂ = /(1A - fldp.

Die tibliche Approximation von messbaren g liefert das Resultat.
O

Beispiel A.47. Natiirlich kennen wir bereits Dichten bzgl. des
Lebesgue-Mafies (Normalverteilungen etc.). Jede diskrete Verteilung
hat allerdings auch eine Dichte beziiglich des Zahlmafes

;l/l:Z§xn

n>1

mit dem Dirac-Maf dy, (A) := 1 4(xp).

Satz A.48 (Radon-Nikodym). Es sei y o-finites Mafs und v ein
signiertes Mafs, so dass v << . Dann hat v eine (u-f.s.) eindeutige
Dichte f : 3 — RU {—o0, 00} bzgl. p.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus (f, g quasi-i.b., u o-finit)

/ fdu < / gdy VA€ F = f<gupufs.(betrachte {f >g+1})
A A ~—_———
€7
Nach der Jordan-Zerlegung ist v < p < v < pund v~ < p, so
dass wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen kénnen,
dass v ein Maf ist.




(1)

(2)

(3)

WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

u,v endlich =

Wir betrachten 7 = y + v. Nach Lemma A 45 existieren k, g so
dass dy = gdt und dv = hdt. Wir setzen N = {g = 0}, so dass
#(N) =0, also auch v(N) =0, da v < p.

Definiere W)
fx) = @ﬂ{xem
N V(A) = V(AN NC) = /AW hdt
= AmNEfdu=/Afdu

u endlich = Setze
a =sup{u(B):B € .Z,v(B) < oo} (< 00).
Dann gibtes By C B, C --- C .% mit v(By) < oo, y(By) — a, also

;”(Unzl Bn) = k.
FirAe #,AC (U Bn)c, I/(A) < 00 gilt

a+pu(A) = }g%cy(Bn UA) <uw (v(By UA) < 00),

also p(A) = 0 und somit v(A) = 0.

Wir erhalten A C (UB,)¢ = u(A) = v(A) = 0oder u(A) > 0,
v(A) = oo

Esist E, := By, \ B,_1, E; = By, E := U E,, eine Folge p.d. Mengen
mit v(E,) < oo (:1>) Ify mit d(1g,v) = fadu

V= (ZﬂEn—‘r]lEc)-V

n>1

=) fadp+oo-Lpdy = (an+°°'11£c)du

n>1 n>1

u o-finit

= Es existieren p.d. (), #(Qy) < o0, s0 dass QO =}~ Q.

Wir definieren dy, = 1q, du, vy, = 1q,dv

und wenden (2) an = dv, = fudp, und Y f, 1,4, ist Dichte von v
bzgl. u. O

Beispiel A.49. Auf o-Finitheit kann nicht verzichtet werden: Q) # &,

F

={2,Q}, u(@) =0, u(Q) =00, v(2) =0,v(Q) =1,s0istv < y,

aber es gibt keine Dichte (¢ - oo # 1).

Als eine erste Anwendung des Satzes von Radon und Nikodym

erhalten wir die beriihmte Lesbesgue-Zerlegung. Sie erlaubt insbeson-

dere die Zerlegung eines Mafles auf #(IR) in einen absolut stetigen,

einen diskreten und einen singulér-stetigen Teil.

147

Das Maf auf der Cantor Menge ist ein
Beispiel eines singulir-stetigen Mafles.
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Satz A.50 (Lebesgue-Zerlegung). Ist u o-finites Maff und v o-finites,
signiertes Mafs, so gibt es genau eine Zerlegung

V=0+0

mit signierten Mafen o,v, so dass ¢ < u, o Lp.

Beweis. Wieder geniigt es nach Satz ??, Mafse zu betrachten. Wir
setzen T = y + v. Nach dem Satz von Radon-Nikodym, Satz A .48,
existiert eine Dichte g so dass du = gdt.

Definiere N = {g = 1} und

0(A)=v(ANN°), o(A)=v(ANN), AeZ. O
Eindeutigkeit: UA

Beispiel A.51. Als Beispiel betrachten wir die Poissonverteilung. Sie
hat eine Dichte bezgl. des Zdahlmafies

dv=1) Sy

k>0

gegeben durch v({k}) = e_)‘%.
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Produktriume

Fiir uns interessant werden polnische Rdume sein, da auf ihnen die
zentralen Grenzwertsédtze der Stochastik gelten werden. Fiir einen
topologischen Raum (Q2, O) und fiir ein A C Q) setzen wir

A’ :=|J{0cA:0€0} (Innere von A)
A:=({F2A:F 0O} (Abschluss von A)

Definition A.52. Ein topologischer Raum (0}, O) heif8t polnisch,
falls

(i) es eine abzdhlbare Menge Q) C Q) gibt, so dass a=0,
(ii) er vollstindig metrisierbar ist.

Ein Raum heif$t vollstindig metrisierbar, falls es eine Metrik gibt,
die die Topologie erzeugt und bzgl. der (2 vollstindig (jede Cauchy-
Folge konvergiert) ist.

Beispiel A53. (i) (€10,1],| - ||eo) ist polnisch

(ii) jeder kompakte metrische Raum ist polnisch
(iii) (€0, 00),d) mit

1 di(f.8) :
d(f,q) = — mit d, = su —
(f,8) k;zkudk(f,g) k [Olglf 8l

ist polnisch (Topologie der gleichméfiigen Konvergenz auf Kom-
pakta).

Fiir den Satz von Fubini werden wir mehrfach-Integrale betrach-
ten. Diese integrieren {iber das Produkt von Rdumen, was wir nun
einfithren. Fiir eine Familie (€););c; von Mengen heifit

Xie1 Qi := {(wi)ies : wi € Oy}
Produktraum der (Q););c;. Fiir H C | C I definieren wir die Projek-

tionen 7'[;_1 : X]E] Q] — XhGHQh durch

o ((w)jer) = (Wn)nen-

Auflerdem schreiben wir nf{ = 7y und 71; = Uiy, iel

Definition A.54. Ist (Q);, O;)c; eine Familie von topologischen
Riumen, so heifst die von

{Xje]Aj x Xiel\]Qi :J € 1,] endlich, A; € (9]', JE ]}

erzeugte Topologie Produkttopologie auf () = X;c10);.

149
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Beztiglich der Produkttopologie O sind alle Projektionen 7;, i € I
stetig:
7T-71(A1‘) =A; X Xjel\{i}Qj €O, A; € O;.

1

Besonders schone Eigenschaften erhdlt man unter Abzadhlbarkeit.

Satz A.55. Sei (Q), O;)ieN eine Familie polnischer Riume. Dann ist der
Produktraum Q) versehen mit der Produkttopologie O wieder polnisch.

Beweis. Da (); separabel ist, gibt es abzédhlbare Q; C ), so dass ﬁ: =

Q) fiir alle i € I. Weiterhin bezeichne 7; die vollstindige Metrik, die

O; erzeugt (iiber {Be(w) = {w' € Q1 d(w,w') < e} :e>0,w € O}).
Fiir w, w' € Q = X;enQ; wird durch

1
T(w, @) = ¥ ((w; @) A1)
i>1

eine vollstandige Metrik auf () definiert, die die Produkt-Topologie O
erzeugt.
Fiir ' € Xjen(Y ist

B, = {a) € XienQY @ w; # w; fiir endlich viele i € ]N}

abzéhlbar und dicht in () und die Behauptung folgt. O

Definition A.56. Fiir eine Familie (Q);,.%;);c; von Mafirdumen heift
die o-Algebra

Qic1Fi = 0’({ X]*e] A] X XiGI\]Qi : ] C 1,1 endlich, A; € e%})

die Produkt-o-Algebra auf () = X;c;Q);. Ist &, = 7 =: F, s0
schreiben wir auch .Z#! = ®;c.%.

Wieder sind die Projektionen vertraglich mit der Konstruktion: Da

7 (A)) = Ai X Xien (3O € ®jer T,

1

ist 71; messbar bzgl. ®;c1.%;. Aufierdem ist
Qic1F; = U({A] X Xje]\{i}Qj A € Fi € I})

Unter geeigneten Voraussetzungen ist die Borel-o-Algebra der
Produkttopologie gleich der Produkt-c-Algebren der einzelnen Borel-
o-Algebren. Abzihlbarkeit ist eine solche (vgl. Elstrodt, Kapitel III.5).
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Lemma A.57. Ist I abzihlbar und (Q, O) polnisch, so gilt

B(0) = ®ic1%(0;).

Beweis: Wir nutzen folgendes, einfaches topologisches Resultat: Ist
(Q), O) separabel, so hat O eine abzihlbare Basis 5, d.h.

Oz{UBi:BieB,IclN}

iel

Da alle (Q);, O;),i € I, separabel sind, haben sie jeweils abz&hlbare
Basen B;. Dann ist

B = { Xic) Aj % Xiep Qi+ ] € 1,] endlich, A; € Bl-}
eine abzdhlbare Basis von (), O) und somit c(B’) = Z(Q).
AuBerdem ist B’ C ®;c;%(Q)), also B(Q) C Qic1B(Q).
Umgekehrt ist fiir A; € O;
A; X Xjel\{i}Qj S U({Ai X XjeI\{i}Qi T A€ Oz}) - %(Q) O

Man erhilt leicht folgendes Resultat iiber erzeugende Halbringe:

Lemma A.58. (i) Sei I endlich, 5 Halbringe mit o(;) = ;.
Dann ist
H = {XieIAi A€ A€ 1}

ein Halbring mit o( ) = Qjc1.F;.
(ii) Sei I beliebig, #; durchschnittstabil und o () = F;. Dann ist

H = {Xfe] Aj X Xien €Y + ] € 1, ] endlich, A; € 7, j € ]}

durchschnittstabil mit o(H) = ®jc1F;.
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Der Satz von Fubini

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir Mage auf Produktraumen sind Uber-
gangskerne. Sie beschreiben in einem dynamischen Kontext Uber-
gangswahrscheinlichkeiten von so genannten Markov-Prozessen, wie
wir gleich in einem Beispiel sehen werden.

Definition A.59. Seien (Q1,.%1) und (Q), .%#;) Messraume. Eine
Abbildung « : O x F, — R>q heil$t Ubergangskern, falls

(i) fir alle wy € O ist k(wy, -) ein MaB auf (Q), %)
(i) fur alle Ay € S istk(-, Ap) F1-messbar.

Ein Ubergangskern heifit o-finit, falls es A1, Ap,... T () gibt mit
supq, k(w1 Ap) < oo fiirallen=1,2,...
Er heifst stochastischer Kern oder Markovscher Kern, falls

x(wi, M) =1 fur alle wy € 0.

Beispiel A.60 (Markov-Kette). Sei Q) = {wy,...,w,} mit Wahrschein-
lichkeiten (p;j)1<;,j<n, SO dass mit 2;1:1 pij = 1Vi. Dann ist

n
x(w;, ) = Z pl-jéwj
j=1

ein stochastischer Kern von (Q, 2(Q)) nach (Q, 2(Q)). Die (p;;)
bilden die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markov-
Kette.

Ein typisches Beispiel kann man sich so vorstellen. Betrachten
wir als Zustandsraum () = Z. Ausgehend von einem Punkt x geht
die Markovkette entweder einen Schritt nach oben, oder einen nach
unten, so dass der Ubergangskern

K(x,+) = pory1+ (1 —p)oxa

ist. Die Frage ist nun: Reicht die Angabe dieser Ubergangswahr-
scheinlichkeiten um die Verteilung des Markov Prozesses genau zu
beschreiben.

Lemma A.61 (Messbarkeit integrierbarer Schritte). Sei « ein o-finiter
Ubergangskern und f : O x Oy — Rsg F1 @ Fp-messbar. Dann ist

w1 /f(w1,w2)7<(w1/dw2)

F1-messbar.
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Beweis (Skizze). Zunéchst nehmen wir x(wq, ) < oo an. (Dann
Erweiterung mittels A1, Ay 1 ()y.) Wir betrachten

9 = {A €EFLRF w— /llA(wz)K(wl,dwz) ist fl-messbar}

Dies ist ein durchschnittstabiles Dynkin-System mit % = {A; X
Ay Ai € Zi} C 2. Nungilto(#) = F1® Fp,alsoo(H) =
F1x P C 9 C F @ % und die Aussage folgt fiir f = 14,

A€ F R P
Wir erhalten die Aussage fiir Treppenfunktionen und mit monoto-
ner Konvergenz fiir alle messbaren f > 0. O

Theorem A.62 (Ionescu-Tulcea). Seien (Q);, %;), i =0,...,n Messriu-
me, y ein o-finites MafS auf (Qo, Fo) und x; o-finite Ubergangskerne
von (X;;éﬂj, ®;;%)55]-) nach (Q;, %;),i=1,...,n. Dann gibt es genau
ein o-finites Maf§ k = yu ®!_, x; auf (X]’.’ZOQ]-, ®;7:09j), so dass

K(Ag X -+ X Ay) /A /A Kkn(wo, ..., wy—1,dwy) - - - k1 (wp, dwy ) u(dwy).
0 n
(A.63)

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir n = 1, der allgemeine Fall
folgt dann per Induktion. Der Beweis ist eine typische Anwendung
des Mafifortsetzungssatzes: Wir starten mit dem durchschnittstabilen
Halbring

H = {X?ZOAZ-:AZ- c ﬁi}
und betrachten die durch (A.63) definierte Mengenfunktion x auf .7#.

(i) « ist o-finit: Seien (V) C .Z; so dass ((%,) T O/, i = 0,1 und
u(Q) < oo und sup, o o k1 (wp, Q) =: Cy < 0.

= k(0 x Q) = /QO /QU x(w®, dw ) p(dw®)

< Cap(Q) < 0.

Da Q) x Q) 1 Qg x Oy ist k o-finit.

153



154 THORSTEN SCHMIDT

(i) « ist o-additiv: Fur Ay, Ay € A p.d. mit A =32, A; € A ist

k(A) = / /]lA(wo,wl)Kl (wo,dwr) u(dwy)
K1 (wp,-) ist Mag (also o-subadditiv)

= / 2 /ﬂAn wp, w1)k1(wp, dwr) p(dwy)

n>1

>0

Z / /1An (wo, w1)x1(wo, dwr) p(dw)

n>1

k(An)

(*) := monot. Konv.
Mit dem Mafsfortsetzungssatz erhalten wir die Behauptung. O

Bemerkung A.64. Mit etwas mehr Aufwand kann man die Aussage

auch fiir n = co beweisen, siehe 63, V. I. Bogachev. Gaussian Measures.
American Mathematical Society, 1991

Theorem A.65 (Satz von Fubini). Seien (Q;,.%;), po, k; und x =
o ®I._; x; wie in Theorem 71 gegeben und f : X' \Qg — R>q messbar
bzgl. ®!_F;. Dann gilt

/fd;c:/ /f wo, ..., W Kn(wo,...,wn,ldwn» ---Kl(wo,dcul))y(dwo).
(A.66)

Die Aussage gilt auch fiir beliebig messbare F mit [ |f|dx < coc.

Beweis. Fiir alle A € Q! ,.7; betrachten wir A — [, dk =: I(A).
Firalle A € { X!, A; : A € i} gilt I(A) = x(A) und somit
(A.66).
Wegen der Linearitdt und der monotonen Konvergenz folgt (A.66)
fur alle nicht-negativen, messbaren Funktionen.
Messbarkeit der einzelnen Integrale folgt hierbei nach Lemma
70. O

Bemerkung A.67. Die Aussage fiir Produktmafie o ® - - - ® yy erhalt
man als einfachen Spezialfall!

Beispiel A.68 (Mehrdimensionales Lebesgue-Mafs). Mit A; = ®f:1)x
bezeichnen wir das Lebesgue-MaR auf dem R?

flxy) = ﬁ :>/f(x,y)dy=0 Vx

= jffxy (dy)A(dx) fffxydx A(dy) = 0.
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Allerdings ist | f| nicht bzgl. A, integrierbar!
Aus Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale kann man
also nicht auf die Integrierbarkeit des Integrand schliefsen.
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Betrachten wir zwei unabhingige Zufallsvariable X und Y, so
heifsit die Verteilung von X + Y die Faltung.

Wir erinnern noch kurz an die Definition A.25 wo wir das Bildmaf3
(oder den push-forward) eines Mafles unter einer Abbildung ein-
gefiihrt haben. Dies kann man nutzen um etwa die Faltung prézise
einzufiihren.

Definition A.69. Seien yj, ..., i, o-finite Mafle auf Z(R), y =
®"_,p; deren Produktmafl und S(x) = x1 + - - - + x4, x € R". Dann
heifdt

Suph 1= pp % -k iy
die Faltung der Mafe pq, ..., un.

Aufgabe 7. Haben die Mafle y; Dichten f; bzgl. A, i = 1,2 und setzt
man

£6) = [ A=),

so gilt
P * p2 = fusw - A (Fubini)
Betrachte P(X+Y <x)=P(X<x-Y)!

Aufgabe 8. Die Faltung zweier Normalverteilungen ist wieder
normalverteilt.

Der Existenzsatz von Kolmogorov

Bisher haben wir endliche bzw. abzihlbare Produktraume betrachtet,
was fiir unsere Anwendungen nicht ausreichen wird. Wenn wir an
die Brownsche Bewegung denken - also an eine stetige Funktion, so
werden wir auch an allgemeineren Situationen interessiert sein.

Der Satz von Kolmogorov erlaubt die Erweiterungen auf groflere
Raume, kommt allerdings nicht ohne die Voraussetzung aus, dass
diese polnisch sind.

Wir erinnern daran, dass ein topologischer Raum (Q, O) polnisch
heifit, falls er vollstandig metrisierbar ist und separabel.

¢ vollstindig metrisierbar: Es gibt eine Metrik r so dass O von r
erzeugt wird, d.h. fiir jedes A € O gibt es ein B, so dass Be C A
ist. (Be(w) = {w' € Q: r(w,w’) < ¢}) und dass (Q, r) vollstandig
ist (jede Cauchy-Folge konvergiert)

e separabel: Es gibt eine abzihlbare Teilmenge (Y, so dass

Q=N{A20Q:4c0}=q

Die Faltung ist demnach die Vertei-
lung P(X+Y < z) firallez € R.

Der Existenzsatz von Kolmogorov
ist der zentrale Grund, warum wir
im Folgenden stets polnische Raume
betrachten werden.



WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Beispiel A.7o. (i) R? = @d ist separabel und vollstindig
(i) Sei K C R kompakt = (C(K), || - ||le) ist polnisch (Weier-
strafs’scher Approximationssatz — Polynome)

Wie bisher bezeichnen wir .#/ = ®jej. Wir verwenden im Folgen-
den die praktische Konvention

JeIl:={J] CI: Jendlich }.

In diesem Sinne ist etwa (Pj)jer = (Pj : | € I, ] endlich) zu verste-
hen.

Definition A.71. Sei (Q), .#) ein MaSraum und I eine beliebi-
ge Indexmenge. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
(Py)jer hei8t projektive Familie, falls P; Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf
(QJ, #7) ist und

PH = 7'[{{* P]

fir alle H C | C I, | endlich.

Definition A.72. Existiert fiir eine projektive Familie (P;);e; ein
WahrscheinlichkeitsmaR P; auf .#! = ®;c.%; mit Py = 7. Py fiir
alle | C I, ] endlich, so heifst P; projektiver Limes der Familie P. Wir
schreiben
Py =lim P},
Jel

In mindestens zwei Situationen spielen projektive Familien eine
grofie Rolle.

Beispiel A.73. Sei (Q), .7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine
unendliche Indexmenge. In Theorem 71 haben wir fiir jedes | € I das
ProduktmaB P®/ auf .#/ definiert.

Zentrale Beobachtung ist, dass die Familie (P®/);¢; projektiv ist:
Istnamlich H C J € I, soist fiir A; € %#,i € H,

()« P (Xien Ai) = PO () ™ (Xien Ai))
= P¥ (Xien Ai X Xicp 1 Q)

=]1PA)- I] P

icH ieJ\H
[1P4)

ieH

= PP (Xiep Aj).

157



158 THORSTEN SCHMIDT

Allerdings haben wir noch nicht gezeigt, wann es den projektiven
Limes von (P%/) Jer gibt. Diesen wiirden wir dann das unendliche
Produktmaf P®! nennen.

Beispiel A.74. Sei (Q),.#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine
beliebige Indexmenge, (), .#’) ein Messraum und X;: QO — (Y, i € [
eine Familie von Zufallsvariable. Wir werden eine solche Familie

X := (Xj)er einen stochastischen Prozess nennen.

Dann ist formal gesehen X : O — Q' mit X(w) = (Xij(w))ier-
Man kann sich nun fragen, ob die Verteilung von X (d.h. das Bildmaf3
X.P) als Verteilung auf .#'! existiert.

Hierzu sei bemerkt, dass P := ((Xj)jej)«P,] € I eine projektive
Familie ist. Ist ndmlich H C | € [ und A; € .%',i € H, dann ist

(
(Xj € Ajj € H)

Wie im Folgenden gezeigt wird, gibt es die Verteilung X, P (was dann
der projektive Limes der (P})¢ ist) zumindest dann, wenn .7’ die
Borel’sche o-Algebra eines polnischen Raumes ist.

Bemerkung A.75 (Eindeutigkeit des projektiven Limes). Seien P; und
P} zwei projektive Limiten, so ist fir A := X;jcjA; X Xjep jQ € A mit
J aus Lemma A58 und | € I

Pi(A) = P](Xie] Ai) = P}(Xiej Ai) = Pi(A).

Damit stimmen P; und Pj auf dem schnittstabilen Erzeuger iiberein
und nach Satz A.16 gilt P; = P].

Das folgende, berithmte Theorem, welches unabhingig vonein-
ander von PJ. Daniell (welcher abzihlbares I betrachtet hat ®4) und
A.N. Kolmogorov () gezeigt wurde besagt nun, dass bei polnischen
Rdumen ein solcher Limes stets existiert.

Theorem A.76 (Existenz von Prozessen). Sei (Q2, O) ein polnischer
Raum, F = %(O) und (Pj);e eine projektive Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf . Dann existiert der projektive Limes

P] = l'glp].
Jel

So ist z.B. W = (W;);>0 - die Brownsche
Bewegung - ein stochastischer Prozess,
d.h. eine Familie von Zufallsvariablen.

Zu jeder projektiven Familie gibt es
hochstens einen projektiven Limes.

% Percy John Daniell. Functions of
limited variation in an infinite number
of dimension. Annals of Mathematics,
pages 30-38, 1919
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Beweis. Sei .7¢ wie in Lemma A.58 und p eine additive Mengenfunk-
tion auf dem Halbring ¢, definiert durch

,”(Xjej Aj X Xiel\]Q) = PI(X]'EI Af)‘

Damit ist 7 ein Halbring ist und y ein wohldefinierter Inhalt auf

.
Fiir die o-Additivitat von ¢ muss man etwas weiter ausholen und

sich Kompaktheitsargumente zu nutze machen, die wir hier zunéchst

ausklammern. (Fiir einen leicht andern Beweis siehe Klenke ©5). %5 Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheo-
Weiterhin ist u(Q!) = 1, also lasst  mit dem Maffortsetzungssatz, rie. Springer, 2013

Theorem A.22, in eindeutiger Weise auf ein Maf P; auf o(.#) = F!

fortsetzen. Dies muss wegen Eindeutigkeit der projektive Limes von

(P])]@I sein. O






Sonstiges

Das Banach-Tarski Paradoxon

Das Banach-Tarski Paradoxon besagt, dass man eine disjunkte Zer-
legung einer Kugel finden kann, deren Teile man zu zwei Kugeln
zusammensetzen kann.

Damit ist eine verniinftige Konstruktion eines Mafles auf allen
Teilmengen ab der Dimension 3 nicht mehr moglich - man muss
sich auf mefibare Mengen konzentrieren. Der Beweis dieser Aussage
ist nicht einfach, auf Wikipedia findet sich eine schone Darstellung

sowie in dem Buch 66 % Leonard M Wapner, Harald Hofner,
and Brigitte Post. Aus 1 mach 2: wie
Theorem A.77 (Banach-Tarski). If X and Y are bounded subsets of Mathematiker Kugeln verdoppeln. Springer,
. . . . 8
R3 having nonempty interiors, then there exist a natural number n and 200
partitions {Xj: 1<j<n}and {Y] 1<j<mn}of Xand, respectively,
such that X;, is congruent to Y; for all j.
Zwei Mengen heiflen hierbei kongruent, wenn sie durch eine
Isometrie ineinander tiberfithrt werden konnen. Fiir weitere Details
sei auf %7 verwiesen 7 Karl Stromberg. The banach-tarski

paradox. The American Mathematical
Monthly, 86(3):151-161, 1979
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