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Im Folgenden sei (2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € LY(Q, &7, P).

Definition 1. Sei % C o eine o-Algebra. Eine Zufallsvariable Y heifst bedingte Erwartung von
X gegeben .#, symbolisch F [X|.Z#] =Y, falls gilt:

i) Y ist .#-messbar.

ii) Fiir jedes A € . gilt E[X14] = E[Y14].
Aufgabe 1. Zeigen Sie E[X |.#] existiert und ist eindeutig (bis auf Gleichheit fast sicher). Gehen
Sie dabei wie folgt vor:

i) Eindeutigkeit: Nehmen Sie an, dass Y und Y’ Definition 1 erfiillen und betrachten Sie die
Menge A = {Y =Y’ > 0}.
ii) Existenz: Definieren Sie das Maf QT auf (Q,.%) durch QT [A] := E[14X "] und analog

Q. Konstruieren Sie nun die bedingte Erwartung mit dem Satz von Radon-Nikodym.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen
RY = X R
1€EN
sind messbar bzgl. B 1= ),y Z(R)?
(a) {(#n)nen € RY: SUPpeN Tn > 3}
(b) {(zn)neny € RN : 37, 2 = 0 fiir mindestens ein n € N}
(¢) {(zn)nen € RY : (2,)nen konvergiert gegen 3}

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (2, 4;) = ([0, 1], B([0,1])) fir i = 1,2 und (2, A) = (21 x Q2,41 ®
As) der Produktraum.

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge A C Q, fiir die fir alle w; € [0, 1] der w;-Schnitt
A, € Ajist (fiir 4,5 = 1,2 und i # j), aber A ¢ A gilt.
Hinweis: Der wy-Schnitt der Menge A ist definiert als Ay, == {wi1} xQa ) A= {(w1,wj) €
A} und der we-Schnitt analog.

(b) Sei D = {(z,z) | « € [0,1]} die Diagonale in Q, A das Lebesguemafs auf €; und p das
Zahlmaf auf o, d.h.

o0 sonst.

Al, falls A endlich ist,
() = {' |

Zeigen Sie D € A, und berechnen Sie
/ / 1p(z,y)dA(z)du(y) und / / 1p(z,y)du(y)dA(x).
QQ Ql Ql QQ

(c) Ist das Ergebnis in Teil b) ein Widerspruch zum Satz von Fubini?



Aufgabe 4 (4 Punkte). Beweisen Sie mit Fubini die Regel der partiellen Integration. Seien
f,9: [a,b] — R zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen, und fiir « € [a, b] seien

Fa)i= [ fwdy wd 6@ = [ gty
Dann gilt:
b b
/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) —/ G(z)f(x)dx.

Hinweis: Wenden Sie Fubini auf die Funktion h : (z,y) — f(y)g(z)Llg(x,y) an, mit
E={(z,y) € a,b]? 1y < x}.



