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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien X1, X2, . . . iid uniform auf [0, 1] verteilt. Weiter sei f ∈ L1([0, 1]).
Zeigen Sie, dass die Monte-Carlo Simulation În := 1

n

∑n
i=1 f(Xi) fast sicher gegen das Integral∫ 1

0 f(x)dx konvergiert.

Aufgabe 2 (8 Punkte). Für jedes n ∈ N seienX(n)
1 , . . . , X

(n)
n paarweise unkorrelierte Zufallsvari-

ablen mit endlicher Varianz (also nicht notwendig identisch verteilt) und

lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

Var[X
(n)
i ] = 0.

Zeigen Sie, dass die X(n)
i dem schwachen Gesetz der großen Zahlen genügen, d.h. beweisen Sie

1

n

n∑
i=1

(
X

(n)
i − E[X

(n)
i ]
)

P−→ 0, n→∞.

Es sei (Xn)n≥2 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P(Xn = n) =
1

n log n
und P(Xn = 0) = 1− 1

n log n
.

Zeigen Sie, dass die Folge dem schwachen Gesetz der großen Zahlen genügt, in dem Sinne, dass

1

n

n∑
i=2

(Xi − E[Xi])
P−→ 0.

Zeigen Sie weiter, dass die obige folge nicht fast sicher konvergiert und sie somit nicht dem Gesetz
der großen Zahlen genügt. Verwenden Sie dazu das Lemma von Borel-Cantelli.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit E[Xn] = 0 für jedes
n ∈ N und V := sup{Var[Xn] : n ∈ N} <∞. Definiere Sn = X1 + · · ·+Xn. Dann gilt für jedes
ε > 0

lim sup
n→∞

|Sn|
n1/2(log(n))1/2+ε

= 0 fast sicher.

Hinweis: Definieren Sie kn = 2n und l(n) = n1/2(log(n))1/2+ε für n ∈ N und betrachten Sie
l(kn+1)/l(kn) . Zeigen Sie, dass für hinreichend großes n und für k ∈ N mit kn−1 ≤ k ≤ kn,
dass |Sk|

l(k) ≤
2|Sk|
l(kn)

. Verwenden Sie nun die Komogorov’sche Ungleichung und Borel-Cantelli, um
zu zeigen, dass für beliebiges δ > 0 gilt , dass lim supn→∞ l(kn)

−1max{|Sk| : k ≤ kn} ≤ δ fast
sicher.

Aufgabe 4 (2 Bonus). Beweisen Sie folgende Aussagen:
1. Sei (an)n∈N eine Folge mit an ≥ 0 und

∑∞
n=1 an <∞, dann folgt limk→∞

∑∞
n=k an = 0.

2. Sei (an)n∈N eine monotone Folge und es gebe eine Teilfolge (ank
)k∈N, sodass ank

→ a, dann
folgt an → a.

Hinweis: Diese zwei Aussagen wurden im Beweis von Lemma 43 verwendet. Es ist sinnvoll,
diesen nach dem Bearbeiten der Übungsaufgabe zu wiederholen.


