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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien X1, Xo, ... iid uniform auf [0, 1] verteilt. Weiter sei f € L([0, 1]).
Zeigen Sie, dass die Monte-Carlo Simulation I, = %Z?:l f(X;) fast sicher gegen das Integral
fol f(z)dx konvergiert.

Aufgabe 2 (8 Punkte). Fiir jedes n € N seien X YL), cee XTS”) paarweise unkorrelierte Zufallsvari-
ablen mit endlicher Varianz (also nicht notwendig identisch verteilt) und

n—o0 N2 ;

1 o n
lim — > Var[x[")] = 0.
i=1
Zeigen Sie, dass die XZ»(") dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen geniigen, d.h. beweisen Sie

L~/ oo n

=S (% - EIXM]) S50, n oo,

n

i=1

Es sei (X;,)n>2 eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit
1
nlogn’

P(X,=n)= und P(X,=0)=1-

nlogn

Zeigen Sie, dass die Folge dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen geniigt, in dem Sinne, dass
1 & P
- > (Xi —E[X)]) — 0.
i=2

Zeigen Sie weiter, dass die obige folge nicht fast sicher konvergiert und sie somit nicht dem Gesetz
der grofsen Zahlen geniigt. Verwenden Sie dazu das Lemma von Borel-Cantelli.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien Xi, Xo, ... unabhéingige Zufallsvariablen mit E[X,,] = 0 fiir jedes
n € Nund V := sup{Var[X,,] : n € N} < co. Definiere S,, = X1 + - -+ + X,,. Dann gilt fiir jedes
e>0

lim sup [n| =0 fast sicher.

oo 1/2(log(n))L/2+e
Hinweis: Definieren Sie k, = 2" und I(n) = n'/?(log(n))"/?*¢ fir n € N und betrachten Sie

U(knt1)/U(ky) . Zeigen Sie, dass fiir hinreichend groffes n und fir k € N mit kp—1 < k < ky,

dass % < l2(|lilf)| Verwenden Sie nun die Komogorov’sche Ungleichung und Borel-Cantelli, um

zu zeigen, dass fiir beliebiges § > 0 gilt , dass limsup,,_,. [(k,) " max{|S| : k < k,} < 6 fast
sicher.
Aufgabe 4 (2 Bonus). Beweisen Sie folgende Aussagen:
1. Sei (an)nen eine Folge mit a, > 0 und > >° | a, < 0o, dann folgt limy_e0 > ooy an = 0.
2. Sei (an)nen eine monotone Folge und es gebe eine Teilfolge (an, )ken, sodass a,, — a, dann
folgt a,, — a.

Hinweis: Diese zwei Aussagen wurden im Beweis von Lemma 43 verwendet. Es ist sinnvoll,
diesen nach dem Bearbeiten der Ubungsaufgabe zu wiederholen.



