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Aufgabe 1 (10 Punkte). Begründen oder widerlegen Sie:

1. Sei (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ|[0,1]), wobei λ|[0,1] das Lebesgue Maß auf [0, 1] bezeich-
net. Dann haben X1 und X2 mit X1(ω) = ω und X2(ω) = 1− ω die gleiche Verteilung.

2. Sei (Ω,F ) = ([0, 1],B([0, 1])). Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaß P , sodass X1 und X2

mit X1(ω) = ω und X2(ω) = 1− ω nicht die gleiche Verteilung haben.

3. Sei X ∼ N (2, 2) normalverteilt mit Erwartungswert 2 und Varianz 2. Dann gilt, dass
P [|X − 2| ≥ 2] ≤ 1

2 .

4. Jede reellwertige Zufallsvariable besitzt eine Dichte bezüglich dem Lebesgue-Maß.

5. Sei (Ω,A ) ein messbarer Raum. Falls A = P(Ω) (die Potenzmenge von Ω), dann sind alle
Abbildungen f : (Ω,A )→ (R,B(R)) messbar.

6. Seien X ∼ N (0, 1) und Y ∼ N (0, 2) normalverteilt. Es gilt E[XY ] ≤
√

2.

7. Eine N-wertige Zufallsvariable X ist genau dann zu sich selbst unabhängig, wenn sie fast
sicher konstant ist.

8. Sei (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = 1A und Y = 1B für A,B ∈ A . Es
gilt E[XY ] = E[X]E[Y ] genau dann, wenn A und B unabhängig sind.

9. Sei X exponentialverteilt mit Parameter λ = 1. Dann gilt E[X4] ≥ E[X]4.

10. Seien µ, ν Wahrscheinlichkeitsmaße auf dem messbaren Raum (Ω,A ), welche die selben
Nullmengen besitzen. Dann existiert eine messbare Abbildung f : (Ω,A ) → (R,B(R)),
sodass

µ(A) =

∫
A
f(ω)ν(dω).

11. Sei (Ω,A ) ein messbarer Raum. Falls A = {Ω, ∅}, so gibt es keine messbare Abbildung

f : (Ω,A )→ (R,B(R)).

12. Sei X exponentialverteilt zum Parameter λ = 6 und Y exponentialverteilt zum Parameter
λ = 1

3 . Dann gilt
E[XY ] ≤ 1.

Hinweis: Für eine zum Parameter λ exponentialverteilte Zufallsvariable Z gilt E[Z] = 1
λ

und E[Z2] = 2
λ2

.

13. X ∈ Lp(Ω,F , P ) impliziert X ∈ Lq(Ω,F , P ) für alle q ≤ p, wobei P ein Wahrschein-
lichkeitsmaß ist.

Hinweis: Wiederholen Sie zunächst Satz 6 und Satz 8 bevor Sie versuchen die Aufgaben lösen.



Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) und P = λ|[0,1] das Lebesgue-Maß auf
[0, 1]. Die Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen sei gegeben durch

X1 = 0 und Xn =
√
n1( 1

n
, 2
n
).

Zeigen oder widerlegen Sie:

1. (Xn)n∈N konvergiert in Wahrscheinlichkeit.

2. (Xn)n∈N konvergiert fast sicher.

3. (Xn)n∈N konvergiert in L2.

4. (Xn)n∈N ist gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1],B([0, 1]), P ). Das
Maß P sei absolut stetig bezüglich dem Lebesgue-Maß λ|[0,1] mit Dichte

f(ω) =
1

2
ω−

1
2 , ω ∈ [0, 1].

Sei die Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen gegeben durch

Xn(ω) = ω1/n, ω ∈ [0, 1].

Zeigen oder widerlegen Sie:

1. (Xn)n∈N konvergiert in Wahrscheinlichkeit.

2. (Xn)n∈N konvergiert fast sicher.

3. (Xn)n∈N konvergiert in L1.

4. (Xn)n∈N ist gleichgradig integrierbar.


