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1. Einleitung

Beispiel 1.1 (Motivation). Betrachte ein System von N = 1/h interagierenden Teilchen
in (geordneten) Positionen u; € [0,1], deren zeitliche Entwicklung vom Zeitpunkt t zu
t + A ndherungsweise wie folgt beschrieben werden kanmn:

Xeya(ui) — Xi(ug)
~ (Xt(ui—l) — 22X (u;) + Xe(uitr)

# 1(X(00) ) A+ VR(Xi(u)) (Wi = 77)

2
—_——
~N(0,A)
i = 1,...,N, mit unabhingigen Brownschen Bewegungen W', ..., WN. b modelliert

hierbei die Intensitit einer externen zufdlligen Kraft.

— Grenziibergang (in geeignetem Sinne) A — 0:

Xe(ui—1) — 2X¢(w;) + Xe(uivr)
72

dXy(u;) = < + f(Xt(ui))>dt + Vhb(X¢(u;) ) dWY,

(1.1)

i=1,...,N. Schreibt man die N Komponenten aus (1.1) in einen Vektor, erhdlt man
eine klassische N -dimensionale stochastische Differentialgleichung (SDE).

Integralschreibweise von (1.1):

() = Xou) +/0 <XS(Ui1) — 2X(ui) + Xs(uig1) n f(Xs(ui))>dS

h2

klassisches Integral mit zufilligem Integranden

t
+/ Vhb(Xs(u;))dWE, i=1,...,N.
0

stochastisches Integral

Nun kann man aber auch einen Grenzibergang (in geeignetem Sinne) h — 0 (d.h. N =
1/h — o0) des Systems (1.1) betrachten. Wegen

Xi(ui—1) — 2X¢(u) + Xy(uip1) Xt(ui“;l_xt(ui) - Xt(ui)_;i(t(ui_l)

h? h

legt dies rein formal eine Approximation folgender Gestalt nahe:
dX, (1) = (AuXt(u) n f(Xt(u)))dt + b(Xo(w))dWi(u), u € [0,1].

Fiir jedes t > 0 ist Xy = (X¢(u))yelo,] eine (zufillige) Funktion auf [0,1]; eine Lésung
(Xt)t>0 dieser stochastischen partiellen Differentialgleichung (in geeignetem Sinne) ist
ein funktionswertiger stochastischer Prozess. Entsprechend ist (Wi)i>0 dann eine soge-
nannte zylindrische Brownsche Bewegung (auf L2[0,1]) — Definition spdter.



Gegenstand dieser Vorlesung ist die mathematische Theorie stochastischer partieller
Differentialgleichungen (SPDEs) der allgemeinen Form

dX, = A(t,X,)dt + B(t, X,)dW, (1.2)

Hierbei sind X, A Prozesse mit Werten in einem Banachraum und W eine Brownsche
Bewegung auf einem Hilbertraum. Entsprechend nimmt B Werte im Raum linearer
Operatoren von dem Hilbertraum in den Banachraum an.

Formale Integralschreibweise von (1.2):

t t
X, = Xo+ / Als, X )ds — + / B(s, X.)dW,
0 0

~
Banachraum-wertiger Integrand stochastisches Integral mit BB in einem Hilbertraum
— Integral muss definiert werden — muss auch definiert werden

Dazu benétigen wir

ein Integral mit Banachraum-wertigen Integranden,

das Konzept Hilbertraum-wertiger Brownscher Bewegungen,

das entsprechende stochastische Integral in unendlicher Dimension,

(einen) geeignete(n) Losungsbegriff(e) von (1.2),

Bedingungen an A und B, die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen garantie-
ren.

2. Banachraum-wertige L,-Raume und das Bochner-Integral

Seien (€2, A) ein messbarer Raum, u ein endliches Mafl darauf, (B, ||-|| ) ein Banachraum.
Nachfolgend sind alle Banachridume als solche iiber dem Kérper R zu verstehen.

2.1. Bochner-Messbarkeit und Banachraum-wertige L,-Raume

F(B) := Raum der messbaren B-Treppenfunktionen

= {f:QHB: Es existieren n € N, Ay,.... Ay € A, by,...,by € B

N
mit f(w) =Y La, (w)by Yo € Q}
k=1
Ziel ist es, ein Integral [ fdp zu definieren fiir eine (moglichst) groBe Klasse von Funk-
tionen f: Q) — B.

Definition 2.1. Eine Funktion f :Q — B heif$t Bochner-messbar, falls eine Folge (fy,)
aus F(B) existiert, so dass fn(w) — f(w) fir alle w € Q2.




Bemerkung 2.2. Ist f : Q — B Bochner-messbar, so ist die Abbildung w — || f(w)| B
A-B(R)-messbar. Denn |fn(w) — f(w)llp — 0 Yw € Q mit f, € F(B) impliziert
lfnlle = If(w)ls Yw € Q, und die Abbildungen w +— | fn(w)|lp sind A-B(R)-
messbar. Als punktweiser Grenzwert A-B(R)-messbarer Funktionen ist w — | f(w)|B

A-B(R)-messbar.
Seien

Lo(Q, A, u; B) = Menge der Aquivalenzklassen (modulo Gleichheit fast iiberall)

von Bochner-messbaren Funktionen,

und
{f e Lo A uB): [|flhdy < oo} falls 1 <p < o0
LP(QMA’,U; B) =
{f eLo(Q A p;B): esssup ||[f(.)|p < oo} falls p=oc.

Hierbei ist wie iiblich

ess sup || f()llp = inf = sup [|f(w)]5.
CA: LeNe
w(N)=0

Lemma 2.3. Auf L,(Q, A, i; B) definiert

1/p
(JId)" fatts 1 < p < o0
1A, ) =

ess sup | f(llp  falls p = oo
eine Norm und die normierten Raume (Lp(2, A, p; B), | - [|1,()) sind Banachriume.

Ein zentrales Hilfsmittel fiir den Beweis des Lemmas ist der nachfolgende

Satz von Egorov: Sei M ein normierter Raum, (£, A, ) ein endlicher Mafiraum und
(g9n) eine Folge von (Borel-)messbaren M-wertigen Funktionen mit g, — 0 p-f.s. Dann
existiert zu jedem € > 0 ein A. € A mit u(A;) < g, so dass

sup Hgn(w)HM — 0 fir n — oo.
wEAE

(Beweis Aufgabe 1(i), Ubungsblatt 1)

Beweis von Lemma 2.3. Offenbar sind Summe und skalare Vielfache Bochner-messbarer
Funktionen wieder Bochner-messbar. Der Nachweis der Normeigenschaft folgt wie bei
klassischen L,-Raumen. Bleibt die Vollstdndigkeit zu zeigen.

Fall p < oo: Sei (fy)nen eine |||z, (3)-Cauchyfolge. Dann existiert eine Teilfolge ( fy, )ken
mit

1
||fnk+1 - fnkHLp(B) < 2?7 ke N.



Mit
Z||fng+1 fnj( w)|lp  und

ZH'an‘l fn]( )HB7 WEQ7

folgt aus der Minkowski—Ungleichung fiir die klassischen L)-Rdume und dem Lemma von
Fatou, dass ||g|[z, < 1 und damit [g(w)| < oo fiir alle w auBerhalb einer u-Nullmenge N.
Fiir diese w ist die Reihe

fn1 +Z fng+1 fn]( ))
7j=1

normal konvergent und damit konvergent gegen ein f(w) in B. Auf N definieren wir

f(w) = 0. Wegen
k

fnl (w) + Z (fnj+1 (w) - fnj (w)) = fnk+1 (w)
j=1
gilt f(w) = limg_y00 fr, (W) Vw € N Wir zeigen nun erstmal, dass eine Modifikation von
f auf einer p-Nullmenge Bochner-messbar ist. Dazu sei (fp, m)men eine Folge aus F(B),
welche f,, punktweise (in w) approximiert. Sei ; N\, 0 eine Nullfolge. Nach dem Satz
von Egorov — angewendet auf gy = || fn, — fllB bzw. gm = ||frup,m — frillB — existieren
(ohne Einschrinkung absteigende) Folgen (A4;) und (B;) messbarer Mengen A;, B; € A
und k(1),m(l) € N mit p(A;) < e, p(Br) < e,

Sup || fry, (W) — fw)llp <e und  sup [|fo, ) m@) (W) = frpe @)lB < e,
wEAF] weB}

also

we(AUB))©

Weiter ist p(Mien(A; U By)) = 0 (Stetigkeit von oben). Es folgt mit M = Mien(A; U By)
]lMCfnk(l),m(l)(w) = Ly f(w) Vw € Q,

also die Bochner-Messbarkeit von f = 1y f. Bleibt zu zeigen, dass || f, — f| L,B) — 0.
Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit

[ fm = fallL,3) <&V m,n>ng.
Aus dem Lemma von Fatou und p(M) = 0 folgt fir n > ng

/ 1o — FIEdu < limin / 1o = Fo IPdls < 2,
QO k—oo Q

also || fn — fllz,5) < ¢
Fall p = co: Aufgabe 1(ii) auf Ubungsblatt 1. O



Natiirlich stimmt im Falle B = R die Definition der L,(2, A, y; B)-Réume mit der der
iblichen L,(p)-Réume iiberein. Falls kein Verwechslungsrisiko besteht, schreiben wir
nachfolgend kurz L,(B) fiir L,(Q2, A, u; B). Fiir ¢1,...,¢n5 € Lp(p) und by,...,by € B
ist

N
FO) = dr()bi € Ly(B). (2.1)
k=1

Diese Funktion bezeichnen wir mit Z,ivzl ¢ @ by, und mit Ly(p) ® B den Teilraum von
L,(B), der aus Funktionen dieser Gestalt besteht.
Proposition 2.4. Sei 1 < p < co. Dann gelten:

(i) F(B)N Ly(B) ist dicht in Ly(B).

(it) Der Teilraum L,(p) ® B C L,(B) ist dicht in Ly(B).

Beweis. Seien f € Ly(B) und f, € F(B) mit f, — f punktweise. Dann gilt auch

£l = [ ()]l 5 punktweise. Mit gn = folyf| s, |5<2lfl5} gilt ebenfalls g, — f punkt-
weise, gn, € F(B) N Ly(B) und zusétzlich

sup [|gn — fllB < supllgnllz + [ fllB < 3| fl5-
neN neN

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt [ ||gn, — f|/5dp — 0, also Aussage
(i). Die Aussage (ii) folgt dann unmittelbar, weil F'(B) N L,(B) C L,(p) ® B ist. O

Bemerkung 2.5. (— Aufgabe 2, Ubungsblatt 1) Falls B endlichdimensional ist, liegt
F(B) dicht in Loo(B). Allerdings ist das fiir unendlichdimensionales B nicht mehr kor-
rekt, da die Einheitskugel von B dann nicht kompakt ist.

2.2. Das Bochner-Integral

Wir wenden uns nun der Definition des Integrals einer Funktion f € L;(B) zu. Zunéchst
definieren wir fiir f = Zévzl 14, ®b, € F(B)NLyi(B)

N
[ in =S uaun.
k=1

Offenbar ist die rechte Seite unabhéngig von der Darstellung von f. Die Abbildung
F(B)NLi(B)— B (2.2)
fr— [ ru

ist linear und stetig — die Beschréinktheit folgt (fiir eine Darstellung f = Zivzl 14, ® by
mit paarweise disjunkten Ag,..., Ay € A) aus der Dreiecksungleichung

| 7o

N
< ZM(Ak)kuHB = fllz. ) (2.3)
B p=1



Da der lineare Teilraum F'(B) N L1(B) in L;(B) nach Proposition 2.4 dicht liegt, ldsst
sich Abbildung (2.2) nach dem Fortsetzungssatz (gleichméBig stetiger Abbildungen in
Banachridume) eindeutig zu einer stetigen und linearen Abbildung auf L;(B) fortsetzen.

Definition 2.6. Die eindeutige stetige lineare Fortsetzung von (2.2) auf Li(B) heifit
Bochner-Integral. Wir bezeichnen sie gleichermafien mit [ fdu fir f € L1(B).

Bemerkung 2.7. Fiir das Bochner-Integral gilt die Jensen-Ungleichung (in diesem
Kontext auch Bochner-Ungleichung genannt)

H / fau| < / 1fllzdi = flom ¥ 1 € Li(B),
B
)

denn fir f € F(B) N Li(B) ist das gerade die Ungleichung (2.3).

Lemma 2.8 (Dominierte Konvergenz fiir das Bochner-Integral). Seien f, : Q@ — B,
n € N, Bochner-messbar. Angenommen, f, — f p-f.s. fir ein f : Q — B. Dann gelten:

(7’) fELO(QvAvu;B);
(ii) Falls || fnll < g € Li(u), so folgt f € L1(B) und es gilt

lim fndu:/fd,u.
n—oo

Beweis. Aussage (i) folgt mithilfe des Satzes von Egorov wie im Beweis von Lemma 2.3.
Gilt [|fnllB < g € L1(n), so ergibt sich aus dem Satz von der dominierten Konvergenz
[l fn = fllBdp — 0. Die Aussage (ii) folgt dann aus Bemerkung 2.7. O

Wir formulieren fiir spétere Zwecke noch folgende Identitit, die sich gleichermafien
von F(B) N Li(B) aus Stetigkeitsgriinden fortsetzt:

Lemma 2.9. Ist fiir Banachrdume By, By die Abbildung T : By — Bs linear und be-
schrankt, so impliziert f € Li(By), dass Tof € Ly1(Bs) und es gilt T([ fdp) = [To fdu.

Beweis. Ubungslatt 2, Aufgabe 4(i). O

Wenngleich eine Bochner-messbare Funktion immer A-B(B)-messbar ist (Ubungs-
blatt 1, Aufgabe 3), ist eine Borel-messbare B-wertige Funktion nicht notwendig als
fast-sicher-Grenzwert einer Folge von B-Treppenfunktionen darstellbar. Das Bochner-
Integral ist daher nicht in Analogie zum gewohnlichen Mafintegral allgemein fiir Borel-
messbare Banachraum-wertige Funktionen definiert. Im Falle eines separablen Banach-
raums besitzt aber jede messbare Funktion einer Bochner-messbare Modifikation:

Lemma 2.10. Seien (0, A, 1) ein endlicher Mafsraum, (B, ||.|B) ein separabler Banach-
raum und f : Q — B messbar. Dann ist f € Lo(B).

Beweis. Da das Bildma$ i/ als endliches Maf auf einem polnischen Raum nach dem Satz
von Ulam straff ist, existiert eine aufsteigende Folge (K,,) kompakter Mengen aus B mit
p! (K¢) < 1/n. Weil K, als kompakte Menge insbesondere totalbeschriinkt ist, existiert
eine endliche Partition By, 1, ... Bym, € B(B) von K, mit sup,ycp . [|b— 0 < 1/n,
t=1,...,my,. Wihlt man jeweils ein b, ; € B, ; und definiert f, := Zfi”l Ly-1(B, )bn
so ist (fy) eine Folge messbarer B-Treppenfunktionen mit f, — f u-f.s.



3. GaulBlsche MaBe auf Banachraumen

Fiir einen Banachraum B bezeichnet wie iiblich B* seinen topologischen Dualraum.

3.1. Charakterisierung durch BildmaBe unter stetigen Linearformen

Nach dem Cramér-Wold device ist ein gaulsches Mafl auf R” dadurch charakterisiert,
dass sédmtliche Projektionen des Mafles auf eindimensionale Teilriume wieder gauBisch
sind. Diese Eigenschaft ldsst sich leicht auf unendlichdimensionale Rdume verallgemei-
nern.

Definition 3.1. Fin gaufisches W-Maf$ i auf einem separablen Banachraum B ist ein
W-Maf auf B(B) mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes ¢ € B* ist u* gaufsch.

Dabei werden Dirac-Mafle als GauBBmafle mit Varianz 0 aufgefasst. Natiirlich stellt
sich unmittelbar die Frage, ob ein W-Maf3 auf B iiberhaupt eindeutig durch alle seine
BildmaBe pf mit £ € B* charakterisiert ist.

Proposition 3.2. Seien B ein separabler Banachraum, p und v W-Mafle auf B(B).
Gilt it = v* fiir alle ¢ € B*, so folgt yu = v.

Fiir den Beweis verwenden wir folgende einfache Konsequenz aus dem Satz von Hahn-
Banach:

Lemma 3.3. Ist B separabel, so existiert eine Folge (¢,,) aus B*, so dass gilt:

Ibl| B = sup |€,(b)| fir alle b € B.
neN

Beweis: Aufgabe 1, Ubungsblatt 2.

Beweis von Proposition 3.2. Da alle £ € B* als stetige Funktionen B(B)-B(R)-messbar
sind, ist das N-stabile System aller Zylindermengen

Z .= {{beB: (1(b), ... ba(b)) € A}, b1,... 0, € B*, A € BR"), neN}

in B(B) enthalten. Nun sind aber W-Mafle auf R™ bereits eindeutig durch sdmtliche
Projektionen 7 auf eindimensionale Teilrdume charakterisiert. Da fiir 41, ..., ¢, € B* die
Komposition 7o (¢1,...,¢,) von der Gestalt v(v, (¢1,...,¢,)") mit einem Vektor v € R”
und (v, (¢1,...,¢,)) € B* ist und die BildmaBle von g und v unter (v, (¢1,...,4,)")
nach Voraussetzung iibereinstimmen, stimmen sie auch auf Z iiberein. Somit reicht es
zu zeigen, dass B(B) von Z erzeugt wird. Wir weisen nach, dass bereits &y C Z mit

SO:{{beB: (b) <al, L€ B aeR}

die Borel-o-Algebra B(B) erzeugt. Nach obigem Lemma existiert eine Folge (¢,,) aus B*
mit ||b|| = sup,en |€n(b)] fiir alle b € B. Fiir die offene Kugel U(bp,r) um by € B vom



Radius r folgt damit

U(bo,r) = | Ulbo,r(1—1/m))

meN

= U N{peB: [tald—bo)| <r(1—1/m)} € o (&)

meN neN

Schliefllich kann jede offene Menge in einem separablen Banachraum als abzihlbare
Vereinigung offener Kugeln dargestellt werden, womit B(B) C o(&). O

Bemerkung 3.4. Ahnlich zeigt man Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 2: Seien B ein se-
parabler Banachraum und X und Y zwei B-wertige Zufallsvariablen auf (2, A,P). Ist
P LY) = PO(X) o P(Y) i, 6y € B*, so sind X und Y stochastisch unabhdingig.

Definition 3.5. Ein W-Maf auf (B,B(B)) heifit zentriert, falls V¢ € B*die die Bild-
mape pt auf (R, B(R)) zentriert sind. Es heifst symmetrisch, falls V€ € B* gilt u* = p=*.

3.2. Der Satz von Fernique

Lemma 3.6. Sei B ein separabler Banachraum. Seien X und Y unabhingig und iden-
tisch verteilte zentrierte Gaufvariablen in B. Dann sind X = (X +Y)/vV2 und Y =
(X —Y)/V2 ebenfalls unabhingig und haben dieselbe Verteilung wie X .

Beweis. Einerseits ist fiir alle ¢4, {5 € B*

E(0(X)6(7)) = 5B ((6.(X) +6(0) (6(X) - 6(1)))
1

> (B(600)6(X) —E(G(X0)R(Y)) =0,

was zusammen mit Bemerkung 3.4 die Unabhéngigkeit belegt, denn zwei gemeinsam
normalverteilte reellwertige Zufallsvariablen sind unabhéingig genau dann, wenn sie un-
korreliert sind. Andererseits gilt fiir jedes A € R und ¢ € B*

Eexp (M\%é(x + Y)) — Eexp (i\j\iﬁ(X))Eexp (i\%z(iy))
— oxp (fE(E(X)Q)) (fE(E(Y)Z))

= exp (fE(E(XV)),

d.h. fiir jedes ¢ € B* ist die charakteristische Funktion von £(X) bzw. £(Y) die der
N(0,E(¢(X)?))-Verteilung. Nach Proposition 3.2 stimmt damit die Verteilung von (X,Y")
mit der von (X,Y") iiberein. O

Das nachfolgende fundamentale Resultat besagt, dass die Norm einer Banachraum-
wertigen gauflschen Zufallsvariable immer — genau wie im endlichdimensionalen Fall —
subgaufsche Tails besitzt. Insbesondere ist die Abbildung x + ||z||% integrierbar.



Satz 3.7 (Fernique 1970). Sei p ein zentriertes GaufSmafs auf einem separablen Banach-
raum B. Dann existiert ein 8 > 0, so dass

[ exp (Blblf)du(e) < oc.
B

Beweis. Seien 0 < s < ¢. Dann ist nach Lemma 3.6

P(IX15 < B(IV s > 1) = P(S51X = Yls < o)X + V] > 1)
1

1
:IP’(— X —Y|s < sund
I =¥l < s und -

V2

Weiter gilt nach der Dreiecksungleichung

IX + Y5 >t).

. 1
min (le)g, I9ll5) = 5 (= + vlls = e~ ylls) V,o.y € B,
und damit die Inklusion

{wy) e BxB: |z -yl <V2s, |z +yls > V2t}

t—s t—s
C {(:c,y) €BxB: |z||p> W, lyllz > W}

Folglich ist

P(1X |15 < s)B(IY 15 > 1) <P(1X)s > 22 wnd [¥ls > )

t—s\12
- IP’( X||5 > )] . 3.1
P(1xl> (31)
Wiéhle ein » > 0 mit P(||X||p < r) > 2/3. Wir definieren nun rekursiv eine Folge ()
durch to =7 und t,11 =71+ V/2t, fiir n > 1. Setze

_ P(IXI5 > tn)

=———"" " fiirn>0.
P(|IXs <)

Qo

Ungleichung (3.1) mit s = r und ¢ = t,, ergibt

oy = DUX]E > tn) [P(IXHB > tn)}2 _ 2
" P X[p <r) = LP(X]B <7) !

fiir alle n > 0, d.h.

10



AuBlerdem ist

= (1 V244 (x/i)")r = (‘/?/);tll_lr < (V2)"thr,

womit
P(IXI5 > (vV2)"™™r) < P(IXI|p > t) < aaP(|X|lp < 7) < 27"
Mit dem Zerlegen in “Integrationsscheiben”
Sn={w € B: (V2)"™ir < allp < (V2)"r

erhalt man fiir 8 > 0

)du( )d
sty ™ Gl Z / exp (Bllal%) du(z)
< Z <HXHB > ( 2)”+4r> exp (Br227+?)

< Z 272" exp (5r22”+5).

n=0
Fiir 8 < (log2)/(2°r?) folgt die Summierbarkeit und damit die Behauptung. O
Ahnlich beweist man folgenden Satz.

Satz 3.8 (Kahane-Khintchine). Sei B ein separabler Banachraum. Dann existiert fir
alle p,q € [1,00) eine Konstante K, 4, so dass fiir jede zentrierte B-wertige Gaufvariable
gilt:

X1z, (8) < Ko, J(B)-

Beweis. Ubungsblatt 2, Aufgabe 3. Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es ausreicht, die
Ungleichung fiir p = 2n (n € N) und ¢ = 1 zu beweisen. Zeigen Sie dann, dass mit
r = 3||X||z, () die Ungleichung P(||X||p < r) > 2/3 folgt, dieses 7 also ein zuldssiger
Kandidat fiir die Argumentation im Beweis des Satzes von Fernique ist. O

Definition 3.9. Sei u ein zentriertes gaufisches W-MafS auf einem separablen Banach-
raum B. Die Abbildung

C,:B"xB* >R

(01, ) v /B 03 () o) ()

heifit Kovarianzoperator von [.

Offenbar ist €, bilinear und positiv semidefinit. Der Satz von Fernique impliziert nun
unmittelbar die Beschréanktheit.
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Korollar 3.10. Fir ein zentriertes gaufisches W-Maf$ 1 auf einem separablen Banach-
raum B st
sup  |Cu(l1,42)| < 0.

£1,62€B*:
lexlllle2lI<1
Der assoziierte Operator
C,:B*— B™

0 CL0)
mit C,,(€)(¢') := C,,(¢,0') fiir ¢ € B* ist stetig von B* nach B C B**.

Hierbei fassen wir B C B** auf als kanonische Einbettung in B**, welche b € B
mittels der Zuweisung b(¢) := £(b) fiir alle £ € B* mit einem Element des Bidualraums
B** identifiziert.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Integrierbarkeit von z — ||z|%
als Konsequenz aus Satz 3.7

sup |Gy (1, £2)| < / ]| Bdp(z) < oo
ly,b2€B*: B
[le1]]]1€2]1<1

Insbesondere ist damit éu stetig als linearer Operator von B* nach B**. Allerdings kann
der Bidualraum B** grundsitzlich strikt grofler sein als B. Nun ist aber fiir £ € B* nach
Lemma 2.10 und Satz 3.7 die Abbildung x — xf(z) € L1(B):

/ ]l 16(2) [dps( / I3 e

insbesondere [ zf(x)du(x) € B. Daher besitzt C,.(O)(¢) fiir alle ¢' € B* die Darstellung

0 = [t = ( [ st@a),

wobei die zweite Gleichheit aus obigem Lemma 2.9 folgt. O

prdp(z) <

Man kann noch etwas mehr als die Stetigkeit beweisen, ndmlich dass fiir ein zentriertes
gauflsches W-MaB 1 auf einem separablen Banachraum der Operator éu :B*— B C B*
kompakt ist (Ubungsblatt 3, Aufgabe 1). Falls B ein separabler Hilbertraum ist, ldsst
sich der Kovarianzoperator dann sogar wie folgt charakterisieren. Hierbei identifizieren
wir den Hilbertraum mit seinem Dualraum mittels des Rieszschen Darstellungssatzes.

Satz 3.11. Sei (H, ||-||g) ein separabler Hilbertraum und pu ein zentriertes gaufsches W-
Map darauf. Dann ist C,, : H* = H — H** = H mit C,(£)(£') = (C,(¢),0') :== C,(£, )
ein Spurk:lasse—Opemtor, der die Identitit [, ||:L’H%{d,u(x) =tr CA'# erfallt. Umgekehrt ist
jeder symmetrische, positiv semidefinite Spurklasse-Operator K : H — H von der Form
K= C’M fir ein gaufisches Maf p auf H.

Beweis. Ubungsblatt 3, Aufgabe 2. O
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3.3. *Reproduzierende Kerne und der Satz von Cameron-Martin

Wir wenden uns nun der Relation gauflscher Mafle untereinander zu. Auf R" ist eine
Normalverteilung N (0,Y) mit nicht-singuldrer Kovarianzmatrix dquivalent (im Sinne
von Absolutsstetigkeit von Maflen) zu ihrem Bildmafl A'(c, X)) unter jeder Translation
 +— = + c. In unendlichdimensionalen Rdumen ist die Situation eine grundlegend ande-
re. Der Teilraum der Richtungen, unter denen ein zentriertes gaufisches W-Maf3 p und
seine Bildmafe stetig zueinander bleiben, bildet einen mit dem Gauimaf ;1 assozierten
Hilbertraum H,,. Er formt eine p-Nullmenge, sobald er unendlichdimensional ist.

Definition 3.12 (nach [1]). Fiir ein zentriertes Gaufs-W-Maf$ p auf einem Banachraum
B heifit ein linearer Teilraum H C B Hilbertraum mit reproduzierendem Kern, falls gilt:
Auf H gibt es eine Hilbertnorm || - ||g, beziiglich der H wvollstindig sowie die Einbettung
H — B stetig ist, und fiir die Bildmafe p* unter £ € B* ist u* = N(0,|¢|%), wobei

|0l := sup [€(h)].
heH:
IRl <1
Satz 3.13. Sei p ein zentriertes Gauf-W-Maf auf einem separablen Banachraum B.

Dann gibt es fiir p einen eindeutigen Hilbertraum (H, |- ||g) mit reproduzierendem Kern.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz. Fiir jedes £ € B* ist

/ () Pdp(z) < (163 / 3 du(z) < oo
B B

als Konsequenz aus Satz 3.7 (Satz von Fernique). Also kann jedes ¢ € B* mit einem
Element aus Lo(u) = Lo(B, B(B), i1) identifiziert werden. Sei B* der Abschluss von B*
in Lo(u). Da jedes £ € B* Lo(p)-Grenzwert einer Folge (£,,) aus B* ist und die Zufalls-
variablen /¢, unter u zentriert normalverteilt sind, gilt dies ebenfalls fiir den Grenzwert
(Lo-Konvergenz impliziert die Konvergenz in Verteilung und die Folge der charakteris-
tischen Funktionen konvergiert gegen die des zentrierten Gauflgrenzwertes):

Definiere weiter die lineare Abbildung J, : B¥* — B durch
Ju(0) :/ xl(x)du(x), £ € B*. (3.2)
B
Dabei existiert die rechte Seite als Bochner-Integral fiir alle £ aus dem Lo (u)-Abschluss
B*, denn B ist nach Voraussetzung separabel, folglich ist  ++ z/(x) als Borel-messbare

Funktion nach Lemma 2.10 in Ly(B), und die Integrierbarkeit folgt aus aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

/HM(@“)HBdM(fE) < [lédll Ly () 1€l Loy < 00 (3-3)
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Auflerdem ist J,, injektiv, denn ist £ € B* mit J,(¢) = 0 und ist (¢,) eine Folge aus B*
mit |[€n, — £|| L, () — 0, so impliziert Lemma 2.9

0= tal,0) = [ tu()@)dua) = [ @)Pduta) (n = ),

also ¢ = 0 p-f.s. Damit wird H = J,(B*) C B mit dem Skalarprodukt (J,,(¢), J,(¢')) g =
J5 ()¢ (x)dpu(z) zu einem Hilbertraum. Es bezeichne || - || die entsprechende Hilbert-
norm. Bleibt zu zeigen, dass H ein Raum mit reproduzierendem Kern fiir p ist. Wegen
der Jensen-Ungleichung (Bemerkung 2.7), wonach ||J,(¢)||p < [ ||lz€(x)| pdpu(z), und
Abschétzung (3.3) ist J, und damit die Einbettung (H,| - ||#) — (B, | - ||B) stetig.
Weiter gilt fiir jedes £ € B*

[l = sup [6(h)| = sup  [L(Ju(¢))] < sup ‘/5 ) (2)du(x) | = 10l Ly
heH: 'eB*: 'ela(p):
[P/l =1 1] Loy =1 €] Loy =1

wobei die Integraldarstellung von ¢(J,(¢')) wieder aus Lemma 2.9 folgt. Das Supremum
iiber ¢/ € Lo(p) mit [[¢'||r,) = 1 wird aber fiir £ = £/||¢||1,(,) € B* angenommen,
womit |[¢|g = ||€HL2(M).

Wir beweisen nun die Eindeutigkeit. Angenommen, (H, (., .) ) mit H C B sei ein wei-
terer Hilbertraum mit reproduzierendem Kern fiir u. Per definitionem ist die Einbettung
(H, |-l ) = (B, ||| B) stetig, womit B* i C H*. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz

existiert folglich zu jedem £ € B* C Lo(p) genau ein J(¢) € H, so dass

1oy = sup ()| = sup [(h, J(0))z| = 1T(0)] - (3-4)

heH: heH:
lhll <1 IRl <1

Die Abbildung J : B* — H ist linear wegen
(hy J(+0)) g = (€4 L)(h) = e(h) + ' (h) = (h, J(0)) g+ (h, J(£)) g = (b, T(O)+ T ()
fiir alle b € H und damit ist

T+ (B o) = H - 11 7)

nach (3.4) stetig. Somit existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von J auf den Lo(p)-
Abschluss B*; wegen der Polarisationsformel ist dann (J(€), J(¢')) ; = [£(z)¢(z)dpu(x)
fiir alle £,¢ € B*. Fiir £ € B* und ¢’ € B* folgt weiter

e(J)) = (J(), J(¢ U(x)l (z)dp(x) = (L)),

also J(¢) = J,(¢) fiir alle ¢ € B* womit H C H mit isometrischer Einbettung. Tst
H # H, muss ein Element /& # 0 aus dem orthogonalen Komplement H' von H in H
existieren. Aber fiir b € HL ist £(h) = (h,J,(¢))5 = O fiir alle £ € B*, also h = 0 und
folglich H = H. O

14



Fiir ein zentriertes Gaufl-W-Mafl u auf einem separablen Banachraum B bezeichnen
wir der Terminologie von [1] folgend mit H, den Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern. Diese Bezeichnung fiir H,, ist in der Literatur allerdings nicht einheitlich. Haufig
wird der Lo (1)-Abschluss B* als Raum mit reproduzierendem Kern fiir y bezeichnet und
sein isomorphes Bild H, = J,(B*) C B unter J,, aus (3.2) als Cameron-Martin-Raum.

H,, = H,(B) ist unabhingig von B in folgendem Sinne.

Lemma 3.14. Sei B ein separabler Banachraum und p ein zentriertes gauflsches W-
Mapf darauf. Angenommen, ein Banachraum B; C B ist stetig eingebettet in B mit
Borel-messbarem Bild und 1(Bf{) = 0. Dann gilt H,(B) = H,,(B1).

Beweis. Offenbar gilt die Inklusion H,(B1) C B C B. Aus der Stetigkeit der Einbettung
folgt B*|p, C B} und H,,(B) erfiillt damit alle Bedingungen aus Definition 3.12. O

Mit dem Ls(p)-Abschluss B* des Dualraums B* ergibt der Beweis von Satz 3.13 die
Darstellung

H, = {b €EB: b= /arﬁ(x)d,u(af) (= Ju(¢)) fiir ein £ € F}

Man beachte, dass J,(B*) als kanonische Einbettung in B** gerade mit C,,(B*) zusam-
menféllt. Alternativ ldsst sich H,, auch wie folgt charakterisieren.

Lemma 3.15. Sei B ein separabler Banachraum und p ein zentriertes Gauf-W-Maf
darauf. Dann gilt: Fir ein Element b € B ist b € H, genau dann, wenn
sup  |4(b)] < oo.
leB*:
el Ly uy<1
Beweis. Bezeichne b** das Bild von b unter der kanonischen Einbettung von B in B**.
Ist

sup  [€(b)] = sup [b*(£)] < oo,
P 21
so ist b™ stetige Linearform beziiglich [ - ||z,(,) und lésst sich stetig auf den La(u)-

Abschluss B* fortsetzen. In diesem Falle existiert aber nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz genau ein Element £, € B* mit (¢,0y)p,(,) = b**(£) = £(b) fiir alle £ € B,
womit b = J,(¢y) € H, mit J, aus (3.2). Umgekehrt gilt fiir jedes h = J,(¢,) € H, nach
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [€(h)| < |[€]| £, (u)l[€nll 1,() < oo fiir alle £ € B*. O

Die Bedeutung von H,, besteht nun darin, dass er genau die Translationen bestimmt,
entlang der p und seine Bildmafle stetig beziiglich einander sind.

Satz 3.16 (Cameron-Martin). Sei p ein zentriertes Gauf-W-Maj$ auf einem separablen
Banachraum B. Fiir h € B bezeichne Ty, : B — B die Translation b +— b — h. Dann gilt:

(i) W < p < he Hy,;
(ii) Im Falle h ¢ H, sind p und p' singuldr.
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Beweis. (i) Fiir h € H, sei ¢, € B* mit J,(¢;) = h, wobei J, den Isomorphismus
von B* nach J,(B*) aus dem Beweis von Satz 3.13 bezeichnet. Da u» = N(0, \Eh\%u)
nach Definition von H,, ist die Abbildung x +— exp(¢;(x)) integrierbar. Mittels quadra-
tischer Erginzung ergibt sich [, exp(¢y,(z))du(z) = [ exp(z)dut(z) = exp(|€h|12q#/2) =
exp(||h||}2L1H/2), womit

Dy, :B-—R
1
T — exp (&(SU) - 5”}1”%{“)

eine Radon-Nikodym-Dichte dv/dp ist, denn Dy, € Li(p) ist strikt positiv mit [ Dy, dp =
1. Bleibt zu zeigen, dass v = p’* ist. Dafiir reicht nach Proposition 3.2 der Nachweis,
dass die charakteristischen Funktionen der Bildmafe ///OT’I und % unter allen ¢ € B*
tibereinstimmen. Aber fiir jedes ¢t € R ist

/ exp(itz)dv’ (2) = / exp (il (x) + ta(x) - %||h||§{u)dp(:r)

1 . /
= exp ( - §||h||%1#> /exp(ztzl + 29)dp ") (21, 2)

- (tQO 0.0+ itl (h
= exp (S0 + 0 (1)

= / exp(itz)du’ T (2),

wobei wir fiir die Auswertung des Integrals nach dem zweiten Gleichheitszeichen (Ubungs-
aufgabe!) ausgenutzt haben, dass (¢, ¢},) zweidimensional zentriert normalverteilt ist mit
Cov(l', 4y) = [0(2)ln(z)du(z) = O ([ xln(z)dp(z)) = €' (h). Es folgt u™» = v. Der Um-
kehrschluss “u™* < p impliziert h € H " folgt aus (ii).

(ii) Zunéchst halten wir fest, dass zwei W-Mafle p und v auf (B, B(B)) singulér sind,
falls dry (u,v) = 1 fiir den Totalvariationsabstand drv (i, v) = supacp(p) [1(A) — v(A)]
ist. Da £ € B* als stetige Funktion B(B)-B(R)-messbar ist und damit dpy(p,v) >
SUPCeB(R) \u(£71(0)) — v(t=H(C))| = drv(p’, "), reicht es zu zeigen, dass fiir h ¢ H,
eine Folge (£,) in B* existiert mit dpy (u, u»°Tr) — 1 fiir n — co. Nach Lemma 3.15
existiert aber zu jedem n € N ein £, € B* mit [|{,][1,(,) = 1 und £,(h) > n, womit
pfr = N(0,1) und pn°Th = N(—£,(h),1). GemiB Aufgabe 3(i) auf Ubungsblatt 3
ist der Hellinger-Abstand dy zwischen zwei eindimensionalen Normalverteilungen mit
Varianz 1 gegeben durch

@WWWmeF¢““%J“WW>

8
und somit
b 0 n?
dH(u L ”OTh) >4/1—exp <_8> — 1.
Wegen dry > d%; (Aufgabe 3(ii), Ubungsblatt 3) folgt damit (ii). O
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Bemerkung 3.17. Ist ein Banachraum B separabel, so besitzt seine Topologie eine
abzihlbare Basis, womit fiir die Borel-o-Algebra B(B) ein abzihlbares Erzeugendensys-
tem existiert. Dies wiederum impliziert fir ein zentriertes Gauf-W-Maf p auf B die
Separabilitit des Hilbertraums Lo(B, B(B), i) und damit insbesondere die Existenz einer
Schauderbasis.

Natiirlich ist das Wienermafl pyyiener €in Beispiel fiir ein zentriertes gaufisches W-
Mafl auf dem separablen Banachraum (C([0,1]), || - |lsup). Der (topologische) Dualraum
C([0,1])* ist gerade der Raum der signierten Radon-Mafle. Man kann zeigen, dass Hy,,,.....
aus den absolutstetigen Funktionen auf [0, 1] besteht, die in Null starten und deren
schwache Ableitung quadratintegrierbar ist. Da die Brownsche Bewegung f.s. keine ab-
solutstetigen Pfade besitzt, hat das Wienermafl auf H,,,, . . keine Masse. Im Gegenzug
liegen die absolutstetigen Funktionen auf [0,1] mit quadratintegrabler schwacher Ab-
leitung nach Stone-Weierstra8 aber dicht in (C([0,1]), || - |lsup), weshalb das Wienermaf}
auf dem Abschluss von H,,,,, ... in (C([0,1]),] - |lsup) seine gesamte Masse hat (alle
Brownschen Pfade starten in Null).

Dieses Phanomen gilt allgemein und ist Gegenstand der nachfolgenden Proposition.

Proposition 3.18. Sei u ein zentriertes gaufisches W-Maf$ auf einem separablen Ba-
nachraum B. Dann gilt:

(i) dim(Hu) = oo impliziert H,, C N fiir eine p-Nullmenge N € B(B);
(i) M(E) =1 fiir den Abschluss von Hy, in (B,| - ||B).

[Dank an Ben Deitmar, der die Frage nach der Giiltigkeit von (ii) wihrend der Vorlesung
aufgeworfen hat, weshalb die Proposition jetzt um diesen zweiten Teil erginzt ist.]

Beweis. (i) Nach Bemerkung 3.17 existiert eine Orthonormalbasis e,, € B*, n € N, d.h.
plenlnen = @,y N(0,1). Dann sind die Mengen A, ,,, = {b € B : |en(b)] > m}, n € N,
stochastisch unabhéngig fiir jedes m € Nund Y-, o t(Anm) = >,en N (0, 1) ([—m, m]°)
= 00. Der zweite Teil des Borel-Cantelli-Lemmas impliziert fiir alle m € N

u({b € B : sup ey (b)| > m}) > u(limsupAmm) =1,

und aus der Stetigkeit von oben folgt u(sup,, |e,| = c0) = 1. Aber das bedeutet fiir p-fast
alle b € B:

sup  [€(b)| > sup |e,(b)] = oo,
LeB*: neN
1€l Ly (<1

was dquivalent ist zu b € H, nach Lemma 3.15.

(ii) Angenommen, p(H,) < 1. Dann gibt es ein b mit p(U) > 0 fiir alle U offen in
(B,| - |5) mit b € U sowie eine offene Kugel U um b mit U N H, = §. Nach dem
Satz von Hahn-Banach existiert somit ein £ € B* \ {0} mit ¢(h) = 0 fur alle h € H,,
aber £(b) > 0. Die Stetigkeit von ¢ impliziert dann £(b') > ¢(b)/2 fiir alle b’ in einer
geeigneten (offenen) Umgebung U’ von b in U. Wegen p(U’) > 0 folgt der Widerspruch
0 <[l yquy = ¥lm, = 0. O
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3.4. Der Konvergenzsatz von It6-Nisio und die Karhunen-Loéve-Entwicklung

Der Satz von It6-Nisio beinhaltet gleich zwei Pointen fiir das Konvergenzverhalten von
Reihen (S, = > ; Xi)nen unabhiingiger symmetrischer Zufallsvariablen X; mit Wer-
ten in einem separablen Banachraum B. Zum einen bleibt die bereits aus dem Reel-
len als Satz von Kolmogorov hierfiir bekannte Aquivalenz von stochastischer und f.s.-
Konvergenz bestehen: S, —p S < 5, — 5 f.s. Die weitaus grofiere Bedeutung hat die
zweite Pointe — némlich die Aquivalenz von f.s. starker und f.s. schwacher (im funktional-
analytischen Sinne) Konvergenz: S,, — S fs. < £(S,) — ¢(S) V¢ € B* f.s. Diese
wird noch bereichert durch den Sachverhalt, dass die Ausnahmemenge nicht einmal
gleichméfig fiir den Dualraum konstruiert sein muss, denn sogar stochastische Konver-
genz £(Sy,) —p ((S) Y¢ € B* ist dquivalent.

Satz 3.19 (It6-Nisio). Seien (B, ||-||B) ein separabler Banachraum, (X, )nen eine Folge
B-wertiger unabhdngiger symmetrischer Zufallsvariablen sowie S eine B-wertige Zu-
fallsvariable auf einem gemeinsamen W-Raum (Q, A,P). Sei S, = > | X;. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt £(Sy,) — £(S) fir alle £ € B* P-f.s.;
(ii) Fiir jedes £ € B* gilt £(Sy,) —p £(S);
(iii) Sp — S P-f.s.;
(iv) Sy, —p S.
Falls diese dquivalenten Bedingungen gelten und E||S||%;, < oo fiir ein 1 < p < oo, folgt

- _qp -
nh_)noloEHS Snllp = 0.

Beweis. Wir beweisen (ii) = (iv) = (iii), alle anderen Implikationen sind klar.
(ii) = (iv): Der Beweis untergliedert sich in zwei Schritte.

Schritt 1: Wir wollen zuerst zeigen, dass die Folgen (Sy)nen und (S, — S)nen straff
sind. Nach Voraussetzung sind fiir jedes £ € B* und k > n die Zufallsvariablen £(S,)
und ¢(Sk — S,) stochastisch unabhéngig. Da weiter ¢(Sx — S,) = €(Sk) — £(Sn) —p
0(S) — £(Sy) = £(S — Sy) fiir K — oo, sind auch ¢(S,) und ¢(S — S,) stochastisch
unabéngig. Wir iiberlegen uns nun, dass S — 2S5,, und S identisch verteilt sind. Nach
Proposition 3.2 reicht dafiic der Nachweis, dass P/%) und P!5-25) fiir alle ¢ € B*
identisch sind. Letzteres gilt aber, da fiir alle t € R wegen

Eexp (itl(S)) = Eexp (itl(S — Sy))Eexp (itl(Sy))
= Eexp (itl(S — Sy))Eexp ( — itl(Sy))
= Eexp (itl(S — 25,))

die charakteristischen Funktionen iibereinstimmen, wobei wir beim zweiten Gleichheits-
zeichen die Symmetrie von S, verwendet haben. Da (B, || - ||3) polnisch ist, ist P nach
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dem Satz von Ulam straff — also existiert zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K = K,
aus B mit P(S € K) > 1 — . Dann ist auch K’ = {b € B : 2b = by — by fiir by,by € K}
kompakt, denn ist (b,)nen eine Folge in K’ mit 2b, = b1, — by, und biy,, be, € K, so
existiert nach Kompaktheit von K eine Teilfolge (nk)ien, entlang der sowohl (bin, )ken
als auch (bay, )ken konvergent sind, also auch (b, )ken (in metrischen Rdumen gilt Kom-
paktheit = Folgenkompaktheit). Wegen S, S — 2S5, € K = S, € K’ folgt

P(S & K') < B(S & K) + P(S — 25, ¢ K) = 2P(S & K) < 2z,
also ist (Sy, )nen straff. Mit K” = K — K’ ergibt sich analog die Straffheit von (S—.5S,,)pen-

Schritt 2: Wir zeigen nachfolgend die stochastische Konvergenz P(||S—Sy|lg > ¢) — 0
fiir jedes € > 0 durch Widerspruch. Angenommen, es existieren € > 0 und 1 > 0, so
dass P(||S — Sy, |lp > €) > n fiir eine Teilfolge (ng)ren. Nach Schritt 1 existiert ein
Kompaktum K C B mit P(S — S, € K) > 1—n/2 fir alle n € N, womit fiir die offene
e-Kugel U.(0) = {b € B : ||b||gp < €} um 0 folgt

P(S — Sp, € KNU-(0)°) >n/2 VkeN. (3.5)
Nun ist K N U(0)¢ als Schnitt einer kompakten und einer abgeschlossenen Menge aber
wieder kompakt, wird also insbesondere durch endlich viele offene Kugeln U, 5(b1), ...,
Ue2(bm(c)) vom Radius €/2 mit Mittelpunkten b; € U(0)¢ {iberdeckt. Fiir jedes k& muss
wegen (3.5) ein Index i € {1,...,m(e)} existieren mit PS~5 (K N Uesa(bif,)) = 0 =
n/(2m(g)). Also existiert eine weitere Teilfolge (ny,)jen und ein b € {by, ..., by} mit

PY T (K O UL (b)) > 6 VjeN. (3.6)

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine stetige Linearform ¢ € B* mit |||, = 1
und 4(b) = ||b]|p > 0. Wegen b & U.(0) ist ¢(x) = ||b||p + (z —b) > e —||lx —b||p > ¢/2
fiir alle z € U, /5(b). Es folgt die Inklusion

{s- Sny,, € KN U.pa(b)} C {€(S - Sni;) = £/2},
was wegen (3.6) im Widerspruch steht zur stochastischen Konvergenz £(S,,) —p £(.5).

(iv) = (#i7): Wir machen Gebrauch von folgendem Lemma, dessen Aussage im Falle
Si € L1(B) (was wir an dieser Stelle aber nicht voraussetzen) auch eine Konsequenz aus
der Doobschen Maximalungleichung ist.

Lemma: Fiir alle » > 0 gilt

P( max [|Sell > r) < 2B(|Sull5 > ). (3.7)

(Beweis: Ubungsblatt 4, Aufgabe 1)

Angenommen, es gelte S, —p S. Nach obigem Lemma ist fiir alle n € N und m > n

1@( max ||S; — Salls > 7“) < 9P(||Sm — Sl > 7)

n<j<m

< QIP’(HSm — S| > %) + 2IP’(HS ~ Sullp > g)

Fiir m — oo folgt nach der Stetigkeit von unten auf der linken und der vorausgesetzten
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stochastischen Konvergenz auf der rechten Seite

T

]P’(sup 1S; — Sulls > 7«) < QIP’(HS — Sullp > 5),
j>n

womit

lim P(Sup 1S; — Sulls > r) = 0. (3.8)
Es folgt weiter
nh_)IgoIP(jgg 1S — SlB > 2r>

< lim P(sup 1S; — Sulls > 7’) + lim IP’(HSn — 8|l > 7«) ~0

nach (3.8) und der stochastischen Konvergenz von S, —p 0. Da [|S, — S|z — 0 f.s.

dquivalent zur stochastischen Konvergenz von sup;s, [|S; — S|l —p 0 fiir n — oo ist,
folgt (iv).

Es bleibt die Konvergenz im p-ten Mittel zu zeigen. Dafiir formulieren wir folgende
Proposition, die auch von eigensténdigem Interesse ist.

Proposition 3.20. Seien (B, || - ||B) ein separabler Banachraum und X,Y stochastisch
unabhdngige B-wertige Zufallsvariablen, wobei X oder Y symmetrisch ist. Dann gilt fiir
alle p € [1,00)

E|IX |5 < E|IX + Y5,

Beweis von Proposition 3.20. Seien p € [1,00) und E||X + Y|} < co (andernfalls ist
die Ungleichung trivial). Dann folgt aus der Dreiecksungleichung fiir die L,(B)-Norm
und der Verteilungsgleichheit L(|| X —Y||p) = L(||X + Y| B)

1 1 1
(BIXIIG) "7 = 5 (EIX +Y + (X - YV)|i) "
1 1 1 1
< SEIX +Y[B)"7 + S (EIX - Y5
1
= (BIX +Y5)""
Nun zuriick zum Beweis der in Satz 3.19 behaupteten L,-Konvergenz. Da £(.S;,) und
(S — S,,) fiir jedes ¢ € B* stochastisch unabhéingig sind, gilt dies nach Bemerkung 3.4
auch fiir S, und S — S,,. Zusammen mit der Symmetrie von S,, folgt E||S,|/%; < E||S|%

aus Proposition 3.20. Mithilfe partieller Integration und Ungleichung (3.7) aus obigem
Lemma erhalten wir damit

[ee]
E( S p): HP( Sillp > )d
11%1]2;”\\ ks o lglggn\l klp >r)dr

g/ pr?2P(|Sulls > r)dr = 2E|1S,lf% < 2E|| S|,
0
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Der Satz von der monotonen Konvergenz ergibt weiter

E((supl| el < 2E|SI
neN

und E||S — S, — 0 folgt dann aus dem Satz von der dominierten Konvergenz. O

Da fiir ein zentriertes GauBmaf p auf einem separablen Banachraum B der Hilbert-
raum (B*, || - ||1,(,)) nach Bemerkung 3.17 separabel ist und somit eine (endliche oder
abzéhlbar unendliche) orthonormale Schauderbasis (¢,,)n>1 besitzt, ldsst sich jedes £
aus B* C Lo(p) in eine Lo(u)-konvergente Reihe entwickeln: £ = > < € (,€n) 1, (,)-
Als Konsequenz aus dem Satz von It6-Nisio ergibt sich die Reihenentwicklung einer B-
wertigen zentrierten Gauflvariable, wenn man die stetigen Linearformen ¢ € B* darauf
anwendet.

Satz 3.21 (Karhunen-Loeve). Seien B ein separabler Banachraum und X eine zentrier-
te B-wertige Gaupvariable. Dann sind fiir jede Orthonormalbasis (0,)n>1 des Lo(PX)-
Abschlusses B* die Zufallsvariablen £, (X )~;qa N'(0,1) und

X =" ln(X)Jpx (¢ (3.9)

n>1
wobei im Falle dim(B*) = oo die Reihe P-f.s. und in L,(B) konvergiert fiir p € [1,0).

Hierbei bezeichnet Jpx den Isomorphismus von B* — J,(B*) C B aus (3.2) fiir
u=DPX:

Tox (6n) = /B 2l (2)dPX (2) = E(X£a(X)).

Beweis. Da PYX) = A/(0, [0l Lypxy) fiir alle £ € B* gilt dies auch fiir alle £ € B*,
denn Konvergenz zentrierter reeller Gaufivariablen im quadratischen Mittel impliziert die
Konvergenz der entsprechenden charakteristischen Funktionen gegen die einer zentrier-
ten Normalverteilung mit dem Grenzwert der Varianzen. Da je endlich viele gemeinsam
normalverteilt sind, impliziert die Lo(PX)-Orthogonalitit von (£,), dass £,(X), n > 1,
stochastisch unabhiingig sind. Fiir endlichdimensionales B* ist nichts weiter zu zeigen,
denn nach Anwendung von ¢ € B* auf beiden Seiten erhélt man eine Identitéit. Sei also
dim(B*) = oo. In dem Fall gilt fiir jedes ¢ € B*

k
£<an(X J]P;X ) Zé Lz(]P’X) —>L2(P) K(X)
n=1

fiir £ — oo, wobei das Gleichheitszeichen nach Lemma 2.9 gilt. Nach Satz 3.19 konver-
giert die Reihe (Z 1 Un(X)Jpx (£y))keny dann sowohl P-fis. in (B, || - ||g) als auch in
L,(B) gegen X, denn E|| X%, < oo fiir alle p € [1,00) nach dem Satz von Fernique. [

Die Konvergenz der Reihe lésst sich iibrigens auch aus der Martingaltheorie fiir Banach-
raum-wertige Martingale (Satz 4.8 und Satz 4.9 aus dem folgenden Kapitel) ableiten,
deren Theorie wir an dieser Stelle aber noch nicht entwickelt haben (— Ubungsblatt 6,
Aufgabe 2).

21



4. Martingale in Banachraumen

Martingalargumente treten bei der klassischen Ito-Integrationstheorie prominent auf. In
Vorbereitung auf das stochastische Integral in unendlicher Dimension entwickeln wir
das Banachraum-wertige Pendant zum reellwertigen Martingal. Dabei gehen wir etwas
weiter als fiir diese Zwecke erforderlich, um zumindest einen Einblick in die spannende
Anwendung von Martingalen auf die Strukturtheorie von Banachrdumen zu erlauben.

4.1. Bedingte Erwartungen und Martingale

Sind (Q,A,P) ein W-Raum und A" C A eine Unter-o-Algebra von A, so ist abstrakt
die bedingte Erwartung E(X|A’) einer reellwertigen Zufallsvariable definiert als P-f.s.
eindeutige A’-B(R)-messbare Funktion mit der Eigenschaft

E[lyX] =E[14E(X|A)] VA €A

Auf L,(P) ist die Zuordnung X — E(X|A’) linear und zudem eine positive Kontrak-
tion fiir alle 1 < p < oo: X > 0 impliziert E(X|A") > 0 P-f.s. und E[E(X|A)|P <
EE(| X |P|A") = E| X |P nach der Jensen-Ungleichung und der Turmeigenschaft fiir die be-
dingte Erwartung. Ein entsprechender Ansatz zur Verallgemeinerung auf Banachraum-
wertige Zufallsvariablen liegt auf der Hand.

Satz 4.1 (Bedingte Erwartung). Seien (B, || - ||g) ein Banachraum, (2, A,P) ein W-
Raum und A" C A eine Unter-o-Algebra von A. Dann ezistiert ein eindeutiger be-
schrdankter linearer Operator von Norm 1,

Li(Q, A P;B) — L1(Q, A, P;B), X —E(X|A)
mit der Figenschaft, dass
E[laX] =E[14E(X|A)] VA €A (4.1)

E[X|A'] heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben A’. Es gilt

IEX A <E(IX|5[A) P-fs. (4.2)

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz. Sei X € F(B), d.h. X = 27]:[:1 14, ® b, mit
paarweise disjunkten Ai,..., A, € A und by,...,b, € B. Dann ist die Zufallsvariable
T(X) = 2N  E(14,]A) ® by, wobei E(14,|A") der skalare bedingte Erwartungswert
ist, A’-B(B)-messbar und erfiillt (4.1). Es gilt

N N
ITCONE < ) llball BE(L4, |A) = E(Z 1bnll 514,

n=1

A/) =E(| X|p|A") P-fs. (4.3)

n=1

und damit (4.2). Insbesondere ist T' : F(B) — L1(Q, A',P; B) linear und stetig mit
durch 1 beschrénkter Operatornorm. ||T'||,, = 1 ergibt sich, weil fir X = 1o ® b
mit b € B in (4.3) iiberall Gleichheit gilt. Da F(B) nach Proposition 2.4 (i) dicht in
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L1(Q, A, P; B) liegt, existiert nach dem Fortsetzungssatz fiir gleichmifig stetige Abbil-
dungen in Banachrdume eine eindeutige stetige Fortsetzung auf L1(Q2, A, P; B), die wir
wieder mit T bezeichnen. Sie ist linear und normerhaltend beschrinkt. Weiter ist fiir
X, € F(B) mit X, —Li(B) X auch 14X, —L,(B) 14X fiir alle A’ € A’, womit wegen
der L1(Q, A, P; B)-L1(Q, A, P; B)-Stetigkeit von T'

E[lyX] = lim E[14X,] = lim E[14T(Xy)] = E[14T(X)],

also (4.1) gilt. Was die Eindeutigkeitsaussage von T anbelangt, miissen wir lediglich
verifizieren, dass (4.1) die Definition fiir X € F(B) bereits festlegt. Dies ist aber eine
Konsequenz aus der L (P)-Eindeutigkeit der bedingten Erwartung im skalaren Fall.

Es bleibt (4.2) fiir beliebiges X € L1(Q2, A, P; B) zu zeigen. Sei (X, )nen eine Folge aus
F(B) mit X, —p, gy X. Stetigkeit von T" impliziert T'(X,) —,(p) T(X); die L1(P)-
Stetigkeit der skalaren bedingten Erwartung ergibt E(|| X, ||5|A") =1, @) E([|Xall5|A").
Da L;(P)-Konvergenz eine P-f.s. konvergente Teilfolge impliziert, gelten P-f.s. sowohl
X — Xllg = 0, [T(Xn,) = T(X)|1z — 0 als auch E(| Xy ||5l4) — E(|X |54 fi
eine geeignete Teilfolge (ng)ren.Wegen (4.3) ist P-f.s.

17X < IT(X) = T(Xn)lB + 1T (Xn) 5 < IT(X) = T(Xn,)ll5 +E( X, | 54,
und fiir £ — oo entsteht auf der rechten Seite E(|| X ||p|A") P-f.s. und damit (4.2). O
Bemerkung 4.2. Zu X € L1(Q, A, P; B) ist eine Losung Y € L1(Q, A", P; B) von

E[laX]| =E[14Y] VA € A

wie im skalaren Fall eindeutig. Denn sind Y,Y' € L1(Q, A',P; B) Lisungen, dann gilt
fir alle ¢ € B* nach Lemma 2.9 auch E[14£(Y)] = E[14£(Y")] VA" € A', womit
0Y) = LY') P-f.s. DaY —Y' aber P-fast sicherer Grenzwert von F(B)-Funktionen
ist und damit P-f.s. sein Bild eine abzdhlbare || - ||g-dichte Teilmenge besitzt, existiert
in Analogie zu Lemma 3.3 als Konsequenz aus dem Satz von Hahn-Banach eine Folge
stetiger Linearformen (€n)nen aus B* mit ||Y —Y'|| g = sup,, £ (Y —=Y') P-f.s. und damit
I —=Y'||p =0 P-fs.

Beispiel 4.3. Sei (0,1) = UflV:lIn, wobei I, n=1,..., N, paarweise disjunkte Intervalle
sind mit \(I) > 0. Seien A = B((0,1)) und A" = o(I1,...,In), ferner (B,| - |B) ein
Banachraum. Dann gilt fir X € L1((0,1),.A,\; B) P-f.s.

N
1
E(X|A) =) 11, ®cp mit ¢, = A(I)/I Xd.

n=1
Denn offenbar ist > 11, ® ¢, A'-B(B)-messbar und erfillt (4.1).
Mithilfe der Relation (4.1) zeigt man, dass die bedingte Erwartung Banachraum-

wertiger Zufallsvariablen nach wie vor die aus dem skalaren Fall bekannte Turmeigen-
schaft erfiillt (Ubungsblatt 4, Aufgabe 2(i)).

Wegen Bemerkung 4.2 impliziert Lemma 2.9 unmittelbar, dass fiir jedes £ € B*
(E(X|A")) eine Version der bedingten Erwartung E(¢(X)|.A") ist. Der Witz der niichsten
Proposition ist, dass hiervon eine Umkehrung gilt.
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Proposition 4.4. Seien (B, ||-||5) ein Banachraum, (2, A,P) ein W-Raum und A" C A
eine Unter-o-Algebra von A. Seien X,Y € Li(B). Dann gilt:

Y =EX|A) < EWUX)A)=4Y) VI B*.
Beweis. Ubungsblatt 4, Aufgabe 3. O

Nachfolgend seien (2, A,P) ein W-Raum, I eine geordnete Indexmenge, (F;);cs eine
Filtration in A und (B, || - ||3) ein Banachraum.

Definition 4.5. Eine Familie M = (M;);c1 von Zufallsvariablen aus L1(B) heifst Martin-
gal beziiglich (F;)icr, wenn gilt:

E(M; | Fj) = M; P-fs. fir allei,j € I miti> j.
Gilt fir ein p > 1 zudem M; € L,(B) fir allei € I, nennen wir M ein L,(B)-Martingal.

Nach Proposition 4.4 ist eine Familie (M;);c; aus Li(B) genau dann ein Martingal,
wenn fiir jede stetige Linearform ¢ € B* die Familie (¢(M;)), ¢, €in reellwertiges Mar-
tingal ist. Entsprechend verallgemeinern sich Sétze wie das Optional-Sampling-Theorem
auf Banachraum-wertige Martingale (— Ubungsblatt 5, Aufgabe 2).

Proposition 4.6. Sei M ein L,(B)-Martingal fir ein p € [1,00). Dann gilt
(i) (HMiH%)iGI ein reelles Submartingal.
Ist zudem I abzihlbar oder besitzt M rechtsseitig stetige Pfade, so gelten weiter
(i)
1 p
IP’(sup | M|l g > 6) < —psupE(HMiHB)
iel eY el

(i1i) und falls p > 1 auch
P o\P
E(sup | Milfy) < (2= )" supE(Ia%1).
iel p—1/ er

Beweis. (i) Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass B separabel ist, da fiir jedes
Paar i, j € I aulerhalb einer Nullmenge N = N;; die Menge M;(2\ N)UM;(Q2\ N) eine
abzdhlbare beziiglich || - || dichte Teilmenge besitzt. Nach Lemma 3.3 existiert dann
eine Folge (£,)nen aus B* mit ||b||p = supey £(b) [Die Betrége in der Formulierung des
Lemmas kann man weglassen, wenn man zu #,, auch —¢,, hinzunimmt.]. Damit ist nach
Monotonie der skalaren bedingten Erwartung

E(||Mj||3 | E) > SupE(ﬁn(Mj) | .7-"1-) =sup¥, (E(M] | ]-"l)) = sup {n(M;) = || M;]| B,
neN neN neN
was den Fall p = 1 beweist. Wegen E(||M;|/%;, | 7i) > (E(||M;]|5 | Fi))” nach der Jensen-

Ungleichung fiir die skalare bedingte Erwartung folgt die Aussage auch fiir p > 1.

Die Aussagen (ii) und (iii) sind die Doobsche Maximalungleichung fiir nicht-negative
reellwertige Submartingale. Wir erinnern hier an den (wunderschénen) Extrapolations-
trick, mit welchem (iii) auf Basis von (ii) bewiesen wurde. O
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4.2. *Radon-Nikodym-Eigenschaft (RNP) und Martingalkonvergenz

In der reellwertigen Martingaltheorie ist ein L,-beschrinktes Martingal mit p > 1 auto-
matisch fast sicher konvergent. Dieses Phénomen ist im Allgemeinen fiir Martingale in
Banachrdumen nicht langer giiltig.

Beispiel 4.7. Seien (ak)ken € l2 und (ex)ren eine iid-Folge aus Rademachervariablen,
also P(e, = 1) = P(ey, = —1) = 1/2 fiir alle k € N. Mit M, = > }_, oyex, n € N, ist
(Mp)nen ein Li-beschrinktes reellwertiges Martingal. Nach dem Martingalkonvergenz-
satz ist es P-f.s. konvergent.

Wir konstruieren nun ein sehr dhnliches Banachraum-wertiges Martingal, welches
nicht P-f.s. konvergiert. Seien (B,| - ||B) = (co,| - |lcy) der (vollstindige) Teilraum
von Leo bestehend aus den Nullfolgen sowie (ex)ren die kanonische Schauderbasis. Mit
M, =3"p_; exer ist (My)nen ein Ly(B)-beschrinktes Martingal fir jedes p > 1, denn

E|| M = E( sup 4] ) = 1.
k<n

Fiir alle k,n € N mit k < n ist allerdings ||M,, — My||p = 1 P-f.s., womit (My)nen P-f.s.
keine Cauchyfolge in (B,| - ||B) ist.

Aus der reellwertigen Martingaltheorie ist bekannt, dass im Falle p > 1 ein skalares L,-
beschrénktes Martingal L,-konvergent ist. Auch das ist in allgemeinen Banachrdaumen
nicht mehr korrekt, wie der néchste Satz im Hinblick auf Beispiel 4.7 demonstriert.

Satz 4.8. Seien 1 < p < oo, (B,| - ||B) ein Banachraum und (My)nen ein Martingal.
Dann gilt: Konvergiert (M,,) in L,(B) gegen ein Mo, € Ly(B), so folgt My, — My, P-f.s.

Beweis. Sei e > 0 und k = k(e) € N so, dass sup,,> [|Myn — M|l (3) < &. Wenden wir
Proposition 4.6 (ii) auf das Martingal M’ = (M],),en mit

M, =

n

0 falls n < k
M, — M, fallsn >k

an, so folgt

sup t-P(supHMn — Myl > t) <e.
t>0 n>k

Fiir den punktweisen Grenzwert

n= klim sup || M, — M,,||B

—Omn>k

ist aber
p=inf sup [[My— Myl < 25up | M, — Myl
kzonunzk n>k
fiir jedes k € N und folglich sup;~q t - P(n > 2t) < e. Also ist n = 0 P-f.s., womit (M,,)
in (B, ||-||B) P-f.s. eine Cauchyfolge ist. Die Vollsténdigkeit des Banachraums impliziert
M,, — M, P-f.s, da nach Voraussetzung bereits E||M,, — M|z — 0. a
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Der vorangehende Satz bestétigt aber immerhin die fiir skalare Martingale giiltige Im-
plikation “L,-Konvergenz = P-f.s.-Konvergenz” auch fiir Martingale in Banachrdumen.
Natiirlich dréngt sich damit unmittelbar die Frage auf, wann ein L,(B)-Martingal kon-
vergent ist in L, (B).

Satz 4.9. Seien 1 < p < oo, (B, | -|B) ein Banachraum, (My,)nen ein Martingal und
My eine Foo-messbare Zufallsvariable aus L,(B). Dann gilt:

Mn _>Lp(B) Moo — Mn = E(Moo’]:n)

Beweis. “=": Konvergiert die Folge (M,,) in L,(B) gegen ein My, € L,(Q, Foo,P; B),
so ist M,, = E(Mx|F,) fiir alle n € N. Denn einerseits impliziert die L, (B)-Stetigkeit
der bedingten Erwartung, dass E(My|Fm) —1,(8) E(Mw|Fn) fiir n — oo, andererseits
ist die linke Seite ab n = m wegen E(M,,|F,) = M, fur n > m konstant.

“<”: Wir beweisen zunéchst:

U Lp(Q, 7, P; B) liegt dicht in Ly, (9, Foo, P; B). (4.4)
neN

Bezeichne | J,, oy Loo(£2, Fp,P) den Ly,-Abschluss von |,y Loo (€2, Fr, P). Damit ist

neN neN

C= {AEA:]lA < LOO(Q,;E”,P)}

neN

eine o-Algebra (die Stabilitét gegeniiber abzdhlbar unendlichen Vereinigungen folgt aus
dem Satz von der monotonen Konvergenz). Dies impliziert F, C C, denn nach Konstruk-
tion ist U, F;, C C. Nun ist aber jedes f € L,(Q, Fo,P; B) nach Proposition 2.4 L,(B)-
Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen der Form Z]kvzl 14, ®br mit Ay,..., Ay
aus Foo C Cund by,...,by € B, womit f € |J,cn Lp(©, Frn, P; B) und damit (4.4) folgt.
Mit dieser Erkenntnis beweisen wir jetzt die noch offene Implikation des Satzes. Sei
e > 0. Dann existieren nach (4.4) k € N und g € L,(Q, F, P; B) mit E|[| Mo, — g||’ < e.
Wegen g = E(g|F,,) fiir alle n > k ist fiir diese

Mn_Moo :E(Moo _g|]:n)+g_Moo
und schlieflich nach (4.2)
My, — Mool|,B) < IE(Moo — glFa)llz,B) + 19 — Mool 1,3y < 2.
L]

Die Erkenntnis, dass das aus dem Reellen bekannte Phianomen “Beschranktheit impli-
ziert Konvergenz” fiir Martingale in Banachrdumen so allgemein nicht giiltig ist, moti-
viert das Interesse an der exakten Charakterisierung derjenigen Banachriaume, in denen
der Martingalkonvergenzsatz gilt. Es stellt sich heraus, dass dies gerade die Banachrédume
mit der sogenannten Radon-Nikodym-Eigenschaft sind. Fiir deren Formulierung wird der
Begriff des Vektormafles benotigt.
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Definition 4.10. Seien (£2,.A) ein messbarer Raum und (B, || - ||) ein Banachraum.
Eine o-additive Abbildung i : A — B heifst B-wertiges Vektormafs.

Mit einem Vektormaf3 kann nun auf natiirliche Weise ein Maf} assoziiert werden.

Proposition 4.11. Seien (Q2,.A) ein messbarer Raum, (B, || -||B) ein Banachraum und
w ein B-wertiges Vektormaf. Dann wird durch die Vorschrift

N
|| (A) = sup { Z le(Ap)llB « {Arhi<k<n C A ist Zerlegung von A, N € N}
k=1

ein Maf$ || auf (Q, A) definiert. |p| heifit Variation von p.
Beweis. Ubungsblatt 5, Aufgabe 3. O

Ist |u| endlich und || < v fiir ein endliches Mafl v auf (2, A), existiert nach dem Satz
von Radon-Nikodym eine Funktion f € Ly(v) mit |u|(A) = [, fdv fiir alle A € A. Das
motiviert die Terminologie der nachfolgenden Eigenschaft eines Banachraums.

Definition 4.12. FEin Banachraum (B, || - ||p) besitzt die Radon-Nikodym-FEigenschaft,
falls fiir jeden messbaren Raum (£, A), fir jedes endliche Maf v darauf und fir jedes
B-wertige Vektormafl u von endlicher Variation |p| und mit |p| < v eine Funktion f
aus L1(Q, A, v; B) existiert mit

/L(A):/Afdz/ VAc A

Wir verwenden im Folgenden die in der Literatur iibliche Abkiirzung RNP fiir die
Radon-Nikodym-Eigenschaft (aus dem Englischen Radon-Nikodym property). Der kom-
mende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 4.13. Folgende Aussagen dquivalent.
(i) (B,| - |lB) besitzt die RNP.
(i1) Jedes in L1(B) beschrinkte Martingal (Mpy)nen ist f.s. konvergent.

Beweis. (i) = (ii): Seien (2, A,P) ein W-Raum und (F,)nen eine Filtration in A. Der
Einfachheit halber sei A = Foo = o(F, : n € N). Sei M = (Mp)nen ein Li(B)-
beschréinktes Martingal. Wir nehmen vorerst an, dass die Folge (|| M, || B)nen gleichgradig
integrierbar sei und definieren fiir jedes A € |J, ey Fn

w(A) = lim [ M,dP.

n—oo A

Dabei existiert der Grenzwert auf der rechten Seite, da fiir A € F,,, und alle n > m
fA M,dP = fAE(Mn|fm)dIP’ = fA M, dP. Ziel ist es nun, p zu einem vektorwertigen
Maf} auf F, fortzusetzen.
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Schritt 1: Wegen E(M,14) = E(M,E(14|F,)) zeigen wir zunéchst:
lim E(MnE(La|Fy)) existiert.

Das sieht man folgendermaflen ein. Da M ein Martingal ist, ergibt die Turmeigenschaft
der bedingten Erwartung fiir alle m < n

E(MuE(1Ly | Fin)) = BE(MoE(1y | Fn) | Fon)

=E(E(La| Fn)E(M,

Fin)) = E(MuE(La| Fm)),

womit E(MpE(14]F,)) — E(MynE(L14]Fy)) = E(M,[E(L4]F,) — E(La]Fn)]). Wegen
|E(La|Fn) —E(La|Fn)| <2 ist aber

|EO [E(La | F) —E(La| Fa)]) ||,

§2su§/HMn||B]1{HMn||B > K}P+ KE|E(14|F,) —E(La|Fn) |-
ne

Nach Satz 4.9 konvergiert der rechte Term der rechten Seite gegen Null fiir m,n — oo
und aus der gleichgradigen Integrierbarkeit von (||M,||p)nen folgt damit

lim HE(Mn[E(ﬂAVn) E(La[Fm)] H

m,n—00

Also ist
(BEQE(A] 7))

eine Cauchyfolge in (B, || - ||p) und somit konvergent.

Schritt 2: Wir zeigen: Die in Schritt 1 fortgesetzte Abbildung p: A — B ist o-additiv.
Nach der noch vorausgesetzten gleichgradigen Intergrierbarkeit von (||M,||B)nen exis-
tiert zu jedem € > 0 ein 6 = d(e) > 0, so dass fiir alle A € A gilt:

neN

PA) <5 = [ulA)ls < hmsup/ M5 dP < e.
n—oo A

Seien nun Ay, k € N, paarweise disjunkt, B,, = U’ A, und B = UpenAyi. Nach
der Stetigkeit von unten existiert m = m(e) € N mit P(B) — P(B,,) < d(¢), womit
[1(B) — u(Bm)|B < . Wegen

w(Bp) = nh_)rgo M, dP = Znh_zréo/ M, dP = Z,UAlc

folgt p(B) = limy, oo (Bm) = D peny #(Ax). Damit ist p als B-wertiges Vektormaf
identifiziert.

Schritt 3: Wir weisen nach, dass |u| endlich ist und |u| < P. Nach Proposition 4.6 (i)
ist (|| My]|)nen ein reelles Submartingal. Da es nach unserer bisherigen Annahme gleich-
gradig integrierbar ist, konvergiert es nach dem klassischen Martingalkonvergenzsatz in
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L; gegen einen Grenzwert w € Li. Nach Definition von g und Bemerkung 2.7 (Jensen-
Ungleichung fiir das Bochner-Integral) ist [|u(A)|p < lim, E(|My|pla) = [, wdP.
Dann gilt aber auch fiir paarweise disjunkte Ay,..., A, € A mit A = UL Ay:

IEBIIESS / wdP = / wdP.
k=1 =17 Ak A

Die Ungleichung bleibt bestehen, wenn links das Supremum iiber alle disjunkten endli-
chen Zerlegungen aus A von A gebildet wird, womit die Variation || aus Proposition 4.11
endlich ist sowie |u| < P.

Schritt 4: Nach (i) existiert f € L (Q, A, P; B) mit u(A) = [, fdPY A € A. Wir beweisen
nun: M, = E(f|F,). Da fiir jedes k € N und alle A € Fj, sowie n > k gilt [, M,dP =
S 4 MypdP = pu(A), folgt

/ fdP = / MpdP fir alle A € Fi und alle k € N,
A A

d.h. My, = E(f|F) fur alle k € N. Nach Satz 4.9 konvergiert (My,)nen dann in Ly (B)
gegen f und nach Satz 4.8 dann auch P-fs.

Schritt 5: Wir zeigen, dass wir auf die Voraussetzung der gleichgradigen Integrierbarkeit
von (||My||B)nen verzichten kénnen. Dazu verwenden wir ein Lokalisierungsargument,
um (M, )nen zu einem gleichgradig integrierbaren Martingal zu reduzieren. Fiir k € N
definieren wir die Stoppzeit

{inf{n eN:||M,|lp >k} falls sup, ||M,|p >k
Ty =

00 andernfalls.

Damit ist (Myr, Jnen ein Martingal (Ubungsblatt 5, Aufgabe 2 (ii)), fiir welches die
Folge (|| Munr,|lB)nen gleichgradig integrierbar ist. Denn da {7 = m} F,-messbar fiir
jedes m € N ist, gilt E(Liy —my||[Mr,|B) = E(Lir=m}[MmllB) < E(L{r=m}lMnl5)
fiir alle n > m; durch Summation folgt weiter E(1,, <, ||M: |B) < E(1, <n|MylB),
was E(1,, <ol Mr.|lB) < sup, E||M,|lp < oo impliziert. Die gleichgradige Integrier-
barkeit folgt dann aus sup,, ||[Mranll < 1r<ool|M7, || + k. Nach Schritt 1-4 konver-
giert (Myar, )nen also P-f.s. gegen ein fi, € Li1(Q, A, P;B), d.h. fir alle w auflerhalb
einer Ausnahmemenge Nj mit P(N;) = 0. Sei N = U;enV;. Auf der Menge Cj, N N¢
mit Cf, = {w € Q : 7(w) = oo} gilt Mypr,(w)(w) = Mp(w) fiir alle n € N, womit
M, (w) = fr(w) (n — o00) fiir alle w € C N N€. Da (C)gen nach Definition eine aufstei-
gende Folge von Mengen ist, folgt filc, = filc, P-f.s. fiir alle &’ > k. Dadurch wird
eine Funktion f auf Ug(Cx N N€) definiert. Die Doobsche Maximalungleichung impliziert
P(Cy) = P(sup,, | My,||B > k) < ¢/k mit ¢ = sup,, E||M,||p < oo nach Voraussetzung,
womit P(C) — 1 fiir & — oo. Aber damit ist (M,),en P-f.s. konvergent.

(ii) = (i): Siehe [6]. 0
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Die Aquivalenz des vorangehenden Satzes liefert eine probabilistische Charakterisie-
rung von RNP-Réumen: Es sind solche Banachrdume B, in denen jedes L; (B)-beschriank-
te Martingal fast sicher konvergent ist. Beispiel 4.7 und Aufgabe 3 auf Ubungsblatt 5
demonstrieren, dass weder ¢y noch L1[0,1] RNP-Riume sind. Man kann zeigen, dass
unter anderem reflexive Rdume die Radon-Nikodym-FEigenschaft besitzen.

Bemerkung 4.14. Es gibt noch weitere Klassen von Banachrdumen, die durch eine
probabilistiche Eigenschaft definiert sind. Fine zentrale Rolle in der unendlichdimen-
stonalen stochastischen Analysis spielen sogenannte UMD-Rdume, deren Definition auf
Maurey und Pisier zuriickgeht. Ein UMD-Raum (aus dem Englischen von unconditional
martingale difference) ist ein Banachraum, in dem alle Martingaldifferenzfolgen unbe-
dingt konvergente Rethen bilden. Hierunter fallen auch L,-Rédume fir 1 < p < oo. UMD-
Réaume dhneln in vielerlei Hinsicht Hilbertrdumen. Inbesondere ldisst sich in diesen die
Ito-Isometrie erweitern. Wir kommen hierauf zu geeigneter Zeit zuriick.

Man kann iibrigens beweisen, dass UMD-R&ume immer reflexiv sind. Jeder UMD-
Raum besitzt folglich insbesondere die Radon-Nikodym-Eigenschaft.

4.3. *Riickwartsmartingale

[Dieser Abschnitt wurde von Dr. Johannes Brutsche ausgesprochen dankenswerterweise
ausgearbeitet und in Vertretung vorgetragen.|

Wenngleich Riickwértsmartingale wenig Bedeutung fiir die stochastische Analysis be-
sitzen, leitet sich aus ihrer Konvergenz das starke Gesetz Banachraum-wertiger Zufalls-
variablen ab — ein so wichtiges Resultat, dass wir es an dieser Stelle dennoch prisentieren.

Definition 4.15. Seien (2, A, P) ein W-Raum, I eine geordnete Indexmenge, (A;)icr €i-
ne absteigende Folge von o-Algebren in A und (B, ||-||g) ein Banachraum. Eine Familie
M = (M;)ier von Zufallsvariablen aus L1(B) heifit Rickwdrtsmartingal beziglich (A;)icr,
wenn gilt:

E(Mz | ]:j) = M; P-fs. fir allei,j eI miti<j.

Fir f € L,(B) formulieren nun einen Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale der
Form E(f|.A;)icr. Wie iiblich beschrinken wir uns auf N als Indexmenge.

Satz 4.16. Seien (B, | - ||B) ein Banachraum und (Q, A,P) ein W-Raum sowie (Ap)n>0
eine absteigende Folge von Unter-o-Algebren von A, d.h. A D Ay D A1 D .... Wir
setzen Aso = Np>0An. Dann konvergiert fir 1 < p < oo und fiir jedes f € L,(B) das
Riickwdrtsmartingal (E(f|Apn))n>0 P-f.5. und in Ly(B) gegen E(f|Ax).

Fiir den Beweis zeigen wir zunéchst folgendes Lemma aus der Hilbertraumtheorie.

Lemma 4.17. Seien H ein Hilbertraum, (Hy,)nen eine absteigende Folge von Teil-
Hilbertraumen von H und Hs = NpenHn. Fir n € N bezeichne P, : H — H, die
Orthogonalprojektion auf H, sowie Py, : H — Hs die Orthogonalprojektion auf Hys.
Dann gilt fiir alle h € H

lim ||P,h — Pxh|g = 0.

n—o0
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Beweis von Lemma 4.17. Es sei h € H. Wir setzen h,, = P,h und g, = hy, — hp_1 fiir
n > 1 mit hg = h. Dannist g,, L H,,, da P,g, = Pyhy,—P,(Py—1h) = hy,—h, = 0. Damit
sind die g,, n € N, paarweise orthogonal, denn fiir m < n gilt g, = h, — hpn—1 € Hp—1
und g L Hon > Hoor. Bs folgt S0 lgal% = 150 0a |12 = 110 = PRI < (1011
fiir alle m € N nach der Besselschen Ungleichung und somit Y oo, |lgnll3 < |23 < oc.
Damit ist (hn)nen eine Cauchyfolge in (H, || - ||g), denn [|hn — hnll3 = D5 st llonll i
nach Pythagoras. Also existiert ein h € H mit ||h, — hllg — 0. Nun ist h € H, fiir
alle n € N, also h € H,,. Weiter gilt fiir alle hoo € H, wegen der Stetigkeit des
Skalarproduktes 0 = (h — hy, hoo)ir — (h — h, hoo) g fiit n — oo, womit h — h L H..
Aufgrund der Eindeutigkeit der Orthogonalprojektion folgt h = Pyh. O

Beweis von Satz 4.16. Wir zeigen zuerst die Konvergenz in L,(B). Wegen (4.2) und der
Jensen-Ungleichung fiir die skalare bedingte Erwartung definiert die Einschrénkung eines
bedingten Erwartungswertoperators auf L,(B) immer eine L,(B)-Kontraktion. Damit
ist die Familie (E(-|A;))n>0 der linearen Operatoren E(:|A,) : L,(B) — Ly(B) so-
gar gleichgradig stetig, womit es geniigt, die behauptete L,(B)-Konvergenz auf einer
dichten Teilmenge von L;,(B) zu zeigen. Denn gelten fi, —p (py f fiir m — oo sowie
limy, [E(fm|An) — E(fin] Az, By = 0 fiir alle m € N, und bildet man in der nachste-
henden Ungleichung

IE(fAn) = E(f )], o)
< ||E(f|An) = E(fmlAn) | L@ T | E(fmlAn) = E(fm]As) || Ly(B)
+ |E(fm]As) — E(f|As) HL,,(B)
< 2| fm — fllz,(m) + | E(finlAn) = E(fm]As) || Ly(B)

erst den Limes superior n — oo auf beiden Seiten und anschlieend den Grenzwert
m — oo auf der rechten Seite, folgt auch limy, |[E(f|An) — E(f]Ax)| 1, B) = O

Nun ist fiir A € A der Indikator 14 in La(92, A, P) und E(1 4|A4,,) ist die Orthogonal-
projektion von 14 auf La(Q2, Ay, P). Wegen

LZ(Q7A007P) - m LQ(QyAn7]P)

n>0

liefert Lemma 4.17 die Konvergenz E(14|A.) — 1, E(1a|lAx). Das ergibt allerdings
E(f]An) = 1.(B) E(f|Ax) fiir alle A-B(B)-messbaren Treppenfunktionen f € F(B), und
da diese nach Prop031t10n 2.4 dicht in L,(B) liegen fiir alle p € [1,00) folgt die Lo(B)-
Konvergenz fiir alle f € Lo(B). Die Aussage fiir p € [1,2) ist dann eine Konsequenz der
Ungleichung || f —gllz,8) < [|f —9llL,(p) fiir f,g € L2(B); die Behauptung fiir p € (2, 00)
folgt aus der Ungleichung [1f — glF} ) < 2 21f = gl2, y fir £l 91y < 1.
Wir beweisen nun die f.s.-Konvergenz. Dafiir ersetzen wir zunéchst f durch dle Dif-
ferenz f — E(f[A). Dann konnen wir annehmen, dass E(f|A,) —,(3) 0 und damit
E(flAn) =1, () 0 (nach dem bisher Gezeigten). Setze f, = E(f|A,). Zu festem n € N
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und k € N sei M = (Mj);>0 gegeben durch

fn-‘rk—j fUI‘]E{O,].,,k‘}
M; = o
fn fir 7 > n.

Anwendung von Proposition 4.6 (ii) (Doobsche Maximalungleichung) ergibt fiir alle t > 0
tP( max [|fu-psslls > t) = tP(sup 15115 > t) < supEI|M; 5 = |l full 3,
0<j<k jeN jeN

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Submartingaleigenschaft von (||A;]B);>0
(Proposition 4.6 (i)) folgt. Dies impliziert aber

t(sup | fu—illp > t) <Ellfulls,

wegen E|| f,|| g — 0 nach dem ersten Beweisteil also E(f|A,) — 0in (B, | -||s) P-f.s. O

Korollar 4.18 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen in Banachriumen). Seien (2, A, P) ein
W-Raum, (B, | -||B) ein Banachraum sowie X1, ..., X, unabhdingig iid-Zufallsvariablen
in L1(B). Dann gilt

1 n
- E Xy — EX; P-fs. und in Li(B).
n

k=1

Beweis. Seien S, = n~1 Y7, X und A, = o(Sn, Sni2,- ). Aus Symmetriegriinden
ist E(X1]|A,) = E(Xi|Ay) fir alle 1 < k < n. Damit ist

E(X1]Ay) ZIE X An) (

Satz 4.16 impliziert nun n=1S,, — E(X1|As) P-f.s. und in L;(B). Nach dem Kolmogo-
rovschen 0 — 1-Gesetz ist die terminale o-Algebra 7 = Npeno (X, Xny1, ... ) P-trivial.
Da der Grenzwert E(X1|As) der Folge (n™1S,)nen T-messbar ist, muss er P-f.s. kon-
stant sein. Die L;(B)-Konvergenz impliziert insbesondere

. Sh
E(E(X1]Asx)) = nll_}n()loE(?) — EX,

also E(X1]|Ax) = EX; P-fs. O

5. Stochastische Integration in unendlicher Dimension

5.1. Zylindrischer Wienerprozess und Q-Brownsche Bewegung

Fiir n € N bestehen die n Komponenten des (Standard-) n-dimensionalen Wienerprozes-
ses W = (W(t))i>0 aus unabhéngigen Standard-Brownschen Bewegungen (stBBs). Da-
mit gilt mit dem euklidischen Skalarprodukt (-, -) fiir zwei beliebige Elemente u,v € R”
und s,t > 0 die Identitét

E ({u, W (s) (o, W(1))) = (s A £){u,v), (5.1)
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welche das Bildmaf} des stetigen zentrierten Gaufiprozesses eindeutig charakterisiert.
Diese Charakterisierung soll nun von R™ auf einen beliebigen separablen Hilbertraum H
erweitert werden, um einen unendlichdimensionalen Wienerprozess zu definieren.

e Ist (ep)nen eine Orthonormalbasis von H, so wire ein naheliegender Ansatz, den
Wienerprozess als Reihe > "7 | Wyey, fiir eine Familie (W, )nen unabhéngiger stBBs
zu definieren. Das Problem dabei ist, dass fiir jedes ¢t > 0 die Reihe > -2 | Wy, (t)ep,
P-f.s. nicht konvergent in (H, | - ||) ist.

e Satz 3.11 impliziert sogar, dass es fiir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum
(H,| - |lz) gar kein GaumaBl ;o darauf geben kann mit [(u,z)py (v, z)gdu(z) =
(u,v)g Yu,v € H. Denn dann miisste CA'# : H — H die Identitét sein, aber diese
ist in unendlichdimensionalen Rdumen nicht kompakt und damit nicht Spurklasse.

Daher die folgende Idee: Wir fassen die Partialsummen der Reihe Y 2, W, (t)e,, auf als
Elemente eines grofieren Hilbertraumes H' D H, fiir welchen die Einbettung ¢ : H — H'
einen Hilbert-Schmidt-Operator definiert. Ein solches H' existiert immer, denn bspw.

mit 1
2 2
|-z = Z ﬁ(»%)ﬂ
neN
kann man H' als || - || gr-Vervollsténdigung von H definieren. Offenbar ist (ney,)nen eine

Orthonormalbasis von H'. Fiir jedes ¢ > 0 konvergiert die Reihe ) 7 | W, (¢)e;,, dann im
Bochnerraum Lo(H') und damit P-f.s. in (H',|| - ||z/) nach dem Satz von It6-Nisio. Die

néichste Proposition garantiert, dass der Grenzwert als Prozess in t € [0, 00) auch stetige
Pfade hat.

Proposition 5.1. Seien H, H' sowie (W), )nen wie oben. Dann konvergiert die Reihe
>0 i When P-f.s. in C([0,00); H') und in La(Q, A, P;C([0,T); H')), wobei C([0,00); H')
versehen ist mit der Topologie der gleichmdfligen Konvergenz auf Kompakta.

Beweis. Seien T > 0 beliebig, Q7 = [0, 7] xQ und N € N. Dann ist die N-te Partialsum-
me Sy = 25:1 Wyen P-f.s. stetig und es gilt fiir alle M < N nach Proposition 4.6 (iii)
(Doobsche Maximalungleichung in der Ls-Fassung)

E(1S = Suloryamy) = E( sup 1Sw(0) - Su(®lfr)

N
2
<4 sup E W (t)en
t€[0,T] n=§4:+1 A
N N
=4 Z E”WH(T)en”%{’:ZlT Z H%H%{u (5.2)
n=M+1 n=M+1

wobei wir bei der ersten Gleichheit in (5.2) neben der Submartingaleigenschaft ver-
wendet haben, dass (e, )nen auch in H' eine orthogonale Familie ist. Damit ist (Sy)yen
eine Ly(Q, A, P;C([0, T]; H'))-Cauchyfolge, also konvergent. Nach dem Satz von It6-Nisio
konvergiert sie dann auch P-f.s. im Banachraum C([0,T]; H'). Die Erweiterung der Kon-
vergenz auf C([0,00); H') ist Aufgabe 1(ii) auf Ubungsblatt 7. O
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Definition 5.2. Seien H ein separabler Hilbertraum und H' D H wie oben. Fin stetiger
H'-wertiger zentrierter Gaufiprozess W = (W (t))i>0, der

E((h, W()) ik, W () 1rr) = (s AO){ D, " k)

fiir alle s,t > 0 und fiir alle h,k € H' erfiillt, heifit zylindrischer Wienerprozess auf H.

Hierbei bezeichnet ¢* den zur Inklusion ¢ adjungierten Operator.

Bemerkung 5.3. Das Gaufimaf pn auf (H', B(H')) mit Kovarianzoperator C,, = v.* hat
H als Cameron-Martin-Raum, d.h. es gilt H, = H (— Ubungsblatt 6, Aufgabe 4).

Ist W = (Wy)e>0 ein zylindrischer Wienerprozess, so ldsst sich W; fiir jedes t > 0
mittels der Rieszdarstellung als stetige Linearform (-, W;) g auf H' auffassen, die nach
dem Satz von Fernique mit einem Element aus L?(H', B(H'),P"*) identifiziert werden
kann. Sind (e,)nen und || - |3, = 3, cnn 2 (-, €)% wie oben, so ist fiir jedes N € N die
Abbildung

Fy: (H, | la) — [ a)

N
h— > n*(h,ep)ren = Fy(h)

n=1

stetig und linear, womit W} fiir jedes ¢t > 0 eine (zuféllige) stetige lineare Abbildung

(ENC),Woyp : (H, || - |g) — La2(P)
N
h— (En(h), Wi = > (h,en)aWa(t)

n=1

definiert (F ~n bildet im Grenzwert N — oo allerdings keine (!) Einbettung von H in H').
Wegen S () aWalt) — S0 (hyen) tWa(t) = Bu(h) ~ N(O,t[AI%) in Lo(P)
und P-f.s. nach dem Satz von It6-Nisio sowie 1nsbesondere

E(Bs(h)Bi(k)) = (s At)(h,k)g fiir alle b,k € H

in Analogie zum endlichdimensionalen Fall (5.1), finden sich in der Literatur alternative
dquivalente Charakterisierungen des zylindrischen Wienerprozesses, die ihn durch seine
lineare Operation auf H charakterisieren, wodurch sehr elegant auf H’ als Bildraum
des Prozesses in der Formulierung verzichtet werden kann (Ubungsblatt 6, Aufgabe 3).
Allerdings mag das die nicht (!) zutreffende Assoziation forcieren, dass der zylindrische
Wienerprozess selbst H-wertig ist. Zudem muss seine Existenz auch dennoch nachgewie-
sen werden.

Definition 5.4. Seien (H, ||-||g) ein separabler Hilbertraum und QQ : H — H ein symme-
trischer positiv semidefiniter Spurklasse-Operator. Eine @Q-Brownsche Bewegung in H
ist ein stetiger Prozess W : Ry x Q — H mit Wy = 0 und unabhdngigen Zuwdchsen, so
dass fir alle 0 < s <t < oo die Verteilung L(W; — W) ein zentriertes Gaufl-W-Maf
mit Kovarianzoperator (t — s)Q ist.
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Bemerkung 5.5. In diesem Sinne ist der zylindrische Wienerprozess auf H aus Defi-
nition 5.2 eine w*-Brownsche Bewegung auf (H',|| - ||g)-

Fiir selbstadjunierte kompakte Operatoren in Hilbertrdumen sieht der Spektralsatz
genauso aus wie im Endlichdimensionalen, bis darauf, dass die Spektraldarstellung eine
hochstens abzidhlbare Summe enthalten kann. Sind W eine Q-Brownsche Bewegung auf
(H, |||l r) sowie (en)n>1 eine (endliche oder abzdhlbar unendliche) Orthonormalbasis von
(ker(Q))* mit Qe,, = A\pey, fiir die Eigenwerte A, € (0, 00), so bildet ({-,e,/v/ n) i )n>1
eine Orthonormalbasis von (H*, | - ||, (pW1)), Wobei H* den Lo(P"1)-Abschluss von H*
bezeichnet. Satz 3.21 ergibt dann die Karhunen-Loeve-Entwicklung

W) =D W), en/ VA ren n,

n>1

wobei im Falle dim((ker(Q))*) = oo der Satz die Konvergenz der Reihe zuniichst
nur punktweise fiir jedes ¢ > 0 P-f.s. und in Lyo(H) ergibt; die Prozess-Konvergenz in
Ly (2, A,P;C([0,T]; H)) sowie P-f.s. im metrischen Raum C([0, c0); H) folgt dann mittels
Doobscher Maximalungleichung vollkommen analog zum Beweis von Proposition 5.1. Da
(W(-),en/VAn)m, n > 1, unabhiingige stBBs sind (die definierenden Eigenschaften der
stBB sind leicht zu iiberpriifen), liefert die Darstellung auf der rechten Seite unmittel-
bar die Konstruktion einer Q-Brownschen Bewegung (— Ubungsblatt 7, Aufgabe 3),
namlich als C(]0, 00); H)-Grenzwert P-f.s und in Lo (Q2, A, P;C([0,T]; H)) fiir alle T > 0
von Y., <1 When/A, fiir eine Familie unabhéngiger stBBs (W, )>1.

Lemma 5.6. Eine Q-Brownsche Bewegung auf (H,|| - ||z) bildet ein Lo(H)-Martingal
beziiglich der kanonischen Filtration (Fi)t>0.

Beweis. Ubungsblatt 7, Aufgabe 1 (i). O

Fiir eine Q-Brownsche Bewegung W als Integrator soll im n#chsten Abschnitt das
stochastische Integral definiert werden. Insbesondere um spéter zufillige Anfangsbedin-
gungen zulassen zu konnen, ist es sinnvoll, eine groflere Filtration als die kanonische zu
betrachten.

Definition 5.7. Fine Q-Brownsche Bewegung beziiglich (Fi)¢>o0 ist eine Q-Brownsche
Bewegung W, die (F)e>0-adaptiert ist und deren Zuwdchse Wy — Wy unabhdngig sind
von Fy fiir alle 0 < s <t < o0.

In der endlichdimensionalen stochastischen Analysis ist es an verschiedenen Stel-
len zweckméBig, wenn die Filtration den sogenannten “iiblichen Bedingungen” geniigt:
(Ft)t>0 ist rechtsstetig und vollstédndig. Rechtsstetigkeit bedeutet F; = Nssi Fs fiir alle
t > 0, Vollstidndigkeit heifit {4’ € ©: A € A mit A’ C A und P(4) = 0} C Fo. Fir
unsere Zwecke reicht es auch, wenn {A € A: P(A) = 0} C Fy anstelle der Vollstandigkeit
gilt. Letzteres erlaubt, den Prozess auf einer P-Nullmenge aus A zu modifizieren, ohne die
Adaptiertheit zu verletzen. Die Rechtsstetigkeit impliziert im skalaren Fall beispielswei-
se, dass jedes zeitstetige (F;)¢>o-Martingal eine cadlag-Version besitzt. Wir verwenden
sie hier beim Lokalisierungsschritt der Ito-Konstruktion im néchsten Abschnitt.
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Die kanonische Filtration (F}V);> einer Q-Brownschen Bewegung W ist allerdings —
trotz stetiger Pfade von W — nicht rechtsstetig. Fiir die skalare stBB zeigt Blumenthals
0 — 1-Gesetz aber gerade, dass sich 7}V und Ns~;F¥ nur um Nullmengen unterscheiden.
Dieses Ergebnis legt das néchste Resultat nahe.

Proposition 5.8. Gegeben sei eine QQ-Brownsche Bewegung beziiglich einer Filtration
(F)e>0- Sei (F; )i>o definiert durch

Fr=()o(Fu{de A:P(4)=0}), t>0.

s>t
Dann ist der Prozess auch eine Q-Brownsche Bewegung beziiglich (F;")i>0-

Beweis. Ubungsblatt 7, Aufgabe 2. O

Die Proposition garantiert, dass die Voraussetzung obiger Bedingungen an die Filtrati-
on mit keiner Einschrdnkung an die ()-Brownsche Bewegung verbunden ist. Insbesondere
bleibt die Martingaleigenschaft beim Ubergang zu (ft+)t20 erhalten.

5.2. Das stochastische Integral in Hilbertraumen

Fiir den Abschnitt sei (€2,.4,P) ein W-Raum, (F;)¢>0 eine rechtsstetige Filtration in A
mit {A € A:P(A) =0} C Fo, T > 0 eine feste Zahl, Q7 = [0,7] x Q und Pr = A® P.
Auflerdem seien (H, | - ||z), (U, | - ||r) separable Hilbertrédume, (B, || - ||p) ein separabler
Banachraum; fiir zwei Banachrdume (B, || - ||B,) und (Bs,|| - ||B,) bezeichne L(B1, Ba)
den Raum der linearen Operatoren von By nach Bg, L(Bj, By) den Teilraum der stetigen
linearen Operatoren. Versehen mit der Operatornorm || - [|1(p, B,) ist L(B1, B2) selbst
ein Banachraum.

Das stochastische Integral wird in mehreren Stufen entwickelt. Wir starten hier mit
dem stochastischen Integral in Hilbertrdumen, d.h. fiir L(U, H)-wertige Integranden,
beziiglich einer Q-Brownschen Bewegung auf U.

Proposition 5.9. Sei M2 = MZ(B) der Raum der stetigen La(B)-Martingale M =
(My)o<i<T beziiglich (Fi)o<i<T. Dann definiert

1/2
M| o, = E(| Mr]|%) "
T

eine Norm auf M% und (M3.,]| - I pmz) ist ein Banachraum.

Beweis. Nach Proposition 4.6 (i) ist (HMt”ZB)OStST ein Submartingal. Proposition 4.6 (iii)
(Doobsche Maximalungleichung in der Lo-Version) impliziert dann E(supte[O’T] || My ||2B) <
dsupyepo 1) E(|Me]|B) = 4E(||M7||3), womit

M|z =0 < M=0.

Die anderen Eigenschaften der Norm sind die von || - || z,(p). Da C([0,T]; B) ein Banach-
raum ist, ist auch Lo(C([0, T]; B)) nach Lemma 2.3 vollstéindig. M2 ist darin abgeschlos-
sen, denn die bedingte Erwartung ist bereits stetig in L1 (B), womit der Lo(C([0,T]; B))-
Grenzwert einer Folge von Martingalen wieder ein Martingal sein muss. O
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Wir beschrinken uns der Klarheit der Darstellung wegen zunéchst auf ein Intervall
[0,T] — unter anderem, weil C([0,7]; B) im Gegensatz zu C([0,00); B) ein Banachraum
ist und uns somit die Bochnerrdume L,(C([0,T]; B)) zur Verfiigung stehen.

Bemerkung 5.10. Natiirlich betrachtet man spdter die Prozesse und insbesondere den
Raum der Lo(H)-beschrinkten stetigen Martingale M? fiir einen separablen Hilbertraum
(H, || |lz) auf ganz Ry. An dieser Stelle konnen wir zum Einsatz bringen, dass reflexive
Rdiume die Radon-Nikodym-FEigenschaft 4.12 besitzen. Denn dann konvergiert ein Lo(H)-
beschrinktes Martingal nach Satz 4.13 P-f.s. gegen einen Grenzwert My ; die aus der
Lo(H)-Beschrinktheit folgende gleichgradige Integrierbarkeit impliziert dann mit der f.s.-
Konvergenz auch die Lo(H)-Konvergenz. Auf M? definiert | M|y = (Bl Maso|/)"/?
wieder nach der Doob-Ungleichung eine Norm und M? wird damit zum Banachraum
(sogar zu einem Hilbertraum,).

Das Ito-Integral in (potentiell) unendlicher Dimension wird in Analogie zum skalaren

Fall definiert.

Das Schema der I1t6-Konstruktion

(i) Definition eines elementaren Integrals beziiglich einer @Q-Brownschen Bewegung W
auf (U, | - ||r) mittels Martingaltransformation

I:&— M3(H), ¢— / B(s)dW,
0

fiir eine Klasse € elementarer L(U, H)-wertiger Integranden.

(ii) € kann mit einer Halbnorm versehen werden, die I : £ — M2 zu einer Isometrie
macht. Da ./\/IZT nach Proposition 5.9 vollstéindig ist, ldsst sich I stetig auf die
Vervollstandigung € von € (bzw. dem entsprechenden Quotientenraum) fortsetzen.

(iii) € wird explizit dargestellt (Eindeutigkeit bis auf isometrische Isomorphie).
(iv) Das stochastische Integral wird mittels Lokalisierung erweitert. Hier werden die

vorausgesetzten Bedingungen an die Filtration verwendet.

Wir beginnen (i) mit dem L(U, H)-wertigen Analogon elementarer Treppenprozesse.

Definition 5.11. FEin elementarer Prozess ist ein L(U, H)-wertiger F-adaptierter Pro-
zess ((t))ieo,r) auf (2, A,P) folgender Form: Es gibt k € N, 0 = to < ...tx =T und
Om Fi,,-messbar, m =0,...,k—1, mit

k—1
¢(t) = Z ¢mﬂ(tm,tm+1](t)7 te [07T]7
m=0

wobei gy, ..., pp—1 : Q — L(U, H) jeweils nur endlich viele Werte in L(U, H) annehmen.
#(0) wird dabei als Nullabbildung nach H aufgefasst, d.h. $(0)(u) =0 € H fiir allew € U.

Die elementaren Prozesse bilden einen Vektorraum linksseitig stetiger adaptierter Pro-
zesse, der mit £ bezeichnet wird.
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Fiir eine @Q-Brownsche Bewegung W auf (U, || - ||r) beziiglich (F)+>0 wird das stochas-
tische Integral {iber einen Prozess ¢ € £ nun durch Martingaltransformation definiert:

k—1

100 = [ 66V, 1= 3 on(Wonsina = Won), t0.7) (53

m=0

Die rechte Seite ist dabei offenbar unabhéngig von der speziellen Darstellung des ele-
mentaren Prozesses ¢ € £.

Proposition 5.12. Das elementare stochastische Integral in (5.3) definiert eine lineare
Abbildung I : € — M2

Beweis. Die Linearitit ist klar. Wir zeigen, dass fiir ¢ € € das Bild I(¢) in M2 liegt.
Sei ¢ € £ gegeben durch

k—1
O(t) = Sml(ty, tms)(t), £ €[0,T].

m=0

Wegen der pfadweisen Stetigkeit W.ag,, (w) € C([0,T];U) und ¢, (w) € L(U, H) fiir alle
w € Qist (f§ ¢(s)dAWs)seor) C([0, T); H)-wertig. Weiter ist fiir alle ¢ € [0, T

|| Qbm (th+1At - th/\t) || H S ||¢m||L(U,H) || th+1/\t - th/\t || U

Da ¢, : Q@ — L(U,H) nach Voraussetzung nur endlich viele Werte annimmt, ist
Supyeq [|Pm (W) L(w,my < oo fiir jedes 0 < m < k — 1, womit nach dem Satz von Fernique

2
g < fir alle ¢ € [0, 7.

E| /0 (),

Bleibt zu zeigen, dass der Prozess (f(f ¢(5)dWs)epo,r) ein Martingal ist. Seien 0 < s < ¢,
A € F, und m(s) derjenige Index mit tm(s) < 8 < tm(s)41 in der Darstellung von ¢. Fiir
¢m(Q) = {LT",..., L" } mit einem [, € N sind der Adaptiertheit wegen die Urbilder
b (L) € Fippy 1< § <l Fiir m > m(s) gilt AN ¢ (L) € F,, fiir j =1,... 1,
und die Unabhéngigkeit der Zuwéchse Wy, ., — W, von F;  impliziert

m

/ (Wapisne — Win)dB = 0 = / (Wap s ms — Wops) dE.
Angit (L) AN (L)

Im Falle m = m(s) sind AN d),jll(L;-”) € Fs fir j =1,..., 1y, sowie t,, At = t,, wegen
tym < s und t > s, womit nach der Martingaleigenschaft von W

/ (Weppint — Wy, )dP = / (Wy — Wy,,)dP
Angy! (L) Angy! (L)

- / (th+1As - th/\s)d]P)‘
Ang (LT)
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Fiir alle m < m(s) ist schlieBlich t,, At = t,, = typ A s SOWie yp1 At =tiy1 = 1 A S
und folglich

/ G (Wi ni — Wopi)dP = /A (Wi ins — W ns)dP.
A

Mithilfe der Zerlegung

k=1 lm

/A ( Z Sm (W1t = Wit )dl? >y / (Wepant = Wipunt) dP,

=0 11 Angm! (L)

wobei geméfl Lemma 2.9 jeweils das Bochnerintegral mit LT e L(U, H) vertauscht wur-
de, ergibt sich insgesamt also die Identitét

/A ( /O t(b(u)qu)dP: /A ( /O ) gb(u)qu>dP

fiir alle A € Fs. Damit ist der Prozess ( fo 8)dWs)iejo,r) ein Martingal. O

Es bezeichne So(U, H) den Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren von U nach H. Ver-
sehen mit dem Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt ist dieser selbst ein Hilbertraum. Sind
Q : U — U wie oben und (ep)n>1 eine (endliche oder abzihlbar unendliche) Ortho-
normalbasis von (ker(Q))* C U mit Qe, = Ape, fiir die Eigenwerte A\, € (0,00), so

ist
Q1/2 Z \/> en U€n

n>1

symmetrisch, positiv semidefinit und Hilbert-Schmidst. Es gilt Q'/2 0 Q1/2 = Q, und fiir
L € L(U, H) ist die Komposition L o Q%2 in Sy(U, H), denn

Do ILoQ el = MallLenlltr < ILIZw,mtr(Q) < oo

n>1 n>1

(ii) Mithilfe des Hilbert-Schmidt-Operators Q'/? soll nun eine Norm auf einem geeig-
neten Quotientenraum von &€ definiert werden. Fiir ¢ € £ sei

T
|63 =E /0 16(5) 0 QY2113 1y ds. (5.4)

|| - Iz definiert eine (Bochner-)Halbnorm auf £.

Proposition 5.13 (Ité-Isometrie). Mit || - ||z aus (5.4) gilt

|

= l[¢llr
M

fiir alle ¢ € £.
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Beweis. Mit Ay, :== W, ., — Wy, ist fiir ¢(t) = an;lo L (st ia] (85 t € [0,T7,

. 2 k-1 2
H/qb(s)dWs =E| > ¢mAnm
0 M3 m=0 H
k—1
=Y El¢nlnlly +2 D EdnAm ¢nln)a.  (5.5)
m=0 0<m<n<k-—1

Wir zeigen, dass der erste Term in (5.5) gleich ||¢[|% ist. Ist (fx)k>1 eine Orthonormalbasis
von H, so gilt nach der Parseval-Gleichung und dem Satz von der monotonen Konvergenz

Ell¢mAmllt = > EldmAm, fi)ir = Y EE(mm, fi)ir | Frn)- (5.6)
k>1 k>1
Mit einer Orthonormalbasis (ey)r>1 von U ergibt sich mit der adjungierten Abbildung
¢y, s H* = H — U* = U die Darstellung
O fi =Y (drfierdver =Y _(fi, dmer) Her.
k>1 k>1

Als punktweiser Grenzwert Bochner-messbarer Funktionen in (U, || - ||) ist die rechte
Seite und damit auch ¢, f; Bochner-messbar. Da E((Ay,, u)2) = (tm41 — tm){(Qu, u)?,
fiir jedes u € U, A,, unabhéngig ist von F;,, und ¢}, f; € Fz,,, folgt weiter

E(<Am7 ¢;knfl>%] ‘ th) = (tm—i—l - tm)<Q¢:nfl7 ¢:nfl>%f
Wegen (¢mAm, fr)3 = (Am, ¢%, fx)3 ergibt Einsetzen in (5.6) mit Symmetrie von QY2

ElbmAmlFr = (tmrr = tm) > E(QO% fi, 5 f1)E

k>1

= (tmt1 —tm) Y _B(QY?¢7 1, Q2 f)

E>1
= (tms1 — t)E|| Q2 0 05, |7, 41+ 171
= (tms1 — tm)E | 6m 0 Q2| %, i

wobei wir bei der letzten Identitit verwendet haben, dass die Hilbert-Schmidt-Norm
eines Operators mit der seines Adjungierten iibereinstimmt. Also ist

k-1 T
>~ Bl =E [ 19(5) 0 Q71 s = o1
m=0

Bleibt zu zeigen, dass die zweite Summe in (5.5) verschwindet. Aber das ist eine Konse-
quenz aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung. Denn E(u, A, )y = 0 fiir alle
u € U, also ist wegen der Unabhéngigkeit von A, und F;, fiir m < n wie oben

E<¢mAm7 ¢HATL>H = EE(<¢mAma ¢nAn>H | ]:tn71)
=EE (¢} omAim, An)u | Fr_y) = 0.
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Fiir ¢, € € gilt
H¢ - (ZNSHT =0 = (¢ - (;)|Q1/2U =0 Pfs.

Die Menge {¢ € £ : ||¢||r = 0} bildet einen linearen Teilraum von €. Durch Ubergang
von £ zum Quotientenraum der entsprechenden Aquivalenzklassen wird aus || - ||z eine
Norm. Den Quotientenraum bezeichnen wir nach wie vor mit £. Auf diesem ist

L& ) — (M3 )

eine Isometrie und kann nach dem Fortsetzungssatz eindeutig isometrisch auf die Ver-
vollstédndigung € von & beziiglich || - |7 fortgesetzt werden.

(iii) Das nichste Ziel ist es, die Vervollstindigung £ von € zu charakterisieren. Es
erweist sich dafiir als zweckméBig, einen weiteren separablen Hilbertraum (Uy, || - ||t,)
einzufiihren. Ist wie oben (e,),>1 eine Orthonormalbasis von (ker(Q))* C U mit Qe,, =
Anéy fiir die Eigenwerte A, € (0, 00), bezeichnen wir

Q_I/Q(') = Z \/1)\7<7 en)Uen

n>1

als verallgemeinerte Inverse von Q'/2. Auf dem linearen Teilraum Uy = Q'/2(U) von
U definiert dann (ug, vo)y, = <Q_1/2UO,Q_1/2U0>U fiir ug,vg € Uy ein Skalarprodukt.
Mit der von dem Skalarprodukt (-,-)y, induzierten Norm | - ||, bildet (Uo,| - ||ltg)
einen separablen Hilbertraum. Mit diesem gilt ||L||s,(v,,m) = IIL © QY ?|| sy(w,m fiir alle

L € S3(Uy, H), denn (Ql/zen)nzl ist eine Orthonormalbasis von Uy. Es ist also

T
163 = E /0 TG A—

Wir erinnern an die Notation Qr = [0,7] x Q und Py = A ® P. Um & mit einem
Ls-Bochnerraum iiber dem Mafiraum (27, Pr, Pr) identifizieren zu kénnen, benttigen
wir die in Null ergénzte von den elementaren Prozessen £ erzeugte o-Algebra auf Qrp.

Definition 5.14. Die o-Algebra Pr = o(C) C B(]0,T]) ® Fr mit
C= {(s,t] X Fy:0<s<t<T,F, GFS}U{{O} x Fy: Fo e]—"o} (5.7)

wird als vorhersagbare o-Algebra (engl. predictable o-field) bezeichnet.

Fiir den separablen Hilbertraum Sa(Up, H) nennt man eine Pp-B(S2(Uy, H ))-messbare
Abbildung Y : Qp — S2(Uy, H) entsprechend auch vorhersagbar.

Proposition 5.15. N}, := Ly (QT,PT,IP’T; Sa(Uo, H)) ist eine Darstellung von &.

Beweis. Nach Konstruktion ist £ C /\/'VQV und nach Lemma 2.3 ist der Bochnerraum
vollstéandig. Damit reicht zu zeigen, dass £ dicht liegt in ./\/'3[/ Nach Proposition 2.4 liegen
die Treppenfunktionen Zivzl 14, ® Ly mit Ay, € Prund Ly, € S2(Up, H), k=1,...,N,
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N € N, dicht in ./\/'3[, Insofern muss lediglich bewiesen werden, dass jede Funktion der
Gestalt 14 ® L mit A € Pr und L € So(Uy, H) beziiglich || - ||z durch Funktionen aus &£
beliebig gut approximiert werden kann. Fiir C aus (5.7) seien dazu

A={A=U Ay: AyeCfirk=1,...,N, N e N}
das N-stabile Mengensystem endlicher Vereinigungen von Mengen aus C sowie

D= {A € Pr: Zu jedem € > 0 existiert A € A mit Pp(A A A) < 5}.

Dann ist D ein Dynkinsystem (Ubungsblatt 7, Aufgabe 3(i)). Wegen A C D C Pr
und o(A) = Pr folgt Pr = D. Nun lisst sich aber jede Menge A € A als endliche
Vereinigung disjunkter C-Mengen schreiben. Ist also ¢ = 14 ® L € N‘%, mit A € Pr
und L € So(Uy, H), so existieren zu jedem £ > 0 ein N € N sowie paarweise disjunkte
Ar,..., Ay € C mit Pr(A a UN_ Ay) < e Mit Ty, 4, = Sop 14, folgt

N N
2
1a®L-> 1 LH :]E/ (11 -3 1 ) L‘
H A® 2 A @ - ; A 2 Ay | ®

= HLH%Q(UO,H)PT (A n Uil Ar)

T
H ds

2
S2(Uo,H)

S ||L||2SQ(UO7H)€

Eliminiert man schliellich aus Z]kV:1 14, ®L diejenigen Summanden der Form 19y g ® L
mit Fy € Fy (diese werden auch in ./\/'3[, alle mit dem Nulloperator identifiziert), &ndert
man den Wert von || - ||z nicht und erhélt einen elementaren Prozess, der 14® L in || - ||
bis auf [|L|| s, w,,m)V/€ approximiert. O

Bemerkung 5.16. Wir beschrinken uns hier auf vorhersagbare Integranden. In der ska-
laren stochastischen Analysis werden bei stetigen lokalen Martingalen als Integratoren —
insbesondere der stBB — oft progressiv messbare Prozesse (beziiglich der augmentierten
Filtration) zugelassen. Die progressive o-Algebra Pl iber Qr wird von denjenigen Men-
gen A € B([0,T]) @ Fr erzeugt, fir welche der Indikator 14 progressiv messbar ist. Pl
ist dann zwar echt grofer als Pr C Pl., aber die beiden Hilbertrdume Lo (QT, Pr,Pr; R)
und Lo (QT, P, Pr; ]R) sind dennoch zueinander isometrisch isomorph.

Letzteres spiegelt die Tatsache wider, dass die abstrakte || - ||7-Vervollstindigung &
von £ nur bis auf isometrische Isomorphie eindeutig ist.

(iv) Die bisherige Klasse der Integranden N3, = Ly (QT, Pr,Pr; So(Uy, H)) wird jetzt
noch mithilfe eines Lokalisierungsarguments zu

T

Ny = {gb : Qp — So(Ug, H) : ¢ ist Pp-messbar, P (/ ||<Z>(t)H§2(UO7H)dt < oo> = 1}
0

erweitert. Wie in der klassischen (endlichdimensionalen) stochastischen Analysis wird

dabei das stochastische Integral im Allgemeinen zu einem lokalen Martingal anstelle
eines Lo(H)-beschrinkten Martingals. Fiir ¢ € Ny und n € N sei

t
moimint {102 [ 106 s > AT (5:8)
0

42



Nun ist einerseits fiir alle ¢ € [0,7] die Restriktion von ¢ auf [0,¢] x © insbesondere
messbar beziiglich der Produkt-o-Algebra B([0,t]) ® F;, andererseits ist die Abbildung

So(Uog, H) = R, ¢+ ”@Z)H?S‘Q(UO,H)’

stetig, womit das Integral fg l(s)||% Sy (U, 1) @5 Fr-messbar ist (Fubini). Folglich ist

{Tngt}zﬂ{m<t+ } N U {/ l6(3) 11, wo, )d3>”} € Fi

meN meN ¢e[0,t+1/m)NQ

EFit1/m

fiir alle t € [0, 7] wegen der vorausgesetzten Rechtsstetigkeit von (F3)ye[0,7]- Damit bildet
(Tn)nen eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten mit 7, T P-f.s. und

T
B [ 18051053, < .

Zudem ist die S2(Uo, H )-wertige Abbildung 1(q ;¢ nach wie vor Pr-messbar, denn

{(t,w) € Qr : Lo 1wy (t) =1} = {(t,w) € Qp : Tp(w) <t < T} U{0} x Q}°
= <ng@ (¢, T] x {Tn(:]); q} U {0} x Q) :
ePr

Damit ist dann aber auch 1,19 € /\/'VQV fiir alle n € N. Wir mochten definieren

/¢ AW, - / 0 ()B(8)dWs  anf {r, > ). (5.9)

Datfiir ist aber sicherzustellen, dass fiir alle n > m die Integrale fot L(0,r,,1(8)9(s)dWs und
IN 10,71 (8)P(s)dW; auf {7, > t} iibereinstimmen.

Lemma 5.17 (Lokalisierung). Seien 7 eine P-f.s. durch T beschrinkte (F),c(o,1)-Stoppzeit
und ¢ € N&,. Dann gilt

[ 1onear.= [ ogaw, s
0 0

Beweis. Da auf beiden Seiten der Gleichung ein stetiges Martingal steht, reicht es zu
zeigen, dass die P-f.s.-Gleichheit fiir jedes ¢t € [0, T gilt, denn die Vereinigung der jewei-
ligen Ausnahmemengen iiber ¢ € [0, 7] NQ liefert dann die P-Nullmenge N € A. Sei also
t € [0, 1] beliebig aber fest.

Schritt 1: Seien ¢ € £ mit Darstellung an_:lo SmL(t,, tyq) geméB Definition 5.11 und 7
eine Stoppzeit, die nur endlich viele Werte annimmt, d.h. es existiert ein n € N, so dass
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T=3 1 gaily, mit0<ap < <ap <Tund A = {7 =q;} € Fo;, j =0,...,n.
Dann ist

k-1 n
Lirmo = Z Z La;0m  Lvagtoninyvas)
= HJ/—/ J + J

Fimva, -messbar

also 1(; 71¢ € £, und es folgt
t t t
/0 Lo, 0(s)dWs = /0 o(s)dWs — /0 L m0(s)dWs
k—1

= Z ¢m{ (th+1/\t - th/\t) - Z La, (W(thrl\/O‘j)/\t - W(tm\/aj)/\t)}

m=0 j=0
k-1
= ¢m<(th+1/\t — th/\t) - (W(th\/r)At - W(thT)/\t)>
m=0
k-1 tAT
= G (Wi ntar — Wepntar) = o(s)dWs.
m=0 0

Schritt 2: Seien ¢ € £ wie in Schritt 1 und 7 eine beliebige durch T' P-f.s. beschrénkte
Stoppzeit. Dann ist (7,)pen mit

2n—-1

_—— T(k+1)ﬂ{Tk<T<T(k+1)}

2n AS - 2mn
k=0

eine absteigende Folge von Stoppzeiten mit jeweils endlich vielen Werten, die 7 von oben
approximiert. Die pfadweise Stetigkeit des stochastischen Integrals impliziert dann fiir
n — oo

tATy tAT
/ o(s)dWs — o(s)dW, P-fs.
0 0

Aulerdem gilt nach dem Satz von der dominierten Konvergenz
2 4 2
110710 = Lomoll7 = E/O Lr ) () 19(8) sy 0,y A5 — 0,
womit nach Definition des stochastischen Integrals

— 0 (n— 00).
M7

| [Aeni@oar. - [ 1o,
Letzteres impliziert aber die P-f.s.-Konvergenz entlang einer geeigneten Teilfolge (ny)ren
/0 10,70, (5)(5) AW, —> /0 10.(5)8(s)dW,  in C([0,T); H).

Die Identitéit fg T(o.7(s)p(s)dW, = fJAT &(s)dWy P-f.s. folgt dann aus Schritt 1.
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Schritt 3: Sei nun ¢ € N3, beliebig. Da & dicht liegt in NV, existiert eine Folge (¢y,)nen
elementarer Prozesse mit ||¢, — |7 — 0 fiir n — co. Wie im vorangehenden Schritt folgt
nach Definition des stochastischen Integrals die Existenz einer Teilfolge (ng)ien mit

/. Gy (8)dWg — / o(s)dWs P-f.s.in C([0,T]; H)
0 0

fir £k — oo, womit

tAT AT
bny, (8)dWs — P(s)dW, P-fs.
0 0
Da zudem |[|1g 1¢n — L(0,,@llT — 0, existiert weiter eine Teilteilfolge (ng,, )men entlang
welcher

¢ t
| 1061, W, — [ 10 Gotaw, P
Zusammen mit Schritt 2 folgt schlielich die Behauptung. O

Lemma 5.17 — angewendet auf die Stoppzeit 7, und den Prozess 1,19 € N, fiir
n > m (mit 7, aus (5.8) und ¢ € Nyy) — erlaubt die wohldefinierte P-f.s. eindeutige Fort-
setzung des stochastischen Integrals auf Ny geméB (5.9). Die abzihlbare Vereinigung
der den Indexpaaren (n,m) entsprechenden Ausnahmemengen ist als P-Nullmenge in
Fo nach Voraussetzung an die Filtration enthalten. Der Prozess fo @(s)dWy kann darauf
beispielsweise auf 0 € H gesetzt werden und ist dann stetig sowie (F;)cjo,rj-adaptiert.
Er bildet so ein H-wertiges stetiges lokales Martingal mit lokalisierender Folge (7, )nen-

Bemerkung 5.18. Versehen mit der Metrik (¢, ¢) — E(H¢—&HLQ([O,T];SQ(U(LH))/\1) wird
Nw iibrigens zu einem vollstindigen metrischen Raum. Die von dieser Ky-Fan-Metrik
auf Ny induzierte Topologie ist die der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

5.3. Eigenschaften des stochastischen Integrals

Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt bei und beginnen mit
einem Analogon von Lemma 2.9 fiir das stochastische Integral.

Lemma 5.19. Seien (H, ||-||z) ein (weiterer) separabler Hilbertraum und L € L(H, H).
Dann ist Lo € Ny (H) fiir alle ¢ € Ny (H), und es gilt P-f.s.

o | Co(s)aw.) - / " (Lo(s))aw..

Beweis. Wegen [|L o 6(0)lg, 0o < 1Ll 16 sy o ist Lo 6(t) € SaUo, H)
fiir alle ¢ € [0,7]. Lo ¢ ist dann als Verkettung einer Pr-B(S2(Uy, H))-messbaren Funk-
tion mit einer stetigen Funktion L : H — H (letztere aufgefasst als stetige Funktion
von Sy(Up, H) — So(Up, H)) wieder vorhersagbar. Der restliche Teil des Beweises ist
Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 8. Hinweis: Fiir ¢ € £ rechnet man die behauptete Iden-
titdt unmittelbar nach. Der Fall ¢ € N3 (H) kann dann durch Approximation von ¢
in || - ||z durch elementare Prozesse gezeigt werden und daraus ldsst sich schliefllich die
Behauptung fiir ¢ € Ny (H) mittels Lokalisierung ableiten. O
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Wie im obigen Lemma und in Integrationstheorien generell iiblich werden Resultate
oft zunéchst fiir eine einfache Klasse von Integranden bewiesen und dann durch Approxi-
mation verallgemeinert. Dafiir ist auch folgendes Resultat hilfreich, welches &hnlich wie
Proposition 5.15 mithilfe des Dynkin-Arguments gezeigt werden kann.

Proposition 5.20. Sei (X, X, u) ein endlicher MafSraum. Dann liegen die Linearkom-
binationen aus FElementen

(tv w, 33) = L¢(x)]1(s,s’] (t)]lFs (w)

mit L € Sa(Up, H), ¢ einer X-B(R)-messbaren beschrinkten Funktion, (s,s'| C [0,T]
und Fy € Fy dicht in L1(X, X, u; NZ,).

Beweis. Ubungsblatt 8, Aufgabe 2. O

Das néchste Resultat ist eine Art Satz von Fubini mit einem stochastischen Integral.
Wir schreiben nachfolgend Y/*(w) oder kurz Y fir Y (¢,w,z) und unterdriicken die
explizite Abhéngigkeit von w in der Notation sofern nicht erforderlich.

Satz 5.21 (Stochastischer Satz von Fubini). Seien (X, X, u) ein endlicher Mafraum
undY € Li1(X, X, NSNI%/)- Dann sind die folgenden Integrale wohldefiniert und es gilt

/x (/OT thdwt) dp(x) = /OT (/X thdﬂ(m))th P-f.s. (5.10)

Beweis. Nach Definition des Bochner—Integrals liegt der Sy (U, H)-wertige stochastische
Prozess (1:)efo,r) mit n(t,w) = [y Yi*(w)dp(x) in Nyj,. Es also zu zeigen, dass

(i) auBerhalb einer y-Nullmenge N € X eine P-f.s. Bochner-j-integrierbare Version &
von ( fOT Y7 dWt) e e existiert und

(ii) die behauptete Identitét [ &(w,z)du(x fo (t,w)dW; P-f.s. gilt.
Sei (Y, )nen eine Folge von Linearkombinationen der Gestalt aus Proposition 5.20 mit
1Y = YallL, (x 2 unz,) — 0 (5.11)

fiir n — oo.

Beweis von (i): Mit (Y;,)nen aus (5.11) sei &y (w,z) = fo n(t,x)dW;)(w). Nach der
Jensen-Ungleichung und dem Satz von Fubini ist

/ IV~ Y2 |rdu(z) > / E|l€2 — & | dux / €8 — €& [l dpu() —» 0

fiir m,n — o0o. Da zu einer Cauchyfolge in Wahrscheinlichkeit eine Cauchyteilfolge f.s.
existiert, gibt es eine Teilfolge (ny)ken, eine u-Nullmenge N € X, eine P ® p-Nullmenge
N € Fr ® X sowie eine P-Nullmenge N € Fr, so dass (&, (-, 2))ken wegen der Ito-
Isometrie fiir alle € N¢ eine MZ-Cauchyfolge eingeschrinkt auf den Zeitpunkt 7T ist,
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(€ny. (W, ) pen fiir alle (w,x) € N° eine H-Cauchyfolge ist und (&, (w,-))ren fiir alle
w € N€ eine L1 (X, X, u; H)-Cauchyfolge ist. Also existiert der insbesondere Fp @ X-
messbare Limes

E(w,x) = ]lNc(a:)]lNC(w,x)]lNc(w) kli)ngo &ny (w, ).

Einerseits ist &(-,2) fiir alle 2 € N¢ als Wert eines MZ-Grenzwertes zum Zeitpunkt
T eine Version des stochastischen Integrals, andererseits ist &(w,-) als Grenzwert in
Li(X, X, u; H) natiirlich Bochner-pu-integrierbar. ¢ erfiillt somit (i).

Beweis von (ii): Wir weisen nach, dass beide iterierten Integrale stabil gegeniiber der
Approximation (5.11) sind, denn fiir Y,,, n € N, gelten offenbar (i) sowie wegen Linearitét
der Integrale auch (ii). Einerseits gilt nach Bemerkung 2.7, dem Satz von Fubini sowie
der Jensen-Ungleichung

EH/X(/OTYnk(t,w,a:)th(w))du(x)—/X(/OTY(t,w,x)th(w))du(x)

‘ H

T
< / <EH / (Yor (b0, 2) — Y (¢, 0, ) dWi(w) H >du(x)
X 0 H
< /X 1V — Y| du(x) — 0 (k — oo),
andererseits ist nach der It6-Isometrie
T T 2
E' / ( / Yo (1,0, 2)dp(x) ) AW () — / ( / Y (1., 2)dp(x) ) AW )
0 X 0 X H
2
- H / (Ya, = Y7)du(@)
X T
2
< (/X vz —Y$||Tdu(x)> 0 (k> o0),
wobei die letzte Ungleichung aus Bemerkung 2.7 fiir das Bochner-Integral folgt. O

Der soeben gefithrte Beweis mag im Vergleich zum iiblichen Beweis des klassischen
Satzes von Fubini auf Produkrdumen die Frage aufwerfen, weshalb hier die beiden in-
neren Integrale automatisch definiert sind und das Bochner-Integral [ Y (w)dpu(x) sei-
nerseits automatisch wieder stochastisch integrierbar ist. Der Grund ist die Vorausset-
zung Y € Ly (X, X, u; Ni3,), womit Y per definitionem eine Abbildung von X nach N3,
ist, welche eine Bochner-messbare Version besitzt und Bochner-p-integrierbar ist. Das
Bochner-pu-Integral liegt nach Konstruktion seinerseits in NV3,, ist also insbesondere sto-
chastisch integrierbar.

Mithilfe des Satzes von Taylor auf Banachriumen erhélt man auch die It6-Formel in
unendlicher Dimension (Ubungsblatt 9, Aufgabe 1). Wir prisentieren an dieser Stelle
einen alternativen Beweis, der sie mithilfe der folgenden Stetigkeitslemmata auf das be-
reits bekannte Resultat aus der endlichdimensionalen stochastischen Analysis zuriickfiihrt.

47



An dieser Stelle erweist es sich als zweckméifig, Lo(£2, A, P; B) mit einer Ky-Fan-Metrik
zu versehen, welche die Topologie der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit metrisiert.

Lemma 5.22. Seien K ein kompakter topologischer Raum, By und By Banachrdiume
und F': By — By gleichmdfig stetig auf beschrdinkten Teilmengen. Dann ist

LO(Q7~A7P7C(K7B1)) _>LO(Q7A7P7C(K7B2))7 X—=FoX
stetig.

Beweis. Seien X, (Xp)nen aus Lo(2, A, P;C(K; By)) mit P(||X,, — X|lex;,) > 1) — 0
(n — oco) fiir alle n > 0. Sei ¢ > 0. Da || X||¢(k;p,) zudem als reellwertige Zufallsvariable
natiirlich straff ist, existiert ein R > 0, so dass

£ €
S‘égp(HXnHC(K;BQ > R) < 3 und ]P)(HX”C(K;BI) > R) < 3

Es bezeichne Br(x) die abgeschlossene Normkugel um z € By vom Radius R. Da nach
Voraussetzung F' gleichmifig stetig ist auf Br(0), existiert ein § > 0, so dass gilt:

2,y € Br(0), |z —yls, <0 = |[F(x) = F(y)lls, < %
Weiter existiert wegen X,, —p X in C(K; B;) ein ng = ng(e,d), so dass
P(||Xn — Xlexny > ) < % fiir alle n > no.
Zusammen ergibt sich also
P(IF(Xn) ~ F(O)llegizn) > <)
<P(|F(Xn) = F(X)llex:,) > & 1 X e,y < R [ Xnllex,5,) < R)
+P(IXlle(x:m) > R) + P Xnlle(x;5,) > R)

< P(I1Xn — Xleqrem) > 6) + 5+ < @

fir alle n > nyg. O

Lemma 5.23. Die Abbildung
Niv = Lo(S Fr BiC(O0.THH), &+ [ ols)dIv.
0

ist gleichmdf$ig stetig (mit Ny als metrischem Raum im Sinne von Bemerkung 5.18).

Beweis. Ubungsblatt 9, Aufgabe 2. O

Fiir ¢ € Ny und einen vorhersagbaren H-wertigen Bochner-\-integrierbaren Prozess
o : (Qr,Pr) — (H,B(H)) ist

t t
X = Xo +/ o(s)ds +/ ¢(s)dWs
0 0
wohldefiniert. Der so definierte Prozess X = (Xi)yc[o,7] ist als Summe eines stetigen H-

wertigen Prozesses von lokal endlicher Variation sowie eines stetigen H-wertigen lokalen
Martingals ein stetiges H-wertiges Semimartingal.
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Satz 5.24 (Ito-Formel). Angenommen, eine zweimal Fréchet-differenzierbare Funktion
F : H — R sowie ihre Ableitungen F' : H — H* und F" : H — L(H,H*) seien
gleichmdfig stetig auf beschrinkten Teilmengen von H. Dann gilt P-f.s.

F(Xt):F(X0)+/O <F,(XS)SOS+;Z(F”(Xs)gbsen)(d)sen))ds

n>1

t
+/ F'(X5)p(s)dWs  fiir alle t € [0,T),
0

wobei (en)n>1 eine Orthonormalbasis von (Uo, || - ||u,) ist.

Beweis. Nach der Ito-Formel in endlicher Dimension gilt das Resultat fiir H-Treppen-
funktionen ¢ und elementare Prozesse ¢ der Formen

k-1 -1
o= 14, ®hy md ¢=> Ny, 4. @lp, @Ln, klEN,
m=0 m=0

wobei A,, € Pr, h,, € H, F,, € F,, und L, beziiglich F; -messbare L(Uy, H)-
Operatoren von endlichem Rang sind. Nun liegen nach Proposition 2.4 einerseits Funk-
tionen der Gestalt ¢ dicht im Bochnerraum L (Qp, Pp,Ppr; H). Andererseits liegen die
Operatoren L, aber dicht in Sy(Upy, H): Sind L € S3(Up, H) und m, die Projektion
auf span(ei,...,ey), so ist L, = Lm, von endlichem Rang und ||L — Ln\\§2(U07H) =
> ion l1Lek]|% — 0 (n — 00). Also sind die Prozesse der Form ¢ dicht in € beziiglich ||| 7.
Im allgemeinen Fall folgt die Aussage aus Lemmata 5.22 und 5.23, weil alle Terme der
Ito-Formel stetig beziiglich der Topologie der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit sind. [J

Mithilfe der Ito-Formel lésst sich schliefllich noch eine unendlichdimensionale Version
der BDG-Ungleichung beweisen. Der nachfolgende Beweis ist dabei analog zu dem von
uns gefithrten aus der stochastischen Analysis fiir die endlichdimensionale Variante.

Satz 5.25 (Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung). Fiir jedes p > 2 existiert eine Kon-
stante cp € (O,oo), so dass
t ) p/2
= ar|( [ heiwme)" | veenn

fiir jedes ¢ € NW.
Das Resultat gilt iibrigens ebenfalls fiir p € (0,2), aber wir verzichten an dieser Stelle
darauf, es auch dafiir zu beweisen.

[ sup
s€[0,t]

Beweis. Wir verwenden zur Abkiirzung die Notation der Strafiburger Schule ¢ - W fiir
den Prozess ( fo 8)dWs)eeo,r)- Sei (Tn)nen die lokalisierende Folge von Stoppzeiten mit

Ty, := inf {t >0: (¢ W)l > n oder / ||¢(3)H%2(U0,H)d3 > n} AT.
Wir beweisen die postulierte Ungleichung fiir ¢(s) = ¢, (s) = 1 0,72](8)9(s) und bW,

welches nun ein Martingal ist. Die Behauptung fiir ¢ € Ny folgt daraus dann mithilfe
des Satzes von der monotonen Konvergenz.
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Nach Proposition 4.6 (iii) (Doobsche Maximalungleichung) und der Ité-Isometrie ist das
Resultat korrekt fiir p = 2. Sei also p > 2. Dann ist wieder nach Proposition 4.6 (iii)

E( sup (0 W)lly) < (2) Elllo- Wl

s€0,t]

Wir wollen die Ité-Formel auf F(¢- W) fiir F(z) = |||, anwenden. Die Funktion F ist
zweimal Fréchet-differenzierbar. Fiir alle x € H gilt

F'(z) = pllalff*(z, ) € HY;
die zweite Ableitung F”(x) € L(H,H*) ist fiir x # 0 gegeben durch
F"(@)(y) = p(p = 2)|lff (@, y) mr (@, i + pll|P>(y, ) p € H fiir alle y € H,
F"(0) = 0 (Ubungsblatt 9, Aufgabe 3). Fiir jedes = € H ist

IE" @)z mey = sup  sup |(F"(2)(y))(2)] = p(p — Dl . (5.12)
lylla=1 1zl n=1

F, F" und F" erfiillen die Voraussetzungen aus Satz 5.24. Zudem ist F'(¢-W)é € NE (R)
nach Definition von 7,, womit auch (F ! (ng)gZ)) -W wieder ein Martingal wird. Ist weiter
(én)n>1 eine Orthonormalbasis von Uy, so folgt nach der It6-Formel

166 Wl = B3 [ 5 (E(@ W) e)) B

n>1

(der Martingalterm hat Erwartungswert Null), und (5.12) liefert die Abschétzung

- p(p—1
168 Wl i < 22 Vel [ 2” el ]
plp—1 ;
< 20 Dg] [ 16 Wl 10 ]
-1
< X0 Dg] sup 1 Wl [ 1641, 01 m
L s€[0,t]

Anwendung der Holder-Ungleichung mit Exponenten p/(p — 2) und p/2 ergibt

2

_ -1 B p=2 t % P
168 Wl i < P28 (s 166 W0lt) T ([ 16000 ) |

s€0,t]

2

<PV (2 Y EIG W ||p]p2 ([ 16 Bumes) |

wobei das zweite Gleichheitszeichen eine Konsequenz aus der Doobschen Maximalun-
gleichung in der L,-Version ist. Teilt man nun erst beide Seiten durch

]

p—2

(B Wlly) *

und nimmt anschlieflend beide Seiten der Ungleichung zum Exponenten p/2, folgt die
Behauptung. O
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6. Halbgruppentheorie fiir stochastische Evolutionsgleichungen

Wir iibernehmen die Notation und Voraussetzungen des vorangehenden Kapitels und
studieren nun stochastische partielle Differentialgleichungen (SPDEs) der Form

dX; = (LXt + Ft(Xt))dt + Bt(Xt)th, Xog=¢. (61)

Dabei seien in diesem gesamten Kapitel £ eine Fp-messbare H-wertige Zufallsvariable
und L der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t)):>0 auf H; F und B seien
Pr @ B(H )-messbare Abbildungen nach H bzw. Sy (U, H).

6.1. Stark stetige Halbgruppen

Sind F und B in (6.1) gleich Null und & = z¢ konstant, reduziert sich die SPDE auf die
lineare Differentialgleichung
Ox = Lz, x(0) = xo. (6.2)

(6.2) ist das Anfangswert- oder Cauchy-Problem zu L. Hiervon sollte eine Losung, ihre
Existenz vorausgesetzt, durch eine Familie linearer Operatoren (S(t));>o beschrieben
werden koénnen mit S(0) = Id und z(¢t) = S(t)xo fiir alle ¢ > 0. Ist die Losung zudem
eindeutig, erfiillen diese notwendig die Identitét S(t + s) = S(t) o S(s) fiir alle s,¢ > 0.

Definition 6.1. Eine Halbgruppe auf einem Banachraum (B, || - ||p) ist eine Familie
(S(t))t>0 aus L(B) = L(B, B), welche S(0) = Id sowie folgende Relation erfillt

S(t)oS(s)=S(t+s) fir alles,t> 0.

Die Halbgruppeneigenschaft ist allerdings noch nicht ausreichend. Zum Beispiel defi-
niert S(0) = Id und S(¢) = 0 fiir alle ¢ > 0 eine Halbgruppe, aber 0 = S(t)x¢ fiir alle
t > 0 ist im Allgemeinen keine Losung von (6.2). Eine Familie von Losungsoperatoren
muss also eine geeignete Regularitét fiir ¢ — 0 besitzen.

Definition 6.2. Eine Halbgruppe (S(t))i>0 auf einem Banachraum (B, | - ||B) heifit
stark stetig, falls fir jedes x € B die Abbildung [0,00) — B,t — S(t)x, stetig ist in B.

Bemerkung 6.3. In der Literatur wird hdufig bei der Definition der starken Stetigkeit
anstelle der Stetigkeit der Abbildung t — S(t)x lediglich die rechtsseitige Stetigkeit in
t =0 fiir alle x € B gefordert. Wegen der Halbgruppeneigenschaft ist dies aber dquivalent.

Stark stetige Halbgruppen werden auch kurz als Cp-Halbgruppen bezeichnet. Beispiels-
weise ist die Kontraktionshalbgruppe der Ubergangsoperatoren eines Feller-Prozesses
eine Co-Halbgruppe auf dem Banachraum (Co([0,0)), || - ||sup) der im Unendlichen ver-
schwindenden stetigen Funktionen auf [0, 00).

Bemerkung 6.4. Ist (S(t)):>0 eine Co-Halbgruppe, so ist fir jedes T > 0 nach dem Prin-
zip von der gleichmdapigen Beschrinktheit (Banach-Steinhaus) supyepo ) IS ()| L) < oo

Fixiert man ein 7' > 0 und schreibt dann ¢ € [0,00) als t = nT + 6 mit 6 € [0,T) und
n € No, so ergibt sich mit K7 = supycpo ) [[9()||lr(3) und ar = T~ 'log Kt daraus die
exponentielle Wachstumsschranke

IS® ey < IST)"SO)rim) < K7™ < Krexp(art).
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Mit einer Cy-Halbgruppe auf einem allgemeinen Banachraum (B, ||-||g) kann nun auch
der sogenannte (infinitesimale) Erzeuger assoziiert werden.

Definition 6.5. Der Erzeuger L : D(L) C B — B einer Co-Halbgruppe wird definiert

durch s
Lz = lim M
t—0 t

mit D(L) = {x € B : Fiir x existiert der Limes aus (6.3) in (B,| -||s)} C B.

(6.3)

Ist L in (6.2) der Erzeuger einer Cp-Halbgruppe (S(t))>0, so ist z(t) = S(t)zo eine
Losung des Anfangswertproblems (6.2) in einem schwachen Sinne nach der folgenden
Proposition. Dies begriindet die Voraussetzung an L in (6.1).

Proposition 6.6. Fir eine Co-Halbgruppe S = (S(t))e>0 und ihren Erzeuger L gelten:
(i) Der Definitionsbereich D(L) ist dicht in B und invariant unter S.
(ii) 0;S(t)x = LS(t)x = S(t)Lx fir jedes x € D(L) und alle t > 0.

(iti) Fir jedes ¢ € D(L*) C B* und jedes v € B ist die Abbildung t — ((S(t)x)
differenzierbar und es gilt 0y (S (t)z) = (L*0)(S(t)z).

Beweis. Sei x € B beliebig. Wir setzen x; = fo s)xds (s — S(s)z ist als stetige
Funktion von [0,¢] — B Bochner-messbar). Dann gﬂt nach Bemerkung 2.7 und der
starken Stetigkeit

—Tphp — T

1
h

1 h
< h/ |S(s)x — z||pds < sup [|S(s)z —z||g =0 (6.4)
B 0

0<s<h

fiir A \( 0 und folglich mithilfe von Lemma 2.9 sowie der Halbgruppeneigenschaft

%(S(h)xt—xt - (/Ss+hxds—/ S(s J:ds>
_h< hHhS( ards—/ S(s xds)
_ ;( /t " S(s)ads — /0 S(s):nds)

- %(S(t) — Id)zy, — (S(t) — Id)z (h ™\, 0).

Damit ist ; € D(L) (mit Lz, = S(t)x — z). Da x € B beliebig war, folgt zusammen mit
(6.4) die erste Aussage von (i). Was die behauptete Invarianz von D(L) unter S betrifft,
konvergiert wegen S(h)S(t) = S(h+t) = S(t)S(h) fir jedes x € D(L)

LS(t)s = lim ;L(S(h)S(t)a: - S(t)z) = S(t) lim %(S(h)x “2) =S(t)La.  (65)

Das beweist die zweite Aussage von (i) sowie die Gleichheit LS(t)z = S(t)Lz aus (ii).
Nun ist einerseits A~ (S(t+h)z—S(t)z) = h= 1 (S(h)S(t)z—S(t)x) — LS(t)z fiir h \, 0,
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andererseits (—h) ' (S(t—h)z—S(t)z) = (—h)~* (t h)(z—S(h)z) — S(t)Lx fir h \, 0
wegen der gleichgradigen Stetigkeit von S(t — h), h € [0,t], nach Bemerkung 6.4. Damit
existiert 0;S(t)x fiir x € D(L) wegen (6.5) und es gilt (11) Welter folgt aus der oben fiir
alle = € B bewiesenen Identitiit S(t)x — z = Lay = L [ S(s)xds

E(S(h)S()h)—E(S( ( / S(s $d8> ”< /5 xds)

fiir alle z € B und ¢ € D(L*). Nach (6.4) konvergiert die rechte Seite gegen L*¢(S(t)x)
fiir b\ 0. Der linksseitige Grenzwert folgt analog, womit auch (iii) gezeigt ist. O

Korollar 6.7. Erfillt eine Abbildung x : [0,1] — D(L) die Identitit Opxy = Lz fiir alle
€ [0,1], so gilt xz = S(t)xo. Insbesondere konnen zwei verschiedene Co-Halbgruppen
nicht denselben Erzeuger besitzen.

Beweis. Ubungsblatt 9, Aufgabe 4. Hinweis: Zeigen Sie wie in der vorangehenden Propo-
sition, dass die Abbildung t — S(t)xr_; stetig auf [0, 7] sowie differenzierbar auf (0,7")
ist (T' < 1). Verifzieren Sie 9;S(t)zr—¢ = 0 und folgern Sie schlieflich z7 = S(T)xo. O

Nachdem der infinitesimale Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe dieselbe eindeu-
tig charakterisiert, stellt sich im Gegenzug die Frage, wann ein vorliegender Operator der
Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist. Diese Frage wird auf allgemeinen Banach-
rdumen durch den Satz von Hille-Yosida beantwortet. Fiir den speziellen Banachraum
(Co(]0,00)), | - llsup) wurde der Beweis im Kapitel {iber Feller-Prozesse in der stochas-
tischen Analysis bereits gefithrt. Der allgemeine Fall wird gleichermafien mithilfe der
Yosida-Approximation gezeigt. Da das Resultat jedoch fiir den weiteren Verlauf dieses
Kapitels nicht benétigt wird, gehen wir an dieser Stelle nicht weiter darauf ein.

Mitunter ist es zweckméBig, zu einer Co-Halbgruppe (S(t));>0 und ihrem Erzeuger
L die Halbgruppe der adjungierten L(B*)-Operatoren (S(t)*)i>0 und L* zu studieren.
Hier ist Vorsicht geboten, denn im Allgemeinen ist die adjungierte Halbgruppe (S(¢)*):>0
einer Cp-Halbgruppe nicht wieder stark stetig. Allerdings gilt (siche beispielsweise [5]):

Bemerkung 6.8. Die adjungierte Halbgruppe einer Co-Halbgruppe auf einem reflexiven
Banachraum mit Erzeuger L ist wieder stark stetig und wird von L* erzeugt.

6.2. Losungskonzepte und ihre Relationen

Wir wenden uns nun verschiedenen Losungsbegriffen von (6.1) sowie ihren Implikatio-
nen zu. Das Attribut schwach bezieht sich im Folgenden auf den Losungsbegriff aus der
Theorie partieller Differentialgleichungen und nicht (!) auf die probabilistische Definiti-
on einer Losung zu einer stochastischen Differentialgleichung. Aus wahrscheinlichkeits-
theoretischer Sicht betrachten wir in diesem Abschnitt ausschliefllich starke Losungen.
Die probabilistisch schwachen Pendants wiren sogenannte Martingallésungen.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass in allen drei folgenden Definitionen die Aus-
nahmemengen t-abhéingig sein kénnen, was den Nullmengenkalkiil merklich beeinflusst.
Es ist zudem als Teil der nachfolgenden Definitionen anzusehen, dass die auftretenden
Integrale wohldefiniert sind.
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Definition 6.9. Ein Pr-B(H)-messbarer Prozess X : Qp — D(L) heifit starke Losung
von (6.1), falls

t t
Xt:§+/0 (LXS+F8(XS))ds+/O Bs(Xs)dWs P-f.s. (6.6)

fir jedes t € [0,T] gilt.

Wohingegen eine starke Losung D(L)-wertig sein muss, sind die beiden folgenden
Losungsbegriffe auch fiir lediglich H-wertige Prozesse sinnvoll.

Definition 6.10. Eine schwache Lisung von (6.1) ist ein Pr-B(H)-messbarer Prozess
X :Qp — H, der

(X0 )it = (€ B +/Ot (Xo, L*B) s + (FS(XS),h>H)ds+/Ot<Bs(Xs),h>HdWs P-f.s.

(6.7)
fir jedes t € [0,T] und (-,h)yg € D(L*) C H* erfillt.

Speziell fiir konstantes B ist das stochastische Integral in (6.7) wegen (-, h) g € S2(H;R)
selbst dann wohldefiniert, wenn B kein Hilbert-Schmidt-Operator sondern nur stetig ist.

Definition 6.11. Ein Pp-B(H)-messbarer Prozess X : Qp — H heifst milde Losung von
(6.1), falls

X =S)E+ /Ot S(t — s)Fs(Xs)ds + /Ot S(t — s)Bs(Xs)dWs P-f.s. (6.8)

fir jedes t € [0, T gilt, wobei (S(t))i>0 die von L erzeugte Co-Halbgruppe bezeichnet.

Sowohl beim starken als auch beim schwachen Losungsbegriff ist es moglich, die rechte
Seite pfadweise zu studieren, denn die stochastischen Integrale sind als Prozesse in t fiir
Nw-Integranden auflerhalb einer P-Nullmenge definiert. Das ist wegen der expliziten
t-Abhéngigkeit vom Integranden in (6.8) bei einer milden Lésung nicht mehr der Fall.

Die folgenden beiden Sétze dieses Abschnitts zeigen, wie diese drei Losungsbegriffe
zueinander in Beziehung stehen.

Satz 6.12 (Starke und schwache Losung).
(i) Jede starke Losung ist eine schwache Ldsung.

(ii) Jede schwache Lisung, die D(L)-wertig ist und

P(/OT(||LXt||H+||Ft(Xt)”H)dt+/0

erfillt, ist eine starke Liosung.

T
1B B, 0t < oo) —1

Beweis. Aussage (i) folgt aus Lemma 2.9 und Lemma 5.19. Sei (X¢);c[o,7) eine schwache
Losung von (6.1). Dann gilt nach mit den Integrierbarkeitsannahmen nach Lemma 5.19

(X0 h) g = <5+/0t LX5+F5(X5)ds+/Ot By(X,)dWV,, h>H (6.9)

auflerhalb einer P-Nullmenge N (¢, h), fiir jedes (-, h)y € D(L*) und jedes t € [0,T]. Da
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H als Hilbertraum reflexiv ist, ist L* nach Bemerkung 6.8 wieder der Erzeuger einer
stark stetigen Halbgruppe. Insbesondere ist D(L*) damit nach Proposition 6.6 (i) dicht
in H*. Da H = H* separabel ist (nach Voraussetzung des Kapitels), existiert wie in
Lemma 3.3 nach dem Satz von Hahn-Banach eine Folge ({-, hn)m)nen aus D(L*) mit
sup,en(Z, hn)g = ||z||g fir alle x € H. Angewendet auf die Differenz aus der linken
und rechten Seite in (6.9) ergibt dies X; = £ + fg (LXS + FS(XS))ds + fg Bs(X)dWs
auBerhalb der Nullmenge U,enN (¢, hy,), fiir jedes ¢ € [0, T1. O

Fiir die Beweise der weiteren Aussagen vergegenwirtigen wir uns folgende Konsequenz
aus dem Satz von Fubini. Der springende Punkt ist, dass fiir die Aussage keine P-f.s.-
Gleichheit der Prozesse erforderlich ist sondern nur P-f.s.-Gleichheit punktweise in ¢.

Lemma 6.13. X,Y : Qr — H seien Pr-B(H )-messbare P-f.s. Bochner-A-integrierbare
Prozesse mit Xy = Y; P-f.s fiir jedes t € [0,T]. Dann gilt fOT Xdt = fOT Y,dt P-f.s.

Beweis. Eine Anwendung von Bemerkung 2.7 sowie dem Satz von Fubini ergibt

T T T T
EH/ Xt~ [ th <E [ 1%~ Yillnde = [ BIX - Vildi =0,
0 0 H 0 0

also || [ Xdt — [ Yidt| g = 0 P-fs. O

Das nichste Lemma, angewendet mit dem separablen Hilbertraum Sy (U, H), garan-
tiert fiir einen vorhersagbaren Prozess ¢ : Qp — Sy(Uy, H) die Wohldefiniertheit der
stochastischen Faltung

W — /0 "t $)6(s)dWW, (6.10)

sofern IP’(fg |S(t — s)cb(s)H%?(UmH)ds <o0) =1firtel0,T].
Wir erinnern an die Definition 5.14 der vorhersagbaren o-Algebra Pr.

Lemma 6.14. Fiir ¢ : (7, Pr) — (H,B(H)) ist ¢ : (s,w) = Ljgp(s)S(t — s)p(s,w)
vorhersagbar.

Beweis. Ist ¢ eine Pp-messbare Treppenfunktion ¢ = Y, hil 4, mit einer disjunkten
Zerlegung Aq,..., A, von Qp, wobei hy € H, A, € Ppr, k =1,...,n, n € N, so ist
@(s,w) = g (s)S(t — s)h 14, (s,w) Pr-messbar, denn wegen der starken Stetigkeit
der Halbgruppe (S(t))>0 ist fir B € B(H)

¢ (B)=J ({s €[0,T]: Ly (s)S(t — s)hg € B} xQ) N A, € Pr.
k=1

eB([0,17)

EPr

Sei nun ¢ eine beliebige Pp-B(H )-messbare Funktion. Wegen Separabilitit von H ist
nach Lemma 2.10 ¢ Bochner-messbar und somit punktweiser Limes von Ppr-Treppen-
funktionen (¢p)nen. Wegen S(t —s) € L(H) fiir 0 < s < ¢ folgt ¢ = limy_00 P, und
damit die Pr-Messbarkeit von . O
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Satz 6.15 (Schwache und milde Losung).
(i) Jede schwache Lésung mit P(fOT HBS(XS)H%(UO’H)ds < 00) =1 sowie

T t
P( /0 (1X e+ () 1) ds + /0 usa—s>Bs<Xs>H%2(UO,H)ds<oo)=1

fir alle t € [0,T] ist eine milde Lisung.

(ii) Jede milde Lisung, fir die die Integrale auf der rechten Seite in (6.8) als Prozesse
in t vorhersagbare Versionen besitzen und welche P(fOT | Fi(Xe)||pdt < 00) =1

sowtie
/ [/ [[{S(t — s)Bs(Xs), L*h>HH§2(UO,R)dS} dt < oo

fir alle (-,h)g € D(L*) erfillt, ist eine schwache Lésung.

Beweis. (i) Schritt 1: Seien X eine schwache Losung von (6.1) und ¢ von der Gestalt
C(t) = (- hygo(t), t € [0,T], mit (-,h)g € D(L*) und einer stetig differenzierbaren
Funktion ¢ : [0, 7] — R. Wir zeigen zuerst die Identitét

(X, C()m = (& ¢(0)n +/O (X, L*C(8)) 1 + (Fo(X5), C(8)) rr + (X (5), ¢ (5)) ) ds

t
+/ (Bs(Xs),((s))gdWs P-f.s. fiir jedes t € [0,T]. (6.11)
0

Wenden wir die partielle Integrationsregel fiir das (reellwertige) Ito-Integral auf das
Produkt der Prozesse ¢ und

t— Fyp(t) = (& hyg + /Ot ((Xs, L*hy g + (Fs(Xs), hym)ds + /0t<BS(XS), h) pdWs

an, erhalt man
Fu(t)6(t) — (€, ) 1(0) = /0 (Xos LRz + (Fy(X.), 1)) 6(s)ds
/ (Bu(X.). ho(s)) W,

/¢> )Fu(s)ds Vit € [0,T] P-fs.

Wegen Fj(t) = (X(t),h)g P-f.s. fiir jedes ¢t € [0,T] nach Voraussetzung ergibt Lem-
ma 6.13, angewendet auf ¢ — ¢'(t) Fp(t),

<X(t)7h>H¢(t)_<§ah>H¢(0):/0 ((Xs, L*hy i + (Fs(X5), h) ) o (s)ds
—i—/ (Bs(X5), hp(s)) pdW
+

0
/t
0

¢ (s)(X(s),h)gds P-fs. fiir jedes t € [0,T].
Mit (-, h) d(t) = (- C(t)) i und ¢ (£)(X(£), h) g =

(X (1), C'(t))y fiir t € [0,T] folgt (6.11).
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Schritt 2: Wir zeigen, dass fiir (-, h)y € D(L*) Gleichung (6.11) mit ¢" : [0,¢] — D(L*),
¢Mt(s) = S(t—s)*(-,h) g, und jedes t € [0,T] gilt. Da H als Hilbertraum reflexiv ist, sagt
Bemerkung 6.8, dass (S(t)*):>0 wieder stark stetig ist mit Erzeuger L*. Damit ist nach
Proposition 6.6 (i) S(t — s)*(-, h) g € D(L*) und nach Proposition 6.6 (ii) ist s > ¢"*(s)
stetig differenzierbar. Sei nachfolgend ¢ € [0,T] fest. Versehen mit der Graphennorm

1llp(zey = 1€l + [|1L* |-, £ € DLY),

wird D(L*) zum Banachraum (Ubungsblatt 10, Aufgabe 1). Nach Schritt 1 und Linea-
ritdt der Integrale gilt (6.11) fir Linearkombinationen von Funktionen ¢ ® £ : s — ¢(s)¢
mit ¢ aus D(L*) und stetig differenzierbarem ¢ : [0,¢] — R. Durch solche Linearkombi-
nationen kann ¢"* beziiglich der Norm

|- lleqog:p)) + 195 - lleqo,g:m@)

beliebig gut approximiert werden (Ubungsblatt 10, Aufgaben 3 und 4). Bleibt der Nach-
weis, dass (6.11) stabil beziiglich der Konvergenz in dieser Norm ist. Sei ((n)nen eine

Folge aus
span(¢ ® £: ¢ : [0,t] — R stetig differenzierbar, ¢ € D(L*))

mit
16n = " lleo.gipery) + 10s(6n — C*leo,g:m) — 0

fiir n — oco. Wegen

[ / [(Bo(X.). Gals) — ¢ (s >>H||%2<UO,R>ds)M]

<8|( / 1B X 1) = (6 Fys) A1

< (16" = Gl ooruey | 1B-CE i ds) A1 —0 (0 o0

nach dem Satz von der dominierten Konvergenz, implizieren Bemerkung 5.18 und Lem-
ma 5.23 die Existenz einer Teilfolge (ny)ren mit

¢ t
/ (By(X,), G (5)) 5 dWs — / (S(t — 8)By(X,), h)gdW, P-Ls.
0 0
fir & — oo. fg<FS(XS),Cn(S) — ¢Mt(s))gds —p 0 folgt aus der Cauchy-Schwarz-Un-

gleichung und wegen L*¢"t 4 9,¢"* = 0 nach Bemerkung 6.8 und Proposition 6.6 (ii)
auch

t
/ (X5, L*C + 0sCn)gds —p 0.
0

Diese Konvergenzen gelten entlang einer geeigneten Teilfolge P-f.s. Es gilt also P-f.s.

(X0 By w = (€, S()hYu —|—/0t<S(t— s)FS(Xs),h>Hds+/Ot<S(t— §)By(X.), B wdW,.
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Schritt 3: Nach Lemma 2.9, Lemma 5.19, Lemma 6.14 sowie der Voraussetzung an B
und F' ist die letzte Gleichung aber dquivalent zu

< (t)¢ — /St—s ds—/St—s Xs)dWs, h> =0 Pfs.
H

fiir jedes ¢t € [0,7T] und jedes h € D(L*). Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von
Satz 6.12 (ii).

(ii) Es seien nachfolgend (fy (S(t — s)Fs(Xs))ds)epo,r) und ([5 (S(t — 8)Bs(Xs))ds)efo,)
Pr-messbare Versionen. Wegen supg<,<r [[S(t)||r(z) < oo nach Bemerkung 6.4 gilt
fir alle (-,h)g € D(L*) nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Bemerkung 2.7
(Bochner-Ungleichung)

/ </St—s X,)ds, L*h>H‘dt

<1L6||H*/ /||St—s X))l rrds dt

T
< |L*£||H*(OE?STHS(t)HL(H))T/O IF (X))l mds dt < 0o P-Es.

Auflerdem ist nach Lemma 5.19, der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das fOT—Integral,
der Jensen-Ungleichung fiir den Erwartungswert, dem Satz von Fubini und der Ito-

Isometrie
/ </ S(t—s)B )dWs,L*h> ‘dt
H
_ E/
0 0

T 2 1/2

< \/TE</ dt>
0

<ﬁ<E/OT /0t<S(t—s)Bs(XS)),L*deWS th)m

- ﬁ(/oTE[/ot 1500 9B, L gyt a) < e

(¢ fo (t — s)Fs(Xs)ds, L* h>H)te[0T und ({ fo (t — s)Bs(Xs)dWs, L*h>H)te[0,T] sind
damit P-f.s. Lebesgue—lntegrlerbar iiber [0,7]. Da X eine milde Losung ist, folgt nach
Lemma 6.13

/;(XS,L*h)Hds:/;(5(5)5,/;* Hd3+/ </ S(s —u)Fy(Xy,)du, L*h>Hds
/</ S(s — u) By(Xy)dW,, L*h>Hds Pfs. (6.12)

(S(t — $)By(Xs)), L*h) g dW, | dt

/;(S(t —5)Bs(Xs)), L*h) gdWs
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fiir jedes t € [0,T] und (-,h)g € D(L*). Der Term auf der linken Seite taucht bereits
in der Darstellung der schwachen Losung auf. Wir analysieren die Summanden auf der
rechten Seite von (6.12). Da (S(¢)*)+>0 nach Bemerkung 6.8 stark stetig mit Erzeuger
L* ist, folgen nach Proposition 6.6 (ii) und dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung fiir das Bochner-Integral (Ubungsblatt 10, Aufgabe 2) P-f.s.

/<S(5)§aL*h>Hd~9:/<§aS(S)*L*h>Hd5:/ (€,055(s)"h) mds = ((S(t) = 1d)&, h)
0 0 0

sowie unter zusétzlicher Verwendung von Lemma 2.9 und dem Satz von Fubini

/</ S(s — u)Fu(X,)du, L*h>Hds
// S(s —u)*L*h) gds du

- /0 (Fu(Xa), (S(t — u) —1d)*h) pdu = < /0 (S(t — ) — 1d)Fy(X,)ds, h>H P-fs.

Schliefllich erhélt man analog fiir den Summanden mit dem stochastischen Integral nach
Anwendung von Lemma 5.19, Satz 5.21 (stochastischer Satz von Fubini) sowie ebenfalls
Proposition 6.6 (ii) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir das
Bochner-Integral P-f.s.

/ </ S(s — w)Bu(Xy)dW,, L*h>Hds = </Ot(5(t —5)— Id)BS(XS)dWs,h>H.

Einsetzen der Ausdriicke in (6.12) ergibt die Darstellung der schwachen Losung. O

Bemerkung 6.16. Eine starke Losung mit IP’(fOTHXtHHdt < o0) = 1 ist auch eine
milde Losung. Das folgt aus Satz 6.12 (i) und Satz 6.15 (i). Wegen der Definitionen
von Li(H) und Nw sowie supg<<r |S(t)|| () < 00 nach Bemerkung 6.4 gelten die
ibrigen Voraussetzungen aus Satz 6.15 (i) im Falle der Existenz einer starken Lésung
automatisch.

Natiirlich liegt eine Stiarke der milden Losung darin, dass diese auch in Situationen
definiert werden kann, in der die Integrale in (6.6) nicht existieren. Im Hinblick auf Be-
merkung 6.16 sowie Satz 6.15 (ii) stellt sich allerdings dennoch die Frage, ob es immer
Pr-messbare Versionen von (fg S(t—s)Fs(Xs)ds) e, T} und fot (t— S)B (Xs)dW)iepo, 1)
zumindest im Falle der Existenz der Integrale [ Fs(Xs)ds und fo s)dWs in (6.6)
gibt. Die positive Antwort wird mit den Verbleibenden Resultaten dleses Abschmtts ge-
geben. Diese Ergebnisse werden auflerdem bendtigt fiir den Existenzbeweis einer milden
SPDE-Losung mithilfe eines Fixpunktarguments in Abschnitt 6.3.

Definition 6.17. Fir einen separablen Banachraum (B, || - ||B) bezeichnen wir einen
Prozess X : Qp — B als stochastisch stetig, falls zu jedem ty € [0,T] und zu jedem Paar
g, >0 ein § > 0 existiert, so dass

P(|X¢ — X¢o|lp > €) <& fiir alle t € [to — 6,t0 + 6] N[0, 7).
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Da das Intervall [0,7] kompakt ist, ist ein stochastisch stetiger Prozess (Xt)te[o,T]
gleichmiBig stochastisch stetig (Ubungsblatt 11, Aufgabe 1 (i)), d.h. § kann unabhingig
von ty gewahlt werden.

Proposition 6.18. Sei (B, ||-||B) ein separabler Banachraum. Dann besitzt ein stochas-
tisch stetiger, (Ft)icpo,1)-adaptierter, B-wertiger Prozess (Xi)iejo,r) eine Pr-messbare
Version.

Beweis. Zu m € N existiert eine Zerlegung von [0, 7] durch die Gitterpunkte 0 = ¢y <
tma < .. tmpm) = T, so dass fiir t € (ty 1, tm k11], S0 dass

P([| Xy, — Xellp>2"") <27, k=0,...,n(m) — 1. (6.13)
Definiert man nun

X(w) = Xo(w) falls t = 0,
K . Xty (w)  falls t € (tp, tmpy1] and k <n(m) — 1,

so ist X™ Pr-messbar fiir alle m € N. Sei M diejenige Menge, fiir die lim;,—oo X} (w)
existiert; wegen der Pr-Messbarkeit aller X" ist diese Pr-messbar und auch

Xi(w) =1 p(t,w) nlgnoo X{"(w)

ist als punktweiser Grenzwert Pr-messbarer Abbildungen Pr-messbar. Da weiter gilt
| X{" — Xillp — 0 P-f.s. fiir jedes ¢ € [0,7] nach (6.13) und dem Lemma von Borel-
Cantelli, ist dann Xy = X; P-f.s. fiir jedes t € [0,7]. X ist die gesuchte Version. O]

Proposition 6.19. Sei ¢ : (Qr, Pr) — (H,B(H)) ein vorhersagbarer H-wertiger Boch-
ner-A-integrierbarer Prozess. Dann ist (f(f (t — s)p(s)ds)ieo,r) P-f.s. stetig und besitzt
eine Pr-B(H )-messbare Version.

Beweis. Wegen K1 = supg<<7 ||S(s)||z(a) < o0 nach Bemerkung 6.4 und der Unglei-
chung [[1}o ) (5)S(t — s)p(s)llm < Krlle(s)|g ist s = 1jg4)(s)S(t — s)p(s) integrierbar.
Weiter gilt (Ubungsblatt 11, Aufgabe 2): Die Abbildung ¢ fg S(t — s)p(s)ds ist P-f.s.

stetig (Hinweis: Satz von der dominierten Konvergenz) und der Prozess

</0t St~ S)(p(S)dS)te[O,T]

ist (Ft)se(o,r1-adaptiert (Hinweis: Lemma 6.14, Py N ([0,2) x Q) C B([0,T]) @ F; sowie
Blatt 1, Aufgabe 3). Die letzte Behauptung folgt dann aus Proposition 6.18. O

Proposition 6.20 (Stochastische Faltung).

(i) Fiir jedes ¢ € Ny ist der Prozess (Wf)te[Qﬂ mit VVtQ5 aus (6.10) stochastisch stetig
und besitzt eine Pp-B(S2(Uo, H))-messbare Version.

(ii) Fir jedes ¢ € N, ist die Abbildung t — E(HWt‘bH%{) stetig.
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Beweis. (i) Schritt 1: Sei zunéchst ¢ € So(Up, H) konstant. Dann ist fiir 0 < s <¢ <T
t s

WP —we = / S(t —u)pdWy, + / (St —u) = S(s —u))pdW,. (6.14)
s 0

Sei (€,)n>1 eine Orthonormalbasis von (ker(Q))* C U mit Qe,, = A\,e,, fiir die Eigenwer-
te Ap, € (0,00). Aus Unabhéngigkeit der beiden Integrale in (6.14) und der It6-Isometrie
folgt

B2 - W3] = S0 [ Vgl

n>1

2
3 A [ Vg @l (0~ ) 500)oen 3
n>1
Wegen der starken Stetigkeit von (S(t)):>0 konvergieren die auftretenden Integranden
allesamt gegen Null fiir ¢t — s — 0. Wegen ||S(u)¢en|n < supg<,<r Sl L llPenl a,
Bemerkung 6.4 sowie

> lgenllt = 61, (v m < oo

n>1

nach Voraussetzung folgt die stochastische Stetigkeit von (Wf)te[o’T] aus dem Satz
von der dominierten Konvergenz; zudem ist der Prozess (Ft)eo,r1-adaptiert. Propo-
sition 6.18 impliziert dann die Existenz einer Pp-messbaren Version. Die Aussage fiir
¢ € & folgt aus der Unkorreliertheit der Integrale in (6.14), der Ité-Isometrie und dann
aus der Linearitéit des Integrals wie oben, wobei ¢ € £ per definitionem nur endlich viele
Werte annimmt.

Schritt 2: Sei nun ¢ € Ny . Dann existiert eine Folge (¢, )nen elementarer Prozesse mit

T
B( [ 1660) ~ 0, it 1 1) —0

fiir n — oo (Ubungsblatt 11, Aufgabe 1 (ii)). Wegen K7 = supg<s<r [1S(8) |l L(m) < o0
nach Bemerkung 6.4 gilt die Konvergenz

tS[lép]E(H]l[o St = (¢ = )l La(lo.17:S2(U0, 1)) A 1)
c

< (K7 VDE(|¢ — dnll 10,7785 W0, A1) — 0 (0 — 00),
und nach Lemma 5.23 folgt sup;c(o 1 E(wa - Wf’"HH A1) — 0 fiir n — co. Aus
E(|W = Wl|lu A1) <2 st}E(Hwﬁ’ — WP |l A L)+ E([WP = W A1)
tefo,T

ergibt sich damit die stochastische Stetigkeit von W% aus der von den Prozessen W%,
welche nach Schritt 1 gilt. Die Existenz einer Pp-messbaren Version von W¢ ist nun mit
der (Fi)icpo,r-Adaptiertheit wieder eine Konsequenz aus Proposition 6.18 (alternativ
kann man nach Ubergang zu einer Teilfolge (n,)pen mit P(||[W %k —W?|| 5 > 27F) < 27k
fiir alle ¢ € [0, T] auch direkt wie im Beweis von Proposition 6.18 argumentieren).
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(ii) Ubungsblatt 12, Aufgabe 1. Hinweis: Die Abbildung

NE M2, ¢ / p(s)dW,
0

ist gleichméfig stetig und (s, w) = 1o (s)S(t — s)@(s) liegt wegen Bemerkung 6.4 und
Lemma 6.14 in N3, fiir alle ¢ € [0, T). O

Die Voraussetzungen an ¢ und ¢ in den letzten beiden Propositionen sind hinreichend
aber nicht notwendig fiir die Existenz einer vorhersagbaren Version. Beispielsweise behélt
die stochastische Stetigkeit der stochastischen Faltung aus Schritt 1 im Beweis von Pro-
position 6.20 auch ihre Giiltigkeit, wenn man lediglich ¢ € L(Uy, H) mit

T
/0 IS (I3, 0y 1yt < 0

voraussetzt.

6.3. Milde Existenz und Eindeutigkeit mit Lipschitz-Nichtlinearitdten

Wir starten mit dem Hauptresultat dieses Abschnittes — einer Verallgemeinerung auf
separable Hilbertrdume der endlichdimensionalen Resultate iiber Existenz und Eindeu-
tigkeit unter linearer Wachstums- und Lipschitz-Bedingungen an die Koeffizienten.

Satz 6.21. Angenommen, die Pr® B(H )-messbaren Abbildungen F und B nach H bzw.
So(Uy, H) besitzen die folgenden Figenschaften:

(i) F und B sind Lipschitz-stetig in der H-Variable mit einer Lipschitz-Konstante,
die unabhingig von (t,w) gewdhlt werden kann;

(ii) Es existiert eine Konstante C' € R, so dass
1w, 2) 17 + [Belw, )15y 0.1y < C*(1+ [l27)
fir alle (t,w) € Qp.

Dann existiert eine milde Lésung zu Gleichung (6.1). Diese ist bis auf Prozess-Versionen
etndeutig unter allen vorhersagbaren Prozessen mit

T
IP’(/ | X412, dt < oo> =1. (6.15)
0

Der Kern des Beweises soll mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes gefiihrt wer-
den. Dafiir muss die rechte Seite von (6.1) eine Kontraktion K auf einem geeigneten
vollstéandigen metrischen Raum definieren, in welchem unter vorerst zusétzlichen Vor-
aussetzungen die potentielle Losung liegt.

Lemma 6.22. Sei E, 7 der Vektorraum der Aquivalenzklassen modulo Pr-f.s. Gleichheit
Pr-B(H)-messbarer Prozesse X : Qp — H mit

XN 5,7 = sup ([ Xellz, ) < oo
t€[0,T]
Dann ist (Ep1,| - |E,,) ein Banachraum.

Beweis. Ubungsblatt 12, Aufgabe 2. Hinweis: X im Beweis von Proposition 6.18. O
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Zur Erinnerung formulieren und beweisen wir hier noch einmal das Gronwall-Lemma.

Lemma 6.23 (Gronwall). Sei f :[0,00) — R stetig mit der Eigenschaft

H<a+ b/t f(s)ds, >0, (6.16)
0

fir Konstanten a,b > 0. Dann gilt f(t) < aexp(bt) fir alle t > 0.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (f ist nach Voraus-
setzung stetig) kann Ungleichung (6.16) geschrieben werden als

bt <ae ™" t>0.
dt{ /f } ae”", t>0

Integration iiber [0,#] ergibt e~ fo s)ds < ab (1 —e™) & a+ bfo s)ds < aeb
und zusammen mit (6.16) folgt die behauptete Ungleichung. O

Beweis von Satz 6.21. Nach Bemerkung 6.4 sowie der Voraussetzung an F und B exis-
tiert eine Konstante M € R, so dass fiir alle t € [0,7], w € Q und z,y € H

IS Ly < M (6.17)
[ Fi(w, 2) — Fi(w, y)|lg + | Be(w, z) — Be(w, )l sy o,y < Mz — yllm (6.18)
| F(w, 2)[| i + (| Be(w, @) sy (v, 5y < M1+ [|2||m)- (6.19)

FEindeutigkeit: Seien X und Y milde Losungen von Gleichung (6.1), welche (6.15) erfiillen.
Fiir n € N seien weiter fiir 7 = X, Y

Tn(Z) = inf {t >0: / |1Fs(Zs)||pds > n oder / | Bs(Z )H?gQ(UO,H)dS > n} NT.

Dann ist (Tp)neny mit 7, = 7,(X) A 7,(Y) eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten mit
7 /T P-f.s. sowie P(7, = T') — 1 wegen (ii) und (6.15). Mit Z* = 1o ;,)(t)Z, t € [0,T],
gilt fiir Z =X,Y
¢
20 = 11y (DS(HE + o0 (2) /0 Lo (5)S(t — ) Fu(Z2)ds
t
10 (0) | o (IS = 9 B(ZD)aW, Pt

fiir jedes t € [0, 7], womit nach Bemerkung 2.7, der Ito-Isometrie, (6.17), (6.18) und dem
Satz von Fubini

t 2
E(IX7 - 775 < 2M2E[( /O | Fu(X) —FS<YS">||Hds) }
t
+2M2E[</0 | Bs (X —BS(YS”)IIfg?(UO,H)dS}

t
< AMAT + 1) / E(|X" — ¥2|%)ds
0

fiir alle ¢ € [0,7]. Nach Definition von 7, sowie Propositionen 6.19 und 6.20 (ii) ist
die Abbildung ¢ — E[| X" — Y,"||% stetig. Also ist das Gronwall-Lemma anwendbar und
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ergibt E|| X7 —Y;*||% = 0 fiir alle ¢ € [0, T], insbesondere ist fOT E|| X7 —Y;||%dt = 0. Aus
dem Satz von Fubini folgt X" = Y Ppf.s. und wegen 7, /' T sowie P(r, =T) > 1
auch X =Y Pp-fs. und P(X; = Y;) > liminf, P(Xy = Vi, ¢t € [0,7,]) = 1 fiir jedes
te[0,T].

FExistenz: Wir wollen zunéichst unter der zusétzlichen Annahme & € Ly,(H) fiir p > 2 die
Existenz einer Losung in F, 7 zeigen. Fiir X € E, 7 sei dazu KX definiert durch

(KX) =S8 §+/5t—s ds—l—/St—s Xs)dWs, te€]0,T].
Schritt 1: Wir zeigen als erstes, dass K eine Lipschitz-Abbildung von F, r nach E, 7 ist
mit einer Lipschitz-Konstante C' = C(T) mit C(T') — 0 fiir T — 0.

Nach Proposition 6.19 und Proposition 6.20 (i) besitzen die Integrale in der Definition
von K vorhersagbare Versionen, womit auch KX einer Pp-messbare Version besitzt.
Weiter ist einerseits fiir jedes ¢ € [0,7] nach Bemerkung 2.7 und (6.17), (6.19), der
Jensen-Ungleichung sowie dem Satz von Fubini

] [ov-amansnl e fronne)]
<27 [ 3+ 1x,l)as) ]

t
< M1 / E[(1+ | X.])"]ds, (6.20)
0

andererseits nach Satz 5.25 (BDG-Ungleichung) und (6.17), (6.19), der Jensen-Unglei-

chung und dem Satz von Fubini
P t p/2
| [ se-sp.ccomm| [ <ears( [ 1m00R0ms) |
H 0
t 5 \P/?
gcpM2pE[</ (14 1 X.n) ds) ]
0

t
ScpMQPtp/zl/ E[(1+ || Xs||m)"]ds. (6.21)
0

Folglich ist nach der Dreiecksungleichung
KXy < ML,y + M (T +¢/"T2) (1+ X5, ),

womit K : E,p — E, 1 verifiziert ist. Seien nun X,Y € E, 7 und t € [0,T]. Dieselben
Schritte wie oben mit jeweils (6.18) statt (6.19) fithren zu der Abschétzung

t
E(|(KX): — (KY)|f5) < M (271 4 cpt?/271) / E(||Xs — Ysl%)ds, (6.22)
0
womit

IKX — XY g, , < M*(T +c)/PT'?)|X =Yg, ,
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Schritt 2: Wir beweisen (eindeutige) Existenz in E, 7.

Nach Schritt 1 existiert ein 77 > 0 mit C(71) < 1. Dann ist K : E,n, — E, 7
eine Kontraktion und besitzt nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen eindeutigen
Fixpunkt in E, 7. Fiir beliebiges T zerlegt man das Intervall [0,7] in die Interval-
le Iy, = [kTh,(k+ 1T, k = 1,....,m = |T/T1] und L,y = [mT1,T], so dass K
auf den sinngemé&fl definierten Banachrdumen E,; eine Kontraktion definiert. Das
Existenzproblem wird nun induktiv fiir die F7,-messbare Anfangsbedingung Xy, , die
die Losung des vorangehenden Intervalls im Endpunkt k77 ist, gelost. Die Zusammen-
setzung der jeweiligen lokalen Losungen bildet einen Pr-f.s. eindeutigen Prozess in E, 1
(— Ubungsblatt 11, Aufgabe 3).

Schritt 3: Es bleibt zu zeigen, dass auf die bisherige zusétzliche Voraussetzung { € L, (H)
fiir ein p > 2 verzichtet werden kann.

Fir n € N sei dazu I'y, = Lyj¢)z<n)- Flir festes p > 2 sei X" € E,r die eindeutige
Losung von

t t
XP = T,8(t)¢ + /0 S(t — ) Fy(X™)ds + /O S(t — )L Bs(XMdWs, t e [0,T].

Dann gilt I';), X" = I'), X™ € E, 7 fir alle n,m € N mit n > m, denn alle Prozesse
' X™ mit n > m 16sen dieselbe Gleichung

t t
X = FmS(t)f—l—/O S(t—s)FmFs(Fng)ds—l—/O S(t—s)I'yBs(Dp, X2)dWs, t € [0,T].

Damit existiert X; := lim,, o X} P-f.s. fiir jedes ¢t € [0,T]. Ist nun M C Qp diejenige
Menge, fiir die lim,,_,~ X{"(w) existiert, so sind M sowie der punktweise Grenzwert Pr-
messbarer Abbildungen

Xy(w) :=1y(t,w) lim X (w)

n—oo

Pr-messbar. Wegen || X — Xyl — 0 P-f.s. fiir jedes t € [0,7] ist X dann eine Pp-
messbare Version von X. O

6.4. Regularitiat der Lésung und ihrer Abhangigkeit in der Startvariable

Wir beginnen mit dem Studium des Pfadverhaltens der milden Losung aus Satz 6.21.

Satz 6.24. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.21 besitzt die milde Lésung von (6.1)
eine stetige Version.

Fiir den Beweis benétigen wir eine Reihe an Lemmata. Eine zentrales Hilfsmittel ist
dabei die sogenannte Faktorisierungsmethode, um eine stetige Version der stochastischen
Faltung zu erhalten.

Lemma 6.25. Fir beliebige p > 1 und o > 1/p definiert

(Gaz)s = /0 (t— $)*LS(t — )2uds

einen beschrinkten linearen Operator G = Ly([0,T], B([0,T]),\; H) — C([0,T]; H).
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Beweis. Sei ¢ = p/(p — 1), d.h. 1/p +1/q = 1. Mit den Bezeichnungen Idy 7 fiir die
Identitétsabbildung ¢ — ¢ auf [0, 7] und L,(H) = L,([0,T], B([0,T]), A\; H) gilt dann mit
M aus (6.17), nach Bemerkung 2.7 und der Holder-Ungleichung fiir jedes ¢ € [0, T]

t
sup [|Goz|lg < sup M [ (t— s)o‘_lesHHds
t€[0,T] te[0,T] 0

<M H 157k H el . (6.23)
Fiir s,t € [0,T] ergibt dasselbe Argument angewendet auf die Differenzen
T
1(G02). = (Cozdln = || [ 071800 (L0 020w~ B0t
H

< MHId[O 2 HL 10002 = Loz 1y (6:29)

Fiir 2 € C([0,T]; H) konvergiert 1o q(u)zs—u — L(g2t—u filr alle u # ¢ gegen Null fiir
s — t und nach dem Satz von der dominierten Konvergenz damit auch (6.24), womit
Gaz € C([0,T]; H). Nun liegt aber C([0,T; H) dicht im Bochnerraum (L, (H), |- ||z, m))
nach Ubungsblatt 12, Aufgabe 3. Fiir beliebiges 2 € L,(H) und (2"),en aus C([0,T]; H)
mit [[2" — 2|,y — O folgt mit der Dreiecksungleichung und (6.23)

[(Gaz)s = (Galillir < 1(Gaz")s = (Gaz"llar +2M |1y | = "l a0
und damit die Stetigkeit von G,z aus der von G,z" fiir alle n € N. O

Mit demselben Argument wie im Beweis von Lemma 6.14 folgt fiir ¢ € Ny die Pr-
Messbarkeit der Abbildung (s,w) + 1oz (s)(t —s)"*S(t — s)o(s,w), a < 1/2.

Lemma 6.26. Seien p > 2 und { € L,(H). Unter den Voraussetzungen (6.18) und
(6.19) seien weiter X die in E, r eindeutige milde Lisung aus Schritt 2 im Beweis von
Satz 6.21 sowie a < 1/2. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Der Prozess (Y;*)icjo,r) mit
t
Yo = / (t —s)"*S(t — 8)Bs(Xs)dW, (6.25)
0

liegt in Lyp(Y, Fr,P; Ly(H)) mit L,(H) = Ly([0, T], B([0,T1), Njo, 775 H);
(i1) Fir o€ (1/p,1/2) und Y aus (6.25) ist

sin(ar)

G, Y®
eine stetige Version von WB = fo (t — 5)Bs(Xs)dWs )te[o 7]

Wir verwenden nachfolgend die Youngsche Faltungsungleichung

1f*gllz,o0 < gl ool fllz, o0 (6.26)

fir f € L,(A\) und g € Li()), die beispielsweise mit der Holder-Ungleichung bewiesen
werden kann (Ubungsblatt 12, Aufgabe 4).
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Beweis. (i) Aufeinanderfolgende Anwendung des Satzes von Fubini, des Satzes 5.25
(BDG-Ungleichung), (6.17) and (6.19), des Satzes von Fubini, der Youngschen Unglei-
chung (6.26) und schlieBlich noch einmal des Satzes von Fubini ergibt

T
I, iy = [, BV

oo [ [( [a-sse- s)Bs<Xs>rr%2<UO,H>ds)p/2] a
¢, M /OTEK/;@ (1t ||XS||H)2)ds>p/2] dt

IN

<

= epvers 10 » 0 1?1

< ey a2 | 0 )2 ]
o[ 6

(ii) Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung
w = T gy (u)(t — u)* N u— 8)7*S(t — ) By(Xs) (6.27)
in L1 ([0, ], B([0,t]), \; N%,) liegt. Wegen

t t 1/2
a— —a 2
/0 (E/O | sy () (E — ) Yu — 5)7S(t — s)Bs(X,) HSQ(UO,H)dS) du

t u 1/2
SM/O(t—u)O‘_1<E/O (u—s)_2aHBs(Xs)H%Q(UO,H)CLS) du

mit M aus (6.17) folgt dies aber aus der Ito-Isomterie, der Holder-Ungleichung mit
q =p/(p—1) und der Jensen-Ungleichung

1/2

t t
[ (t—u)‘“_1<E / n(&ﬂ(u)(u—s>-2auBs<Xs>\|§2(UO,H)ds> du
t
— /0 (t — o JE(IYE]2,)du
1/p
< ot ([ i)
1/p
<MHId[OT]H </ ||Ya||p)du> .

Der letzte Ausdruck ist endlich nach (i), womit Abbildung (6.27) die Voraussetzung fiir
Satz 5.21 (stochastischer Satz von Fubini) erfiillt. Folglich gilt fiir

(GaYo‘)t:/Ot(t—u)o‘_IS(t—u)(/Ou(u—s) S — 5)By(X )dW>du

67



nach Lemma 5.19 und S(t — u)S(u — s) = S(t — s) wegen der Halbgruppeneigenschaft,
Satz 5.21 und nochmal Lemma 5.19 nachfolgende Gleichheit

(GaY™), = /0 t ( /0 ) — 5) oS — s)BS(XS)dWS)du
_ /Ot </5t(t — W) (= s) St — s)BS(Xs)du> dw,
= [st—am.xo( [ ur - s an)aw. -

™

Ya
sin(am)

P-f.s. fiir jedes ¢t € [0,T], wobei im letzten Schritt die Identitéit der Beta-Funktion

t 1
/ (t—u)* Hu —s) “du = / (1 —u)* 'u=*du = Beta (o, 1 — a) = (6.28)
s 0

sin(ar)
fir 0 < s <t und a € (0,1) verwendet wurde. Nach Lemma 6.25 ist G,Y* stetig, was
(ii) impliziert. O

Beweis von Satz 6.24. Fir jedes n € N seien I'y, = 1yj¢,;<ny und X" = I', X mit der
Losung X aus Satz 6.21. Zu beliebigem p > 2 wurde in Schritt 3 X" als E, r-wertige
Losung der trunkierten SPDE

t t
X =T,S(t)¢ + / S(t — $)TpFs(X™)ds + / S(t — $)TnBs(X™)dW,, t € [0,T],
0 0

identifiziert. Das Bochner-Integral (fot S(t — s)LnFs(X$)ds)iepo,r) ist P-f:s. stetig nach
Proposition 6.19 und die stochastische Faltung

t
(/awwm&wwmg
0 te[0,T

besitzt nach Lemma 6.26 (ii) eine stetige Version. Da dies fiir jedes n € N gilt und
lim,, IP’(||§ Iz < n) =1 ist, besitzt folglich auch X selbst eine stetige Version. O

Das niichste Resultat demonstriert eine im quadratischen Mittel stetige Abhéngigkeit
der milden Losung von der Startvariable £, gesetzt den Fall £ € Lo(H). Wir bezeichnen
nachfolgend den milden Losungsprozess von (6.1) zur Zeit ¢ mit Startvariable £ als X;(&).

Proposition 6.27. Unter Voraussetzungen von Satz 6.21 mit § € Lo(H) existiert eine
Konstante Cr > 0, so dass fiir alle t € [0,T] gilt:

(i) B(IX:Ol7) < Cr(t +E(l€lE));
(it) E(| X:(&) — Xe()|13;) < CrE(||€ —nl|3;) fir jedes Fo-messbares n € Lo(H).

Beweis. Nach Schritt 2 aus dem Beweis von Satz 6.21 ist supycp 7 E[|X:(&)]|3 < oo.
Seien 7, = 7, (&) = inf{t > 0: [| X (&)||lg > n} AT und X" = Xiar,. Nach Satz 6.24 und
dem Satz von der dominierten Konvergenz ist damit ¢t — E|| Xyar, (€)% stetig. Mit M
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aus (6.17) — (6.19) ergeben Ungleichungen (6.20) und (6.21) in Schritt 1 aus dem Beweis
von Satz 6.21 fiir alle t € [0, 7]

t
B(IX7 ©l) < 3MEIEl +6M ¢+ e2) [ E[1+ |Xnna (@]

Lemma 6.23 (Gronwall-Lemma) liefert dann E|| Xiar, (€)% < Cr(1 + E||€]|%) fiir alle n
und (i) folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz. Mit derselben Argumentation
fiir die Differenz mit (6.18) statt (6.19) sowie 7, = 7,,(§) A T, (n) folgt die Ungleichung

t
E|X7"(€) — X7 ()| < 3ME|€ — | + 6M* (t + 02)/0 E[L+ || X7(&) — X" (n)l[3] ds

und gleichermafien mit dem Gronwall-Lemma (ii). O

Bemerkung 6.28. Sind die Koeffizienten F und B hinreichend glatt, lisst sich so-
gar zeigen, dass der Ldsungsprozess in geeignetem Sinne differenzierbar beziiglich der
Anfangsbedingung ist.

6.5. Markov-Eigenschaft

Wir setzen das Studium von Eigenschaften der milden Losung von (6.1) fort, nehmen
aber in diesem Abschnitt an, dass F; : H — H und B; : H — S3(Up, H) unabhéngig
sind von w fiir alle ¢ € [0,T] sowie £ € Lo(H). Ziel ist es, die Markov-Eigenschaft des
Losungsprozesses zu beweisen, wie wir sie aus der endlichdimensionalen stochastischen
Analysis kennen.

Sei dazu X, 5(€) = S(t — s)& + [T S(t — u)Fu(Xu)du + [LS(t — u)Bu(X,)dW, fiir
0 <s<t¢<T. Dann ist Xis(€) = X,_s mit der im Sinne von Satz 6.21 eindeutigen
milden Losung X von (6.1)

t—s t—s
Xios=S(t=s)é+ [ S(t—s—u)Furs(Xu)du+ [ S(t—s—u)Bujs(Xu)dWy, (6.29)
0 0
wobei Wu = Wits — Ws, u > 0, die Q-Brownschen Bewegung beziiglich der Filtration
(Fu)uelo,r—s) Mit Fy = Fsiy ist.

Bemerkung 6.29. FirP-f.s. konstantes € = z, x € H, sind X und damit (Xts(7))refs, )
messbar beziiglich c(Wy — Wy : s <t < T) und folglich unabhingig von Fs, denn dies
gilt fiir die Zuwdchse Wy — Wy von W.

Sei By(H ) der Vektorraum beschriankter B(H )-B(R)-messbarer Funktionen f : H — R.
Versehen mit der Supremumsnorm || - ||, 7y = || - [|sup ist dieser ein Banachraum. Fiir
¢ € By(H) und 0 < s <t < T definieren wir den Operator T : By(H) — By(H) durch

Tsro(z) == E(p(Xis(2))), x€H.

Lemma 6.30. Fir ¢ € Cpo(H) = By(H) NC(H) ist Ts4p(-) unter den Voraussetzungen
dieses Abschnittes stetig.
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Beweis. Fiir eine Folge (xy,)nen aus H mit ||z, — x| g — 0 existiert zu jeder Teilfolge nach
Proposition 6.27 (ii) und (6.29) eine Teilteilolge (ng)ken mit || X s(zn, ) — Xts(z)||g — 0
P-f.s. Aus Stetigkeit und Beschrinktheit von ¢ sowie dem Satz von der dominierten
Konvergenz folgt dann T yp(zp, ) = Ts(x) und damit die Stetigkeit von T (). O

Satz 6.31 (Markov-Eigenschaft). Seien F; : H — H und By : H — S2(Up, H) un-
abhingig von w fir alle t € [0,T], £ € Lo(H) und die Voraussetzungen aus Satz 6.21
erfillt. Dann gilt

E(o(Xtu(€)) | Fs) = Tsu(0)(Xsu(€)) P-fs. (6.30)
fir jedes ¢ € By(H) und jedes Tripel (u,s,t) mit 0 <u <s<t<T.

Beweis. Nach Lemmata 2.9 und 5.19 sowie der Halbgruppeneigenschaft von (S(¢)):>0
ist

Xiu(§) = t—u§+/5t—v dv+/5t—v Xy)dW,

—S(t—s)< (s—uf—i—/ S(s —v)F, dv+/ S(s —v)B )dw>

/St—v dv—i—/S’t—v X,)dW,

= X s(Xsu(§)) P-fs,,

wobei die das letzte Gleichheitszeichen aus der in Satz 6.21 bewiesenen Eindeutigkeit
des Losungsprozesses folgt. Mit n = X ,,(§) wird (6.30) damit zu

E(p(Xes(m) | Fs) = Ts(p)(n) P-Es. (6.31)

Wegen 7 € Lo(H) nach Proposition 6.27 (i) ist es somit ausreichend, (6.31) fiir beliebige
Fs-messbare Zufallsvariablen n € Lo(H) zu beweisen. Da weiter die bedingte Erwartung
stetig ist in Ly = Ly(H, B(H),PX#s); R) und Cy(H) darin dicht liegt, reicht es zudem,
(6.31) fiir ¢ € Cp(H) zu studieren. Fiir konstantes n = = P-f.s. ist nach Bemerkung 6.29
auch die Zufallsvariable X; ;(z) unabhéngig von F. Folglich ist

E(go(Xus(:c)) ’J—"S) = ]E(go(Xt,s(:c))) = Tsro(x) P-fs.

Ist n von der Gestalt n = Z?:l zjly; mit z1,...,2, € H, paarweise disjunkten F;-
messbaren Mengen Aj,..., A, und n € N, dann ist X, (n) = Z;‘:l Xis(zj)la; P-fs.
und damit

E(o(X¢,s(n ZIE (Xts(z)La,) | Fs) P-fs.

Da aber die Zufallsvariablen Xt7s(xj) unabhéngig von F, sind und 1 A; Fs-messbar ist
fir j =1,...,n, folgt weiter

E(p(X,s(n ZTst )(Xe,s(zj))a, = Tus(p)(n) P-Ls.
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Ist allgemeiner n € Lo(H), so existiert nach Proposition 2.4 (i) eine Folge (7, )nen mess-
barer H-Treppenfunktionen mit |[n—mn, ||z, ) — 0 fiir n — oo. Da stochastische Konver-
genz die P-f.s.-Konvergenz einer Teilfolge impliziert, existiert nach Proposition 6.27 (ii)
und (6.29) eine Teilfolge (ng)keny mit || X s(n,) — Xes(n)|lg — 0 P-fis. fir k& — oo.
Es folgt E(@(Xt’s(nnk)) |.7-"s) — E(@(Xt,s(n)) |FS) P-fs. fiir K — oo nach dem Satz
von der dominierten Konvergenz fiir die bedingte Erwartung. Die Stetigkeit von T ;¢ (+)
impliziert schlieBlich Ts ¢(¢)(nn) — Ts.t(¢)(n) P-f.s., womit insgesamt (6.31) folgt. [

Korollar 6.32 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung). Fir 0 < u < s <t < T wund alle
© € Bp(H) gilt unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts

Tu,s (Ts,ﬂp) = Tu,t(p'
Beweis. Nach Satz 6.31 ist fir x € H
Tu,t‘P(J:) = E(@(Xt,U(x))) =EE [‘P(Xt,U(x)) |]:5} = ETS,tSO(XS,u(CC)) =Tu,s (TS,tSD) ().
OJ

Man kann iibrigens noch beweisen, dass unter den Voraussetzungen von Satz 6.31 der
Losungsprozess sogar die starke Markov-Eigenschaft besitzt.

Es geht weiter mit dem Seminar im WiSe 2023 /24

Stochastische (partielle) Differentialgleichungen | !

Dort studieren wir insbesondere das Langzeitverhalten von Losungen.
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A. Lésungen ausgewihlter Ubungsaufgaben

Blatt 1, Aufgabe 3 Die Richtung (i) = (i7) ist klar. Fiir (i7) = (i) sei f der punktweise
Grenzwert der Folge (f,)nen fiir messbare f,. Ist ¢ : B — R eine stetige Funktion, so
ist ¢ o f der punkweise Grenzwert von ¢ o f,,. Dann ist ¢ o f :  — R messbar, denn fiir
beliebiges ¢ € R

{¢onc}:{n1Lrgo¢ofan}: {limsupgbofan}

n—oo

:{lim supqﬁofmzc}:ﬂ{supgbofmzc}EA.

n—00
m>n n>0 m>n

Sei nun O C B eine offene Menge. Dann gilt O = ¢51((0, o0)) fiir die stetige Funktion
¢0 : B — R mit
¢po(x) = dist(z,0°) = inf ||z —y].
yeoe°

Wir erhalten also

FHO) = F71 (65 ((0,00))) = (d0 0 f)71((0,00)) € A.

Da die offenen Mengen die Borel-o-Algebra B(B) erzeugen, folgt die Messbarkeit von f.

Blatt 2, Aufgabe 1 Wir wihlen zuniéchst eine abzéhlbare dichte Teilmenge (by,)nen
von {b € B | ||b]| = 1}, was wegen der Separabilitit von B méglich ist (abgeschlossene
Teilmengen separabler Ridume sind separabel). Dazu wéhlen wir eine Folge (1, )pen C B*
mit l,(b,) = ||bn]] = 1 und ||l,||p+ = 1 - eine solche existiert nach der analytischen
Version des Hahn-Banach-Theorems.

Sei nun b € B beliebig mit ||b|| = 1. Dann gilt

[n(0)] < {llnl| 5= l0]] = 1.

Wir nehmen an, dass ein € > 0 existiert, sodass |l,,(b)] < 1 — e fiir alle n € N. Fiir ein
np € N mit ||b — by, || < €/2 folgt dann

€
‘lno(bm}” < ‘lno(b” + ‘lno(b) - lno(bno)’ < -5

2 )
was einen Widerspruch darstellt zu l,,,(b,,) = 1. Somit gilt ||b|| = sup,,ex |In(b)]| fiir alle
b € B mit ||b|| = 1. Fiir beliebiges b € B folgt die Behauptung aus

b b
ln ()’ = sup |||b||in, <>‘ = sup |l ()|
0] neN o]l neN

b
151 = 1] HH — ]| sup
o sup
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Blatt 2, Aufgabe 4

(i)

Ist f € L1(B), so ist f Bochner-messbar und es gibt es eine Folge (f,)nen von
Treppenfunktionen, die f punktweise approximieren. Dann gilt punktweise

1T(f(w)) = T(fu(w)lls < cllf(w) = fu(w)llz =0,

da T beschréinkt ist. Also ist 7'(f) Bochner-messbar, da es von den Treppenfunk-
tionen T'(f,) punktweise approximiert wird. Auflerdem gilt

/ IT(F)lr dp < e / 1l dy < o,

da f € L1(B). Damit folgt T'(f) € L1(B’).
Sei nun zunéchst g = > ; 1 4,b; eine Treppenfunktion, dann gilt

n

T(9) = 14T (i)

i=1

und damit

/T(g)du = gu(Ai)T(bi) =T (g M(Ai)bz) =T </ gdu) :

Die Gleichheit der Integrale fiir allgemeines f € L;(B) ergibt sich damit aus der
Definition des Integrals als stetige Fortsetzung.

Da f und g Bochner-messbar sind, existieren Folgen von Treppenfunktionen (fy,)nen
und (g, )nen, sodass punktweise fast iiberall f,(w) — f(w) in B und g,(w) — g(w)
in B*. Damit konvergiert die Folge ({fn,gn)B)pecn, Welche als Treppenfunktion
Lebesgue-messbar ist, punktweise fast iiberall gegen (f, g) g. Insbesondere ist daher
(f,9) B Lebesgue-messbar. Mit der klassischen Holder-Ungleichung folgt schlieBlich

[.amdu< [15slgls-d

<(/ \f\\%du)‘l’ (/1a

q
be) " = 111,00l 0 <

Blatt 3, Aufgabe 1 Es sei (f,)nen eine Folge in der Einheitskugel von B*. Dann
gibt es nach dem Satz von Banach-Alaoglu eine Teilfolge ( fy, )xen, welche beziiglich der
schwach-+-Topologie gegen ein f € B* konvergiert, d.h. es gilt f,, (b) = f(b) fir k — oo
fir alle b € B. Da die f,,, Operatornorm < 1 haben, gilt | f,, (b)| < ||b|| . Damit ist || ||
eine quadratintegrierbare Majorante in L?(1) nach dem Satz von Fernique. Es folgt also
mit dominierter Konvergenz, dass

[ G ®) = £0)2dutt) 0.
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also fn, — fin L?(u). Ist nun g € B* mit ||g||p+ < 1, so folgt mit Cauchy-Schwarz, dass

Coulfor = H(9)| < 1Culfn = f19)] < / |(frni (0) = f(0))g(b)|dp(D)

< fue = Flleow 9l 22 w)

1
2

<N = Floaey ( / an?du(b)) ,

wobel wir im letzten Schritt genutzt haben, dass |g(b)| < ||b]|p. Nach dem Satz von
Fernique ist [ ||b]|?du(b) endlich und offensichtlich unabhéngig von g. Damit gilt

A k—oo
gEB*:||gllpx <1

also Cy(fuy,) = Cu(f) in B**. Tst nun (Cu(fn))nen eine Folge im Bild der Einheitskugel
von C’M, so haben wir mit dem obigen Argument eine konvergente Teilfolge von dieser
gefunden. Damit ist das Bild der Einheitskugel unter dem Operator éu prakompakt und
C'u somit kompakt.

Blatt 4, Aufgabe 3 Wir starten mit =. Es sei Y := E[X|A'] und | € B*. Dann ist {(Y)
als Verkettung messbarer Funktionen A’-messbar. Aulerdem ist I(Y) integrierbar, denn
[LY)| < ||t g=||Y|| und Y war als Bochner-integrierbar vorausgesetzt. Sei nun A" € A’.

Wir miissen zeigen, dass
/ WY)dP = / I(X)dP,

dann folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der bedingten Erwartung. Ist P(A’) = 0,
so ist die Gleichheit klar, wir nehmen also an, dass P(A’) > 0 und definieren die bedingte
Wahrscheinlichkeit Q(B) := P(B|A’) fiir B € A. Es gilt

/YdQ: ]P’(il’) /YdIP’: Pé‘l/) /XdIP’:/XdQ,

wobei der zweite Schritt gilt, da ¥ = E[X|A’]. Nach Lemma 2.9 konnen wir stetige
Linearformen aus dem Integral herausziehen und erhalten

(Y)dP = P(4) / I(Y)dQ = P(A')] ( / YdQ) = P(A)i < / XdQ) = [ UX)dP,

l
A A

also [(Y)) = E[l(X)[.A] wie gewiinscht.
Nun zeigen wir <. Es sei Y := E[X|.A']. Diese Zufallsvariable ist nach Satz 4.1 wohlde-
finiert. Dann gilt fiir [ € B*, dass

U(Y) = EUX)A] = 1Y) fs.,

wobei der erste Schritt aus der Hinrichtung folgt und der zweite nach Voraussetzung gilt.
Es sei nun (I,,)nen eine Folge wie in Aufgabe 1 von Blatt 2, d.h. ||l,,||p+ = 1 und ||b||p =
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sup,en |ln(b)| fiir alle b € B. Da die Folge abzédhlbar ist, finden wir eine Nullmenge NN,
) =

sodass (Y (w)

I(Y(w)) fiir alle [ € {I, : n € N} und alle w € N¢. Damit gilt

1Y (w) = Y(w)llp = sup [In(Y(w) = Y(w))| = sup [In (Y (w)) — I(Y (w))| =0,

neN neN

fiir alle w € N¢, also Y (w) = Y (w) fiir w € N€.

Blatt 5, Aufgabe 2

(i)

(iii)

Dies ist eine Anwendung von Proposition 4.4: Ist (M;);c; ein Martingal, so gilt
E[M;|F;] = M; fir alle i,j € I mit i > j. Daraus folgt nun mit besagter Propo-
sition 4.4, dass fiir jede stetige Linearform | € B* gilt, dass E[I(M;)|F;] = [(M;),
mithin ist (I(M;));er ein reellwertiges Martingal. Umgekehrt folgt aus der Tatsache,
dass es sich bei (I(M;));er fiir jedes | € B* um ein Martingal handelt, dass fiir jedes
l € B* und i,j € I mit ¢ > j gerade E[I(M;)|F;] = (M), sodass Proposition 4.4
impliziert, dass E[M;|F;] = M;, (M;)icr also ein Martingal ist.

Ist M ein Martingal, so ist (|| M¢||)¢>0 ein Submartingal nach Proposition 4.6. Mit-
hin sind die Erwartungswerte von || M;|| steigend in ¢. Damit gilt

E[|Mrnell] S E [IMrLpr<iyll] + E [| ML sn ]
< Slile (M) + E [[| Me]l]

< 2B [[[ My] < oo

Damit ist (M-at)t>0 eine Familie in L;(B). Nach Teil (i) ist damit fiir jedes [ €
B* die Familie (I(M;))i>0 ein reelles Martingal und nach dem iiblichen Optional
Stopping Theorem also auch (I(M;at))t>0. Wieder nach Teil (i) ist also (Myat)t>0
ein Martingal.

Nach Teil (ii) ist (Mya¢)e>0 ein Martingal und es gilt E[M;r¢] = E[Mp]. Weiter ist
E [Mrnd] = E [Mr1r<p] +E [Mill 5]

Der zweite Summand verschwindet fiir ¢ — oo nach Voraussetzung. Da P(r <

o) = 1, gilt M;1 <y — M; und mit der integrierbaren Majorante || M| folgt

mittels dominierter Konvergenz

E [M, ] — E[M,]

und es folgt E[M;] = E[Mj].

Alternative Lésung: Sei | € B*. Dann ist (I(My))s>0 ein Martingal und es gilt

E[1(M7)] < ||l p-E [M7] < o0,
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sowie mit Lemma 3.11 und f(0) = 0, dass
E [Z(Mt)]l{»r>t}] =1 (E [Mt]l{7>t}]) — 0.

Damit ist E[I(M;)] = E[I(Mp)] nach dem Optional-Sampling-Theorem fiir reelle
Martingale und nach Lemma 3.11 folgt I[(E[M,]) = I[(E[My]) fiir alle [ € B*, also
E[M.] = E[My].

(iv) Da M an die Filtration adaptiert ist, gilt (v - M), € F,, also ist ((v - M)p)nen
ebenfalls an die Filtration adaptiert. Weiter ist jedes (v - M),, integrierbar denn

N
Ell(v - M)al] < 2l[v]loc S E[[Ma] < ox.

n=1
Mit der F,,—1-Messbarkeit von (v - M),—1 und v,, folgt
E[('U ) M)n|]:n—1] = E[(U ) M)n—l‘]:n—l] + E[Un(Mn - Mn—1)|]:n—1]
= (U . M)nfl + Un]E[Mn - Mn71|fnfl]
=E[(v- M),1]|Fn-1]
= (U . M)nfl.

Blatt 8, Aufgabe 1 In der Vorlesung wurde bereits bewiesen, dass Lo € Ny. Wir
zeigen nun die Identitét

([ oaw) = [ opsaw,

(1) Es sei zunéchst ¢ eine Treppenfunktion, d.h.

in drei Schritten:

k—1

G(t) =D dmli sy (t), €[0T,

m=0

wobei 0 = tp < t1 < -+ <t = T und ¢, : Q@ — L(U, H) eine F;,, -messbare
Funktion ist mit ||¢., ()| < oo fiir alle m =0,1,..., k. Dann gilt

L < /0 ' ¢<s)dWS> =L Cé) S (Wepsr — th))

L (bm (Wi = W)

m=0

T
- /0 L((s))dW,,
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(2) Sei nun ¢ € N}, Dann existiert eine Folge (¢y,)nen von Treppenfunktionen mit
Werten in L(Uy, H), sodass

1
2

T
16— dullr = E [ [ 1) = 6060 By s 0

fiir n — oo (Proposition 5.15). Dann ist (L(¢y,))nen eine Folge von Treppenfunktio-

nen mit Werten in L(Uy, H) und

1L(6n) = L)z < Il a1y |60 — Bl — 0.

Mit der Definition des stochastischen Integrals, Schritt (1) und Stetigkeit von L
erhalten wir die Existenz einer Teilfolge, (ny)ken, sodass P-fast sicher

T

T
| p@naw. = fim [ L@ (s)aw.
0 —Jo

T

= lim L ( /O qﬁnk(s)dWs)
T

7 (kli_g)lo /O qﬁnk(s)dWs>

=L (/OT ¢(s)dW8> .

(3) Sei nun ¢ € Nyy. Sei weiter (7, )nen eine Folge von Stoppzeiten, sodass 7, /T und
¢L(,r,) € N, (H). Dann gilt L(¢)1(g,,) € N, (H) fiir alle n € N. Mit Aufgabe 3
und Schritt (2) erhalten wir (ggf. fiir eine Teilfolge) P-fast sicher

T T
| zeenaw. = lin [ 1o Lo,

n—o0 0

T
~ lim L ( /0 n<0,Tn}¢(s)dWS>

n—o0

T
_ L(lim / n(O,Tn@(s)dWS)

n—00

) (/OT ¢(Z)dWS> .

Blatt 8, Aufgabe 3 Wir zeigen nacheinander die Punkte aus dem Hinweis. Aus diesen
folgt dann die Aussage, dass die Definition des stochastischen Integrals nicht von der
Wahl der Folge (7,)nen mit 7, /T und 1g 7,16 € N2, abhiingt. Sei dazu also (o )nen
eine weitere solche Folge.
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a) Sei t € [0,7T]. Dann gilt auf der Menge {7,,, > t} P-fast sicher, dass

/¢(S)dW5:/ ]l(O,Tm](S)Qb(S)dWS
0 0

tAon

= lim L (0,7,,)(8)B(5)dW

n—o00 Jq
tATm

= lim L (0,6,,] (8)P(5)dW

n—oo 0
t
= lim L(0,0,](8)0(8)dWs.

n—oo 0

Dabei haben wir im dritten Schritt zweimal das Lokalisierungslemma 5.17 verwendet.
Lassen wir nun m — oo, erhalten wir die erste Aussage des Hinweises, also

t t
| oaw, = [ 10, @etaw,

fiir alle ¢ € [0, T] P-fast sicher.

b) Es sei 7 eine P-fast sicher durch T" beschrinkte Stoppzeit wie in Lemma 5.17. Dann
gilt P-fast sicher fiir alle ¢t € (0,7, dass

TN TNt
/ o)W, = lim [ L, 6(s)dW,
0

n—oo Jq
t

= lim ; L0,71(5)L(0,0,,) (8) () AW

t
- /0 1(0,71(5)6(s)dIV..

Dabei haben wir im ersten und letzten Schritt Teil a) benutzt, wohingegen der zweite
Schritt wegen des Lokalisierungslemmas 5.17 gilt.

¢) Aufgrund von Teil b) gilt P-fast sicher auf {o,, > ¢}, dass

t on/\t t
/0 $(s)dW, = /0 $(s)dW, = /0 1(0.0,1(5)6(5) AW,
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Blatt 12, Aufgabe 4 Zunichst gilt
frg)(z)] < /If z —y)g(y)|dy
-/ \f(sc—y)Hg(y)r%\g(y)rl*%dy
= [5G = »Plo))? o)l ~dy

(/If r—y)Plgy Idy> (/Ig )| 55" 1dy>
(1= y)\prg<y>|dy)” lall?

wobei der vorletzte Schritt die Holder-Ungleichung mit den Exponenten p und ¢ = p%l
benutzt. Potenzieren mit p und anschlielendes Integrieren liefert dann

50l < [ ([ 156 = 0Plaiay) ol do
~lslt" [ 1ol ( [ 1#e = w)rac) dy
— gl [ lotwlI 1, dy

= lglf2, 11,

p—1
p

und die Behauptung folgt.
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