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Lernen aus Stichproben

@ Betrachte Rdume X’ (Eingabe) und ) (Ausgabe, label set).

@ Generator von zufélligen Elementen x € X gemal unbekannter
Verteilung PX

o Uberwacher (Supervisor); bestimmt fiir jedes x € X' eine Ausgabe
y € Y gemiR einer bedingten Verteilung PYIX=x

@ Lernmaschine; implementiert Menge von Funktionen
f(-,a): X =Y, acl

e Ziel:
Finde bestmdgliche Funktion f( -, &), die das Verhalten des
Uberwachers vorhersagt, basierend auf einer i.i.d. Stichprobe
(X1, y1) ---(xn, ¥n) gezogen gemaR P(x, y) = PX(x)PY1X=x(y).
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Risikominimierung

@ Verlustfunktion (loss function)
L:YxY—R
@ Risikofunktional
R:AN—=R

o / L(y, f(x, ) dP(x, y)

@ Ziel: Minimiere R(«a) liber A
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Mustererkennung

e Y =1{0,1}
o f(-,), a € A Indikatorfunktionen

Ly, f(x.0)) = {O falls y = f(x, @)

° 1 falls y # f(x, )
e Dann gilt:
R(@) = [ L. F(x.a))dE(x.y)
— [ 1y # e ))dB(x.y)
=Py # f(x,a))
@ R(«) gibt Wahrscheinlichkeit eines Klassifikationsfehlers an.
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Regression - Schatzen des bedingten Erwartungswerts

o Y =R

o (- a0) = [ ydP(ylx)

o Ly, f(x,)) = (y — F(x,))?
@ Dann gilt:

R(ap) < R(a) Ya €N
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Beweis: Regression

e Fiir a € R gilt:

E[X — a]? = E[X — EX]? + (EX — a)? (1)
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Dichteschatzung

Y= [07 1]

p(-,&), a € N\ Dichtefunktionen
Sei p(x, ag) eine Dichte von PX
L(p(X7 Ot)) = —IOg(p(X, Oé))
Dann gilt:

R(ap) < R(ar) Ya €A
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Allgemeines Lernproblem

e WahrscheinlichkeitsmaR P< auf Raum Z
o Verlustfunktionen Q( -, ), a € A

@ Risikofunktional
Ra) = [ Q(z.0)dP(2)

@ Minimiere R(«) basierend auf i.i.d. Stichprobe zi, ..., z,
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Minimierung des empirischen Risikos

@ Empirisches Risiko

Rempl@) = = 3" Q(z1,)

n-

@ Minimum des (realen) Risikos:

R(o) = ameiRR(a)

@ Minimum des empirischen Risikos:

Remp(an) = LnEiRRemp(a)

Approximation der Funktion Q( -, ap) durch Q( -, )

Empirical risk minimazation induction principle (ERM principle)
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Konsistenz des ERM Prinzips

e Das ERM heift konsistent, falls
R(en) —— R(ao)
und  Remp(an) %) R(ao)
e Sei A(c) = {a e AN|R(a) > ¢}

e Das ERM heilt nichttrivial /strikt konsistent, falls fiir alle ¢ € R mit

N(c) # ¢ gilt:

. P .
f Remp(a) —— inf R
ainf o Rempl) 2= inf R(e)

@ Aus strikter Konsistenz folgt insbesondere die (normale) Konsistenz
des ERM Prinzips (falls R(«) nach unten beschrankt ist).
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Beweis: Strikte Konsistenz = Konsistenz

o Sei

T = O|éré1;\:‘:\’(oz)

Nils Kober Einfiihrung in Statistisches Lernen 12. Mai 2020 12 /22



Key Theorem of Learning Theory

o Sei R(«) beschrankt, d.h. es gibt m, M € R, s.d.
m< R(a) <M VYaeA

@ Dann ist das ERM Prinzip genau dann strikt konsistent, wenn R(«)
einseitig gleichmaRig gegen Remp() konvergiert.

inf Remp(a) —— inf R(a) VceR

ae(c) n—o00  ae(c)
-
P (sup(R(a) — Remp(a)) > a) —0
acN n—o0
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Beweis: Key Theorem of Learning Theory (1)

@ Sei Ty das Ereignis

g
inf Rem < inf R — =
aellrc(ak) p(@) aellr\](ak) () 2

N
°Sei T=|J T«
k=1

@ A das Ereignis

sup (R() — Remp()) > ¢
aeN
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Beweis: Key Theorem of Learning Theory (2)

@ Sei B das Ereignis

inf R(a)— inf Rem
‘a€”/1\(c) (@) aeh(c) ¢ pl)] > €

e Dann gilt B = B; U By mit:

B, = {z €z Oéeir)\i(:C)R(oz) —e> aeir/{lzc)Remp(a)}
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Entropie fiir Indikatorfunktionen

@ Seien Q( -, ), a € A Indikatorfunktionen

@ Anzahl der verschiedenen Vektoren, die aus der Stichprobe z, ..., z,
von Q( -, ), a € A\ erzeugt werden konnen:

NNz1, ..., z0) == #{q(a)|la € A}, qg(a) = Q(z1, ), ..., Q(zn, @)
o Zufillige Entropie
HMNz1, ..., zp) := log NN(z1, ..., z,)
e Entropie

HMN(n) :== BEHMN(z1, ..., z,)
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Bedingungen gleichmaRige Konvergenz - Indikatorfunktionen

e Es gilt:

Nils Kober

P
sup ‘R(Oé)ae—/\Remp(Oé)’ m 0

<~
lim HA(n) =

n—oo N

0
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e Sei (M, d) ein metrischer Raum, G C M.
@ B C M heillt e-Netz, falls fiir alle g € G ein b € B existiert, so dass:

d(g,b) <e

@ G hat ein endliches e-Netz, falls fiir alle € > 0 ein e-Netz B, mit
endlich vielen Elementen existiert.

@ Ein e-Netz heilt minimal, falls es endlich ist und kein e-Netz mit
weniger Elementen existiert.

Nils Kober Einfiihrung in Statistisches Lernen 12. Mai 2020 18 /22



Entropie fiir gleichmaRig beschrankte Funktionen

e Seien Q( -, ), a € A gleichmaRig beschrankt, d.h. es existiert ein
C eR, sd.

|Q(z,a)| < C YaeNhzeZ

o Fiir ¢ > 0 sei N\(¢; z1, ..., z,) die Anzahl der Elemente eines minimalen
e-Netzes der Menge {g(a)|a € A} (in der Maximumsnorm).

o zufillige e-Entropie
HA(E; 71,...,2p) = log NA(E; 71, ..., Zn)

@ c-Entropie

HMe; n) = EHNg; 1,4 ..., 1)

19 /22
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Bedingungen gleichmalige Konvergenz

@ Seien Q( -, ), a € A gleichmaRBig beschrankt.
@ Dann gilt:
sup |R() — Remp(a)] —— 0
acEN n—o0
-
A( -
jim F-(510)

n—o00 n

=0 Ve>0
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Zusammenfassung & Ausblick

@ Das Key Theorem und die Einfiihrung der Entropie liefern geeignete
Kriterien, um die Konsistenz der ERM Prinzips zu garantieren.

@ Diese bendtigen kein / kaum Wissen iiber die unbekannte
Wahrscheinlichkeitsverteilung P.

@ Es ist nur ein Modell (1)
@ Ausblick: Wie schnell konvergiert das ERM Prinzip (Konvergenzrate)?
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Danke fiur eure Aufmerksambkeit!
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