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1 Grundlegendes

1.1 Haufige Modelle: Miinzwurf, Wiirfeln, Urne
1.1.1 Beispiel (Miinze).

e Kopf/Zahl mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 — p.
e Frage: Was ist P[Kopf, Kopf]?
1.1.2 Beispiel (Wiirfeln).

o Wiirfeln mit 2 Wiirfeln gleichzeitig, alle sechs Augenzahlen haben gleiche Wahr-
scheinlichkeit.

e Frage: Was ist P[Méxchen|, wenn ein Méxchen aus einem Einser und einem Zweier
besteht?

1.1.3 Beispiel (Urne).
e n Kugeln, r Farben, k; Kugeln der Farbe i, k1 + --- + k., = n.

e Frage: Was ist P[2 Kugeln der Farbe i|, wenn die Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen
werden?

1.2 Kombinatorik
1.2.1 Definition (Notation).

e Mengen: ungeordnet mit paarweise verschiedenen Elementen. Bsp.: {1, 2, 3}.

Multimengen: ungeordnet. Bsp.: {/1,1,2[} = {1,2, 1]}

Tupel: geordnet. Bsp.: (1,2,3) # (1,3,2), (1,1,2) # (1,2,1).

N={0,1,2,...},nl=n(n-1)...1, (}) = —k!(:ik),.

e Potenzmenge 2™ einer Menge M.

1.2.2 Definition (Stichprobe). Sei M eine Menge, k € N und 1, ...,z € M.

Stichprobe geordnet ungeordnet
(Variation) (Kombination)
Ohne Wiederholung | (xy,...,x) mit | {xy,..., 2} mit
v Fxjfiri#j |z #x;firi#j
Mit Wiederholung (X1, .., xx) {z1, ..., 2kl

Geordnete Stichproben ohne Wiederholung mit & = n heifen Permutationen oder An-
ordnungen.



1.2.3 Lemma (Stichproben aus einer Menge). Sei M eine Menge mit n Elementen und
k € N. Dann gilt:

Anzahl k-elementiger geordnet ungeordnet
Stichprobem (Variation) (Kombination)
Ohne Wiederholung (n k i fir 0 <k <n (2) fir0<k<n
Mit Wiederholung n* firk >0 ("J’,’z_l) fiur k>0

Bewezs.

(i) Geordnete Stichprobe ohne Wiederholung: n Méglichkeiten fiir 21, (n — 1) Moglich-
keiten fiir xq, ..., (n — k+ 1) Moglichkeiten fiir zy, ergibt n(n—1)...(n—k+1) =
(n+!k)! Moglichkeiten insgesamt.

(11) #{geordnete Stichproben ohne Wiederholung mit k£ Elementen} _ n!/(n—k)! _ (n)

#{Anordnungen von k Elementen} o k! k/:

(iii) n Moglichkeiten fiir jedes z; ergibt n* Moglichkeiten insgesamt.

(iv) Beispiel: M = {1,2,3,4,5}, k = 3. Wir kodieren Stichproben mit Hilfe von k£ = 3
Platzhaltern e und n — 1 = 4 Trennstrichen |. Die Anzahl der Platzhalter zwischen
dem (i — 1)-ten und i-ten Trennstrich gibt an, wie oft die Zahl 4 in der Stichprobe
vorkommt. So entspricht etwa die Stichprobe {|1,1,3[} dem Code o o || ® ||. Jeder
Code entspricht einer eindeutigen Stichprobe. Wegen (ii) gibt es (’Hk*l) solcher

k
Codes.
O
1.2.4 Lemma (Stichproben aus einer Multimenge). Seien x1,. .., x, paarweise verschz’e—
den, sei M = {|x1,...,21,...,Zp, ..., 2. |} und sein =k +-- —i—k Dann gibt es +- !...k ,

TV TV
k1 mal kr-mal

verschiedene Permutationen von M, d.h. Tupeln (y1, ..., yn) mit {lyi, ..., ynl} = M.

Beweis. Konnte man alle Objekte unterscheiden, so géibe es n! Mdoglichkeiten. Dies divi-
diert man durch die Anzahl k! ... k,! der moglichen Anordnungen der ununterscheidbaren
Objekte. m

1.3 Wabhrscheinlichkeitsrdume und Zufallsvariablen
1.3.1 Definition (Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie).

(i) Ein mefsbarer Raum (€2, F) besteht aus einer Menge €2 mit einer o-Algebra F, d.h.,
F besteht aus Teilmengen von €2 und erfiillt
0eF, VFeF:F°eF, VF,F---eF:|JReF

=1

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) besteht aus einem meftbaren Raum (€2, F)
mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf P, d.h., P: F — [0, 1] erftllt

P[§] =0, VFeF:PF]=1-P[F),

Ur

i=1

VE, Fy,--- € F disjunkt : P

= iP[F



(iii) Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion X : 2 — FE von einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, F,P) in einen mefbaren Raum (F,.A), die mefbar ist, d.h.,

VAc A: X HA)={weQ:Y(w)ec A} c F.

Die Verteilung (= das Bildmaf) von X unter P ist das Wahrscheinlichkeitsmaf
Q: A —[0,1] mit Q4] =P[X *(A)] =P[X € A].

1.3.2 Bemerkung.

e {(),Q} ist die kleinste o-Algebra auf 2 und die Potenzmenge die grofte. Mengen F' €
F interpretieren wir als Ereignisse und P[F] als deren Auftrittswahrscheinlichkeit.

e Oft kommt es nur auf die Verteilung von X an, so dass wir (§2, F,P) nicht nidher
spezifizieren und nur mit Wahrscheinlichkeiten Q[A] = P[X € A] des Bildmafes
rechnen.

e Manchmal verwenden wir den kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) =
(E, A, Q) und die kanonische Zufallsvariable X = Idg.

1.3.3 Lemma (Einschluss-Ausschluss-Formel, Siebformel). Sei (Q2, F,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, (E, A) ein mefbarer Raum, und X : Q — E eine Zufallsvariable. Dann gilt
fiir alle Ay, ..., A, € A dass

P[X € A, U---UA,]
=) PIX€A]l- > PXeAnNA]+ - +PXe€An---NA

1<i<n 1<i<j<n

Beweis. Vollstandige Induktion. Die Félle n = 0,1 sind trivial. Der Fall n + 1 folgt aus
dem Fall n:

PX € AU+ UApyi]
:P[XEA1U"'UAn]+P[X€An+1\(A1U"'UAn)]
=PXeA U --UA|+PXeA ]| -PXe(A N4 1)U---U(A,NA)]
=) PIXe€A]- Y PXeAnNA]+ - £PX AN N4

1<i<n 1<i<j<n

n

+PX €Ap]— Y PIX € AinAnn]l+ DY PX € ANANA]—.. O

1<i<n 1<i<j<n

1.3.4 Definition (Diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen). Sei (2, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, (£, .A) ein mekbarer Raum, und X : Q — F eine Zufallsvariable.

(i) X heift diskrete Zufallsvariable, wenn fiir alle bis auf endlich oder abzéhlbar viele
x € F gilt dass P[X = 2] = 0 und wenn fiir alle A € A gilt dass P[X € A] =
Y weaP[X = z]. In dem Fall heift die Funktion f: E — [0,00), f(z) = P[X = z]
Zahldichte von X oder P.

(ii) X heikt kontinuierliche Zufallsvariable wenn £ C R™ und es eine Funktion f: E —
[0, 00) gibt, so dass P[X € A] = [, f(x)dx fiir alle A € A. In dem Fall heifst f Dichte
von X oder P.



1.4 Unabhangigkeit

1.4.1 Definition (Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen). Seien Xj,..., X, Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit Werten in mefbaren Réumen

(B, Av)y oy (B, Ay
(i) Xi,..., X, heifen unabhéngig, wenn

VA; € Ay,.. . A, €A, :P[X; € Ay,..., X, € A,] =P[X; € 4]...P[X, € A,].

(ii) Xi,..., X, heifen paarweise unabhéngig, wenn
Vi#j, A€ A, Aj € A i PIX; € A, X, € Aj] =PIX; € APIX; € Aj].
Ereignisse Fi,..., F, € F heifen (paarweise) unabhingig wenn die {0, 1}-wertigen Zu-
fallsvariablen 1, ..., 1g, (paarweise) unabhéngig sind.
1.4.2 Bemerkung.
e Frage: gibt es Zufallsvariablen, die von sich selbst unabhéngig sind?

e Bemerkung: Es gibt paarweise unabhéngige Zufallsvariablen, die abhéngig sind
[Pfal3) Beispiel 1.24].

1.4.3 Lemma. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F, ..., F, € F Ereignis-
se. Dann ist dquivalent:

(i) Fi,...,F, sind unabhdngig.
(it) Fir alle I C{1,...,n} gilt dass P [N;c; Fi] = [Lic; PIE]-

1.4.4 Lemma. Seien (X1,...,X,,) eine diskrete oder kontinuierliche Zufallsvariable mit
Dichte oder Zdhldichte f. Dann ist dquivalent:

(i) Xi,...,X, sind unabhdingig.

(i1) Es gibt Funktionen fi,..., fn so dass f(x1,...,2,) = fi(z1) ... fu(x,).

2 Verteilungen und ihre Eigenschaften

2.1 Konstruktion von Verteilungen und Zufallsvariablen

2.1.1 Lemma (Konstruktion von Verteilungen und Zufallsvariablen). Sei E eine Menge,
(Q,F) ein mefbarer Raum, X: Q — E, und f: E — [0, 00).

(i) Sei E endlich oder abzihlbar und A = 2F die Potenzmenge von E.

e Dann ist A eine o-Algebra.
o X ist mefbar wenn Vx € E: X '({x}) € F.

o Wenn ) .pf(x)=1dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi P: A —
[0, 1] mit Zihldichte f.



(ii) Sei E ein Quader, d.h. eine Menge der Form I x --- x I, CR", wobei I, ..., I,
Intervalle sind, und sei A die von Quadern erzeugte o-Algebra:

A= ﬂ{B; B ist o-Algebra auf E, die alle Quader enthdlt}.

Dann ist A eine o-Algebra, genannt die von Quadern erzeugte o-Algbra.
X ist mefbar wenn fir alle Quader I C E gilt dass X (1) € F.

Jede stetige Funktion ist mefibar beziiglich der von Quadern erzeugten o-Algebren.

Wenn f integrierbar ist mait fE f(zq,...,xy)dxy ... dx, = 1, dann gibt es genau
ein Wahrscheinlichkeitsmafs P: A — [0, 1] mit Dichte f.

2.1.2 Bemerkung.

e Standardméfig betrachten wir Mengen £ C R als mekbare Rdume mit den o-

Algebren von |[Lemma 2.1.1}

e Die Existenz der in den folgenden Abschnitten definierten Verteilungen ist durch

Lemma 2.1.1| gesichert.

e Frage: Gibt es eine 1:1 Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsmafsen und Z&hl-
dichten auf F, wenn E endlich oder abzahlbar ist? Das gleiche fiir Quader £ C R”
und Dichten?

e Frage: Gibt es eine 1:1 Beziehung zwischen Verteilungen und Zufallsvariablen mit
dieser Verteilung? Gibt es zu jeder Verteilung eine Zufallsvariable mit dieser Ver-
teilung?

e Frage: Sei E =R, z € E, und P[A] = 1 4(x) fiir jedes A. Ist P ein Wahrscheinlich-
keitmal? Hat P eine Dichte? Bemerkung: P heifst Dirac-Maf.

e Frage: Ist die Summe von zwei Wahrscheinlichkeitsmafsen wieder ein Wahrschein-
lichkeitsmafl? Ist die Summe von zwei Zufallsvariablen wieder eine Zufallsvariable?

2.2 Uniforme Verteilung

2.2.1 Definition (Uniforme Verteilung).
(i) Die uniforme Verteilung U(FE) auf einer endlichen Menge F ist das eindeutige Wahr-
scheinlichkeitsmafs P auf £ mit konstanter Z&hldichte. Es erfiillt P[X € A] = i—g

und hat die Zéhldichte f(z) = #

(ii) Die uniforme Verteilung U([a, b]) auf einem Intervall [a, b] ist das eindeutige Wahr-
scheinlichkeitsmaf P auf E mit konstanter Dichte. Es erfiillt P[X € [¢,d]] = &=¢

b—a
und hat die Dichte f(z) = 2t

2.2.2 Bemerkung.

e Ein zufilliges Experiment, bei dem alle Ausgénge gleich wahrscheinlich (also uni-
form verteilt) sind, wird auch Laplace-Experiment genannt.

2.2.3 Beispiel. Im folgenden Beispiel sind X und Y auf unterschiedlichen Wahrschein-
lichkeitsrdumen definiert, haben aber dieselbe uniforme Verteilung:

e Q=[0,1],Pllc,d]|] =d—¢,Y: F = E,Y = 131)2,

e E={0,1}, QA] = Z5, X = ldg.



2.3 Bernoulli-Verteilung

2.3.1 Definition (Bernoulli-Verteilung). Fiir jedes p € [0, 1] ist die Bernoulli-Verteilung
B(p) das eindeutige Wahrscheinlichkeitsmafs P zauf {0, 1} mit Z&hldichte f(1) = p, f(0) =

1—np.

2.3.2 Beispiel. Wurf einer Miinze.

2.4 Binomialverteilung

2.4.1 Herleitung (Summen von Bernoulli-Verteilungen).

e Ziel: Berechnen der Verteilung von Y = X; + -+ + X, wenn Xi,..., X,, ~ B(p)
unabhéngig Bernoulli-verteilt sind.

e Schritt 1: Wir wihlen einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) fir X =
(X1,...,X,) wie folgt. Jede Zufallsvariable X; hat die Z#ahldichte

fi {0,1} = [0, 1], fi(1) = p, fi(0) =1—p.

Weil X1, ..., X, unabhéngig sind, hat X die Zahldichte

f:4{0,1}" —[0,1], flxy, ... xy) = filzr) ... fu(zy,)
— p2?=1 xi(l _ p)Z?zl(lfzi).

Wir definieren also

Q={0,1}", F=2%  P=(W-Mak mit Zshldichte f), X =1Idg.

e Schritt 2: Wir wéhlen einen passenden mefsbaren Raum (E, A) als Bildraum fiir YV
wie folgt,
E=10,...,n}, A=2F

und definieren die Zufallsvariable Y = h(X), wobei

h:Q— F, hzy,...,x,) =21+ - + 2.

e Schritt 3: Wir berechnen die Verteilung von Y wie folgt: fiir jedes k € F gilt

Py =k =PX eh'(k)] = > PX=a]

z€h~ (k)
Beispiel:
k| (k) | #h(k)
0{(,...,0} 1
1] {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1) } n
2| {(1,1,0,...,0),(1,0,1,...,0),... } nin —1)/2



Wir sehen: Die Menge h~*(k) hat (}) Elemente, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit
pF(1 — p)"~* auftreten. Daher gilt

By =1 = ()1 pr

Wir fassen zusammen: Die Verteilung von Y ist das eindeutige Wahrscheinlichkeits-

mals auf (£, A) mit Zahldichte

g(k) = (Z)pk(l —p)" .

2.4.2 Definition (Binomialverteilung). Fiir jedes n € N und p € [0, 1] ist die Binomial-
Verteilung B(n, p) die eindeutige Verteilung auf {0,...,n} mit Z&hldichte

ko (Z)pk(l —p)nh,

2.4.3 Bemerkung. B(1,p) = B(p).

2.5

Kenngrofien von Verteilungen

2.5.1 Definition (Kenngrofen von Verteilungen). Seien X und Y Zufallsvariablen mit
Werten in R™ und R” und sei a € (0, 1).

(i)

(iii)

Sei n = 1. Die Verteilungsfunktion von X (oder P) ist die Funktion
F:R—[0,1], F(z) =P[X <.
Ein a-Quantil von X (oder P) ist eine Zahl ¢, € R so dass
PX < ¢ <a<PX < ¢,
0.5-Quantile heifen Median.

Der Erwartungswert (= Mittelwert) von X ist definiert als

EX]= Y af(x) € R,

reR™

falls X eine diskrete Zufallsvariable mit Zahldichte f ist, und als
E[X] = / xf(z)dx € R",
falls X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Dichte f ist.
Die Kovarianz und Varianz sind definiert als
Cov[X,Y] =E[(X —E[X]))(Y —E[Y])"] e R™",  Var[X] = Cov[X, X],

falls die Erwartungswerte existieren. Im Fall n = m = 1 definieren wir die Stan-
dardabweichung und den Korrelationskoeffizienten als

ox = y/Var[X], Cor[X,Y] = M.

0x0y
X und Y heifsen unkorreliert wenn Cor[X, Y] = 0.

8



2.5.2 Bemerkung.

e Der Erwartungswert existiert nur, wenn die Summe bzw. das Integral in
wohldefiniert und endlich ist. Dasselbe gilt fiir die Kovarianz.

e |Definition 2.5.1| kann auch auf Zufallsvariablen mit Werten in £ C R angewandt
werden, da diese auch als R-wertige Zufallsvariablen aufgefasst werden kénnen.

e Frage: Angenommen X hat eine bestimmte physikalische Dimension, z.B. Meter.
Was ist die Dimension der Verteilungsfunktion, des Medians, des Erwartungswertes,
und der Varianz von X7

e Frage: Angenommen X und Y haben dieselbe Verteilung. Haben sie dann auch
dieselbe Verteilungsfunktion, denselben Median, denselben Erwartungswert, und
dieselbe Varianz?

e Frage: Beispiele von Verteilungen wo Mittelwert und Median verschieden sind? Bei-
spiele von Verteilungen wo der Median nicht eindeutig ist?

e Frage: Zeigen Sie E[14] = P[A].
2.5.3 Proposition (Kenngrofen von Bernoulli und uniformen Verteilungen).
(i) Fir X ~ B(p) gilt
E[X]=1-f(1)+0-f(0) = p,
Var[X] = (1—p)°f(1) + (0 = p)*f(0) = (1 = p)*p + p*(1 —p) = p(1 - p).
(i) Fir X ~U{1,...,n}) gilt

Inn+1) n+1l
n 2 2

1~/ n+1\> 1&/(, .n+1 (n+1)?
Var[X]—E‘ (z— 5 ) —EZ(@ —2i 5 + 1

1 n

n

n(n+1)2n+1) _2;”L_+1n(n—|—1) +n(n+l)2)

6 2 2 4
e+ DEn+1) (n+1)? (n+1)(22n+1)-3(n+1))
B 6 4 12
_(n+1)(n—-1) n*-1
B 12 12

wobet wir die folgenden Summenformeln verwendet haben:
zn:i:n(njtl)7 zn:iQZn(n+1)(2n—l—1)
2 6

i=1 =1

(iii) Fir X ~ U([a,b]) gilt

b 1 b 1 22770 b? — a? a+b
X /axf(x)x b—a/axx b—a{Z} 2(b—a) 27

r=a




1 b a+b\?2 1 |1 a+b\®
X = _ — _ _
VarlX] b—a/a (x 2 ) da b—a[?) (x 2 )
1 2(b-a 3_(b—a)2
- b—a3 2 12

2.5.4 Lemma (Eigenschaften des Erwartungswerts). Seien X und Y diskrete oder kon-
tinuterliche R™-wertige Zufallsvariablen und sei h: R™ — R™ mefbar.

(i) Transformationen: IstY diskret mit Zihldichte f, dann gilt E[0(Y)] = >_, cpa h(y) f(y)-
(i1) Linearitat: Fir alle a,b € R gilt, dass E[aX + bY] = aE[X]| 4+ DE[Y].
(11i) Monotonie: Gilt n =1 und X <Y, dann gilt auch E[X] < E[Y].

Beweis. Wir zeigen nur den diskreten Fall.
[} Sei Z = h(Y'). Dann gilt

E(Z]= Y #P(Z=z= Y Py eh ()

z€R™ z€h(R™)
=2 ¢ Z = 2 Z h(yPlY =y
z€h(R") yeh~1 ze€h(R") yeh—1
= > h(y)P| =y=Zhy
yeER™ yER"

und die linke Seite ist endlich genau dann wenn die rechte Seite endlich ist.
Wir wenden |(i)| auf die Zufallsvariable a X + bY an:

EaX +bY]= Y (ax+by)P(X,Y) = (z,9)]
(z,y)ER™ xR™
—a Y, aP(XY)=(zy]+b D yP[X,Y)=(z,y)
(z,y)ER™ XR™ (z,y)ER™ XR™
=a Y aP[X =z]+b Y yP[Y =y| = aE[X] + BE[Y].
TzeR™ yER™
: Sei Z =Y — X > 0. Dann gilt wegen dass
E[Y]-E[X]=E[Z] = ) _ 2P[Z=2]>0. O
z€R™

2.5.5 Lemma (Eigenschaften der Varianz). Seien X eine Zufallsvariable mit endlicher
Varianz und Werten in R™, und seien Y und Z Zufallsvariablen mit endlicher Varianz
und Werten in R™. Dann gilt:

(i) Cov[X,Y] =E[XYT] - E[X]E[Y]".
(i1) Linearitit: Fir alle a,b € R gilt

Cov[X,aY +bZ] = aCov[X, Y]+ bCov[X, Z],
Var[aY + bZ] = a® Var[Y] + abCov[Y, Z] + abCov|[Z, Y] + b* Var[Z].
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(111) Unabhingigkeit/Unkorelliertheit: Cov[X,Y] =0 wenn X und Y unabhdngig sind.
(i) Cauchy-Schwarz: Fir m,n =1 gilt
Cov[X,Y]* < Var[X] Var[Y], —1 < Cor[X,Y] < 1.
Beweis. Wir setzen puy = E[X], pyy =E[Y], X =X —pux, Y =Y — py.
Wegen der Linearitéit des Erwartungswerts gilt dass

Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py) "] = E[XY'] = uxE[Y "] = E[X]py + puxcpy
=E[XY '] -E[X]E[Y'].

Wegen der Linearitit des Erwartungswerts gilt

Cov[X,aY +bZ] = E[X,aY +bZ] = aE[X,Y] + bE[X, Z] = a Cov[X, Y] + bCov[X, Z].

Var[aY + bZ] = E[(aY + bZ)?] = E[a*Y? + 2abY Z + b*Z?]
= a* Var[Y] + 2ab Cov]Y, Z] + b* Var|Z].
(ii1); Wir zeigen die Behauptung nur fir X,Y diskret. Wegen der Unabhéngigkeit von
X und Y und gilt
fxy(@,y) =PX =2,Y =y] = PIX = 2|P[Y = y] = fx(z)fv(y)

und es folgt aus der Transformationseigenschaft des Erwartungswerts dass

Cov[X,Y]| = E[XY/T] = Z(x — 1x)(y — py) " fxy (2, y)

= 2(37 — px) [x () Z(y — py)fy(y) = EX]E[Y] = 0.

(iv)} Falls E[X?] = 0, dann gilt P[X = 0] = 1 und beide Seiten der ersten Ungleichung
sind Null. Falls E[X?] > 0, dann gilt fiir ¢ = E[|XY|]/E[X?] wegen der Monotonie
und Linearitat des Erwartungswerts dass

0 < E[(—c|X| + |Y])’] = PE[|X "] - 2cE[| XY || + E[Y?]
= E[|XY|]°/E[|IX[*] - 2E[| XY ||*/E[|X]*] + E[Y?]
= E[Y?] - E[| XY |*/E[ X|’].
Dies zeigt die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung folgt aus

,  Cov[X,Y]?

CorlX. YT = S vary] =

O

2.5.6 Proposition (Kenngrofen der Binomialverteilung). Sei X ~ B(n,p). Dann gibt
es unabhingige X1, ..., X, ~ B(p), so dass X die gleiche Verteilung hat wie > | X;,
und es gilt

ElX] = ZE[Xz] = np,
Var[X] = ZVar[Xi] =np(l —p).
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2.6 Numerische Simulation von Zufallsvariablen

Viele Zufallszahlengeneratoren liefern unabhéngige U([0, 1]) verteilte Zufallsvariablen, aus
denen mit Hilfe des folgenden Lemmas Zufallsvariablen mit beliebiger Verteilung erzeugt
werden konnen.

2.6.1 Lemma (Simulationslemma). Sei F': R — [0, 1] die Verteilungsfunktion einer (dis-
kreten oder stetigen) Verteilung P auf R, F~! die Pseudoinverse von F, d.h.,

F(y) =inf{z; F(z) 2y}, y€R,
U~U(0,1]) und X = F~Y(U). Dann gilt X ~ P.
Beweis. Fiir alle z € R gilt

P[X < 2] =P[U < F(z)] = F(x). O

3 Weitere wichtige Verteilungen

3.1 Multinomialverteilung

3.1.1 Herleitung (Zichen mit Wiederholung aus Multimengen). Sei n € N, k < n, und

M={my ... m,}=A1,...,1,....r,...,7r}, ;= n;/n.
{lm F=A hoop /

ni mal nymal

e Schritt 1: Geordnete Stichprobe X mit Wiederholung aus {1,...,n}. Wir setzen

Q=1{1,...,n}" P~ U(Q), X =1dg.
Dann gilt wegen fiir alle x € €2 dass
1 1
PX =z]=-—=—.
[X = ] 20w

e Schritt 2: Geordnete Stichprobe Y mit Wiederholung aus M. Wir setzen
E={1,...,r}% f:Q—FE, flz) = (myy,...,my,), Y = f(X).
Sei y € E beliebig mit

e ={1,...,1,....r ... |
{w et = { [t

k1 mal krmal

Dann gilt wegen

12



e Schritt 3: Ungeordnete Stichprobe Z ohne Wiederholung aus M. Wir setzen

F={{y,...ulyeE}, ¢ E=F  gu)={pn,....u}, Z=g).

Jedes z € F entspricht einem eindeutigen Tupel (ky, ..., k) so dass
21,2kl =UL, . L]
{lz1 al {!k 1 kl!}
1 ma 104,

und es gilt wegen
PlZ=2= Y PY =yl =(#g5"(2)PY =y

y€g—1(2)

k!

_ vk ko
B AL

e Schritt 4: Dies kann auch als Verteilung P[(Ky, ..., K,) = (ki,..., k)] aufgefasst
werden, wobei

k
K=Y 1Y), ie{l,...r}
(=1

3.1.2 Definition (Multinomialverteilung). Fiir alle ¥ € N und py,...,p, € [0,1] mit
p1+ -+ p- = 1 ist die Multinomialverteilung B(k, p1, ..., p,) die eindeutige Verteilung
auf der Menge

{(klw"akr) ENT;kl"i_"""kr:k}
mit Z&dhldichte

k! ke k

(kfl,...,k’r) — mpl RN A

3.1.3 Beispiel (Anwendung in statistischen Sprachmodellen).

o Texte werden als Mengen von Wortern représentiert (bag of words).
o Worthaufigkeiten sind multinomialverteilt.

e Dies kann zur Klassifikation von Texten verwendet werden (text mining, spam re-
cognition, etc.).

3.1.4 Proposition (Kenngrofen der Multinomialverteilung). Sei (K, ..., K,) ~ B(k,p1, ..

Dann gilt fir Yy,..., Yy wie in|Herleitung 3.1.1, i,j € {1,...,r}, i # j, ¢ = 1 — p;, dass

E[Ki] = Z]E[ﬂ{i}(yz)] = kpi,
=1

Var Z\/ar Il{ }(Yg + 2 Z COV Il{ }(Yg) Il{ }(Y )] = kp;q;,

1<€<m<k

:O

Cov[K;, K] Zcov Ty (Ye), Ty (Ye)] + 2 Z Cov[l gy (n) 13 (Yon)]

= Z( Ly (Yo) 1y (Ye)] E[ﬂ{i}(%)]E[ﬂ{j}(Ye)D = —kpip;.

13
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3.2 Hypergeometrische Verteilung
3.2.1 Herleitung (Zichen ohne Wiederholung aus Multimengen). Sei n € N, k < n, und
M={my ... mp} =A41,...,1,....r,...,7r|}.
{lm F=A I

n1 mal n,rmal

e Schritt 1: Geordnete Stichprobe X ohne Wiederholung aus {1,...,n}. Wir setzen
Q:{xE{1,...,n}k;xi7éarjﬁiri7éj}, P~ U(Q), X =1Idg.

Dann gilt wegen fiir alle x € €2 dass

_ b1
_#Q_ n!

(n—k)!

PIX = 7]

e Schritt 2: Geordnete Stichprobe Y ohne Wiederholung aus M. Wir setzen
E={(y, - u) €{L,...r}* {yr,...,ml} € M},
f:Q— E, f(x) = (myy,...,myg,), Y = f(X).

Sei y € E beliebig mit

e, ={1,...,1,...,7,...,r|}.
{yis -yl = { [}

k1 mal k,rmal

Dann gilt wegen

Py =y = 3 PX=u= #f;ll(y) _ ! - o=

z€f~1(y) (n—k)! (n—k)!

e Schritt 3: Ungeordnete Stichprobe Z ohne Wiederholung aus M. Wir setzen

F={y, - uli{y, - ul S M},
g E—=F g =y, .wml, Z=g).

Jedes z € F entspricht einem eindeutigen Tupel (ky, ..., k) so dass
2kl =41,..., 1, .., o}
{l=1 al {|k 1 kl|}
1 ma rma.

und es gilt wegen
PlZ=2= Y P =yl =(#g"(2)PY =y

yeg~1(2)

nq! n.-! ni

k! (m—kD! " k)l _ (kl) e (k)

k! k) (nﬁ—'k), )

e Schritt 4: Dies kann auch als Verteilung P[(K7,..., K,) = (ki,...,k,)] aufgefasst
werden, wobei

k
K=Y 1Yo, iefl,...r}
/=1
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3.2.2 Definition (Hypergeometrische Verteilung). Fiir alle k,ny,...,n, € N mit & <
n:=mnj+ -+ n, ist die hypergeometrische Verteilung Hyp(k,n1, ..., n,) die eindeutige
Verteilung auf der Menge

{(k1, ... k)0 < ki <, kv +---+k, =k}
mit Zahldichte
G- )
()

3.2.3 Beispiel (Anwendung in der Qualitétssicherung).

(kh...,kr)f—)

e In einer Lieferung sind fehlerhafte Produkte enthalten.

Eine Stichprobe wird entnommen und getestet.

Die Anzahl der fehlerhaften Produkte in der Stichprobe ist hypergeometrisch ver-
teilt.

Bei zu vielen fehlerhaften Produkten in der Stichprobe wird die Lieferung abgewie-
sen.

3.2.4 Proposition (Kenngrofen der hypergeometrischen Verteilung). Sei (K, ..., K,) ~
Hyp(k,n1,...,n.). Dann gilt fir Yi,..., Yy wie in [Herleitung 3.2.1, i,5 € {1,...,r},
Z%L% Di :ni/nf qi = 1 — Di, dass

E[K)| =Y E[ly(Ye)] = kpi,

/=1
Var[K Z\/ar LYol +2 ) Covl[Lyy(¥e), Ly (V)]
(=1 1<t<m<k
—kpigi+2 Y (Blu (Vo)L (V)] — B[l (YOIE[T 3y (Yn)))
1<b<m<k
TR Z n; n; — _E@ b 1_k—1
- plq% n n - - szz n — 1 9
1<i<j<n
k
Cov[K;, K;] =Y Cov[Liy(Ve), L (Yol +2 D Cov[(Ve), Ljy (Vi)
=1 1<tb<m<k
= —kpip; +2 Y (B[l (Y) Ly (V)] — E[Lgy (YOIE[L(Yn)])
1<b<m<k
n; MN; n; N; n—=k
— —kpp; 4 2 L L N O e ,
piPs + Z (nn—l nn) Pibi 1
1<i<j<n

3.2.5 Bemerkung (Binomial- bzw. Multinomialapproximation).
e Fiir (Ky,...,K,) ~Hyp(k,npy,...,np,) und (Xy,...,X,) ~ B(k,p1,...,p,) gilt

E[Kz] = ]E[Xz] = kpi,

15



kszlJ 1= .jv

lim Cov|K;, K;| = Cov|X;, X;| = ) O
N—00 | i | i {_kpipja LF ]

In diesem (und auch einem stérkeren) Sinn konvergiert die hypergeometrische gegen
die multinomiale Verteilung.

e Die Approximation ist gut fiir k£/n klein und p; nahe bei 1/2.

3.3 Poisson-Verteilung und Gesetz der kleinen Zahlen

3.3.1 Lemma (Gesetz der kleinen Zahlen; Poisson-Approximation). Fir jedes n € N sei
X, ~ B(n,p,) so dass
lim E[X,] = lim np, = X > 0.

n—o0 n—o0

Dann gilt fiir jedes k € N dass

Ak
lim P[X,, = k] = e .
Beweis.
n _
P[X, = k] = (k>pj§(1 —pu)"F
1 —1)...(n—k+1 n\ ™ n\ —F

k! nk n
—1 — Ak —e= A —1

3.3.2 Definition (Poisson-Verteilung). Fiir jedes A € [0,00) ist die Poisson-Verteilung
Poi(\) die eindeutige Verteilung auf N mit Zahldichte

Ake—A
k!

k—

3.3.3 Bemerkung.
e Eigentlich miisste es Gesetz der (vielen) unwahrscheinlichen Zahlen heiften.
e Mit Poi(np) lasst sich leichter rechnen als mit B(n,p), vor allem fiir grofse n.

e Bemerkung: Die Summe unabhéngiger Poisson-Verteilungen ist Poisson-verteilt; sie-
he 4. Ubungsblatt.

3.3.4 Beispiel (Anwendung in der Netzwerktechnik).

e Jeder Netzwerkclient sendet mit Wahrscheinlichkeit p eine Anfrage an den Server
und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p keine Anfrage.

e Die Clients sind unabhéngig, es gibt sehr viele Clients, und p ist klein.

e Dann ist die Anzahl der Anfragen approximativ Poisson-verteilt.

16



3.3.5 Proposition (Kenngrofen der Poisson-Verteilung). Sei X ~ Poi(\). Dann gilt

o Nee=A N Oo AF—1
E[X] =) k = e Z(k—l)!:/\’
k=0 k=1
:e)‘

3.4 Geometrische und Exponential-Verteilung

3.4.1 Herleitung (Wartezeit auf den ersten Erfolg).

e Ziel: Berechnen der Verteilung der Wartezeit Y bis zum ersten Auftreten einer 1 in
einer Folge X1, X, -+ ~ B(p) unabhingiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen.

e Schritt 1: Wahrscheinlichkeitsraum fiir X, X5, .... Wir setzen fiir alle £ € N

Q= {(z1,22,...);3; € {0,1}}, X =1dg,
k

]P)[Xl =T1,... 7Xn = xk] — Hpmz(l —p)lf‘ri.

i=1
e Schritt 2: Wartezeit Y. Wir setzen
h(z1,xq,...) =min{i € Nyg;z; = 1}, Y = h(X).
Dann gilt fiir jedes k € Ny dass

PlY =k =P[X; = =X, =0,X; = 1] = (1 - p)*'p.

3.4.2 Definition (Geometrische Verteilung). Fiir jedes p € [0,1] ist die geometrische
Verteilung geo(p) die eindeutige Verteilung auf N.g mit Zahldichte

ki (1—p)'p.

3.4.3 Proposition (Kenngrofen der geometrischen Verteilung). Sei X ~ geo(p). Dann
gilt fiir alle k € Ny dass

PIX>k=> (1-p'p=pl-p*) (1-p'=(1-pk
=k+1 £=0 -
EX] =) kPX =kl=> Y PX=k=> > PX =4k

17



/=1 £=0 p
00 /{3(1{5—1) oo k—1 00 o)
EX(X-1)]=2)" 5 PIX =k =2) Y UPX=k=2) ) (PX=4k
k=1 k=1 ¢=0 =0 k=(+1
=2 (PX > = MZ£ PIX = ] = 22— PR[x] = 27 P
=0 p /=0 p b
1—p 1 1—p

Var[X] = E[X(X — 1)] + E[X] — E[X]* = 2

1
¥ p P
3.4.4 Lemma (Exponentialapproximation). Fir jedes n € N sei X,, ~ geo(p,), so dass

lim np, = A € (0,00).

n—oo

Dann gilt fir'Y,, = X,/n und jedes x € [0,00) dass

lim P[Y, > z] = e = / e Md.

n—oo

Beweis.

1

P[Y, > 2] = P[X,, > na] = (1 — p,)le) = ((1 —pn)af e O

3.4.5 Definition (Exponentialverteilung). Fiir jedes A € (0, 00) ist die Exponentialver-
teilung Exp(\) die eindeutige Verteilung auf [0, c0) mit Dichte

T e .

3.4.6 Proposition (Kenngrofen der Exponentialverteilung). Sei X ~ Exp(A). Dann
qgilt

z=0

E[X] = /Ooox e Mdy = [a: . (—1)6’”} — /000 1-(=1)e Mdr = %,

00 =00 o0 2 2
E[X?) = /0 22 e Mdr = [ZL‘2 . (—1)6_/\””] T /0 21 - (—1)e Mdx = XE[X] =
2 1 1
Var[X] = E[X*] ~E[X]* = 5 — 5 = 55

3.5 Normalverteilung

3.5.1 Definition. Fiir jedes p € R und o € (0, 00) ist die Normalverteilung N (u, o?) die
eindeutige Verteilung auf R mit Dichte

! (z — p)?
T exp | ——— | .
vV 2mo? P 202

3.5.2 Bemerkung.
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e Die obige Funktion ist eine Dichte weil

(G foe () ) = (G [ (5) )
% exp (_3”2 : y2> drdy = o e (—g) ormdr
Fme

e Wir behandeln Grenzwertsétze zur Normalverteilung in [Abschnitt 4}

3.5.3 Lemma (Transformation auf Standardnormalverteilung). Wenn X ~ N(u,oc?)
und Y = (X — p)/o, dann gilt Y ~ N(0,1).

Bewers. Fiir alle y € R gilt

e @)

1 y
= E /oo exp (—?) dx. O

3.5.4 Proposition (Kenngrofen der Normalverteilung). Sei X ~ N(u,0?) und Y =
(X —p)/o ~ N(0,1). Dann gilt

- foon ()= e ()]

Varly] = EYY = = [ yeyenp (—%) dy

b o () feven( G
BLX] — i+ oE[Y] — g -

Var[X] = o? Var[Y] = o

4 Approximationssatze

4.0.1 Bemerkung (Beispiele).

e Schon gesehen: Binomialapproximation der hypergeometrischen Verteilung, Poisso-
napproximation der Binomialverteilung, Exponentialapproximation der geometri-
schen Verteilung, etc.

e In diesem Kapitel: Gesetz der grofsen Zahlen und zentraler Grenzwertsatz.

4.1 Konvergenzbegriffe

4.1.1 Definition. Sei (X,,),en eine Folge von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable.
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(i) X, konvergiert fast sicher gegen X, geschrieben X, Iy x , wenn

P[lim X, = X] = 1.

n—oo

(ii) X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, geschrieben X, % X, wenn
Ve >0: lim P[|X,, — X| > ¢ = 0.

n—o0

(iii) X, konvergiert in Verteilung gegen X, geschrieben X, 4 X , wenn fiir jede stetige
beschréankte Funktion f gilt, dass

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n— oo
4.1.2 Lemma. Sei (X,,)nen €ine Folge von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable.
(i) X, 3 X =X, 5 X = X, % X.

(ii) Seien X,, und X rellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F, bzw. F.

Dann gqilt X, END'S genau dann, wenn

Vo e R: (F ist stetig bei x) = lim F,(z) = F(x).

n—oo

4.1.3 Bemerkung.

e Uberblick, weitere Information: len.wikipedia.org/wiki/Convergence_of _random_
variables|

e Beweis: Vorlesung Mafs- und Integrationstheorie.

4.2 Ungleichungen
4.2.1 Lemma (Ungleichungen). Sei X eine Ry -wertige Zufallsvariable und e > 0.
(i) Markov:

—_

P[X > ¢ < -E[X]

(i1) Tschebychev: Wenn p = E[X] < oo, dann gilt
Var[X]

BIX — ] > ] <~y

€
Beweis. [0} Aus X > el x>, und der Monotonie des Erwartungswerts folgt

E]P[X Z E} = E[GHXZG] S ]E[X]

Wende Markov auf (X — u)? an:

B[(X —° _ VarlX]

PIX —pl 2 e =P[(X —p)* 2 €] < = 2
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4.3 Gesetz der grofien Zahlen
4.3.1 Theorem (Gesetz der grofsen Zahlen). Seien X1, Xs, ... reellwertige, unabhingige,
identisch verteilte Zufallsvariablen mit p = E[X;] < oo und sei

Xy 4+ X,
X, — 1+ +

n
das empirische Mittel von X1, ..., X,.

(i) Schwaches Gesetz der grofien Zahlen: X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen
W, d.h.,

Ve > 0: limIP’HYn—MZe]:O.

n—oo
(ii) Starkes Gesetz der grofen Zahlen: X, konvergiert fast sicher gegen p, d.h.,

P[limyn:,u] =1

n—00
4.3.2 Bemerkung.
e Kernaussage: Das empirisches Mittel konvergiert gegen den Erwartungswert.
e Dies rechtfertigt die Namensgebung des Mittelwerts gleich Erwartungswerts.

e Das schwache Gesetz der grofen Zahlen sagt, dass fiir groke n das Ereignis | X,, —
u| > € sehr unwahrscheinlich ist. Es kann aber mit positiver Wahrscheinlichkeit
passieren, dass |X,, — pu| > € fiir unendlich viele n.

e Das starke Gesetz der grofen Zahlen sagt, dass dies nicht der Fall sein kann. Es
impliziert das schwache Gesetz der grofsen Zahlen.

Beweis von|Theorem 4.5.1. Wir zeigen nur unter der zusétzlichen Annahme, dass
0? := Var[X;] < co. Wegen Chebychev gilt

< Var[X,] _ Var[X}]

P[|7n—u‘26]_ — 0. O

€2 ne
4.3.3 Bemerkung (Anwendung in Monte-Carlo Methoden).
e Ziel: Berechnen von E[g(X)].

e Losung: Man erzeugt unabhingige Zufallsvariablen X, n € N, mit der gleichen
Verteilung wie X und setzt Y,, = g(X,,). Dann konvergiert Y,, gegen E[f(X)].

e Bewertung: Das Verfahren ist attraktiv, wenn es einfach ist, X,, zu erzeugen, je-
doch schwierig, > g(z)f(z) bzw. [ g(x)f(z)dx auszuwerten. Beispielsweise ist X
hochdimensional oder die (Z&hl-)dichte f komplex zu berechnen.

e Konvergenzrate: n~/? (zentraler Grenzwertsatz, siche [Abschnitt 4.4)).
4.3.4 Beispiel (Miinzwurf).
o Ziel: Bestimmen der Wahrscheinlichkeit p, dass eine Miinze auf Kopf fallt.

e Losung: Die Miinze wird wiederholt geworfen. Fiir jedes n € N sei X, = 1 bei Kopt
und X,, = 0 bei Zahl. Dann konvergiert X,, gegen E[X;] = P[X; = 1] = p. Also ist
X, fiir grofses n ein guter Schatzer fiir p.
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4.4 Zentraler Grenzwertsatz

4.4.1 Theorem (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X,, und X, wie in |Theorem 4.3.1]
0? := Var[X] < 0o und

X, —
7, =/n g Z ~ N(0,1).
ag

Dann konvergiert Z, gegen Z in Verteilung, d.h.,

V—oo<c<d<oo: lim P[Z, € [c,d]] =P[Z € [¢,d]].

n—o0

4.4.2 Bemerkung.

e Kernaussage: Die stochastischen Fluktuationen von X, um p sind asymptotisch
normalverteilt (Konvergenz in Verteilung). Die Konvergenzrate ist n='/2.

e Dies ist einer der Griinde fiir die Wichtigkeit und héufige Verwendung der Normal-
verteilung.

Beweis von|[Theorem 4./.1. Wir beweisen die Aussage nur fiir Bernoulli Zufallsvariablen
X1, Xs,- - ~ B(p). In dem Fall gilt u = pund 0 = p(1—p) =: pq. Fiir alle k € {0,...,n}
gilt

n n!
=PX1 4+ X, =k] = P = ———=pf" "
(9= X oo X, = K = () )b = e

Die Stirling’sche Formel

. (2)" vamn e mpyE(ng "
O e () G Vs () (2)

(%) ) Vamrmm o (- ()
n(t) = tlog (%) + (1 —1t)log (%) :

Die Taylor-Approximation

n

n(t) ~ 1(o) + 7 (D)t —p) + 5" (D)~ p)* = 5 (¢~ p)’

gibt
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wobel

k/n — k/n —
Zk,n:\/ﬁ%:\/ﬁ%.

Fiir beschrénktes 2, € [c, d] gilt

k Ipq n—=k k

_:p+zk,n — =P, :1__%(]7

n n n n
und daher

: I 2, 1 e
X ) X~ _ = — —_— — .
) 27Tnpq €xXp 2 \/% €xXp 9 (Zk-‘rlm Zk,n)

Daher gilt (Konvergenz einer Riemannsumme gegen das Integral)

PZ,€led] = > PXi+-+X,=k

k: 2z n€lc,d]

z\/%/cdexp (—%Q)dz:P[Ze[c,d]]. 0

5 Markov-Ketten

Siehe |Pfal3, Kapitel 5].

6 Kausale Inferenz

Dieses Kapitel basiert auf [Pea09; [PGJ16].

6.1 Kausalitit versus bedingte Wahrscheinlichkeiten

6.1.1 Beispiel (Simpsons Paradoxon). Eine Umfrage unter zuckerkranken und nicht
zuckerkranken Patienten zur Wirkung von homoopathischen Kopfwehtabletten ergibt fol-
gendes Ergebnis:

Weniger Kopfweh (Y = 1) | Tabletten (X = 1) | Keine Tabletten (X = 0)
Zuckerkrank (Z = 1) 192/263 = 73% 55/80 = 69%

Nicht zuckerkrank (Z = 0) | 81/87 = 93% 234/270 = 87%

Gesamt 273/350 = 78% 289/350 = 83%

In jeder Untergruppe (zuckerkrank vs. nicht zuckerkrank) scheinen die Pillen positiv zu
wirken, insgesamt jedoch negativ. Wie ist das moglich? Wir werden sehen, dass der kausale
Effekt von X auf Y nicht alleine durch die obigen Wahrscheinlichkeiten bestimmt ist,
sondern von zusatzlicher Information abhéngt, die sich durch kausale Modelle beschreiben
lasst.
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6.2 Kausale Modelle
Kausale Modelle werden als gerichtete Graphen dargestellt.
6.2.1 Beispiel (Simpson’s Paradoxon, 1. Modell). Das kausale Modell

A \
bedeutet, dass es Funktionen fx, fy, fz und unabhéngige Zufallsvariablen Uy, Uy, Uy
gibt, so dass

X Y

X = fx(Z,Ux), Y = fy(X,Z,Uy), Z = fz(Uyg).

Die Interpretation ist, dass Zuckerkranke im Vergleich zu nicht Zuckerkranken unter-
schiedlich stark (laut Daten: stérker) nach den zuckerhaltigen Tabletten verlangen. So-
wohl Zuckerkrankheit als auch Tabletten haben einen Einfluss auf die Heilung von Kopf-
schmerzen.

6.2.2 Beispiel (Simpson’s Paradoxon, 2. Modell). Das kausale Modell

/N

bedeutet, dass es Funktionen fx, fy, fz und unabhéngige Zufallsvariablen Uy, Uy, Uy
gibt, so dass

X Y

X = fx(Ux), Y = (X, Z,Uy), Z = fz(X,Uy).

Die Interpretation ist, dass die Tabletten einen (laut Daten negativen) Einfluss auf Dia-
betes haben, was indirekt Einfluss auf die Heilung von Kopfschmerzen hat. Zusétzlich
gibt es noch den direkten Effekt der Tabletten auf Kopfschmerzen.

6.2.3 Bemerkung.
e XY, Z heiffen endogene und Uy, Uy, Uy exogene Variablen.

e Jede Menge von Zufallsvariablen hat eine Beschreibung als ein kausales Modell
mit einem vollstdndigen Graphen. Das Fehlen von Kanten im Graph entspricht
bestimmten Unabhéngigkeitseigenschaften.

6.3 Interventionen

Interventionen sind fiktive Verdnderungen am kausalen Modell, die bestimmte Variablen
zu einer Konstante fixieren und alle anderen Variablen belassen wie sie sind.

6.3.1 Beispiel (Intervention do(X = z) im 1. Modell). Die Intervention do(X = x)
16scht im kausalen Modell alle zu X fithrenden Kanten und ersetzt X durch die Konstante
x. Das Ergebnis ist das kausale Modell

Z

N\
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mit der Bedeutung, dass fy, fz, Uy, Uz gleich sind wie vor der Intervention und
X:ZE, Y:fY<'T7Z7UY)7 Z:fZ(UZ)

Die Wahrscheinlichkeiten in dem kausalen Modell nach der Intervention werden mit
P[-| do(X = x)] bezeichnet.

6.3.2 Beispiel (Intervention do(X = x) im 2. Modell). Bei der Intervention do(X = z)
miissen im 2. Modell keine Kanten geloscht werden, und man erhélt das kausale Modell

ay

mit der Bedeutung, dass fy, fz, Uy, Uz gleich sind wie vor der Intervention und

X:Z‘, Y:fY(SU,Z,UY), Z:fZ(‘x;UZ)'

Die Wahrscheinlichkeiten in dem kausalen Modell nach der Intervention werden mit
P[-|do(X = x)] bezeichnet.

6.4 Kausale Effekte

Kausale Effekte beschreiben Unterschiede zwischen fiktiven Interventionen. Sie werden
auch ceteris paribus Analysen genannt.

6.4.1 Beispiel (Durschnittlicher Behandlungseffekt im 1. Modell). Der durchschnittliche
Behandlungseffekt von X auf Y ist definiert als

PlY = 1|do(X =1)] = P[Y = 1| do(X = 0)].
Dieser Effekt kann mit Hilfe von bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnet werden,

PlY =1|do(X =2)] = Y PIY =1|do(X = 2),Z = 2|P[Z = 2| do(X = 2)]
z€{0,1}
= Y PY=1X=u72=:PZ=2z]

z€{0,1}

wie folgende Nebenrechnung mit der Abkiirzung P, = P[-|do(X = x)] und unter Verwen-
dung von |[Pfal3, Lemma 5.2.2] zeigt:

PY =1|do(X =), Z = 7]
=P.[fy(z,Z,Uy) = 1|Z = 2] (Def. von Y und P,)
=P.[fy(z,2,Uy) = 1] (Uy L Z unter P,
=P[fy(z,2,Uy) = 1] (Uy hat dieselbe Vert. unter P und P,)
=Plfy(z,2,Uy) =1|X =2,Z =2] (Uy L (X,Z) unter P)
=PY =1|X =x,7Z =z (

P[Z = z| do(X = z)]
=P.[fz(Uz) = 2] (Def. von Z und P,)
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Plfz(Uz) = 7] (Uz hat dieselbe Vert. unter P und P,)
P[Z = #] (Def. von 7).

Es werden also die Wahrscheinlichkeiten aus den Untergruppen zuckerkrank /nicht zucker-
krank herangezogen, um den Behandlungseffekt zu bestimmen. Geméfs der Angaben in

den ersten beiden Zeilen der Tabelle in haben die Tabletten also eine posi-
tive Wirkung.

6.4.2 Beispiel (Durschnittlicher Behandlungseffekt im 2. Modell). Da die Intervention
im 2. Modell keine Kanten loscht, gilt

P[Y = 1|do(X = z)] = P[Y = 1|X = a].

Dies kann auch aus folgender Nebenrechnung gesehen werden, wobei wir wieder P, =
P[-| do(X = )] setzen und [Pfal3, Lemma 5.2.2] verwenden:

PlY = 1|do(X = z)]

:]P)x[ Y(I7 fZ(x7 UZ)aUY) = 1] (Def von Y7Z und ]Px)

=Plfy(x, fz(2,Uz),Uy) = 1] ((Uy,Uz) hat dieselbe Vert. unter P und P,)
= ]P)[fy(flf, fz(flf, Uz), Uy) = HX = 23] (X A (Uy, Uz> under ]P)

=PY =1|X =z (Def. von Y, 7).

Es werden also die aggregierten Wahrscheinlichkeiten herangezogen, um den Behandlungs-
effekt zu bestimmen. Geméfs der Angaben in der dritten Zeile der Tabelle in
haben die Tabletten also eine negative Wirkung.

6.4.3 Bemerkung.

e Die Beispiele zeigen, dass statistische Information (d.h. die Daten aus Tabelle
spiel 6.2.1)) durch kausale Annahmen ergédnzt werden muss, um einen kausalen Effekt

zu identifizieren.

e Diese Identifizierungsannahmen sind oft der am schwierigsten lesbare Teil 6kono-
metrischer Arbeiten, lassen sich jedoch mit gerichteten Graphen einfach und prézise
darstellen.

7 Statistik

7.1 Schatzprobleme

Die folgende Definition sollte parallel zu den darauffolgenden Beispielen gelesen werden.
7.1.1 Definition.

(i) Ein statistisches Modell ist eine Zufallsvariable X, deren Verteilung Py von einem
Parameter 6 € © abhéngt, wobei © eine Menge ist.

(ii) Eine Statistik ist eine (messbare) Funktion von X. Ein Schdtzer fiir eine Funktion
m : O — O ist eine O'-wertige Statistik.
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(iii) Ein Schétzer h(X) fir m : © — O’ heift unverzerrt (=erwartungstreu) falls

V0 € O : Py[h(X)] = m(6).

(iv) Eine Folge h,,(X) von Schétzern fiir m : © — ©' heifit konsistent falls

Vo € ©,Ve > 0: li_>m Py[|hn(X) — m(0)] > €] = 0.

(v) Sei z — fy(x) die Dichte bzw. Zahldichte von X. Dann heift die Funktion (6, z) —
fo(z) Likelihood. Ein Schétzer h(X) heilst Mazimum-Likelihood-Schdtzer fir 6 falls

Vo € E: h(z) € argmax fy(x).
9co

7.1.2 Beispiel (Schitzen des Parameters p der Bernoulli-Verteilung).

(i) Statistisches Modell: X = (X1, Xs,...), X; ~ B(p) sind identisch und unabhéngig
verteilt unter P,, © = [0, 1], 6 = p.

(ii) Der empirische Mittelwert X, := 13" X, ist ein Schétzer fiir p, bzw. genauer
gesagt fiir m = Ide.

(iii) X, ist unverzerrt fiir p, weil E[X,] = p.

(iv) X, ist konsistent fiir p, weil lim, ,o, E[|X,, — p| > ¢ = 0 dank des Gesetzes der
groften Zahlen.

(v) X, ist ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p: Maximierung tiber Likelihood und
Log-Likelihood ist dquivalent und

log fy(x1,...,2,) = log <pZ§;1xi(1 - p)"fzzlzlxi)
= ailog(p) + (1 — ;) log(1 — p),
i=1 i=1

d S ox > (l—x) >, xi—pn
—lo P i | B = == :

Ableitung Null setzen liefert pr;, = X,. Das Maximum ist eindeutig (Kurvendis-
kussion).

7.1.3 Beispiel (Schitzen der Parameter ;1 und o2 der Normalverteilung).

(i) Statistisches Modell: X = (X, Xy,...), X; ~ N(u,0?) sind identisch und unab-
hingig verteilt under P, 2, © =R x (0,00), 8 = (u, o?).

(ii) Die empirische Varianz s,(X) := -5 37" | (X; — X,,)? ist ein Schitzer fiir o2.

(iii) s,(X) ist unverzerrt fiir 02 weil

Eols2 (X)) = —= (E[(X: = 1)%) = 2E[(X1 — 1)K — )] + E[(Xn = )
n 2 2 5 2 2
:n—l((7 HU _0>:U



(iv) s2(X) ist konsistent fiir o2, weil
n—1, 1< ~ 2
- sp(X) = 52 (X = p) = (X0 — )

=1

=S K= P = 2 K W) (K= )+ S (K= )

1 & _
== (X =)’ = (X —p)* 0,
n
=1

N J/
—~ ~~

P N

(v) Das Paar X, und 2=1s2(X) ist ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (u, 0?):

log (fuo2 (21, @n)) = log <W exp <_Z %)>

= —nlog(o) — Zn: M +C,

i=1

wobei die Konstante nicht von p und o abhéngt. Daher gilt

) S
%log (fu,a2($1, . >$n)) — Zu’

202
=1
0 n (zi —p)°
%log (fuﬁgz(ml,...,xn)) = —;+ 2 e
Ableitung Null setzen liefert
i = X = LS00 — ) = P2 0)
=X,, Omp = — i — = s, .

123,89 ML n 4 HML n

7.1.4 Bemerkung.

e Frage: Ist X ein Schitzer fiir den Erwartungswert? Warum verwenden wir X,, und
nicht )(Vl7

e Frage: Fallen Thnen neben s2(X) noch weitere Schitzer fiir die Varianz ein? Welche

Eigenschaften haben sie.

7.2 Testprobleme

Die folgende Definition sollte parallel zu den darauffolgenden Beispielen gelesen werden.
7.2.1 Definition. Sei X und (Py)yco ein statistisches Modell.

(i) Ein statistischer Test ist ein Schétzer fiir eine Funktion m : © — {0, 1}. Wir setzen
O =m 1({0}), ©; = m~'({1}) und fiihren folgende Begriffe ein:
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0 € ©q | Nullhypothese H
0 € ©; | Alternativhypothese H;
T =0 | Hy angenommen, H; verworfen
T =1 | H; angenommen, Hy verworfen
0 c Oy ANT =1 | Fehler 1. Art
€ ©, AT =0 | Fehler 2. Art

(ii) Der Test hat Signifikanzniveau (=Signifikanz, Niveau) a € [0, 1] falls

sup [T =1] < «
[USSH

—
Fehler 1. Art

und Teststirke (=Power, Sensitivitéat) 1 — (5 falls

sup Pp[T" = 0] < B.
0€O,

—_——
Fehler 2. Art

(iii) Der Test heifst unverfilscht falls

P,[T = 1] < inf P,[T = 1].
sup ol ]_elengl o ]

(iv) Fiir jedes a € [0,1] sei T,, ein Test zum Signifikanzniveau «, so dass T,, < T fiir

alle a < . Dann ist der p- Wert die Statistik

p = inf{a € [0,1]; T, = 1}.

7.2.2 Bemerkung.

e Frage: Wiinscht man sich kleines oder grofes Signifikanzniveau und kleine oder

grofke Teststarke, um die Hy zu widerlegen?

Signifikanz von 5% heikt, dass Hy in maximal 5% der Félle zu unrecht verworfen
wird. Salopp ausgedriickt: P[T = 1|Hy] < 5%.

Signifikanz von 5% heift nicht, dass in 95% der signifikanten Testergebnisse H; gilt;
in vielen Situationen sind es unter 60% (vgl. Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 10.) Salopp
ausgedriickt: P[Ho|T = 1] £ 5%.

Der p-Wert ist eine Statistik, also eine Funktionen des Datensatzes X. Er ist un-
ter relativ allgemeinen Voraussetzungen U ([0, 1])-verteilt unter Hy. Interpretation:
Wenn wir Daten mit niedrigem p-Wert extrem nennen, gibt es unter H, fiir jeden
Datensatz mit p-Wert A einen Anteil A\ von mindestens so extremen Daten.

Der Test 1,<, ist (bis auf Rundungsfehler) gleich T,. Genauer gesagt gilt, dass 1,<,
gleich der rechtsstetigen Modifikation limg,, T} von T, ist. Interpretation: fiir jeden
gegebenen p-Wert kann H, mit Signifikanzniveau p verworfen werden.

7.2.3 Beispiel (Einseitiger Test fiir den Parameter p der Binomialverteilung). Seien X

und (Pp)pep,1) wie in [Beispiel 7.1.2
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(i) Sei m = Layoq), ©0 = [0,1/2], ©1 = (1/2,1], a = 5%, n =100, Y = >_" | X; und
Ini-o = 58 das (1 — a)-Quantil von B(n,1/2). Dann ist

TOé = ]]'{Y>Qn,l—a}

ein Test von Hy : p € [0,1/2] gegen Hy : p € (1/2,1]. Der Test verwirft die
Nullhypothese falls Y > 58.

(ii) Bis auf Rundungsfehler hat der Test Signifikanzniveau 5% und Stérke 5%, weil
sup Py[T, = 1] = Py 5T, = 1] = 5%,
p<1/2

sup Py[To = 0] = Py o[T, = 0] = 95%.

p>1/2

(iii) Bis auf Rundungsfehler ist der Test unverfélscht, weil

sup P, [T, = 1] = 5% ~ inf P,[T, =1].

p<1/2 p>1/2

(iv) Sei F' die Verteilungsfunktion von B(n,1/2). Dann gilt

p=inf{a €(0,1;7, =1} = inf{a € [0,1;Y > ¢n1-a}
~infla e [0,1;F(Y)>1—-a}=1-F(Y).

Der p-Wert ist also, so wie die Tests (7, )ac[o,1], eine Statistik. Unter IP; /5 ist der p-
Wert uniform U([0, 1])-verteilt. Der Test T, verwirft die Nullhypothese genau dann
wenn p < .

7.2.4 Bemerkung.

e Normalapproximation des Binomialtests: Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
fiir groke n approximativ B(n,1/2) ~ nN(1/2,1/4) = N(n/2,n?/4). DemgemiR
kann in [Beispiel 7.2.3|das (1 — a)-Quantil von B(n,1/2) durch das (1 — «)-Quantil

von N(n/2,n%/4) approximiert werden.

7.2.5 Definition. Fiir jedes n € Ny ist die Student t-Verteilung t(n — 1) die Verteilung
der R-wertigen Zufallsvariable

Xy

sn(X)/v/n’
wobei Xi,...,X, ~ N(0,1) unabhingig identisch verteilt sind, X, = 13"  X; und
sn(X) = ;5 L (X = X0)?

n

7.2.6 Lemma. Sei n € Ny und seien Xi,..., X, ~ N(u,0?) unabhingig identisch
verteilt.

(i) Es gilt
Xn— N
sn(X)/V/n

(i) Im obigen Bruch sind Zdihler und Nenner unabhdngig.

t(n —1).

30



Beweis. Y, = (X; —u)/o ~ N(0,1) sind unabhéngig identisch verteilt und
Xo—p Y.
sn(X)/vVn sa(Y)/Vn

Die Zufallsvariablen X,,, X; — X,,, ..., X, — X,, sind unabhéingig, da sie normalver-
teilt und paarweise unkorreliert sind, wie man leicht nachrechnet.

~t(n—1).

]

7.2.7 Beispiel (Zweiseitiger Test fiir den Parameter p der Normalverteilung). Seien X

und (P, »2) ek 02€(0,00) Wie in [Beispiel 7.1.3]

(i) Seip* € R, m = Ip\(u+y, Oo = {p*}, ©1 = R\{i*}, o = 5%, n =100, Y = %
und t,_14/2 & —1.98 bzw. t,_11_q/2 = 1.98 das (a/2)-Quantil bzw. (1 — a/2)-
Quantil der Student t(n — 1)-Verteilung. Dann ist

T, = ]'{(Y<tn71,a/2)v(y>tn71,1704/2)}

ein Test von Hy : p = p* gegen Hy @ p # p*. Der Test verwirft die Nullhypothese
falls die Teststatistik Y auferhalb des Intervalls [—1.98,1.98] liegt.

(ii) Der Test hat Signifikanzniveau 5% und Stérke 5%, weil

sup P« ,2[T, = 1] = 5%, sup P, ,2[To = 0] = sup Py« ,2[T, = 0] = 95%.
02>0T/ uFp* ,o2>0 J2>OT
=5% =95%

Werte von u, die strikt von p* weg bleiben, werden mit gréfierer Starke erkannt.
(iii) Der Test ist unverfilscht, weil

sup ]P,u,,a2 [Ta = ” = 5% = inf PMUQ [Ta — 1]

p=p*,02>0 pFu*,02>0

(iv) Sei F' die Verteilungsfunktion von t(n — 1). Dann gilt

p=inf{a € [0,1}; T, =1} = inf{a € [0,1]; (Y < tp_1,02) V(Y > tn_11-a/2)}
=inf{a € [0,1]; (F(Y) <a/2) V(F(Y)>1—-a/2)}
=inf{la € [0,1;|F(Y)—-1/2|>1/2 —a/2} =1 -2|F(Y) — 1/2|.
Der p-Wert ist also, so wie die Tests (7% )ac,1], eine Statistik. Unter Hy ist der p-

Wert uniform U([0, 1])-verteilt. Der Test T, verwirft die Nullhypothese genau dann
wenn p < a.

7.2.8 Bemerkung. Bei groken Datensiitzen ist die empirische Varianz s?(X) sehr na-
he an der wahren Varianz ¢%. Demgemif kann die Verteilung t(n — 1) dann durch die
Normalverteilung N (0, 1) approximiert werden.

7.2.9 Definition. Fiir allen;,ny € Nund k € {0, ...,n;} sei hyp(k, ny,ns) die Verteilung
der ersten Koordinate von Hyp(k,ni,ns), das heift, die Verteilung auf {0,...,n;} mit

Zahldichte . .
(ki) (n1 +n;—k’1)

(")
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7.2.10 Bemerkung. Interpretation: hyp(k,ny,ns) ist die Verteilung der Anzahl wei-
Ker Kugeln in einer ungeordneten Stichprobe ohne Zuriicklegen der Gréfse k& aus einer
Grundmenge von ny; weifen und n, schwarzen Kugeln.

7.2.11 Lemma. Seien X wund Y wunabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, sei
n € Nyg, und sei (X1,Y1),...,(X,,Y,) eine Stz’chpmbcﬂ von (X,Y). Dann ist in der
Kontingenztabelle

Anzahl | Y =0 Y=1 Gesamt

n n n

X=0|> (1-X)1-Y) > (1-X)Yi| > (1-X,)
X =1 zn:Xz‘(l—Yi) Xn:Xz‘Yi zn:Xz‘
Gesamt 2":(1 -Y) zn:Y;

=1

die bedingte Verteilung von Y . | X;Y; gegeben > ¢ | X; und > | 'Y; gleich

hyp <Z XD Vi) (1= m) -

i=1

Beweis. Sei k,ny € {0,...,n}, ky €{0,...,k}, ko =k — k; und ny = n — ny. Dann gilt
n n n k n n
Plzxmzkl ZXizk,ZYFm] =P|Y Yi=k|) Xi=k) Yi=m
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
B[S 3oy
n i — fvy i =M O
& 1= P

7.2.12 Beispiel (Zweiseitiger Test fiir die Unabhéngigkeit von Merkmalen). Sei © die
Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {0, 1} x {0, 1}, sei n = 100, und fiir jedes
0 € O sei Py die Verteilung einer Stichprobe (X1,Y7),...,(X,,Y,) von (X,Y) ~ 6.

=P

(i) Sei O die Menge aller § € © so dass X L Y unter 0, sei ©; = ©\O, sei m = 1g,,
sei Z = | X;Y;, sel a = 5%, und sei hy /o bzw. hy_q /2 das (a/2) bzw. (1 —a/2)-
Quantil der hypergeometrischen Verteilung

hyp (Z Xi,in,fj(l - m) . (1)

i=1
Dann ist

To = L(Z<happ)v(y>hi o)}
ein Test von Hy : X L Y gegen H; : X L Y.

(ii) Der Test hat (bis auf Rundungsfehler) Signifikanzniveau 5% weil

sup Py[T,, = 1] = 5%.
0600 "
~5%

!Das heifit, (X;,Y;) sind unabhingig und haben die gleiche Verteilung wie (X,Y).
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(iii) Der Test ist unverfilscht (ohne Beweis).

(iv) Sei F die Verteilungsfunktion von [(1)] Dann zeigt die gleiche Rechnung wie in
[Beispiel 7.2.7}|(iv)| dass

p=1-=2|F(Z)—-1/2| ~U([0,1]).

Der Test T,, verwirft die Nullhypothese genau dann, wenn p < .
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