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1 Einleitung und Wiederholung

In diesem Kapitel wiederholen wir kurz einige grundlegende Begriffe und Resultate aus dem
1. Teil der Stochastikvorlesung. Das Kapitel wird im Laufe der Vorlesung nach und nach ergénzt,
wenn wir auf Resultate verweisen wollen, die schon bekannt sind.

Im Folgenden ist (2 stets eine nichtleere Menge, genannt Grundraum. Diese Menge enthalt alle
moglichen Ausginge der betrachteten Zufallsexperimente.

1.1 Mengenoperationen und Notation
In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begriffe und Notation aus der Mengenlehre. Im

Folgenden ist (2 stets eine nichtleere Menge.

Die Potenzmenge von 2 ist als die Menge aller Teilmengen von € definiert und wird mit P(£2)
bezeichnet. Also ist

P(Q):={A: AcC Q). (1.1)

Mit A N B, A U B bezeichnen wir wie tiblich den Durchschnitt bzw. die Vereinigung der
Mengen A und B. Fir A C 2 bezeichnen wir mit A° = Q\ A = {w € Q : w & A}

das Komplement von A in 2. Die symmetrische Differenz der Mengen A und B ist definiert

durch

AAB = (A\ B)U(B\ A). (1.2)
Oft ist es niitzlich Vereinigungen von Mengen als Vereinigungen von disjunkten Mengen darzu-
stellen. Wie das geht, zeigt das folgende Resultat.

Proposition 1.1 (Disjunkte Vereinigungen). Es sei A1, Ag, ... eine Folge von Teilmengen von §)
und A = J,, Ay,. Dann sind die Mengen

n—1

By = A1, By = A3\ By,...,By = A\ | By, ...
k=1

paarweise disjunkt und es gilt A = |J,, Bn.

Beweis. Ubung! O
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Auch sehr niitzlich (insbesondere beim Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten) sind die De Morgan-
schen Regeln: Fur (A;)icr, A; C € mit einer beliebigen Indexmenge (abzéhlbarﬂ oder iiberab-
zéhlbar) gilt

(Ua) =N4s wd (Na) =Jas. (13)

i€l iel i€l i€l
1.2 Wahrscheinlichkeitsraum

Definition 1.2. Das Tripple (€2, A, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum, falls gilt:
1. Aist eine o-Algebra, d.h. A C P(2) (= Potenzmenge von €2) mit
(i) Qe A
(i) Aec A = A€ A,
(i) A1, As,...€e A = U4 € A
2. P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, d.h. P : A — [0, 1] mit
i) P(©) =1,
(i) Ay, Ag,--- € A paarweise disjunkt, dann P(U;4;) = > . P(4;).
Die Nichtnegativitat des Wahrscheinlichkeitsmafies zusammen mit der Normiertheit (2.(i))

und mit der o-Additivitat (2.(ii)) sind die Kolmogorovschen Axiome fiir Wahrscheinlichkeits-
mafle.

Das Wahrscheinlichkeitsmaf} P ist eine Mengenfunktion, die jeder Menge A € A eine Wahr-
scheinlichkeit, also einen Wert P(A) € [0, 1] zuordnet. Typischerweise reicht es P auf einer
Teilmenge von A zu kennen um es vollstandig zu beschreiben. Unter anderem dadurch sind
Verteilungsfunktionen so wichtig.

Elemente von A heiflen Ereignisse. Es gibt viele anderen Mdoglichkeiten (statt 1.(i)-(iii)) o-
Algebren zu definieren. Einige davon kann man sich sehr leicht mit Hilfe von elementaren
Mengenoperationen iiberlegen.

Aus der Definition von Wahrschenlichkeitsrdumen und insbesondere aus den Kolmogorovschen
Axiomen ergeben sich leicht einige Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsmafle.

Satz 1.3. Es gilt
(i) P(0) =0,
(i) P(A1 U Ag) = P(A41) + P(Az) — P(A; N Ag),
(iii) P(A1 U Ag) < P(A1) + P(A2),
(iv) P(Ay U Ag) = P(A1) + P(Ay) wenn Ay und Ay disjunkt sind,

Ohne eine besondere Hervorhebung meinen wir mit “abzahlbar” immer “endlich” oder “abzihlbar unendlich”
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(v) P(A°) =1-P(A),
(vi) P(A1) < P(AQ) falls Ay C As.

Beweis. Stochastik, Teil 1, bzw. Ubung. O

Das nichste Resultat ist eine Verallgemeinerung von (ii) im obigen Satz.

Satz 1.4 (Einschluss-Ausschluss Formel). Fiir Ay, ..., A, € A gilt (mit [n] = {1,...,n})

n

PUP4;) =Y (-DFT Y P4, N N4y,

k=1 {i1,.ik}C[n]

Beweis. Stochastik, Teil 1, bzw. Ubung. O

1.3 Laplace Modelle

Zufallsexperimente mit endlich vielen méglichen Ausgédngen, die alle dieselbe Wahrscheinlich-
keit haben werden als Laplace’sche Zufallsexperimente bezeichnet. Die einfachsten Beispiele
sind fairer Miinzwurf und faires Wiirfeln. Man spricht dann von Gleichverteilung auf der
Grundmenge.

Sei Q) endlich und sei A = P(1). Insbesondere enthilt A4 alle Elementarereignisse die w € €2
(wir identifizieren hier w mit der Menge {w}).

Da alle Ausgange dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, muss natiirlich

P(w) = fiir alle w € €,

1
€
gelten, wobei | A| die Anzahl der Elemente der Menge A ist. Dadurch ist P natiirlich vollstandig
charakterisiert, denn fiir alle fir alle A € A ist dann notwendigerweise

Al
P(A) = .
]
Die Wahrscheinlichkeit von A ist also ein Quotient aus der Anzahl giinstiger Falle (Elemente in
A) und der Anzahl moglicher Fille (Elemente in €2). Kombinatorik ist ein wichtiges Hilfsmittel
zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten in Laplace Modellen.
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1.4 Allgemeine diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Sei ) abzdhlbar und sei A = P(2). Durch die Angabe der Wahrscheinlichkeitsgewichte
P(w) = P({w}) € [0, 1] fiir alle Elementarereignisse w € € ist P vollstindig beschrieben, denn
es ist

P(A)=) Pw), AcA
wEA

Es muss natirlich P(Q2) = 1 gelten!

1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.5. Seien A, B € A und P(B) > 0. Dann heifit
P(AN B)
P(A|B)= ——-—-
(A18) =5
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Esistleicht zu sehen, dass P( - | B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, A) istmit P(A | B) =0
firalle A € Amit AN B = 0.
Gilt P(A),P(B) > 0 dann folgt (,einfache Bayes-Formel*)
P(B|A)_P(BHA)_P(AQB)P(B P(A| B)P(B)
- P4  P(B) PA P(A)

Satz 1.6 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (B;);cs eine disjunkte Zerlegung von Q.
Dann gilt fiiralle A € A

) _
)

P(A)= ) P(A|B)P(By).
i€:P(B;)>0

Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Satz 1.7 (Satz von Bayes). Sei (B;)c eine disjunkte Zerlegung von Q und A € A mitP(A) > 0,
dann gilt

_ P(B)P(A|By)
P(B; | A) = ZjeIP(A | Bj)P(Bj)

Dabei setzen wir hier P(A | Bj) = 0 (beliebiger anderer Wert wire auch moglich) fiir B; mit
P(B;) = 0.
Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Ubung 1.8. Beweisen oder widerlegen Sie die Gleichungen
(a) P(B|A)+P(B|A°) =1 (b) P(B|A)+P(B°|A) =1 (c) P(B|A)+ P(B°A°) =1.

Dabei haben die Ereignisse, auf die bedingt wird, jeweils positive Wahrscheinlichkeit.
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1.6 Unabhangigkeit

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.9. Eine Familie von Ereignissen (A;);cr heif8t unabhdingig wenn fiir alle endlichen
J C I gilt

P(NicsAs) = [ [ P(A).

e

Das ,alle endlichen® in der Definition oben wichtig! Man kann Beispiele mit {4, A2, A3}
konstruieren mit
3
paarweise Unabhdngigkeit Z P(N,4;) = HP(AZ-).
i=1

Sind A und B unabhéngig und gilt P(A), P(B) > 0, dann folgt
P(A|B)=P(A) und P(B|A)=P(B).
Ubung 1.10. (i) Das Ereignis A sei unabhdngig von sich selbst. Zeigen Sie, dass dann P(A) €
{0,1} gilt.

(ii) Die Ereignisse A und B seien unabhdngig und es gelte A C B. Zeigen Sie, dass dann P(A) =
0 oder P(B) = 1 gelten muss.

(iii) Es sei ein Ereignis A mit P(A) € {0,1} gegeben. Zeigen Sie, dass A und ein beliebiges
Ereignis B unabhdngig sind.

1.7 Zufallsvariablen

Definition 1.11 (Zufallsvariablen und Zufallsvektoren). Eine Abbildung X : 2 — R mit
X Ya,b]) = {weQ: X(w) €a,b]} € A, firallea,bc R
heifit Zufallsvariable.

Ist X = (Xy,...,X,) wobei Xi,...,X, Zufallsvariablen sind, dann nennen wir X Zufalls-
vektor.

Bemerkung 1.12. « Statt [a, b] hitte man in Definition der Zufallsvariablen auch (a, b],
(—00, al, alle offenen Mengen, alle abgeschlossenen Mengen und viele anderen Mengen-
klassen fordern kénnen.

« Zufallsvariablen sind messbare Abbildungen, hier messbar beztiglich der Borel-o-Algebra
auf R, Bezeichnung B(IR), oder einfach B. Jedes Urbild einer Borel-Menge ist ein Ele-
ment der o-Algebra A. Mengen der Form X ~'(B), B € B kann auf (Q, A, P) also die
Wahrscheinlichkeit P(X ~!(B)) = P(X € B) zugeordnet werden.
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Definition 1.13. Ist X eine Zufallsvariable, so heifit /' : R — [0, 1] definiert durch
Fz)=P(X <z), z€eR
die Verteilungsfunktion von X. Das auf B definierte Wahrscheinlichkeitsmafy
Px(B)=P(X € B), BebB

heif3t Verteilung von X. Ist p = P x so schreiben wir X ~ p und sagen, dass X nach p verteilt
ist.

Ist X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor, dann heif3t
P(X;€Ay,..., X, €A

die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X,,. Die Verteilung P x, der einzelnen Komponenten
X; heifit Randverteilung.

Bemerkung 1.14.
(i) Verteilungsfunktionen sind monoton, rechststetig, und es gilt

lim F(z)=0, und liﬁ\m F(z) =1.

T—r—00

(if) Verteilungsfunktion von X bestimmt die Verteilung von X eindeutig! (— Maf3theorie).
Das Wahrscheinlichkeitsmafl Py ist durch seine Werte auf den Mengen der Form (—o0, a,
a € R, eindeutig festgelegt.

(iii) Istdie gemeinsame Verteilung von X7, ..., X,, bekannt, so bekommt die Randverteilungen
durch

P(X;eB)=P(X; € B, Xy eR,k#1i) 1€{l,...,n}.

Durch die gemeinsame Verteilung sind also die Randverteilung festgelegt. Umgekehrt ist
es nicht der Fall. Ohne weitere einschrinkende Voraussetzungen (wie z.B. Unabhangigkeit)
bestimmen die Randverteilungen nicht die gemeinsame Verteilung.

Beispiel 1.15. (Einige wichtige diskrete Verteilungen)
(i) Ist P(X =¢) = 1 furein ¢ € R, dann ist Py = ¢, das Dirac-Maf} in c.

() Ist X : Q@ - {0,1},p € [0,1]]und P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 — p, dann heifit Px
Bernoulli-Verteilung mit Parameter p und wird mit Ber,, bezeichnet. Formal ist

Ber, = (1 — p)do + pds.

(iii) Seienn € Nundp € [0,1]. Ist X : Q — {0,...,n} mit
_ _ (T & n—k
P(X =Fk) = <k>p (1—=p)"%,

dann ist Px =: Bin,, ; die Binomialverteilung mit Parametern n und p. Die Zufallsvaria-
ble X kann man als Anzahl von Erfolgen bei n unabhangigen Bernoulli Experimenten
interpretieren.
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(iv) Seip € (0,1]. Ist X : Q — N mit
P(X =k)=p(1-p)*', k€N,

dann ist Py =: Geo,, die geometrische Verteilung mit Parameter p. Die Zufallsvariable X
kann man als die Wartezeit bis zum ersten ,Erfolg“ bei unabhéingigen Bernoulli Zufallsex-
perimenten auffassen.

(v) Sei A € [0,00). Ist X : @ — N mit

A'I’L
P(X=n)= e_)‘ﬁ, n € Ny,

dann heifit Px =: Poiy die Poisson-Verteilung mit Parameter .

(vi) Seienn, N,M € N.Ist X : Q — {0,...,n} mit
M\ (N-M

(Ge) Gk )

()

n

dann ist Px =: Hyp,,. y s die hypergeometrische Verteilung mit Parametern n, N und
M. Die Zufallsvariable X kann wie folgt interpretieren: In einer Urne seien /N Kugeln

enthalten wovon M markiert sind. Es werden n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Dann
gibt X die Anzahl der markierten Kugeln, die dabei gezogen werden.

P(X =k) =

1.8 (Absolut) Stetige Zufallsvariablen

Definition 1.16. Eine Zufallsvariable X : Q@ — R heift absolut stetig, falls es eine Funktion
f:R — [0,00), genannt Dichte von X, gibt mit

b
/ flx)dr =1 und F(b)=P(X <b)= / f(z)dz, furalleb € R. (1.4)
R —00

Eine Dichte bestimmt eindeutig die Verteilungsfunktion und damit auch die Verteilung einer
Zufallsvariablen. Fiir allgemeine Mengen A € B ist

P(X e A) = / f(z)dz.
A
Auflerdem gilt
P(X=a)=0 firalleaeR

und

b
P(angb):P(a<X<b):/f(ac)dx furallea <b,a,b € R.
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Beispiel 1.17. (Einige wichtige stetige Verteilungen)

(i) Seien a,b € R mit a < b. Die Gleicheverteilung auf [a, ] ist eine Verteilung auf R mit
Dichte

1

fa) = —

]l[a,b] (.%') (1.5)

Wir schreiben U, ) fur die Verteilung. Die zugehorige Verteilungsfunktion hat die Form

. 0 rx < a,
F(l‘)Z/ fy)dy =2 :a<az<b, (1.6)
- 1 cx > b,

(ii) Sei A > 0. Die Exponentialverteilung mit Parameter X ist eine Verteilung auf R mit Dichte

F(@) = L0y (2) e

Wir bezeichnen die Exponentialverteilung mit Exp,. Die zugehéorige Verteilungsfunktion
hat die Form

<0,

z 0
Fo) = [ fwy- {1_e—m o (17)

(iii) Fir p € R und o > 0 besitzt die Normalverteilung mit Parametern ;1 und o die Dichte

_ 1 (x — p)?
f(x) - WQXP{ 9202 }
Wir bezeichnen die Normalverteilung mit V,, ,2. Die Verteilungsfunktion kann ,nur® als
Integral Fi(z) = [*_ f(y)dy angegeben werden. Im Fall 1 = 0 und 02 = 1 wird sie

ublicherweise mit ®(z) = \/% ffoo e V)2 dy bezeichnet. Werte von ¢ kann man in
Tabellen nachschlagen (die insbesondere bei ,dlteren” Biichern zu Stochastik und Statistik
typischerweise im Anhang enthalten waren). In (den meisten) modernen Softwarepaketen
ist die Verteilungsfunktion ® implementiert.

Bemerkung 1.18 (Berechnung von Dichten durch Ableiten von Verteilungsfunktionen). Durch
ist eine Dichte nicht eindeutig bestimmt. Man kann eine Dichte f z.B. in einem Punkt (und
sogar in abzihlbar vielen Punkten) verandern ohne das Integral von f und insbesondere die
Verteilungsfunktion F' zu verdndern.

Dort wo die Verteilungsfunktion F' differenzierbar ist kann man eine Dichte f durch Ableiten
von F' bestimmen. In den Punkten wo F' nicht differenzierbar ist kann man f beliebig wihlen
ohne, dass die Beziehung (1.4) gestort wird.

Zum Beispiel ist die Verteilungsfunktion F'(x) = 7=21(44)(2) + L,o0) () der Gleichverteilung
auf [a, b] in den Punkten a und b nicht differenzierbar. In diesen Punkten kénnte man die Dichte

f aus (1.5) beliebig setzen.
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Analog zu eindimensionalen Dichten kann man auch Dichten fiir Zufallsvektoren definieren.
Man muss dann nur mit Mehrfachintegralen rechnen.

Definition 1.19 (Multivariate Dichten). Es sei X = (X1,...,X,,) ein R"-wertiger Zufallsvek-

tor und sei f : R" — R eine nichtnegative integrierbare Funktion mit

/ f(ala---yan)dal...da,n:]“
R”

Gilt fiir alle A € B(R")

P(XEA):/---/Af(al,...,an)dal...dan,

dann nennt man f die Dichte von X.

Beispiel 1.20 (Multivariate Normalverteilung). Es sei 4 € R und sei X eine positiv definite
n X n Matrix. Dann ist f definiert durch

F(t) = det(27%) /2 exp{—%(t “WTE (=) b= () €RT

die Dichte der multivariaten Normalverteilung mit Parametern y und .

1.9 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Definition 1.21 (Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen). Der Erwartungswert einer dis-
kreten Zufallsvariablen X mit Werten in S ist definiert durch

E[X] =) aP(X =a),

a€sS

sofern die Summe wohldefiniert ist (00 sind als Werte zugelassen).

Lemma 1.22 (Transformation von Erwartungswerten). Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit
P(X € §) = 1lundh : S — R. Dann ist h(X) eine diskrete Zufallsvariable und fiir den
Erwartungswert gilt (sofern wohldefiniert)

E[h(X)] =) h(a) P(X =a).

a€sS

Beweis. Stochastik, Teil 1. ]

Das folgende Resultat behandelt eine alternative Darstellung des Erwartungswertes nichtnega-
tiver ganzzahliger Zufallsvariablen, die oft niitzlich ist. Wie Abbildung|1.1]zeigt, kann man den
Erwartungswert als Flacheninhalt interpretieren. Definition des Erwartungswertes und
Satz sind zwei Moglichkeiten den Flacheninhalt der grauen Flache zu berechnen. Entspre-
chendes Resultat gilt auch fiir nichtnegative Zufallsvariablen mit Dichten (siehe Satz und
kann noch weiter verallgemeinert werden (siche Ubung|1.27).
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F(x)

1

Po + p1 + P2 + P3-
Po + p1 + P2+

Po + P1

Po

Abbildung 1.1: Erwartungswert nichtnegativer ganzzahliger Zufallsvariablen als Flicheninhalt.
Blaue Kurve zeigt die Verteilungsfunktion F'.

Satz 1.23. Ist X eine Ng-wertige Zufallsvariable, so gilt
oo
=Y P(X >n). (1.8)

Beweis. Wir setzen py, := P(X = k), k € Ny. Es gilt

oo k-1
Zkﬁ Pk—ZZPk—Z Z pk—ZPX>n
k=1n=0 n=0 k=n+1

O

Definition 1.24 (Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen). Der Erwartungswert einer stetiger
Zufallsvariablen X mit Dichte f ist gegeben durch

E[X] = /]Rxf(:c) dz

sofern das Integral wohldefiniert ist (00 sind als Werte zugelassen).

Lemma 1.25 (Transformation von Erwartungswerten). Sei X eine stetige Zufallsvariable mit
P(X € S) =1undh : S — R. Dann gilt fur den Erwartungswert von h(X) (sofern wohldefi-

niert)
_ / hz)f(x) dz
R
Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Das folgende Resultat ist das Analogon von Satz fir nichtnegative Zufallsvariablen mit
Dichten.
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Satz 1.26. Ist X eine nichtnegative Zufallsvariable mit Dichte f und Verteilungsfunktion F', so
gilt

mxy:Amu—F@mdm (1.9)

Beweis. Es gilt

E[X]:/():a;f(x)dx:/(]Oo/omf(a:)dydac:/Ooo/yoof(m)da:dy

- / (1- F(y))dy.

0
O

Ubung 1.27. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte f und Verteilungsfunktion F,
dann gilt

MM:AﬂLJ%mM—KLH@M.

Lemma 1.28 (Rechnen mit Erwartungswerten).
(i) Linearitit: E[aX + bY] = a E[X] 4+ bE[Y]
(ii) Positivitdt: Sei X > 0 dann gilt

(a) E[X] >0,
(b) E[X] = 0 genau dann, wenn P(X =0) = 1.

(iii) Monotonie: Ist X <Y, dann gilt E[X] < E[Y].

Beweis. Stochastik, Teil 1, bzw. Ubung. O

Bemerkung 1.29. Wenn eine Zufallsvariable X nichtnegativ ist, so ist E[X] stets definiert,
wobei +00 moglich ist. Nimmt die Zufallsvariable sowohl positive als auch negative Werte
an, dann betrachten wir die Zerlegung X = X+ — X~ in Positivteil X ™ = max(X, 0) und
Negativteil X~ = —min(X,0) = (—X)". Der Erwartungswert von X ist definiert sofern
min(E[X "], E[X~]) < co und es gilt

E[X] =E[XT] -E[X].

Definition 1.30 (Varianz, Kovarianz, Korrelation). Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist
definiert durch (Wohldefiniertheit vorausgesetzt)

Var[X] := E[(X — E[X])?.
Die Kovarianz von Zufallsvariablen X und Y ist definiert durch

Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])],
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insbesondere ist Var[X] = Cov[X, X].

Sind X und Y Zufallsvariablen mit endlichen positiven und Varianzen dann ist ihr Korrelati-
onskoeffizient definiert durch

Cov[X,Y]

pry = /Var[X] Var[Y]

Mit der Linearitat des Erwartungswertes ergeben sich folgende Formeln fiir die Varianz und

Kovarianz
Var[X] = E[X?] — (E[X])? und Cov[X,Y]=E[XY] - E[X]E[Y].

Damit lassen sich Varianz und Kovarianz hiufig leichter berechnen. Fiir den Korrelationsko-
effizienten gilt stets —1 < pxy < 1. Das folgt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung; siehe
und insbesondere (2.2). Ist Cov[X, Y] = 0 und damit auch px y = 0, so sagt man, dass die
Zufallsvariablen X und Y unkorreliert sind.

Lemma 1.31 (Eigenschaften der Varianz). Es gilt
(i) Var[aX + b] = a? Var[X],
(ii) Var[X] >0,
(iii) Var[X] = 0 gilt genau dann, wenn P(X = E[X]) =1,
(iv) Var[Xq + -+ X, ] = 370 Var[X;] + 23, Cov[X;, Xj],
(v) Sind die Zufallsvariablen X1, . .., X,, paarweise unkorreliert, dann gilt

Var[X1 + -+ Xn] = Z?:l Var[Xz]

Beweis. Stochastik, Teil 1, bzw. Ubung. O

Lemma 1.32 (Eigenschaften der Kovarianz). Es gilt
(i) Cov[X,Y] = Cov[Y, X],
(ii) Cov[a1X1 + a9 Xs, Y] = ay COV[Xl, Y] ) COV[XQ, Y]

Beweis. Stochastik, Teil 1, bzw. Ubung. ]
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1.10 Unabhiangige Zufallsvariablen

Definition 1.33. Zufallsvariablen X7, ..., X, heiflen (stochastisch) unabhdngig falls alle Er-
eignisse {X; € A;}, A; € B die Produktform

P(Xl €A1,.‘.,XnEAn) :P(Xl EAl)P(Xn EAn>
haben.

Bemerkung 1.34. 1. Ist die Familie X1, ..., X, unabhéngig, dann ist jede Teilfamilie un-
abhingig.

2. Ist die Familie X1, ..., X, unabhingig, dann auch die Familie h1(X1), ..., hy(X,,) (fur
sinnvolle Funktionen h1, ..., hy).

Satz 1.35 (Erwartungswert und Kovarianz unabhingiger Zufallsvariablen). Seien X und X»
unabhdngige Zufallsvariablen mit Wertebereichen S1 und Sy und seien hy und ho reellwertige
Funktionen auf S1 bzw. So. Wenn h1(X1) und ha(X2) endliche Erwartungswerte haben, dann
gilt

E[h1(X1)ha(X2)] = E[h1(X1)] E[h2(X2)].
Mit hi1(X1) = X1 — E[X1] und ha(X2) = X9 — E[X3] folgt Cov[X1, Xo] = 0. Insbesondere
sind unabhdngige Zufallsvariablen unkorreliert.

Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Mit Lemmall.31v) folgt fiir unabhéngige Zufallsvariablen X, . .., X,

Var[Xy + -+ + Xp] = ) _ Var[X].
=1

Bei den folgenden Resultaten unterscheiden wir die Falle diskreter und stetiger Zufallsva-
riablen und geben jeweils eine Charakterisierung der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen
an.

Satz 1.36 (Produktform der Wahrscheinlichkeitsgewichte im diskreten Fall). Seien X1, ..., X,
diskrete Zufallsvariablen mit Wertenin Sy, . . ., S, und seien i1, . . ., o, Verteilungen auf'S1, ..., Sy.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Familie X1, ..., X, ist unabhdngig und es gilt X; ~ p;, i =1,...,n.
(ii) Es gilt
P(Xy=a1,...,Xn=ayn) = pular) - play)

firallea; € Sy,...,a, € Sy.



1.10 Unabhdngige Zufallsvariablen 15

Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Satz 1.37 (Produktform multivariater Dichten). Seien X, ..., X,, reellwertige Zufallsvariablen
und f1,..., fn nichtnegative integrierbare Funktionen auf R mit Integral 1. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) Die Familie X1, ..., X, ist unabhdngig und X; hat die Dichte f;,i =1,...,n.

(ii) Die gemeinsame Dichte von (X1, ..., X,,) ist
flat,...,an) = fi(ar) - fu(an), (ai,...,a,) € R"™.

Beweis. Stochastik, Teil 1. ]



2 Gesetze der grofien Zahlen

In diesem Kapitel diskutieren wir das schwache und das starke Gesetz der groflen Zahlen.
Diese Gesetze gehoren zu den wichtigsten Grenzwertsatzen in der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und machen unter Anderem die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als Frequenzen
bei unabhingigen Versuchen mathematisch rigoros: Sei A ein Ereignis mit P(4) = p. Wir
wiederholen ein Versuch unabhingig bei dem wir A als ,Erfolg® interpretieren und wir set-
zen

Xn = ]l{A tritt ein beim n-ten Versuch} -

Dann konvergiert die durchschnittliche Anzahl der Erfolge (also die Frequenz von Ausgéngen des
Experiments in A) in Wahrscheinlichkeit und fast sicher gegen p.

2.1 Wichtige Ungleichungen

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige wichtige Ungleichungen, die uns spéter dabei helfen
werden Beziehungen zwischen unterschiedlichen Konvergenzarten zu verstehen.

Satz 2.1 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Fiir reellwertige Zufallsvariablen X undY mit endli-
chen zweiten Momenten E[X 2] und E[Y?] gilt

(E[XY])* < (E[IXY]))* < E[X?] E[Y?]. (2.1)
Beweis. Stochastik, Teil 1 (oder Analysis bzw. Lineare Algebra). O

Wendet man die Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die Zufallsvariablen X —E[X]|und Y —E[Y]
an, so folgt sofort

(Cov[X,Y])? < Var[X] Var[Y]. (2.2)

Satz 2.2 (Allgemeine Markov Ungleichung). Ist X eine Zufallsvariable und h : R — (0, 00)
eine monoton wachsende Funktion, dann gilt fiir jedes x € R
BIR(X)]

P(sz)gw

(2.3)

Beweis. Fiir alle x € R gilt

E[h(X)] = E[M(X)1ix>0y] = h(@) E[l{x>0)] = h(z) P(X = 2).
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Im néchsten Resultat stellen wir zwei Versionen von (2.3) vor.

Korollar 2.3. Fiir alle x > 0 gilt

E[| X"
P(|X|>x) < er’ ], r>0 (Markov Ungleichung) (2.4)
und
Var| X
P(|X —E[X]| > z) < a;£ ] (Chebyshev Ungleichung). (2.5)

|z|" an. Fiir

Beweis. Fiir wende die allgemeine Markov Ungleichung mit h(z) =
| mit = 2 an. O

wende die Markov Ungleichung auf die Zufallsvariable X — E[X

Natiirlich sind die Ungleichungen (2.3), und nur dann niitzlich, wenn die betreffenden
Momente auf der rechten Seite jeweils endlich sind und berechnet oder abgeschitzt werden koén-
nen. Die Starke der Ungleichungen liegt in ihrer Universalitat. Dafiir liefern sie typischerweise
nur grobe Abschitzungen.

Beispiel 2.4. Fir X ~ N gilt

Var[X]
4

1
P(—2< X <2)=1-P(X|>2)>1- =1- =07

Tatsachlich ist aber P(—2 < X < 2) ~ 0.95.

Nach Definition ist die Varianz einer Zufallsvariable nichtnegativ und mit der Darstellung
Var[X] = E[X?] — (E[X])? folgt E[X?] > (E[X])2. Die Ungleichung kénnten wir auch mit
der Cauchy-Schwarz Ungleichung (setze dort Y = 1), aber auch mit der folgenden Jensen
Ungleichung bekommen.

Satz 2.5 (Jensen-Ungleichung). Ist h : I — R eine konvexe Funktion und ist P(X € I) = 1 und
existieren die Erwartungswerte von X und h(X), dann gilt

h(E[X]) < E[R(X)]. (2.6)
Insbesondere gilt
[BX]| <E[X|] und (E[X])* <E[X?].
Beweis. Tangenten konvexer Funktionen liegen unterhalb des Funktionsgraphen. Fiir jedes
xo € I gibt es also ein a(xo) mit
h(z) > h(zo) + (z — zg)a(xo), = € I. (2.7)
Wenden wir diese Ungleichung auf = X und xzy = E[X] an, so folgt
B(X) = h(E[X]) + (X — BIX])a(B[X]).

Die Behauptung folgt wenn wir auf beiden Seite dieser Ungleichung den Erwartungswert neh-
men. O
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Natiirlich liefert die Jensen-Ungleichung auch eine Abschétzung fiir konkave Funktionen. Ist
namlich h konkav, so ist —h konvex und nach Anwendung der Jensen-Ungleichung auf —h
folgt

h(E[X]) > E[h(X)]. (2.8)
Damit ist fiir positive Zufallsvariablen (sofern die fraglichen Erwartungswerte existieren):

(E[X])™' <E[X7'] und logE[X]> E[log X].

2.2 Konvergenzarten

Definition 2.6 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, fast sicher und im p-ten Mittel).

(i) Die Folge (X,,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch gegen X, wir schreiben
P .. .
X, — X, wenn fir alle e > 0 gilt

n—oo

P(|X, — X| > &) =% 0. (2.9)

(ii) Die Folge (X,,) konvergiert fast sicher gegen X, wir schreiben X, Loy x , wenn es eine
Menge N C Q, N € Amit P(N) = 0 gibt, sodass

Xp(w) 2 X(w), firallew ¢ N. (2.10)

(iii) Seien X, X1, Xo,--- € LP firp > 0, dh. E[|X|P] < co. Die Folge (X,,) konvergiert in L”
P
oder im p-ten Mittel gegen X, wir schreiben X, L, X, wenn

E[| X, — X[P] 2== 0. (2.11)
Bemerkung 2.7 (unendliche Folgen von Zufallsvariablen und betreffende Ereignisse). Immer
dann wenn wir von einer unendlichen Folge von Zufallsvariablen sprechen, die méglicherweise
auch noch unabhingig sein sollen setzen wir eigentlich voraus, dass es Wahrscheinlichkeitsrau-
me (2, A, P) gibt, auf denen wir solche Folgen definieren kénnen, was von vornherein nicht
klar ist. Resultate, die es garantieren werden in den weiterfithrenden Wahrscheinlichkeitstheo-
rievorlesungen bewiesen.

Gehen wir von Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraumes (2, A, P) auf dem wir X, X1, X, . ..
gemeinsam definieren kénnen, dann ist eine andere Moglichkeit fast sichere Konvergenz von
X, gegen X zu definieren zu fordern
P(lim X, =X)=1.
n—oo
Das setzt wiederum voraus, dass wir Ereignissen der Form {lim,, ., X,, = X} eine Wahr-

scheinlichkeit zuordnen konnen. Dafiir miissen sie Elemente von A sein, was auch nicht von
vornherein klar ist. Auch das wird in den weiterfithrenden Vorlesungen gezeigt.
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Lemma 2.8 (Stochastische Konvergenz von Summen). Seien X, X1, Xs,... undY,Y7,Ya, ...
Zufallsvariablen mit X, 3) X undY, 3) Y, dann gilt auch X,, +Y, 3) X+Y.

Beweis. Fir alle ¢ > 0 gilt

P(|X, +Y, — (X +Y)| >¢) < P(|Xn — X| + |V, — V| >¢)
P(|X, — X| > ¢/2 oder |V, — Y| > ¢/2)

< P(1 X — X| = £/2) + P([Ya — Y| 2 £/2)

<
<

22550,
O
Satz 2.9. Konvergenz in L? impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Beweis. Mit Markov-Ungleichung gilt fir jedese > 0
P(|X, — X|>¢) < e PE[X, — X]P] === 0.
O
Satz 2.10. Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Beweis. Stochastik, Teil 1. ]

Die Umkehrungen in den Séatzen [2.9|und gelten ohne weitere Voraussetzungen nicht. Eine
teilweise Umkehrung der Aussage von Satz liefert das folgende Resultat.

Satz 2.11. Gilt X, L X, so existiert eine Teilfolge X, ;, fast sicher gegen X konvergiert.

Beweis. Stochastik, Teil 1. O

Satz 2.12 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei (Aj,)n,eN eine Folge von Ereignissen und sei (u.o. steht
fur ,unendlich oft")

A ={A, wo.} = {A, tritt fur unendlich viele n ein}.

Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Isty 2  P(Ap) < oo, soist P(A) = 0.
(ii) Ist (Ap)nen unabhdngig und gilt Y>> | P(A,) = o0, soist P(A) = 1.

Beweis. Stochastik, Teil 1. O
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Aussagen (i) und (ii) im obigen Satz werden iiblicherweise als das erste, beziehungsweise zweite
Borel-Cantelli Lemma bezeichnet. Die Voraussetzung der Unabhangigkeit in (ii) ist entscheidend
(kann aber etwas auf verschiedene Weisen etwas abgeschwicht werden). Ist ndmlich A,, = A;
fur alle n > 2 und P(A4;) = 1/2, dann ist P(A) = P(A41) = 1/2und > 2, P(4,) =

Q.

Fir unabhingige Folgen von Ereignissen (A, )nen, liefern die beiden Borel-Cantelli Lemmata
ein ,Null-Eins Gesetz", es gilt ndmlich P(A4,, u.0.) € {0,1} und

P(Apuo0.) =0 < iP(An) < 00,

n=1

P(Apuo0) =1 < iP(An) = o0.

n=1

In der Wahrscheinlichketstheorie gibt es weitere ,Null-Eins Gesetze®. Einige davon werden in
den weiterfithrenden Vorlesungen behandelt.

Mit dem Borel-Cantelli Lemma lasst sich fast sichere Konvergenz von Folgen von Zufallsvaria-
blen auf Konvergenz bestimmter Reihen zuriickfiihren.

Satz 2.13 (Charakterisierung der fast sicheren Konvergenz).
(i) Es sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable mit

> P(Xn—X|>¢e)<oo firallee > 0. (2.12)
n=1

Dann gilt X, Is x.

ii) Ist die Folge (X,,)neN unabhdngig und c eine Konstante, dann gilt X, —>f's' ¢ genau dann,
g eN g8 g 8
wenn

ZP(\XR —c|>¢€)<oo firallee > 0. (2.13)

n=1
Beweis. Stochastik, Teil 1. ]
2.3 Gesetze der grofien Zahlen

Es sei (X, )nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Wir sagen, dass die Folge (X, )nen
dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen gentigt, wenn

1 n
N - EIX]) B0, firn — . (2.14)
n

i=1
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Wir sagen, dass die Folge (X, ),eN dem starken Gesetz der grofien Zahlen geniigt, wenn

1 n

“N(X —EX) 250, firn — oo (2.15)
> :

n &

Fiir Folgen identisch verteilter paarweise unabhdngiger Zufallsvariablen sind die obigen Aussagen
gleichbedeutend mit

1 n
“5X; 5 ELX] (2.16)
n =1
bzw.
1 " f.s.
gZXi - B[X4]. (2.17)
=1

Die allgemeine Version des starken Gesetzes der grof3en Zahlen fiir Folgen von paarweise
unabhéngigen Zufallsvariablen ist das folgende Resultat.

Satz 2.14 (Starkes GGZ von Etemadi und Kolmogorov). Es sei (X, )N eine Folge integrierbarer,
paarweise unabhdngiger und identisch verteilter reellwertiger Zufallsvariablen. Dann gilt

—ZX L BlXy), n— o

Der Beweis dieses Satzes ist anspruchsvoll und kann mit den uns zur Verfiigung stehenden
Mitteln nicht bewiesen werden. Der Beweis wird in den weiterfithrenden Vorlesungen gege-
ben.

Natiirlich impliziert das starke GGZ das schwache GGZ. Wir werden mit uns zur Verfiigung
stehenden Mitteln Versionen von beiden GGZ mit starkeren Voraussetzungen als in Satz[2.14]
beweisen. Die stirkeren Voraussetzungen sind keinesfalls notwendig, erleichtern die Beweise
aber erheblich.

Satz 2.15 ((ein) schwaches Gesetz der grolen Zahlen). Es sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger
(oder unkorrelierter) identisch verteilter Zufallsvariablen mit Var[X1] < oo. Dann geniigt die
Folge (X,,)nen dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen.

Beweis. Es gilt E[1 3" | X,;] = 15" E[X;] =137  E[X;] = E[X1] und mit der Chebys-
hev Ungleichung folgt fiir jedes ¢ > 0

P(‘;iXi—E[Xl]‘ >e) <

>y Var[Xy] Var[Xi] noeo
- 5 A

Var[1 37 | X;]

(2.18)
0.

n2e2 ne



2.3 Gesetze der grofien Zahlen 22

Eine Starke des Beweises mit der Chebyshev Ungleichung liegt darin, dass man leicht die
Unabhingigkeits- bzw. die Unkorreliertheitsvoraussetzung abschwichen kann. In hitte
man dann noch eine Doppelsumme mit Kovarianzen und mit dem Vorfaktor 2/n?. Die Voraus-
setzungen miissen dann so gewahlt werden, dass also

1
ﬁ Z COV{XZ‘, X]] n—)_oo) 0
1<j
gilt.

Bei dem Beweis der folgenden Version des Starkes Gesetzes der grofien Zahlen benutzen wir
dieselbe Idee wie bei dem Beweis von Satz zusammen mit der Charakterisierung der fast
sicheren Konvergenz aus Satz

Satz 2.16 ((ein) starkes Gesetz der groflen Zahlen). Es sei (X, ),cn eine Folge unabhdngiger iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen mit E[X{] < oco. Dann geniigt die Folge (X, )nen dem starken
Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis. Wie angekiindigt ist der Ansatz derselbe wie im Beweis von Satz Wir méchten
fire >0

P(’iix —E[Xl]‘ > 5)
=1

abschitzen und zwar so, dass die Schranken in n summierbar sind. Anderenfalls konnen wir

Satz nicht anwenden.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an E[X;] = 0 ansonsten gehen wir zu
Zufallsvariablen X; — E[X] tiber (wir zentrieren also die Zufallsvariablen).

Mit der obigen Annahme ist zu zeigen ist: Fir alle € > 0 gilt

0 1 n
>op(l, X
n=1 i=1

> a) < 00 (2.19)

Fiir eine Zufallsvariable X mit E[X*] < oo gilt mit der Markov-Ungleichung, siehe (2.4),

E[X4]

P(X|2e) < o

Diese Ungleichung wenden wir auf die Zufallsvariable % >or X an, um zu zeigen.
Es gilt
n n

B[(> Xiﬂ = Y E[X, X0, X5, X

1=1 11,82,13,14=1
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Wegen E[X;] = 0 sehen wir mit Satz|1.35| dass nur Terme zur Summe beitragen in denen je
zwei oder vier Indizes gleich sind. Damit gilt

B[(Yox) ] = Yo Bxd + Y B X
i=1 i=1 i#]
< nE[X{] + n*(B[X7])?

Es folgt
B[(s7 x)
1y (Zax) | _ wwixdt s wempeg?
P(‘ﬁ ; Xi| > 8) = ntet = nted
und die rechte Seite ist offenbar summierbar, was zeigt. O

Zusammenfassend fiir diesen Abschnitt lasst sich sagen, dass mit den Chebyshev und Markov
Ungleichungen mit relativ elementaren Mitteln schwache und starke Gesetze der grofen Zah-
len bewiesen konnen, aber nur unter ziemlich starken Momentenannahmen. Um das starke
Gesetz unter den Minimalannahmen von Satz zu beweisen bedarf es starkerer Ungleichun-
gen. In diesem Fall ist es die Kolmogorov Ungleichung auf die wir hier aber nicht eingehen
werden.



3 Diskrete Zufallsvariablen

In diesem Kapitel wiederholen wir etwas ausfiihrlicher einige wichtige diskrete Verteilungen
und diskutieren deren Beziehungen untereinander.

3.1 Binomialverteilung und verwandte Verteilungen

Ist (2, A,P) und A € A ein Ereignis, so ist bekanntlich die Zufallsvariable X = 1 4 Bernoulli
verteilt mit Parameter p = P(A); kurz X ~ Ber,,. Die Verteilung von X konnen wir in der
Form schreiben

P(X =a)=p*(1-p)'™, ae{0,1}. (3.1)
Fir den Erwartungswert und die Varianz von X gilt

EX]=0-(1-p)+1-p=p,
Var[X] = E[X?] - E[X]* = p — p* = p(1 - p).

Nun wiederholen wir (unabhéngig) das Zufallsexperiment n-mal bei dem A eintritt oder nicht.
Wie tiblich interpretieren wir ersteres als ,Erfolg“ und letzteres als ,Misserfolg“. Wir erhalten
einen Vektor (X7, ..., X;,) von unabhingigen identisch verteilten Bernoulli-Zufallsvariablen
mit Parameter p = P(A). Mit und Satz[1.36|sieht man leicht, dass die gemeinsame Verteilung
des Vektors durch

P((X1,...,Xn) =a) = [[p%(1 - p)l-
E (3.2)
:pziai(l—p)nfziai, a= (al,...,an) € {071}71

gegeben ist. Im Fall p = 1/2 ist die Verteilung eine Gleichverteilung auf {0,1}" und jedes
Element hat die Masse 1/2".

Oft ist man nicht an der genauen Abfolge der ,Erfolge” und ,Misserfolge® interessiert, sondern
nur an der jeweiligen Anzahl. Die Anzahl der ,Erfolge” ist gegeben durch Z = "' | X;. Das
ist eine Zufallsvariable mit Werten in {0, ..., n}.

Um die Verteilung von Z zu bestimmen, erinnern wir an die folgende Transformationsfor-
mel.

Satz 3.1. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich S und h : S — S’. FirY = h(X)
ist die Verteilung gegeben durch

P(Y =b) = Z P(X =a), beS. (3.3)
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Beweis. Es gilt
{weQ:Y(w)=b={weQ:h(XWw)=b={weQ: X(w)=hr"10)},
was die ausfiihrlich Schreibweise von {Y = b} = {X € h~!(b)} ist. Damit folgt die Aussage
sofort. O
Esgilt Z = h(Xy,...,X,) furh: {0,1}" — {0,...,n}, h(x1,...,2s) = >, x;. Mit (3.3) und
erhalten wir
P(Z=k)=P(h(Xy,...,Xn) = k)
= > P((Xy,....Xn)=nq)

aceh~1(k)
= > pmhl-ptEs= Y 1 -p
ach~1(k) a€h~1(k)

= [n (k) |p" (1 — p)" k.

Hier ist |h~!(k)| die Anzahl von 01 Folgen der Lange n mit genau k Einsen. Sie ist gegeben
durch (}), also durch die Anzahl von k-elementigen Teilmengen von {0, ...,n}. Wir erhal-
ten

P(Z = k) = b(k;n,p) = (Z)p’fu R ke {0, n) (5.4
und erkennen darin die Binomialverteilung mit Parametern n und p. Also kann eine binomi-
alverteilte Zufallsvariable als Summe von unabhéngigen und identisch verteilten Bernoulli-
Zufallsvariablen aufgefasst werden. Das macht die Berechnung des Erwartungswertes und der

Varianz der Binomialverteilung denkbar einfach: Fir Z ~ Bin, ;, und X1,..., X, uiv. mit
X; ~ Ber), gilt

E[Z] = E[zn: XZ} - zn:E[Xi] — np
i=1 =1

und

Var[Z] = Var [Z Xi} = ZVar[Xi] =np(l —p).
i=1 i=1

Die direkte Berechnung mit Definition ist auch elementar, erfordert aber zumindest mehr
Schreibarbeit. Wir demonstrieren die direkte Methode. Es gilt

E[Z] =) kP(Z=k) =) k(Z)pk(l —p)"F=np)y <Z: i)p’“(l —p)"
k=0 k=1 k=1
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Die letzte Gleichung folgt sofort, da (ngl) p*(1 — p)"~1=F die Wahrscheinlichkeitsgewichte der
Bin,,_1 p-Verteilung sind die sich zu 1 aufsummieren.

Zur Berechnung der Varianz diskreter Zufallsvariablen X ist die folgende Formel oft hilf-
reich

Var[X] = E[X (X — 1)] + E[X] — B[X]%. (3.5)
Fir Z ~ Biny, ), gilt

Mit erhalten wir
Var[Z] = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 — p).

Ubung 3.2. Sei Z,, binomialverteilt mit Parametern n und p. Was kénnen Sie iiber das Verhalten
von Zy, /n fiirn — oo sagen?

Wir definieren eine Verallgemeinerung der Binomialverteilung und geben spater eine Interpre-
tation an. Fur kq, ...,k € Ng mit k1 + - -+ + k, = n ist der Multinomialkoeffizient definiert

durch
n o n!
Ei,.... k) kl--o k)l

Furn € N seien p1,...,pr > O mit p; + --- 4+ p, = 1. Dann heif3t der Zufallsvektor X =
(X1,...,X,) multinomialverteilt mit Parametern (n;p;, ..., p,), wenn der Wertebereich von

X durch
Smr:{(k‘l,...,kir) €N8k1++k‘r:n}
gegeben ist und es gilt

P(X = (ki,... k) = (k‘1 .n

ki ke
p .--p .
L

Wir haben oben eine binomialverteilte Zufallsvariable als Anzahl von Erfolgen bei n unab-
héangigen und identischen Experimenten aufgefasst. Da es nur zwei Ausgénge gab bestimmt
die Zufallsvariable natiirlich auch die Anzahl der Misserfolge. Die Multinomialverteilung ist
eine Verallgemeinerung der Binomialverteilung auf den Fall wenn mehr als zwei Ausginge
des Zufallsexperimentes moglich sind. Seien Ay, ..., A, disjunkte Mengen mit 2 = U]_, 4;

und P(4;) = p;, i = 1,...,r. Wir wiederholen ein Experiment unabhéngig n-mal und be-
zeichnen mit X; die Anzahl der Ausgénge in A;, 7 = 1,...,r. Dannist X = (Xy,...,X;)
multinomialverteilt mit Parameter (n;p1,...,pr).

Ubung 3.3. Bestimmen Sie die Verteilung von X;, bzw. von X; + X firi # j wenn X =
(X1, ..., X,) multinomialverteilt mit Parameter (n; p1, ..., py) ist.



3.2 Hypergeometrische Verteilung und die Beziehung zu Binomialverteilung 27

3.2 Hypergeometrische Verteilung und die Beziehung zu Binomialverteilung

Oft lassen sich (endliche) diskrete Modelle als Urnenmodelle interpretieren. Betrachten wir eine
Urne mit N Kugeln von denen M < N markiert sind und ziehen n-mal jeweils mit Zuriicklegen
eine Kugel aus der Urne. Sei Z die Zufallsvariable die angibt wie oft eine markierte Kugel
gezogen wurde. Dann ist Z ~ Bin,, , mit p = M/N.

Ziehen wir die Kugeln dagegen ohne Zuriicklegen und ist Z wieder die Anzahl der gezogenen
markierten Kugeln, dann ist Z hypergeometrisch verteilt mit Parametern n, N und M, kurz
Z ~ Hypy, n > dh fiur k € {0,...,n} ist

P(Z = k) = P(es werden k markierte und n — k unmarkierte Kugeln gezogen)
M\ (N—-M
() Ca)
(W)

Dabei verwenden wir die Konvention (Z) =0furk < Ooderk > n.

= h(k;n, N,M) =

Satz 3.4 (Erwartungswert und Varianz hypergeometrischer Verteilung). Ist X ~ Hyp,,.n ar.
dann gilt

E[X]=np und Var[X|=np(l—p) <1 — ;__11>, (3.6)

wobeip = M/N.

Beweis. Die Berechnung ist eine Ubung, kann aber z.B. in Kersting and Wakolbinger| (2010)
nachgelesen werden. O

Intuitiv ist klar, dass fiir grofle NV und M und im Vergleich dazu kleiner Stichprobengréfie n es
nicht so sehr darauf ankommt, ob mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird. Das nichste Resultat
zeigt, dass die hypergeometrische Verteilung durch die Binomialverteilung approximiert werden
kann.

Satz 3.5. Fiir alle j € N seien M; < Nj natiirliche Zahlen mit M;, N; — oo und M;/N; —
p € [0,1]. Dann gilt fiir jedesn € N (vgl. (3.4))
lim h(k;n, Nj, Mj) = b(k;n,p), 0 <k <n.

Jj—o0
Beweis. Ubung! O

Beachten Sie, dass unter den Voraussetzungen des obigen Satzes auch der Erwartungswert und
die Varianz der hypergeometrischen Verteilung gegen die der binomialverteilung konvergieren.
Das sieht man leicht mit der in (3.6) angegebenen Darstellung des Erwartungswertes und der
Varianz.

Das folgende Beispiel stammt aus [Feller; (1968), was ein sehr empfehlenswertes Buch mit einer
Fille von interessanten Beispielen ist.
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Beispiel 3.6 (Ausflug in Statistik, Maximum Likelihood Schétzung einer Populationsgréfle). In
einem See soll die unbekannte Populationsgrole von Fischen geschétzt werden. Es werden
1000 Fische gefangen, markiert und wieder in den See entlassen. Nach einer Woche (dann ist
die Population wieder durchmischt und der Bestand ist gleichgrofl) werden wieder 1000 Fische
gefangen und es werden 100 markierte gezahlt.

Frage: Was ist eine gute Schitzung der Populationsgrofie N?

Wir modellieren das Problem wie folgt:

N = Populationsgrofle,
M = 1000, Anzahl der markierten Fische, die beim ersten mal gefangen wurden,
n = 1000, Stichprobengrofie, Anzahl der Fische beim zweiten Fang,

k = 100, Anzahl der markierten Fische beim zweiten Fang.

Parameter N ist zwar unbekannt, aber nicht zufillig. Wir konnen mit dem unbekannten Para-
meter rechnen als wiirden wir es kennen. Weil es nicht zufallig ist, macht es keinen Sinn nach
der Wahrscheinlichkeit fiir N' > 6000 zu fragen. Was wir nur mit Sicherheit wissen ist, dass
die obige Beobachtung nur dann méglich ist, wenn N > M +n — k = 1900 ist.

Wire N = 1900 dann hitte die obige Beobachtung die Wahrscheinlichkeit

(1000) (1900—1000) (100()')2
h(100; 1000, 1000, 1900) = ~+20/ 380100~ — 2
(1900) 100! - 1900!

Mit der Stirling-Formel n! ~ v/2mnn"e™" kann man sehen, dass h(100; 1000, 1000, 1900) ~
107430 jst, was also die Beobachtung bei N = 1900 extrem unwahrscheinlich macht.

Die Idee des Maximum-Likelihood-Prinzips ist es den Parameter /N so zu wihlen, dass die Beob-
achtung am wahrscheinlichsten (plausibelsten) ist. Wir wollen also

(1000) (N—lOOO)
h(100; 1000, 1000, N) = 100 - 900
(1000)

maximieren. Dazu setzen wir Ay = h(k;n, N, M ). Dann ist

Av GG (Y (N — M)(N —n)

AT () EES T NE M)

n k n—

und man kann leicht zeigen, dass Ay /An_1 < 1, wenn Mn < kN ist,unddass Ay /An_1 > 1,
wenn Mn > kN ist. Mit anderen Worten wichst Ay auf der Menge N < Mn/k und fallt
auf der Menge N > Mn/k. Plausibler Schitzer (der die Beobachtung am wahrscheinlichsten
macht) ist also N = | Mn/k|. Mit den Zahlen von oben erhalten wir

1000 - 1000

N="""""""—10000.
100
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3.3 Poissonverteilung und Poissonapproximation der Binomialverteilung

Es sei A > 0. Eine Ng-wertige Zufallsvariable X ist Poissonverteilt mit Parameter A, kurz
X ~ Poiy, wenn

o\

P(X:k:)ze E,

k=0,1,2,....
Satz 3.7. Ist X ~ Poiy, so gilt
E[X] =X und Var[X]|=\

Beweis. Es gilt

o oo )\
EX] =) kP(X =k) = ZkeﬂE
k=0 k=1
> Akb-1 A
Y -\
A; (k—1)! z:; k!

Die letzte Summe ist 1, da wir dort die Wahrscheinlichkeitsgewichte der Poiy-Verteilung auf-
summieren.

Fiir die Berechnung der Varianz nutzen wir die Darstellung (3.5). Es gilt

EX(X-1)]=) k(k-1DP(X =k =Y kk- 1)6*Aﬁ
k=0 k=2 )
0 )\k72 St )\k
— )2 - — )2 AN 2
=X> e (k_Q)!—)\ e =A%
k=2 k=0

Mit folgt
Var[X] = M2+ X - A2 =\

Ubung 3.8. Es sei X ~ Poiy. Berechnen Sie E[e"X].

Poissonverteilung ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine sehr wichtige Verteilung, weil sie
(bzw. ,Variationen“ davon) oft als Approximation von Folgen von Verteilungen auftaucht oder
zumindest ein Baustein von solchen Approximationen ist. Folgendes Resultat beleuchtet den
Zusammenhang zwischen den Binomial- und Poissonverteilungen. Grob, lasst es sich wie folgt
interpretieren: Hat ein Ereignis eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit und interpretieren wir
das Eintreten des Ereignisses als ,Erfolg®, dann ist bei einer grofen Anzahl von Versuchen die
Anzahl der Erfolge in etwa Poissonverteilt.
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Satz 3.9 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Es sei A\ > 0 und sei X,,,n =1,2,...
eine Folge mit X, ~ Bin,, . Gilt

E[X,] = np, I790 A,
dann folgt

LN

P(X, =k ¢ R

firallek =0,1,2,....

Beweis. Im Prinzip miissen nur die Wahrscheinlichkeitsgewichte der Binomialverteilung ge-
schickt umgeschrieben werden. Es gilt

n\ g n—k n! 1y n—k
1—p, - .=y,
(k)pn( Pn) TR (1—pn)

nn—1)---(n—k+1) 1 K NPnn _k
= ok “5p (nen) '(1—7) (1= pn)
oo bk A

k!

3.4 Wartezeiten

In diesem Abschnitt behandeln wir einige weitere Verteilungen, die mit Folgen von unabhéngi-
gen Bernoulli verteilten Zufallsvariablen in einem engen Zusammenhang stehen.

Wir betrachten also eine Folge X1, Xo,... eine von unabhédngigen und identisch Verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ Ber), fur ein p € (0,1). Wir konnten natiirlich die Falle p €
{0, 1} mitbehandeln, schlieen sie aber aus um keine trivialen Fallunterscheidungen machen
zu mussen.

3.4.1 Geometrische Verteilung

Sei Z die Wartezeit bis zum ersten ,Erfolg“ bzw. der ersten ,Eins®. Formalist
Z =inf{ne N: X, =1}
mit der Konvention inf{()} = +o0c. Dann ist Z eine N-wertige Zufallsvariable mit (vgl. (3.2))
PZ=k)=P(X;=Xo=--=X;_1=0,Xp=1)=p-1-p)* ", keN. (37

Die Zufallsvariable Z ist geometrisch verteilt mit Parameter p, wir schreiben Z ~ Geo,. Es
gilt
S - - (1-p*
P(Z>k)= ) PZ=i)=p- > (1-p)'=p .

i=k+1 i=k+1

=(1-p* (39
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und durch diese Form der oberen Verteilungsfunktion erklart sich der Name der geometrischen
Verteilung. Alternativ kann man (3.8) auch leicht einsehen, wenn man sich klarmacht, dass

{Z>k}:{X1:X2:'~:Xk:0}

gilt. Natiirlich ist durch die Verteilungsfunktion von Z und somit auch die Verteilung
eindeutig bestimmt: Es gilt

—(1=p)l=l .
Fz(2)=P(Z<z)=1-P(Z>2z)= {(1) (1=p) ’ ig’ (3.9)
cx < 0.

Bemerkung 3.10 (Variante der geometrischen Verteilung). Sei Z die Anzahl der Fehlversuche
bis eine ,Eins“ auftritt. Es ist also Z = Z — 1 und es gilt

P(Z=k)=P(X1=Xy= =X =0,Xpp1=1)=p-(1-p), keNop. (310

Auch diese Verteilung wird oft als geometrische Verteilung mit Parameter p bezeichnet. Wir
meinen hier immer die in angegebene Verteilung wenn wir von geometrischer Verteilung
sprechen. Im Zweifel sollte man zusammen mit Verteilung den Erwartungswert angeben. In
etwa so: ,Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p und Erwartungswert 1/p“

Satz 3.11. Ist Z ~ Geop, so gilt
1

E[Z] = 21? und Var[Z] = 7<5 — 1).

Beweis. Wir geben zwei Varianten der Berechnung des Erwartungswertes an.

Variante 1: Es gilt

E[Z] =) kp-(1—p) ' =p-> k(1—p)F!
k=1 k=1
- d/ 1y 1
b dp( kZO( p)) b dp( p) D
Variante 2: Wir verwenden hierfiir Satz[1.23] Es gilt
E[Z] = iP(Z > n) = ia e 1
n=0 n=0 1= (1 _p) p

Die Berechnung der Varianz ist eine Ubung! Genauso wie bei der Berrechnung der Varianz von
Binomial und Poisson verteilten Zufallsvariablen ist auch hier die Formel (3.5) hilfreich. O

Geometrische Verteilung hat eine unter diskreten Verteilungen einzigartige Eigenschaft, die als
Geddchtnislosigkeit bezeichnet wird. Nehmen wir beispielsweise an, wir wollen beim (fairen)
Wiirfeln eine ,sechs® wiirfeln. Wenn wir nach 100-maligen wiirfeln keine ,sechs® gesehen
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haben (die Wahrscheinlichkeit dafiir ist zwar winzig (5/6)%°, aber positiv) wiirden wir dann
erwarten, dass die ,sechs” bald kommen sollte? Die Antwort ist natiirlich: ,Nein!“. Mit den
Gesetzen der grofien Zahlen kann man hier natiirlich nicht argumentieren. Die besagen ja nur,
dass asymptotisch die Frequenz der ,sechs® % betragt.

Satz 3.12 (Gedichtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Fiir eine diskrete Zufallsvariable
Z sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Z ist geometrisch verteilt;

(ii) Die Verteilung von Z ist eine geddchtnislose Verteilung auf N, d.h. es gilt

PZ>k+m|Z>m)=P(Z>k), k,meN. (3.11)

Beweis. Der Beweis von ,,(i) = (ii)“ ist einfaches Nachrechnen. Ist Z ~ Geo,, so gilt

Z>k+m,Z>k)

P
PZ>k+m|Z>m)= (

P(Z > m)
m _ \k+m
_ P(Pz(;i‘;) ) _ (1(1 _p;)m —(-pt=P(Z>h).

Fiir den Beweis von ,(ii) = (i)“ bemerken wir zuerst, dass wir mit der obigen Rechnung die
folgende Gleichung bekommen

P(Z>k+m)=P(Z>k)P(Z>m), k,meN. (3.12)

Zu zeigen ist P(Z > k) = (1 — p)*, k € N fiir ein p. Dann ist namlich die Verteilungsfunktion
und damit auch die Verteilung eindeutig bestimmt.

Wir setzen p = P(Z = 1), dann ist P(Z > 1) = 1 — p und mit erhalten wir induktiv
P(Z>2)=P(Z>1)P(Z>1)=(1-p)?
und allgemein

P(Z>k)=P(Z>k—-1)P(Z>1)=1-p)*, keN.

3.4.2 Negative Binomialverteilung

Fir » € N bezeichnen wir mit 7;. die Wartezeit bis zum r-ten ,Erfolg® (bis zur r-ten ,Eins®)
in einer unabhéngigen Folge X1, X5, ... von Ber,-verteilten Zufallsvariablen. Im folgenden
Beispiel

0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,...
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ist Ty = 3,15 =4, T3 = 9. Formal definieren wir rekursiv

Ty =inf{n >1: X, =1},
Try1=inf{n>1T,: X, =1}, r>1

Im vorherigen Unterabschnitt haben wir gesehen, dass 17 geometrisch verteilt ist. Hier beschéfti-
gen wir uns mit der Verteilung von T;. fiir allgemeines € IN. Es ist klar, dass sich die Verteilung
von 7T, auf {r,r + 1, ... } konzentrieren sollte, denn fiir  Erfolge braucht man mindestens r
Versuche. Die Wahrscheinlichkeitsgewichte der Verteilung von 7. sind im folgenden Resultat
angegeben.

Satz 3.13. Fiurr € N gilt

k—1
r—1

P(T, =k) = ( >pr(1 -k k=rr4+1,.... (3.13)

Beweis. Seir € N und sei k > r. Damit {7}, = k} eintritt, muss der k-te Versuch ein ,Erfolg*
sein (Ereignis A) und bei den ersten k& — 1 Versuchen miissen genau r — 1 ,Erfolge“ eingetreten
sein (Ereignis B). Es gilt also

P(T, = k) = P(AN B) = P(A) P(B)

_ k—1 r—1/1 _ N(k—1)—(r—1) _ k-1 r(1 _ o N\Nk—T
=p <T1>p (1-p) =, _)p@-p""

O]

Definition 3.14. Ein Zufallsvariable mit Verteilung auf {r, 7+ 1, ... } und Wahrscheinlichkeits-
gewichten wie in (3.13), heif3t negativ binomialverteilt mit Parametern 7 und p. Wir bezeichnen
die Verteilung mit NBin,. .

Natiirlich ist die geometrische Verteilung ein Spezialfall der negativen Binomialverteilung mit
Geo, = NBinj . Allgemeiner gilt der folgende Satz, der intuitiv sollte nach Definition der 7}’s
klar sein sollte.

Satz 3.15. Sind Z1, Zo, ... unabhdngige Zufallsvariablen mit Z; ~ Geo,, dann gilt
Zi 4+ Z, ~NBin, ).

Fiir T, ~ NBin,.,, gilt insbesondere

Beweis. Ubung! O
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Bemerkung 3.16. Der Name ,negative Binomialverteilung” wird versténdlich, wenn man

o0

}:(f:i)fu—pﬁﬂkzl (3.14)

k=r
nachrechnet, was nach Satz klar sein sollte.

Dafiir benutzen wir die Formel fiir die Binomische Reihe

o0

(1+2)*= Z (j)xé, lz] < 1,a € R, (3.15)

=0

wobei (der verallgemeinerte) Binomialkoeffizient wie folgt definiert ist

(5)=tlembtostel oy,

Nehmen wir in a = —r (das ist der Grund fiir den Namen der Verteilung) und z = —p,
dann gilt

=0
2 —r(=r=1)-(—r—L+1
et 2 )1yt
=0 '
=) (rl-1)
=2 17 P
£=0
= e p .
=0
Mit der Indexverschiebung k& = ¢ + r erhalten wir
o (k=T
1— r_ r
(1-p) ; <k_r>p ,

was (3.14) zeigt.



4 Transformationen und Faltung von Verteilungen

In diesem Kapitel behandeln wir Transformationen von Verteilungen und von gemeinsamen
Verteilungen von Zufallsvariablen. In Definition haben wir schon von gemeinsamen Vertei-
lungen von Zufallsvariablen gesprochen. Hier schauen wir uns diskrete Zufallsvariablen und
Zufallsvariablen mit Dichten etwas genauer an. Wir lernen Techniken kennen mit denen man
Verteilungen von Transformationen von Zufallsvariablen und Zufallsvektoren berechnen kann.
Nebenbei stellen wir neue Verteilungen vor und diskutieren Zusammenhéange zwischen einigen
Verteilungen.

4.1 Einfache Transformationen von Verteilungen

Ist X eine diskrete Zufallsvariable oder ein Zufallsvektor mit Werten in S und h : S — R eine
Abbildung, so ist Y = h(X) eine R-wertige Zufallsvariable und mit Satz (3.1 kénnen wir die
Verteilung von Y bestimmen: Fiir alle r € R ist

P(Y=r)=Ph(X)=r)=P(Xeh'(r)= > PX=s)
s€h~1(r)

Ist X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'y und A : R — R eine Funk-
tion, dann gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y = h(X)

Fy(y) =P(Y <y) = P(M(X) <y) = P(X € h™((—00,y]))- (4.1)

Um die Verteilungsfunktion von Y angeben zu kénnen muss man Wahrscheinlichkeiten von Ur-
bildern h~1((—o0, 3]) angeben koénnen. Je nachdem wie kompliziert die Funktion  ist, kann es
schwierig sein. Besonders einfach ist es wenn die Funktion h streng monoton ist.

Satz 4.1 (Transformation von Verteilungsfunktionen und Dichten). Es sei X eine Zufallsvariable
mit Verteilungsfunktion Fx und sei h : R — (a,b), —o0 < a < b < oo eine Funktion. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) Ist h streng monoton wachsend, so gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy vonY = h(X)

Fy(y) = F(h'(y)) :vye€(ab), (4.2)
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(ii) Besitzt X die Dichte fx und ist h iiberall differenzierbar mit nicht verschwindender Ablei-
tung, so ist die Dichte von'Y gegeben durch

Ixhlw)
() = L Wy € (@b, (43)
0 cy & (a,b).

Beweis. Mit dem Ansatz aus erhalten wir fiir y € (a,b)
Fy(y) = P(M(X) < y) = P(X < h™(y)) = Fx(h™ (1)),
womit man leicht (i) erhélt.

Die in (4.3) angegebene Darstellung der Dichte fy erhdlt man durch Differenzieren von (4.2)),
wobei man eine Fallunterscheidung fiir wachsende h und fallende h machen muss. Im letzteren
Fall ist —h wachsend. O

Beispiel 4.2 (Lineare Transformationen). Ist X eine Zufallsvariable mit Dichte fx und ist
Y = aX + bmit a # 0, dann ist die Dichte von Y gegeben durch

1

) = i (U0), yer

Ubung 4.3. Essei X ~ N, ;2 fiir p € R und 0® > 0. Dann ist (X — 1)/ ~ N1

Mit Hilfe des Satzes[4.1|kann man auch fiir stiickweise streng monotone Transformationen Dich-
ten bestimmen. Wir demonstrieren das im folgenden Beispiel.

Beispiel 4.4. Ist X eine nichtnegative Zufallsvariable mit Dichte fx undist Y = X* fiir ein
a # 0, so ist die Dichte von Y gegeben durch

1

fr(y) = my(l_“)/“fx(yl/a)-

Nimmt X auch negative Werte an und gibt es Intervalle auf denen h streng monoton wachsend
und streng monoton fallend, so kann man die Dichten der transformierten Zufallsvariablen
mit Fallunterscheidungen und Satz[4.1]berechnen. Es ist aber oft leichter (und man muss sich
weniger Formeln merken!), die entsprechende Verteilungsfunktion zu berechnen und diese dann
abzuleiten.

Ist zB. h(z) = |z|* fur ein a > 0, so gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y = h(X),
Fy(y) =0firy <Oundfiry >0

Fy(y) =P(Y <y) =P(IX|" <y) = P(|X| < y"/*)
=P(—y"* < X <y'*) = Fx(y"*) — Fx(~y"").

Es folgt

Fr(w) = B () = oo ) o+ f (=),
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Die Formel vereinfacht sich weiter, wenn die Dichte von X eine gerade (um 0 symmetrische)
Funktion ist. Dann ist

2
fy(y) = gy(l_a)/afx(yl/a), y > 0.

Ist X ~ N2 fiir ein o > 0, so ist

1 x?

fX(x):Wexp{—T‘Q.

Die Dichte von X? ist dann gegeben durch

! —1/2 exp{—%}. (4.9)

Ix2(y) = \/ﬁy 55

Definition 4.5 (Gamma-Verteilung). Fur 6,7 > 0 ist heifit die Verteilung auf [0, co) mit der
Dichte

1
I'(r)

fl@)==—=02""e % 2>0 (4.5)
die Gamma-Verteilung mit Parametern ¢ und r; Bezeichnung X ~ I'y .. Dabei ist I" die Gamma-
Funktion.

Bemerkung 4.6. Beachten Sie, dass in der Literatur oft 8/ = 1/6 statt 6 als Parameter der
Gamma-Verteilung verwendet wird.

Ubung 4.7. Essei X ~ Ty . Zeigen Sie

r

BlX] =~ und VarlX] = .

0

Bemerkung 4.8 (Zusammenhang von Gamma- und Normalverteilung). Es ist I'(1/2) = /7.
Damit kénnen wir die Dichte fy2 aus wie folgt umschreiben

fx2(y) = F(ll/2) (%) 1/23/1/271 exp{ —ﬁy}.

Also ist fiir X ~ N ,2 die transformierte Zufallsvariable X 2 Gamma-verteilt mit Parametern

r=1/2und § = 1/(20?).

4.2 Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen und Faltung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Verteilungen von Summen von Zufallsvariablen.
Bei unabhéngigen Zufallsvariablen spricht man von einer Faltung von Verteilungen. Wir begin-
nen mit dem einfachen und anschaulichen Fall von diskreten Zufallsvariablen. Seien also X und
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Y diskrete Zufallsvariablen mit Werten in S bzw. R definiert auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Die gemeinsame Verteilung von (X, Y") ist eindeutig bestimmt
durch

PX=s,Y=r), sreSxR.
Fiir die Randverteilungen, also fiir die Verteilungen von X und Y gilt jeweils

P(X=s5)=>» P(X=5Y=r), scS,
reR

und
P(Y=r)=> P(X=5Y=r), reR
SES

Schreiben wir { X = s} als disjunkte Vereinigung {X = s} = U,ep{X = s,Y = r}, so sehen
wir, dass hinter diesen Formeln naturlich die o-Additivitit des Wahrscheinlichkeitsmafles P
steckt; vgl. Definition [1.2]2.(ii).

Sind X und Y unabhéngig, dann ist die gemeinsame Verteilung durch die Randverteilungen
eindeutig bestimmt, denn dann ist

PX=s5Y=r)=PX=s5)PY=r) s,reSxR.

Wie das folgende einfache Beispiel zeigt, bestimmen umgekehrt die Randverteilungen im Allge-
meinen aber nicht die gemeinsame Verteilung.

Beispiel 4.9. Wir betrachten ein Wiirfelexperiment mit zwei fairen Wiirfeln. Seien X7 und Xy
jeweils die Augenzahl des ersten und des zweiten Wiirfels. Dann sind X; und X5 unabhingige
Zufallsvariablen mit Werten in S = {1,...,6}. SeiY = X; + Xy € R = {2,...,12}. Die
folgende Tabelle zeigt die gemeinsame Verteilung von X; und Y, sowie die Randverteilungen.

S

—_
(e

11

—_
[\

P(X

I
Va)
~—

\ 2 3 45 6 7 8 9 1
1 1 1 1 1 1 1
2 o L L L L L 1 0 0 0 1
36 36 36 36 36 36 ?
3 0 0 1< 1 1 1 1 1 0 0 0 1
36 36 36 36 36 36 ?
4 o o o <+ X L L L L 5 9 1
36 36 36 36 36 36 ?
5 o o o 0 L L T T T 1 1
36 3? QP QP 3P 3P 1 ?
6 0 0 0 0 0 3 35 3 36 36 36 3
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(Y=7) |5 3 3 3 36 35 3 36 35 36 36 | 1
Natiirlich sind X; und Y nicht unabhéngig, denn es ist z.B.
1 1
P(X;=1,Y=12)=0+#>-— =P(X; =1)-P(Y =12).

6 36
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Definition 4.10 (Faltung von Verteilungen). Es seien X und Y unabhéingige Zufallsvariablen
mit Verteilungen px und py. Die Verteilung von X + Y heif$t Faltung von px und pry und
wird mit g x * py bezeichnet, d.h.

LX+Y = [LX * fy - (4.6)

Aus der Kommutativitat und Assoziativitat der Addition folgt fiir unabhangige Zufallsvariablen
X, Y, Z mit Verteilungen px, py bzw. pz sofort

px * py = py xpx o und px s (py x pz) = (px ok py) * pz.
In den folgenden zwei Sitzen demonstrieren wir wie man Faltungen von Verteilungen von
diskreten und stetigen Zufallsvariablen berechnen kann.

Satz 4.11 (Faltung diskreter Verteilungen). Seien X undY unabhdngige diskrete Zufallsvariablen
mit Werten in No. Dann X + Y eine No-wertige Zufallsvariable und es gilt

k k
PX+Y =k =) PX=k—j)P(Y =j)=> P(X=0)P(Y =k—i). (47
j=0 i

Beweis. Es gilt

P(X +Y = k)

0

<
I
o

oo
P(X+Y =kY=j)=) P(X+j=FkY =)
7=0

I
™=

P(X =k—-j)P(Y =),

<.
Il
o

wobei wir im letzten Schritt die Unabhéngigkeit und P(X = /) = 0 fir £ < 0 ausgenutzt
haben. O

Satz 4.12 (Faltung von Zufallsvariablen mit Dichten). Seien X und Y unabhdngige Zufallsva-
riablen mit Dichten fx, bzw. fy. Dann ist die Dichte von X + Y gegeben durch

Ix * fy(2) = fxqv(z / Ix(z—vy)fy(y)dy (4.8)

Beweis. Nach Voraussetzung ist die gemeinsame Dichte von X und Y gegeben durch f(x,y) =
fx(z)fy (y). Fur die Verteilungsfunktion von X + Y gilt

P(X 1Y <2)= /{ » }f(w,y)d(:v,y) - /{ Fx (@) fy () d(z y)

rty<z}
[ [ e

Ableiten nach z liefert die Behauptung. O
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Wir nennen eine Klasse von Verteilungen stabil wenn sie abgeschlossen beziiglich Faltung ist.
Wir haben bereits in den Ubungen gesehen, dass die Poissonverteilung stabil ist. Bei Vertei-
lungen, die von mehreren Parametern abhéngen, wie z.B. Binomial- oder Gamma-Verteilung
kommt es vor, dass die Verteilung beziiglich des einen Parameters stabil ist, aber nicht beziiglich
des anderen. Das folgende Resultat zeigt die Stabilitit der Normalverteilung (in beiden Parame-
tern). Weitere Beispiele stabiler Klassen behandeln wir in Ubungen und Beispielen am Ende
dieses Abschnittes.

Satz 4.13 (Abgeschlossenheit der Normalverteilung beziiglich Faltung). Seien X7 und Xy un-
abhdingige Zufallsvariablen mit X; ~ /\/‘m’gz,ﬁir wi € R,0? > 0,i=1,2. Dann gilt

X1+ Xp ~ NH1+#270%+‘7§'

Beweis. Es gilt (vgl. Beispielund Ubung Xi— py ~ ./\/070,_2. Fir Z = X1+ Xo — pi1 — po
erhalten wir mit der Faltungsformel

L[~ (z=v)? ¥
= ———— — = ¢ dy. 4.9
fZ(Z) 2mo109 /_OO exp{ 20% 20%} Y (4.9)
Zu zeigen ist nun,
1 22
fz(2) = —exp{—i}. (4.10)
) 27 (02 + 02) 2(0f + 03)
Es gilt
(=92 |y _ oy +y*(0] +05) = 2yz0p
of of ofos

4 2 2
2( 2 93 2 2 _ __*9%
2(o3 - ) + (@D (v - )

2 2
0105

) __z% \?
z Y~ 0F+a3

of +o0i  ot03/(0f +03)

Einsetzen in (4.9) liefert nach elementaren Umformungen

f2(2) = 12) eXp{_%ZQ}

21(0? + 03 o} +03)

I 1 exp] (y—w%zﬁ@)z)}dy_

oo \/270202/ (0% + 02) 20103 /(0f + 03

Bei genauem Hinsehen erkennt man in dem Integrand in der letzten Zeile die Dichte einer
Normalverteilung. Also ist das Integral gleich 1, was (4.10) zeigt und den Beweis abschliefit. [
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Korollar 4.14. Seien X1, ..., X,, unabhdngig identisch verteilt mit X; ~ N ,2 fiir ein o? > 0.
Dann gilt

1

no

2(X1+"'+Xn)NNO,1-

Beweis. Ubung! O

Bemerkung 4.15. Korollar kann als ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes an-
gesehen werden. Es besagt, dass fiir unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
X1, Xs, ... (deren Verteilung bestimmte Voraussetzungen erfiillt) die Verteilungsfunktion von
1 o .. . . . R .
7\/7W(X 14+ X,) fiir n — oo gegen die Verteilungsfunktion der N ;-Verteilung

konvergiert. Im Korollar [4.14 besteht Gleichheit fiur jedes n € N.

Ubung 4.16 (Stabilitit der Cauchy Verteilung). Die Dichte der Cauchy Verteilung mit Parameter
u > 0 ist gegeben durch

u
cu(r) = ————, z€R.
u(?) m(u? + 22)
Es seien X, ..., X, unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte c,. Zeigen

Sie, dass die Zufallsvariable (X + - - - + X;,) /n dieselbe Dichte hat.

Hinweis: Sie kénnen ohne Beweis verwenden, dass ¢, * ¢y = Cyo fiir alle u,v > 0 gilt.

Bemerkung 4.17. Mit Ubung sieht man, dass fiir Folgen von Cauchy verteilten Zufallsva-
riablen die Gesetze der groflen Zahlen nicht gelten konnen. Die Voraussetzungen der Sétze
und sind nicht erfiillt, weil die Cauchy Verteilung keinen Erwartungswert besitzt, denn es
ist

e 0
/ xey(r) dr =00 und / xey(z) de = —oo.
0 —o0

Beispiel 4.18 (Stabilitat der Binomialverteilung). Sind X und X> unabhéngig mit X; ~ Bin,, p,
dann ist X1 + X2 ~ Bing, 15, . Das kann man zwar mit der Faltungsformelformel (4.7)
nachrechnen, es sollte aber wegen der Interpretation der Binomialverteilung klar sein.

Beispiel 4.19 (Exponentialverteilung und Gammaverteilung). Exponentialverteilung ist eines
von vielen Beispielen fiir eine nicht stabile Klasse von Verteilungen.

Man kann nachrechnen, dass Faltung von r Exponentialverteilungen mit demselben Parameter
A > 0 die Gammaverteilung Iy ,. ist. Insbesondere gilt I'y ., * L'y ., = L'\ 5, 4, flir 71,72 € IN.

Durch die Beispiele und Ubungen in diesem Abschnitt bekommt man hoffentlich einen guten
Eindruck, dass das Rechnen mit Faltungen nicht unbedingt leicht ist. Auer Verteilungsfunktio-
nen und Dichten gibt es einige andere Klassen von Funktionen, die die Verteilungen eindeutig
bestimmen und viel besser fiirs Arbeiten mit Summen von Zufallsvariablen geeignet sind. Das
sind z.B. (wahrscheinlichkeits)erzeugende Funktionen, momentenerzeugende Funktionen und cha-
rakteristische Funktionen.

Als Abschluss des Kapitels geben wir hier (ohne Beweis) eine Verallgemeinerung von Satz
auf mehrdimensionalen Fall an.
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Satz 4.20 (Mehrdimensionaler Transformationssatz). Sei X = (X1, ..., X}) ein k-dimensionaler
Zufallsvektor mit Dichte fx und seiY = g(X), wobei g : R¥ — RF eine Funktion fiir die es dis-
junkte Mengen Ay, ..., A,, C RF gibt, sodassR*\ (A1 U---U A,,) eine Lebesgue—Nullmeng
ist und auf jedem A; ist die Funktion g bijektiv mit nicht verschwindender Jacobi-Matrix, d.h.
det(dg(x)/0z) # 0 aufAj, j =1,...,m.

Dann ist die Dichte von'Y gegeben durch

Fy(y) = Y _ldet(dh;(x)/0z)| - fx (hj(x)), (4.11)
j=1
wobei h; die Inverse von g auf Aj, j = 1,...,m ist.

Beispiel 4.21. Sei X = (X, X») ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte fx und sei g :
R? — R?2 definiert durch g(z) = (21,21 + 2). Die Inverse von g ist h((x1,%)) = (z1,y — 1),
21,y € R und es gilt det(dg(z)/0x) = 1 = det(Oh((z1,y))/(x1,y)). Mit Satz[4.20| gilt

fox0) (@1, y) = fx(z1,y — 21). (4.12)

Wenn X; und X, unabhingig sind mit Dichten fx, und fx,, dann folgt

foco)(@1,9) = fx, (21) fx, (y — 21). (4.13)

Die Rand-Dichte von Y = X; + X5 ist im allgemeinen Fall gegeben durch

fr(y) = / fx(z1,y — 1) day, (4.14)
und wenn X; und X5 unabhingig sind, dann folgt
)= [ il - o) o (4.5

und wir erkennen die Faltungsformel (4.8) wieder.

!Sie kénnen hier an endliche oder abzihlbar unendliche Punktemengen oder allgemeiner an unterdimensionale
Mengen denken, also z.B. Geraden in R?, Flachen in R® und abzihlbare Vereinigungen davon.



5 Bedingte Verteilungen

Wir haben schon in Abschnitt bedingte Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen wieder-
holt. In diesem Kapitel behandeln wir bedingte Verteilungen. Am besten stellt man sich
mehrere Zufallsvariablen (oder ein mehrstufiges Experiment) auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum vor bei denen wir nach und nach die Informationen iiber die einzelnen
Realisierungen bekommen und Riickschliisse auf nachfolgenden Realisierungen machen wol-
len.

Wir behandeln wieder getrennt voneinander die Falle von diskreten Zufallsvariablen und von
Zufallsvariablen mit Dichten. Es sind natiirlich auch Mischfille moglich. Man denke z.B. an
ein zweistufiges Experiment, bei dem zuerst unabhéngige Zufallsvariablen U ~ Ug 1) und N ~
Poi) realisiert werden und dann eine Zufallsvariable X ~ Biny .

5.1 Bedingte Verteilungen diskreter Zufallsvariablen

Definition 5.1. Seien X7 und X diskrete Zufallsvariablen mit Wertebereichen S bzw. Ss. Fir
a; € S;und Az C Sy ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von { X5 € Ay} gegeben {X; = a1}
definiert durch

P(X1 = al,Xg S Ag)

P(XQ S A2 | X1 = al) = P(Xl — al) ,

(5.1)

wobei wir im Fall P(X; = a;) = 0 die rechte Seite gleich 0 setzen. Die durch definierte
Verteilung P(X5 € - | X1 = a1) hei3t bedingte Verteilung von Xo gegeben { X1 = a1 }.

Im Fall P(X; = a1) > 0 hat die bedingte Verteilung P(X2 € - | X; = a,) die Eigenschaften
»gewohnlicher Verteilungen®. Wir haben schon an einigen Stellen betont, dass Randverteilungen
von Zufallsvariablen nicht die gemeinsame Verteilung bestimmen. Randverteilungen zusam-
men mit bedingten Verteilungen bestimmen aber die gemeinsame Verteilung. Fiir diskrete

Zufallsvariablen X und X5 wie in Definition |5.1|folgt aus
P(Xl =a1,Xo = CLQ) = P(Xl = al)P(Xg = a9 ’ X = al), a1 € S1,as € 55.

Man kann hier die rechte Seite als Produkt von Wahrscheinlichkeiten in einem zweistufigen
Experiment interpretieren: Erst wird X realisiert und dann, bedingt auf X; wird Xy reali-
siert. Wir werden uns mit solchen Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit Markovketten
beschaftigen.
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Beispiel 5.2 (Verteilung von Wartezeiten: Nachfolger bedingt auf Vorgénger). Betrachten
wir die Wartezeiten aus Abschnitt Ist eine Folge von unabhingigen Bernoulli verteilten
Zufallsvariablen mit Parameter p gegeben, dann ist die Wartezeit 7, bis zum r-ten Erfolg negativ
binomial verteilt mit Parametern 7 und p. Insbesondere ist die Verteilung von 7 auf {r,r +
1,...} konzentriert. Wissen wir aber, dass beispielsweise 7,1 = 7+ 10 ist dann muss natiirlich
T, > r + 11 gelten. Die bedingte Verteilung von 7, gegeben T,,_; = r + 10 ist also auf
{r+11,r +12,... } konzentriert.

Genauergiltfir/ e N,{ >r —1lundk =0+ 1,0+ 2,...
P(T, =k, Tr1=0) P, —T1=k—{T_1 =10
P(T, =k |Thy ={) = _
( [ Tr1=10) P(T,_1 = 0) P(T,_1 = 0)
P(T, — Ty =k —0)P(T,_, =)
P(T,_1 = 0)
=P(T, - Tr—1 =k —{) =p(1—p)F~*tL

Fir die Gleichheit in der zweiten Zeile haben wir die Unabhéngigkeit von 7, — 7,._; und 7,
ausgenutzt.

Bei der bedingten Verteilung von 7). gegeben {71 = ¢} handelt es sich also um eine um /¢
verschobene geometrische Verteilung.

Beispiel 5.3 (Verteilung von Wartezeiten: Vorgénger bedingt auf Nachfolger). Wir gbetrachten
eine dhnliche Situation wie im vorherigen Beispiel mit » = 2. Gesucht ist die Verteilung
des ersten Erfolgs, bedingt auf die Realisierung des zweiten Erfolgs. Fir K € N, £ > 2 und
(=1,...,k—1glt

P(leg‘TQZk): (1 2’2 ): (2 1 , 47 )

P(T = ) P(Ty = k)
 P(I-Ti=k—0)-P(T) =0)

P(Ty = k)
Cp—p)ttopa-p)t 1
N O e Y e

Also ist die bedingte Verteilung von T} gegeben {T» = k} gegeben durch die Gleichverteilung
auf {1,...,k—1}.

Man kann das Beispiel auch wie folgt interpretieren: Sind X; und X9 unabhingige geometrisch
verteilte Zufallsvariablen mit Parameter p, dann ist die bedingte Verteilung von X; gegeben
{X1 + Xy = k} gegeben durch die Gleichverteilung auf {1,...,k — 1}.

Beispiel 5.4 (Poissonverteilung bedingt auf Summe). Seien X; und X7 unabhéngig Poisson

verteilt mit Parametern A\; > 0 und A2 > 0. In einer Ubung haben wir gesehen, dass

n _
PXi=k| X1 +Xo=n)= <k>p’“(1 —p)" "

mit p = A1 /(A1 + A2) gilt. Also ist die bedingte Verteilung von X bedingt auf {X; + Xo = n}
gegeben durch die Binomialverteilung mit Parametern n und p.
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5.2 Bedingte Dichten

Definition 5.5. Seien X und Xy Zufallsvariablen mit Dichten f; bzw. f und der gemeinsamen
Dichte f : R — R. Die bedingte Dichte von X5 gegeben {X; = a;} ist definiert durch

__ fla1,a2)
Ixo|X1=a; (@2) = Thay) (5.2)

wobei wir die rechte Seite gleich O setzen, wenn f1(a;) = 0.

Auch hier sieht man, dass die gemeinsame Dichte durch die Dichten der Randverteilungen
zusammen mit bedingten Dichten bestimmt ist.

Wir geben ein Beispiel an das mit Beispiel [5.3| verwandt ist. Die ,Verwandtschaft® erklart sich
dadurch, dass man Exponentialverteilung durch Folgen von geometrischen Verteilungen approxi-
mieren kann. Viele Eigenschaften der geometrischen Verteilung im diskreten lassen sich auch fiir
die Exponentialverteilung im stetigen Fall zeigen; vgl. Ubung[5.7}

Beispiel 5.6. Es seien X; und X, unabhingige exponential verteilte Zufallsvariablen mit
Parameter \. Die gemeinsame Dichte f von (X1, X1 + X») ist nach Beispiel [4.21] Gleichung

gegeben durch
f(x1,y) = fx, (@) fxo(y — x1) = A2e AT 2M0=20) = \267W 0 0 <z <y
Die Bedingte Dichte von X gegeben X7 + X5 = y ist

A2e— M e~

1
Fxaxaxa=y(1) = 5 e e o day = - (5.3)

e [V 1day - y

Also ist X gegeben X; + X2 = y uniform verteilt auf [0, y|; vergleichen Sie das mit dem
entsprechenden Resultat fiir geometrisch verteilte Zufallsvariablen in Beispiel 5.2}

Ubung 5.7. Es sei X eine exponential verteilte Zufallsvariable mit Parameter \ > 0.
(i) Zeigen Sie
P(X >s+t|X >t)=P(X >s), furallet,s> 0. (5.4)

Diese Eigenschaft heif$t Gedachtnislosigkeit.

(ii) Zeigen Sie: Exponentialverteilung ist die einzige absolut stetige Verteilung mit der Eigenschaft
(5.4).
Hinweis zu (ii): Uberlegen Sie sich, dass U (t) :== P(X > t) die Funktionalgleichung U (s + t) =
U(s)U(t), s,t >0 mitU(0) =1 lost. Wie sehen die Losungen davon aus?



6 Verteilungskonvergenz und zentraler Grenzwertsatz

Wir haben schon einige Konvergenzarten im Abschnitt|2.2{kennengelernt bzw. wiederholt. In
diesem Kapitel diskutieren wir mit Konvergenz in Verteilung eine weitere Konvergenzart. Diese
ist uns schon bei der Poissonapproximation der Binomialverteilung (Satz begegnet, auch
wenn wir dort noch nicht von Konvergenz in Verteilung gesprochen haben.

Das Hauptziel des Kapitels ist der Beweis einer Variante des zentralen Grenzwertsatzes. Die Aus-
sage ist grob: Fiir eine grof3e Klasse von Folgen von Zufallsvariablen (wir werden unabhingige
und identisch verteilte Zufallsvariablen betrachten) lasst sich die (zentrierte und umskalier-
te) Summe der n ersten Folgenglieder durch eine normalverteilte Zufallsvariable approximie-
ren.

6.1 Konvergenz in Verteilung

Seien X, und X diskrete Zufallsvariablen auf R mit Verteilungen P, = Px, und P = Px und
Verteilungsfunktionen F;, bzw. F'. Nehmen wir an, dass

lim P,({r}) = P({z}) z€R 6.)

gilt. Natiirlich muss P{z}) = 0 aulerhalb einer diskreten Menge gelten. Dann kann man
zeigen, dass auch

lim F,(z) =F(z) z€R (6.2)
gilt. Ein Beispiel fiir so eine Situation ist die Poissonapproximation der Binomialverteilung
(Satz. Dort hatten wir 11, = Bin,, ,p,, und 1 = Poiy, wobei A = lim;, o0 npp.

Man wiirde gern von Verteilungskonvergenz sprechen wenn (6.1) oder (6.2) gilt. Dieser Forderun-
gen sind aber etwas zu restriktiv wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.1. Seien X,, = 1/n, X, =-1 /n deterministische Folge von Zufallsvariablen und
sei X = 0. Die zugehdrigen Verteilungen sind gegeben durch die Dirac-MaBe 9y /,,, 0_1/,, bzw.

do. Die Verteilungsfunktionen haben die Form F},(z) = 1 /n,oc)(2), F, () = 1_1/p,00) und
Fy(x) = 110,00 (x). Wegen lim,, o X;, = lim,, )?n = X sollte man zurecht erwarten, dass

auch die Verteilungen von X,, und X gegen die Verteilung von X konvergieren.

Fiir alle x # 0 gilt

Jim 81/0({a}) = lim 6-1n({a}) = 0= do({z})
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und

lim F,(z) = lim Fj(z) = F(z) = {0 e <0, (6.3)

n—00 n—00 1 :x2>0.
Fir x = 0 gilt aber
Jim 61/, ({0}) = lim 0y ,,({0}) = 0 # 1 = do({})
und

lim F,(0) =0#1= lim F,(0) = F(0).

n—o0 n—oo

Im Punkt 2 = 0, also dem einzigen Unstetigkeitspunkt von £, sind (6.1) und (6.2) nicht erfiillt.
Die Grenzwerte fiir X, und X, sind sogar unterschiedlich.

Fiir eine Funktion F' : R — R bezeichnen wir im Folgenden mit C(F’) die Menge der Stetig-
keitspunkte von F.

Definition 6.2 (Konvergenz in Verteilung). Es seien X1, Xo, ... Zufallsvariablen auf R mit Ver-
teilungen P;, P», ... und Verteilungsfunktionen F1i, F5, . ... Die Folge der Zufallsvariablen X,
konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F' und Verteilung
P, wenn

lim F,(z) = F(z) firalle z € C(F). (6.4)

Man sagt dann, dass die Folge der Verteilungen P, gegen die Grenzverteilung P schwach
konvergiert; wir schreiben P, = P. Entsprechend schreiben wir X,, = X, wenn X, in
Verteilung gegen X konvergiert. (Andere gebrauchliche Abkiirzungen sind X, 9 X, d steht
hier fiir distribution, also Verteilung, oder X, £> X, L steht hier fiir law, also Verteilungsgesetz).

Es gibt viele andere Aquivalente Charakterisierungen und Definitionen von Verteilungskonver-
genz, auf die wir hier aber nicht eingehen kénnen. Zumindest einige davon werden in den weiter-
fithrenden Wahrscheinlichkeitstheorie-Vorlesungen behandelt.

Mit Deﬁnitionkonvergiert in Beispiel sowohl die Folge X, als auch die Folge X,, in Vertei-
lung gegen X = 0. Die Forderung haben wirin nachgerechnet.

Wir haben schon an einer anderen Stelle auf die Gemeinsamkeiten von Exponentialverteilung
und geometrischer Verteilung hingewiesen und auch angedeutet, dass es mit Approximation der
Exponentialverteilung durch Folgen von geometrischen Verteilungen zu tun hat. Im folgenden
Satz prézisieren wir die Aussage.

Satz 6.3 (Exponentialapproximation). Es sei X1, Xs,... eine Folge von Zufallsvariablen mit
X, ~ Geoy,,, p € (0,1) und p,, — 0, d.h. E[X,,] = 1/p, — oo. Fiir X ~ Exp, gilt
n—oo

PlpnXn <z) — P(X <z), z>0. (6.5)

Insbesondere gilt p, X, = % = X fiirn — oo.
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Beweis. Wir haben nur fir Konvergenz in Verteilung zu zeigen, weil fiir x < 0 beide Seiten
von (6.5) gleich 0 sind.

Sei also 2 > 0. Dann gilt (vgl. (3.9))
PlpnXn <2)=P(X, <z/p,)=1-(1 _pn)Lﬂv/an'

Fir n — oo gilt nach Voraussetzung p,, — 0 und somit (1 — pn)l/p” — e L. Mitp, = 1/n
diirfte die Formel aus Analysis I bekannt sein. Fiir allgemeine p,, — 0 sieht man sie wie folgt

1 1 P2
(1 —pn)'/Pr = exp(— log(1 — pn)> = exp(—(—pn -2+ o(pfl))>
Pn Pn 2
= exp(—l — % + 0(p%)> LimE N
Damit erhalten wir (vgl. (1.7))
PpnXp <2) %1 - =P(X < z).
O
Ubung 6.4. Seien X1, ..., X,, unabhdngige und exponential verteilte Zufallsvariablen mit Pa-
rameter A > 0 und sei Z,, = max X;. Zeigen Sie, dass die Folge Z,, — % in Verteilung
1SN

gegen eine doppelexponentialvertei_lte_ Zufallsvariable Z mit Parameter \ konvergiert. Dabei ist
die Verteilungsfunktion einer solchen doppelexponentialverteilten Zufallsvariablen gegeben durch
F(z) = e ",z eR.

Satz 6.5 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit imliziert Konvergenz in Verteilung). Sind X, X1, Xo, ...

Zufallsvariablen mit X, L X, dann gilt X,, = X.

Beweis. Wir bezeichnen mit F), F, F5, ... die Verteilungsfunktionen von X, X7, Xo,....

Sei z ein Stetigkeitspunkt von F'. Zu zeigen ist
Fp(x) =25 F(x).
Wegen der Stetigkeit von F' in x und Monotonie gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
F(r) —e < F(z—6) < F(z+9) < F(x) + .
Die folgenden allgemeine Inklusion gilt fiir allen > 1

{X<zx—-0}={X<z-6X,<z}U{X <zx-4X, >z}
C{X, <z}U{|X,— X|>d}.

Wir erhalten die Abschiatzung

F(z) < F(z — 8) + ¢ < Fo(z) + P(|Xn — X| > 8) + <.
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Analog gilt fir allen > 1
{Xp <z} c{X <z+d§U{X,—X|>d}
und damit
Fo(z) < F(z+0)+P(|X, — X| >0) < F(z) + ¢+ P(|X,, — X| > 9).
Insgesamt folgt
|F(z) — F(x)| <e+P(|X, — X|>9).
Fir n — oo konvergiert die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite gegen 0 und weil € > 0

beliebig war folgt F,,(z) — F(z) fir n — oo. O

Die Umkehrung der Aussage im letzten Satz gilt im Allgemeinen nicht wie das folgende einfache
Beispiel zeigt. Es gibt eine wichtige Ausnahme, die wir in Satz[6.7]behandeln.

Beispiel 6.6 (Konvergenz in Verteilung impliziert nicht Konvergenz in Wahrscheinlichkeit).
Seien X, X1, Xs, ... unabhingige Bernoulli verteilte Zufallsvariablen mit Parameter p € (0, 1).
Alle diese Zufallsvariablen haben dieselbe Verteilungsfunktion und daher gilt trivialerweise
X, = X.

Es gilt aber fire = 1/2
P(|X,—X|>¢)=PX,#X)=P(X,=1,X=0)+P(X,=0,X=1)
=2p(1l —p) > 0.
Also kann X, nicht in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergieren.

Satz 6.7 (Konvergenz in Wahrsch. und in Verteilung dquivalent wenn Grenzwert konstant).

Seien X1, Xa, ... Zufallsvariablen und seia € R. Dann gilt X,, = a genau dann, wenn X, £> a.

Beweis. Wegen Satz[6.5]ist natiirlich nur eine Richtung zu zeigen.

Die Verteilung von X = a ist §, und die zugehorige Verteilungsfunktion ist F'(z) = 1j, «)(z).
Einziger Unstetigkeitspunkt ist a.

Fiir jedes € > 0 ist nach Voraussetzung

lim P(X,, <a—¢)=F(a—¢e)=0

n—oo

und

lim P(X,, >a+¢)=1- lim P(X,,<a+¢e)=1—-F(a+¢)=0.

n—00 n—00
Mit {|X,, —a| > e} C{X,, <a—e}U{X, > a+ e} erhalten wir

lim P(|X, —a| >¢)=0.

n—oo

Das gilt fiir alle € > 0 und es folgt X, 5 O
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Das folgende Resultat hat einige wichtige Anwendungen in Statistik und kann auf vielerlei Wei-
sen verallgemeinert werden (Stichwort: Satz von stetigen Abbildungen, enlg. continuous mapping
theorem).

Satz 6.8 (Satz von Slutsky). Seien X, X1, Xo,... undY1,Ys,... Zufallsvariablen mit X,, = X
und Yy, Ly (und damit auch Y,, = c), wobei c eine Konstante ist. Dann gilt

() Xn+Y,=> X +¢
(i) Yo X, = cX;
(iii) X,/ Y = X/c, sofern ¢ # 0.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Beweis von (ii) und (iii) ist eine Ubung.

Im Folgenden bezeichnen wir mit Durch F'z die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z. Sei
t eine Stetigkeitstelle der von F'x .. Dann ist ¢ — c eine Stetigkeitstelle von F'y, denn es ist

Fxic(t) =P(X+c<t)=P(X <t—c)=Fx(t—oc).
Zu zeigen ist also
Fx, v, () 722% Fx(t —c). (6.6)
Sei e > 0. Dann gilt

(Xn+Y, <t,|Y,—c| <e)+P(|Y, —¢| >¢)

<P
<PX,<t—c+e)+P(|Y,—¢| >¢)

und analog erhalten wir
Fx, iv,(t) > P(X, <t—c—¢)—P(|Y,, —c| > e).

Sindt — ¢, t — ¢+ e und t — ¢ — ¢ Stetigkeitspunkte von F'y so gilt

Fx(t—c—¢) <liminf Fx, 1y, (t) <limsup Fx, 1v, (t) < Fx(t —c—e¢).
n—oo

n—oo

Mit ¢ | 0 entlang von Punkten ¢ — ¢ 4+ £ und t — ¢ — ¢ in denen Fx stetig ist folgt (6.6). [

Ubung 6.9. Beweisen Sie die Aussagen (ii) und (iii) in Satz
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6.2 Zentraler Grenzwertsatz

Neben den Gesetzen der grofien Zahlen gehort der zentrale Grenzwertsatz zu den wichtigsten
und grundlegendsten Resultaten in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Auch ein grofier Teil der
Statistik baut auf dem zentralen Grenzwertsatz auf. Unter Anderem erklart sich durch den
zentralen Grenzwertsatz die zentrale Rolle der Normalverteilung in Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik.

Es gibt viele Varianten von zentralen Grenzwertsitzen und je nach Voraussetzungen gibt es auch
einige Arten diese zu beweisen. Wir beschranken uns hier auf Folgen von unabhéingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen und geben einen Beweis an, der auf Lindeberg zuriickgeht;
Eichelsbacher and Lowe| (2014) ist ein gut lesbarer Ubersichtsartikel iiber die Methode, in dem
auch Verallgemeinerungen behandelt werden.

Satz 6.10 (Zentraler Grenzwertsatz). Es sei X1, Xo,... eine Folge von unabhdngigen identisch
Verteilten Zufallsvariablen mit E[X1] = u € R und Var[X;] = % € (0, 00). Dann gilt

1 /e 1 &
m(;XZ —W> = U\/ﬁ;(Xi —p) =27, (6.7)
wobei Z ~ Nj 1.

Die erste Gleichheit in ist nattirlich klar. Zu beweisen ist die Verteilungskonvergenz,
also die punktweise Konvergenz der Verteilungsfunktion von ﬁ o1 (Xs — p) gegen die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung @, gegeben durch

1 xX
O(x) = \/%/ e V12 dy.

Natiirlich ist ® auf ganz R stetig und deswegen werden Konvergenz in jedem Punkt z € R
nachweisen miissen.

Bemerkung 6.11 (Zentraler Grenzwertsatz vs. Gesetze der Groflen Zahlen). Unter den Vor-
aussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes gilt das sowohl das starke als auch das schwache
Gesetz der grofien Zahlen. Wir haben unter diesen Voraussetzungen nur das schwache bewiesen

und beschrinken uns in hier nur auf diesen Fall. Danach wissen wir, dass 7! Yo X L 7
gilt. Also verhélt sich (mit grofier Wahrscheinlichkeit) die Summe Y ;| X; asymptotisch wie
np und es gilt insbesondere

i(i X; — nu) 5o. (6.8)
=1

Der Grenzwert hier ist also die triviale Zufallsvariable X = 0. Natiirlich bleibt es bei demselben
Grenzwert, wenn wir auf der linken Seite den Faktor 1/n durch 1/n® ersetzen mit o > 1.

Es stellt sich die Frage, ob fiir ein « € (0, 1) der Grenzwert nicht trivial, also eine ,echte (nicht
deterministische) Zufallsvariable ist. Unter den Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes
ist dies der Fall fir « = 1/2. Insbesondere beschreibt der zentrale Grenzwertsatz asymptotisch
die Groflenordnung der Fluktuation von ) ;" | X; um npu.
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Einen Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes, der auch hier fiir den Beweis wichtig sein wird,
haben wir bereits im Korollar gesehen. Mit diesem Korollar folgt unter anderem Folgendes:

Seien Zy, Z, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Z; ~ N, dann
gilt
1 n
— Y Zi~Noy, n=12,... (6.9)
Vi i=1

Hier gilt also die Konvergenzaussage (6.7) trivialerweise.

Bevor wir mit den Vorbereitungen des Beweises von Satz beginnen geben wir noch einen an-
deren Spezialfall den man aus Satz herleiten kann, wenn man dort X; ~ Ber, wihlt.

Korollar 6.12 (Satz von de Moivre-Laplace). Fiirn € N sei S, eine binomial verteilte Zufalls-

variable mit Parametern p € (0, 1) und n. Dann gilt
S —
oW g (6.10)
np(l —p)

wobei Z ~ NO,l-

Dies ist die historisch erste Version der zentralen Grenzwertsatzes. Der (direkte) Beweis da-
von basiert auf Rechnungen mit und Abschétzungen von Verteilungen mit Hilfe der Stirling-
Approximation von Binomialkoeffizienten. Wie wir im Abschnitt 4.2 gesehen haben ist das
Rechnen mit Verteilungen von Summen von unabhingigen Zufallsvariablen (also mit Faltungen
von Verteilungen) im Allgemeinen schwierig. Also werden wir nicht direkt mit Verteilungsfunk-
tionen von ﬁ > (X; — p) rechnen.

Wir bereiten den Beweis von Satz mit einigen technischen Resultaten vor.

Lemma 6.13 (Abschatzung des Restglieds in der Taylor-Formel). Sei f eine 3-mal stetig diffe-
renzierbare Funktion auf R mit

Mj(f) = sup|fP(z)| <00, i=0,1,2,3.
zeR

Dann gibt er eine Konstante Ky, sodass fiirh € R

o(h) = sup | (a+ h) = f(2) — hf (@) = 212 FD )] < Kpmingd?, [P} (011
zeR

Beweis. Nach der Taylor-Formel mit Lagrangescher Form des Restgliedes gilt

Fla+h) = fa) — D () - 22O = 0 e)

wobei £ zwischen = und x + h liegt. Es folgt fir alle h € R

(3)

Fla+1) = fla) = hfO () = 02O (@)] < L P (612
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Mit Dreiecksungleichung gilt aber auch

1 1
J(@+0) = f@) = hfD (@) = 5n2D @) < MO + a? + avaD + Sn2m

© 0
o@D
_ o 2My ;1o
_h< T oM ) (6.13)

IVOREEYe
Wir wihlen nun by so, dass —4— + ﬁ < 1fir |h| > by. Also kann fiir |h| > by die rechte

Seite von (6.13) durch h2(%M}2) + 1) nach oben abgeschitzt werden. Fir |h| < by erhalten wir
mit

(3) (3)
1 M M
[F@+h) = f@) = D) = 32D ()| < =TIl < bglnP—=—.

Setzen wir
3 3
Ky = max{]wé(c ),bf]Wé(C), 5 }2) + 1},

so gilt

[+ 1) = f(@) = hfO(@) — 27O (@) < Kyw2
und

[+ ) = £(@) — hFO(@) = 3027 )] < KflhP.
Es folgt

(a4 h) = f@) @) — 5h2 2 (@)| < Kpmingi?, bf?).
Damit folgt (6.11), weil die letzte Abschétzung nicht von x abhingt. O

Korollar 6.14. Unter den Voraussetzungen und mit Bezeichnungen von Lemmal6.13 gilt

[+ h) = fG o) = (@)1 — ha) = @) (0}~ 1)
< g(h1) + g(ha) < Ky(min{hi, [ [} + min{h3, [ho[*}).

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Dreiecksungleichung. O

Lemma 6.15. Unter den Voraussetzungen und mit Bezeichnungen von Satz[6.10 gilt

B {1 (o 0= m)] 2= Eis(2)

fiir alle 3-mal stetig differenzierbaren Funktionen f mit beschrdnkten Ableitungen.
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Beweis. Um uns im Folgenden etwas Schreibarbeit zu ersparen nehmen wir ohne Einschrankung
der Allgemeinheit = 0 und 0? = 1 an. Ansonsten betrachten wir X7, X3,... mit X =
(Xi — p)/o. (Rechnen Sie fur sich nach, dass E[X/] = 0 und Var[X | = 1 ist, und beachten
Sie, dass man als1/y/n> " | X} = Z schreiben kann.)

Wir definieren
W, = i i X; (6.14)
n - \/ﬁ P 1 .

Sei f eine 3-mal stetig differenzierbare Funktionen f mit beschrinkten Ableitungen (wie in

Lemma6.13). Zu zeigen ist, dass
E[f(W)] == E[f(2)] (6.15)

gilt. Nach hat Z dieselbe Verteilung wie ﬁ >, Z; und die Idee des Beweises besteht
darin in W,, die Summanden X; nach und nach durch die normalverteilten Z; zu ersetzen und
dabei die Fehler zu kontrollieren.

Nach Lemma [6.13|und insbesondere Korollar [6.14| gilt fiir 21, hy € R

1

[ h) = fla+ ha) = £/(@) (= ha) = 5 £"() (0 = B)] < gln) +g(ha)  (6:16)

wobei K¢ € (0,00) eine Konstante ist mit

g(h) < Kymin{h?, |h[*}. (6.17)

Wir setzen
T, =X1+ ... Xe 1+ 21+ + Zn.

Dannistﬁ(Tn—l-Xn) = W,, und T+ 7)) =Z.

1

o

Auflerdem gilt
Th+Zr=X1+ - +Xpo+Xs 1+ 2+ Zppn+--+ 2,

=Xi1+ -+ X2+ X+ 2+ Zpr + -+ 20
=Tk1+ Xy

Mit Teleskopsummenargument erhalten wir

1

\/ﬁ(T1 + Zl))}

1
n

E[f(Wa) = £(2)] = B[ f (=@ + X)) = £

Il
™
T
/
)
3
_|_
S
N—
L
—
Bk
3
_|_
2
N
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Es folgt mit Dreicksungleichung und ,,Addition einer 0°

ELF(W, I<Z!E[( T+ X)) = £ (= T+ 20)]
—f’(j’%)\}ﬁ(Xk—Zk)—;f/’(j%)i(Xi—Z;?)H-

Hier haben wir benutzt, dass E[X}] = E[Z;] = 0 und E[X?] = E[Z?] = 1 gilt, und dass T}
und Zj, sowie T}, und X}, unabhingig sind. Insbesondere ist z.B.

el (%) o] = el ()] el o] <o

Mit der Abschitzung und weil jeweils X1, ..., X, und Z1, ..., Z, identisch verteilt sind,
erhalten wir

BUOV.) - 12| < nBlo(F1)] +nB[o(FH)]

Wir zeigen nun, dass beide Summanden auf der rechten Seite fiir n — oo verschwinden. Das

Argument ist in beiden Fallen analog, daher betrachten wir nur den ersten Summanden.

Mit und Zerlegung des Integrals (Erwartungswertes) gilt fiir jedes € > 0

X1 X2 Xp 3
nk [g(ﬁﬂ <Ky B[ TE Ly | + 0K EH%‘ L <evmy
2 2
< Ky E[Xi1xyzeym)] + Ky BXT]
= Ky B[X{1x, 5cym] + K-
Der erste Summand verschwindet fiir n — oo, da E[X?] endlich ist und die Folge {| X1| > e/n}
gegen die leere Menge absteigt. Das ist das allgemeine maf3theoretische Argument. Wenn X,

zB. eine ganzzahlige Zufallsvariable mit E[X?] = >, .\ k*P(X; = +k) < oo ist, dann
konvergieren die Partialsummen

E[X{Lpazeym] = D K P(Xi = k)
k>ev/n
fiir n — oo gegen 0. Analog kann man sich das fiir Zufallsvariablen mit Dichten tiberlegen.
Dae > 0in der obigen Abschétzung beliebig war, sehen wir, dass n E [g <%)} — 0 und analog
nkE [g(%)} — 0 fir n — oo gilt. Damit ist gezeigt. O
n—o0

Beweis von Satz[6.10 Fur W, wie in (6.14) ist zu zeigen P(W,, < z)
bzw. dquivalent dazu

P(Z <z),z€R,

E[R{anz}] 1o, E[]l{zg$}], z €R. (6.18)
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xr—€ x xr+ e

Abbildung 6.1: Approximationen der Indikatorfunktion 1, ;).

Firr festes z € R approximieren wir dafir die Indikatorfunktion 1, ) von oben und von unten
durch 3-mal stetig differenzierbare Funktionen mit beschrankten Ableitungen und benutzen

Lemma siehe Abbildung

Fiir € > 0 wihlen wir Funktionen fl(f) < Tpoo) < fés), sodass die drei Funktionen auflerhalb
des Intervalls (z — €,z + ) gleich sind. Ein konkrete Wahl solcher Funktionen wére z.B.

1 t<x—e,
W =31-1-(E)Y to—e<t<y,
0 >,
und
1 1t <z,
O =S1-(1—(EE=)) ca<t<a+te
0 >z +e.
Es gilt nun
E[f7 (Wa)] < P(W,, < 2) < E[f§7 (W)
und

P(Z <z —¢) <E[f(2)] = lim E[f7(W,)],
P(Z <a+¢) 2 E[f{P(2)] = lim E[f{(W,)].
Dabei folgt jeweils die Gleichheit auf der rechten Seit mit Lemma [6.15] Wir erhalten

P(Z<z—¢) <lminfP(W,, <z —¢) <limsupP(W,, <z +¢) <P(Z<z+¢).
n—oo n—00
Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist stetig. Mit € — 0 konvergiert daher sowohl
die linke als auch die rechte Seite im letzten Display jeweils gegen P(Z < x), was den Beweis

abschlief3t. O

Das folgende Resultat liefert unter Annahme von endlichen dritten Momenten eine Abschatzung
der Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz. Wir geben es hier ohne Beweis
an.
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Satz 6.16 (Satz von Berry-Esseen). Es seien X1, Xa, ... unabhdngige, identische verteilte Zufalls-
variablen mit n = E[X1], 02 = Var[X1] und sei S, = > jp_; Xi. Ist > = E[|X — p|?] < oo,
dann gilt

Sp —np 73
P————<z)-9® <C- . 19
sup (a\/ﬁ <) @) <C 3 (6.19)

Dabei ist @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und C' ist eine von keinen Pa-
rametern abhdngige Konstante mit 0.4097 < C < 0.4784.

Beweis. Siehe z.B. Theorem 6.1 in Gut| (2013). ]

Beispiel 6.17 (Wahl von n bei Approximation der Binomialverteilung). Wenn X;, X5, ... im
obigen Satz Bernoulli verteilt sind, dann gilt

v =E[X1 —p|’] =p’P(X1=0)+ (1 —p)*P(X; =1) = p*(1 —p) + p(1 — p)*.
Hier ist 4 = p und 0 = p(1 — p) und mit folgt

p’(L—p) +p(1 —p)*
<o) -0 < O o

2 1— 2
—C.u

Sn —np
np(1 —p)

sup P(
z€R

np(1 —p)
I
- np(1 —p)
0.4784
— /np(1—p)

Die vorletzte Ungleichung gilt, weil die Funktion p +— p? + (1 — p)? = 1 — 2p + 2p? im Punkt
p = 1/2 ein lokales Minimum mit Wert 1/2 hat und an den Réndern des Intervalls [0, 1] jeweils
den Wert 1 annimmt.

Angenommen wir wollen die Verteilung von —22="2_ s durch die Normalverteilung appro-

ximieren, dass sich die Verteilungsfunktionen hochstens einen Abstand von 0.05 zueinander
haben. Das ist dann der Fall wenn

0.4784

< 0.05,
np(1 —p)

bzw.

0.4784 2
np(1 — p) > (7) ~ 91.55.

0.05
Nun kann man fiir ein gegebenes p € (0,1) die Anzahl der Versuche n so wihlen, dass die
Approximation die geforderte Genauigkeit hat. So wiirde man z.B. n > 366 im symmetrischen
Fall p = 1/2 benétigen.
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W’Gewichte und Dichte Verteilungfunktionen
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Abbildung 6.2: Approximation der Binomialverteilung im Satz von de Moivre-Laplace. Hier ist
p = 0.3, n = 300 und somit ist die Berry-Esseen Schranke aus Beispiel
gegeben durch ~ 0.06.

Man beachte, dass die Funktion p — p(1 — p) an den Randern des Intervalls [0, 1] den Wert 0
annimmt und in 1/2 ein lokales Maximum mit Wert 1/4 besitzt. Dadurch erklart sich, dass die
Approximation in dem Satz von de Moivre-Laplace fiir p &~ 1/2 am besten ist und fiir p nah an
0 oder 1 schlechter wird.



7 Statistik

Ein typisches statistisches Problem kann wie folgt beschrieben werden: Eine Reihe von Zu-
fallsexperimenten werden durchgefithrt und deren Realisierungen als Daten aufgefasst. Die
Aufgabe des Statistikers ist es wichtige bzw. relevante Informationen aus den Daten her-
auszufiltern und die Resultate zu interpretieren. Wir gehen hier davon aus, dass die Daten
bereits vorliegen und bestimmte Voraussetzungen wie Verteilungsannahmen und Ahnliches
erfiillen.

In diesem Kapitel geht um Anwendungen der Theorie der vorherigen Kapitel. Insbesondere
werden wir sehen was fiir eine wichtige Rolle sowohl die Gesetze der groflen Zahlen als auch
der zentrale Grenzwertsatz in der Statistik spielen. Wir beginnen mit einem Abschnitt in dem
wir verschiedene statistische Methoden anhand eines konkreten Beispiels behandeln (angelehnt
an Abschnitt V.18 aus Kersting and Wakolbinger| (2010)).

7.1 Beispiel: Schitzen und Testen von Anteilen

In einem See werden aus einer groffen und gut durchmischten Population von Fischen 50 Fische
gefangen. Davon sind 30 Mannchen und 20 Weibchen. Also ist bei dem Fang der Weibchenanteil
2/5, was auf ein unausgeglichenes Geschlechterverhaltnis in der Population deuten kénnte. Ob
das wirklich so ist, oder ob es sich eher um eine zufillige Schwankung handelt wollen wir in
diesem Abschnitt beantworten.

Es gib einen wahren aber unbekannten Anteil p von Weibchen im See. Da die Population grofl ist
konnen wir bei dem Fang von 50 Fischen vom Ziehen mit Zuriicklegen ausgehen (vgl. Satz[3.5).
Die Realisierung, die wir beobachten ist X = (X1, ..., X;;) mit X; = 1 wenn der i-te Fisch ein
Weibchen ist, und 0 wenn es sich um ein Mannchen handelt.

Nach den Gesetzen der Groflen Zahlen ist
1 n
Dn = f)TL(Xla"'aXn) = nZ;XZ (7-1)
i

ein plausibler Schdtzer von p. Man beachte, dass der Schitzer (bzw. Schitzfunktion) eine
Zufallsvariable ist. Setzt man in den Schatzer die konkreten Realisierungen von X1, ..., X, ein
so erhilt man eine Schdtzung, also eine Realisierung des Schétzers. In unserem Beispiel ist die
Schitzung gegeben durch p, = 2/5 = 0.4.

Bemerkung 7.1 (Konvention zu Notation von Schitzern). Meistens bezeichnen wir Zufallsva-
riablen mit Grofibuchstaben, in Statistik werden Schétzer typischerweise jedoch mit kleinen
Buchstaben bezeichnet auch wenn es sich um Zufallsvariablen handelt. So wird beispielsweise
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Schitzer eines Parameters 6 oft 0 bezeichnet. Will man noch die Stichprobengrofie n andeuten
von der der Schatzer abhangt, so schreibt man 6,,.

Da wir mit einem unbekanntem Parameter p rechnen deuten wie die Abhéngigkeit von diesem
Parameter durch Indizes an, wir schreiben also P, E,, Var), etc. Eine der guten Eigenschaften
des Schétzers p,, ist, dass der Schatzer in Wahrscheinlichkeit und fast sicher gegen den wah-
ren Parameter konvergiert. Solche Schatzer heiflen konsistent bzw. stark konsistent. Genauer

gilt
lim P,(|p, —p| >¢) =0, firallee >0
n—oo

und
« —
Pp(Pn e p)=1
Auflerdem ist p,, ein erwartungstreuer Schitzer, d.h. der Erwartungswert des Schatzers ist gleich
dem zu schitzenden Parameter

Erwartungstreue und Konsistenz sagen nicht wirklich etwas dartiber aus wie gut der Schatzer fiir
endliches (nicht zu grofies) n ist. Die Varianz des Schatzers p,, ist gegeben durch

1
Vary[pn] = 502,

wobei 02 = 0%(p) = Var,[X1] = p(1 — p) ist. Die Standardabweichung des Schitzers j,, von
seinem Mittelwert p ist also o/y/n. Fiir eine Schitzung von o kénnen wir p durch p,, ersetzen
und erhalten

a’n = ﬁn(l _ﬁn)-

Oft werden Schitzer zusammen mit der geschatzten Standardabweichung angegeben: Hier
ergibt sich

Pn & 6n/v/n = 0.4 £ 0.069.
Das gibt schon einen einigermaf3en guten Eindruck tiber die Qualitit des Schatzers. Man kann es
aber noch verbessern indem man einen Konfidenzintevall angibt. Das ist ein zufalliges Intervall
in dem der wahre Parameter p mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit — genannt Konfi-

denzniveau oder einfach Niveau - liegt. Bei diesen Uberlegungen ist der Satz de Moivre-Laplace
hilfreich.

Angenommen wir wollen ein Konfidenzintervall I angeben in dem der wahre Parameter p mit
Wabhrscheinlichkeit > 0.95 liegt. Fur Z ~ ./\/‘071 ist (dafiir nimmt man entweder Tabellen oder
verwendet Software, R z.B.)

P(—1.96 < Z < 1.96) ~ 0.95.

Nach Korollar ist v/n(py, — p) /o annihernd normalverteilt. Nach folgender Ubung ist auch
/n(prn, — p)/ 5y, anndhernd normalverteilt.
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Ubung 7.2. Zeigen Sie mit mehrfacher Anwendung des Satzes von Slutsky (siehe Satz[6.8)

Pn— P

on/v/n

= Z,
wobei Z ~ Ny

Es folgt

0.95 ~ Pp<—1.96 <Pn7P o 1.96) - Pp(pn ~1.96 7% < p <+ 1.96&).
n

On/v/n vn vn

Das zufillige Intervall [p,, — 1.96%,@1 + 1.96%] ist das Konfidenzintervall fiir p zum (ap-

proximativen) Niveau 0.95. In unserem Anfangsbeispiel ergibt sich fiir den wahren Anteil der
Weibchen im See das Konfidenzintervall [0.26, 0.54].

Wir haben mit Schdtzen und Konfidenzintervallen bereits zwei Begriffe bzw. Verfahren aus der
Statistik kennengelernt. Ein weiteres wichtiges Verfahren sind statistische Tests. Dabei wird
ein Hypothese aufgestellt und gepriift ob diese zu den erhobenen Daten passt. Die Hypothese
wird abgelehnt, wenn die Daten mit einer zu kleinen Wahrscheinlichkeit (typischerweise < 5%,
manchmal < 1%) dazu passen.

In unserem Beispiel kann man die Hypothese aufstellen, dass der Anteil von Mannchen und
Weibchen im See gleich ist, dass also p = 1/2 gilt. Wir bestimmen zunichst allgemein die Wahr-
scheinlichkeit {|p, —p| > a} fireina > 0. Es giltmit Z ~ Ny ;

|2§n - p‘ a
NN,

a

i) e n) ()

Py(lin — bl = a) = Py

sz(|Z| >

Dabei Bezeichnet ® die Verteilungsfunktion von Z.

In unserem Beispiel ist n = 50, p = 1/2,a = [2/5 — 1/2| = 1/10, 0 = /1/4 = 1/2. Wir
erhalten

Pyjo([pn — 1/2] > 0.1) ~ 2 (—0.2\/50) ~0.29.

Die Hypothese p = 1/2, wiirde man in diesem Fall nicht ablehnen. Wenn wir mit einer gréieren
Stichprobengrofie n zur selben Schatzung p,, = 2/5 gekommen wéren, dann wiirden wir die Hy-
pothese nicht ablehnen, wenn 2& ( — ﬁ) < 0.05 wére. Es gilt

2

a < ®71(0.025) ~ —1.96 <= n > (1.965) .
a

o/vn

a

a/v/n

2<I><— ) <005 e —

In unserem Beispiel mitp = 1/2,a = |2/5 - 1/2| =1/10und 0 = /1/4 = 1/2 wiirden wir
die Hypothese ablehnen, wenn n > 97 wire.



7.2 Schdtzen des Erwartungswertes und Konfidenzintervalle 62

7.2 Schitzen des Erwartungswertes und Konfidenzintervalle

Oft kann man in der Statistik plausibel begriinden (annehmen), dass erhobene Daten Realisierun-
gen von Zufallsvariablen aus bestimmten Verteilungsfamilien sind.

Ein statistisches Modell ist gegeben durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (X', B, P). Dabei
heifit X der Beobachtungsraum oder Ergebnisraum; B ist die o-Algebra (die die Menge der
beobachtbaren Ereignisse darstellt); P ist das unbekannte zugrunde liegende Wahrscheinlich-
keitsgesetz.

Die Daten, auch Stichproben genannt, werden reprasentiert durch Realisierungen einer Zufalls-
grofle X mit Werten in X’ und Verteilung P. Oftist X = (X1,...,X,), X = R", B = B(R"),
P = Px. Wir gehen hier von parametrischen Familien aus, d.h. wir nehmen an, dass es einen
Parameterraum © C RY gibt und eine Familie P = {P : § € ©} mit P € P. Das Ziel ist, es
aus den Daten, also aus Realisierungen von X, Informationen iiber die unbekannte Verteilung
P oder uiber einige ihrer unbekannten Charakteristiken, wie z.B. Erwartungswert oder Varianz,
herzuleiten.

Beispiel 7.3 (Parametrische Familien).
(i) Pp =N, o2 mitd = (u,0 e =R x Rxg;
(i) Pp=N, 2, mit0d =pcO =R, o2 ist also bekannt;
(iii) Pp = Bin,p, 0 =p € © =0,1];
(iv) Py = Uz, 0 = (a,b) € © = {(u, y) €ER?:x < y)
Fir messbare (feste) Funktionen 7" auf X’ werden die Zufallsvariablen T'(X) Statistiken bezeich-
net. Beachten Sie, dass der Zufall in der Beobachtung X steckt und nicht in 7". Typischerweise

mochte man mit Statistiken Daten reduzieren. Die Abbildung 7" = id ist eine triviale Statistik,
bei der keine Datenreduktion stattfindet.

Beispiel 7.4 (Statistiken). Sei X = (X1,...,X,) mit X3,..., X, u.iv.

(i) Stichprobenmittelwert ist die Statistik

T (X) =X, = % ; X;. (7.2)
Es gilt
BT (0] = L 3 BX) — B[
i=1
(if) Stichprobenvarianz ist die Statistik
Tr(X) = nili(xz— X2 n>2 (7.3)

i=1
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Es gilt (Ubung!)

B[T»(X)] = Var[X)].

Bei einer sinnvollen Datenreduktion mochte man keine wichtigen Informationen verlieren, die
man fiir Riickschliisse auf die unbekannte Verteilung benétigt.

Definition 7.5 (Suffiziente Statistiken). Sei X eine Stichprobe aus P € P. Eine Statistik T’
hei3t suffizient fiir P (oder fiir @ wenn P = {Py : § € ©}), wenn die bedingte Verteilung von
X gegeben T'(X) bekannt ist (ist unabhangig von 0).

Beispiel 7.6. Sei X = (X1,...,X,), X1,..., X, uwiv. mit X; ~ Berg, § € © = [0, 1]. Also
ist

P@(Xi = $Z) = 9%(1 - 9)17%, x; € {0, 1}.
Intuitiv ist klar, dass bei bekanntem n enthélt T'(z) = )" | x; bis auf die Anordnung der 0-er
und 1-er genauso viel Information tiber p wie der beobachtete Datensatz x = (x1, ..., Z,).

Das kann man natiirlich auch formal nachrechnen. Fur ¢ € {0,...,n} und x € {0, 1}" gilt

Py(X =z,T=t)

Po(X =T = 1) = =5 s

Die Zufallsvariable T'(X) ist natiirlich Bin,, g verteilt und somit ist

Py(T =1t) = <7Z> ot (1 — o).

Firzmit )  x; # tgilt Pp(X =2, T =t) = 0. Fir x mit ) ., , x; = ¢ erhalten wir

PG(X = IE,T = t) = P@(Xl =T1,... 7Xn = xn) = HPQ(XZ — xz) — Hewl(l o 9)1—272-
1=1 i=1
=GR T (1 — )i = gh(1 — g)"
Es folgt

0 N falls Z;’L_l €T; ;A t;
Py(X =2x2|T=t)= t(1-e)n—t 1. n )
Moo — () ¢l X AL

Die bedingte Verteilung von X gegeben 7" hangt nicht von 6 ab. Also ist 1" eine suffiziente
Statistik fur 6.

Das Ziel einer Punkt- oder Parameterschdtzung ist das Schitzen eines Parameters oder Aspekts
¥ = h(6) der Verteilung P € {Fy : 0 € ©}. Die Funktion h kénnte die Identitat sein, dann wiir-
de man 6 selbst schitzen. Sie konnte bei mehrdimensionalen Parametern aber auch Projektion
auf einen Teilraum sein, z.B. ¥ = p = h(0) fiir 0 = (u, 02).
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Gesucht ist eine Statistik, in diesem Fall auch Schétzfunktion oder Schatzer genannt, V: X —
h(©). Natiirlich ist dann J(X) eine h(©)-wertige Zufallsvariable und man sucht méglichst
(asymptotisch) erwartungstreue Schatzer mit hoher Konzentration um den wahren Parameter .
Ein tbliches Kriterium ist, dass der mittlere quadratische Fehler

Eq[(0(X) = 9)°] = (Bs[9(X) — 9])° + Vary [9(X)] (7.4)
moglichst klein ist und mit wachsender Stichprobengrofie verschwindet.
Definition 7.7 (Erwartungstreue und Konsistenz). Ein Schatzer Uy = @n(X 1,-..,Xp) von
¥ = h(0) heiit erwartungstreu (engl. unbiased), wenn fiir alle n
Eg[Un] = ¢

gilt. Er heifSt asymptotisch erwartungstreu, wenn

n—0o0

Eg[0,] == 9.

Die Differenz Egy[(X ) — 1] bezeichnet man als Verfilschung (engl. bias).

Der Schiitzer U,, heifit konsistent, wenn er in Py Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Parameter
n—oo

¥ = h(6) konvergiert, d.h. fiir alle & > 0 gilt Py(|d,, — 9| > &) Z— 0.

Der erste Summand auf der rechten Seite von (7.4) (asymptotisch) verschwindet wenn der Schét-
zer (asymptotisch) erwartungstreu ist. Also ist neben der (asymptotischen) Erwartungstreue
eine kleine Varianz des Schitzers wiinschenswert.

Beispiel 7.8. Es seien X1,..., X, wiv. X; ~ Berp, p € (0,1). Ferner sei = (x1,...,2y,)
eine Realisierung von X = (X7,..., X,;). Gesucht ist ein moglichst ,guter” Schatzwert fiir p.

1. Moglichkeit: p1(z) = T = % >, ;. Der Schitzer p; ist erwartungstreu und nach dem
schwachen Gesetz der grofien Zahlen ist es auch konsistent. Beachten Sie, dass auch p; +
10000/n auch konsistent ist, also ist Konsistenz allein oft unbefriedigend.

2. Moglichkeit: py(z) = %ﬁlxl Dieser Schitzer ist asymptotisch erwartungstreu aber nicht

erwartungstreu.

Intuitiver Vergleich von p; und po: Bei Realisierungen 0 = (0,...,0) und 1 = (1,...,1) gilt

p1(0) =0 pi(l)=1

1 n+1
H 0 g D 1 == .
p2(0) = 27 (1) =15

Bei n = 5 haben wir p2(0) = 1/7 und p2(1) = 6/7. Fir kleine n und Realisierungen 0 und 1
scheint py realistischere Schéitzungen zu liefern.

Fiir die Varianzen der Schétzer gilt

Varyfpr ()] = 22

Varp [p2(X)] = (nil)zvarp [1 + ;Xﬁ] B m
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und man tberlegt sich leicht
p(L=p) _ mp(1—p)
n (n+1)2°
Also ist Vary[p1 (X)] > Var,[p2(X)] fur alle b € (0,1) und alle n € N.

Das obige Beispiel zeigt, dass man asymptotisch erwartungstreue und konsistente Schitzer
konstruieren kann, die kleinere Varianz haben als erwartungstreue Schétzer. Oft sucht man
nach besten Schitzern unter den erwartungstreuen Schitzern. In der folgenden Definition geht
es um ein klassisches Optimalitatskriterium fir Schétzer.

Definition 7.9. Eine Schitzfunktion J* heif3t beste erwartungstreue Schdtzfunktion fiird = h(0)
beziiglich { Py : 0 € ©} falls gilt

(i) U* ist erwartungstreu fiir J;

(i1) U* hat unter allen erwartungstreuen Schiétzern die kleinste Varianz, d.h. fiir alle § € ©
und alle erwartungstreue Schatzer ¥ von 9 gilt

A~ ~

Varg [29*] < Val“g [’19] .

Solche Schitzern nennt man auch UMVUE (uniformly minimum variance unbiased estimator).

Bemerkung 7.10. Man kann zeigen, dass das arithmetische Mittel i(X) = X und die Stich-

probenvarianz 6%(X) = -5 3" | (X; — X)? unter recht allgemeinen Annahmen beste erwar-

tungstreue Schitzer fiir den Erwartungswert 1 und die Varianz o2 sind.

7.2.1 Eigenschaften des Stichprobenmittels

Sei X = (Xj,...,X,) eine Stichprobe von unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit E[X;] = ¢ € R und Var[X;] = 02 € (0,00). Wir setzen § = (1,0?). Eine
Schétzfunktion fir p ist

n
in(X) = Xn =1 "X,
i=1

Dieser Schétzer i,,(X) folgende Eigenschaften:

2

(i) Es gilt Eg[f1,(X)] = pund Varg[fi,(X)] = <.

n

(ii) Nach dem Gesetz der grolen Zahlen ist fi,,(X) konsistent, d.h. fi,,(X) LN L.

(iii) Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist /i, (X ) asymptotisch normal: Fir n — oo gilt

fin(X) = Bylftn(X)] _ v/ (X) — ) _ S0 X; —np

Varg[jin (X)) o N

Insbesondere gilt fiir grofle Stichprobenumfange n

Po(fin(X) < z) = Pg(fj;\;ﬁ“ < :/_\/%) ~ @(%).

— 7 N./V‘(),l.
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Auf den obigen Eigenschaften basieren sehr oft approximative Berechnungen von z.B. Konfi-
denzintervallen fiir den Erwartungswert. Wenn der Stichprobenumfang n nicht grof} ist, dann
kann man auch exakte Rechnungen sowohl fiir den Schitzer als auch fiir Konfidenzintervalle
durchfiihren.

Beispiel 7.11. (i) Binomialverteilung: Sind X1, ..., X, uiv. mit X; ~ Ber), dann ist
n
npn(X) = Z X; ~ Bin,, .
Insbesondere ist p,,(X) eine Zufallsvariable mit Triger {% :k=0,...,n}und es gilt
Py () = ) =2y (3 x = k) = (M) nk
p(pn( >_H>_ p(; i—k>— 1 )P (I—=p)" "
1=
(ii) Poissonverteilung: Sind X1, ..., X, wiv. mit X; ~ Poi,, dann ist
n
nfin(X) = ) Xi ~ Poin,

und /i, (X) ist eine Zufallsvariable mit Trager {£ : k = 0,1,...}. Die Verteilung ist
gegeben durch

0 £) = (3 1) = 02

7.2.2 Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert der Normalverteilung

Sei X = (X1,...,X,), wobei X1,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit X; ~ N, ;2 mit unbekanntem ;. € R und bekanntem o2. Gesucht ist ein (moglichst) kleines
Konfidenzintervall zur Sicherheit 1 — o, o € (0, 1). Wegen der Symmetrie der Normalverteilung
machen wir den folgenden Ansatz:

I(X)=(X,—¢,X,+c¢), ¢>0 konstant.

Es gilt

P(pel(X))=Pu(—c<X,—p<c)=P, ( S):;\f'u_a/c\/ﬁ>

—2@(— 1

=) o i) =)

Das kleinste Konfidenzintervall zur Sicherheit 1 — « erhalt man, wenn man ¢ so wihlt, dass
dieser Ausdruck gleich 1 — « ist. Es muss also gelten

2¢(G/I)—1:1—a
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was gleichbedeutend mit

—1—

| Q

*(5777)
bzw. mit

c:¢_1(1—%>%.

Wir setzen z, = ®71(1 — ), z, ist also das obere a-Quantil der Standardnormalverteilung. Mit
dieser Notation haben wir

o
c= Zoz/2%
und das gesuchte Konfidenzintervall zur Sicherheit 1 — « ist

_ o g
I(X) = (X, — Za/2%, Xn+ Za/2%)'

Manchmal méchte man nur einseitige Konfidenzintervalle definieren. Das macht man dhnlich
wie oben mit den Ansitzen I(X) = (—o0, X, +c) oder I(X) = (X,,—c¢, ).

7.2.3 Exakte Konfidenzgrenzen im Binomialmodell

Sei X ~ Bin,p, zB. X =Y "' | X;, X; ~ Bin, unabhéngig und sei a € (0, 1). Gesucht ist
die obere Konfidenzgrenze p,(X) fiir den wahren Parameter p, d.h. fiir alle p € (0,1) muss
gelten

Pp(p <po(X)) 21 —a baw. Pp(po(X) <p) <.

Seialso a € (0, 1). Die Verteilungsfunktion

Fyle) =Pp(X <) = : (3)ta -

istfiirz < m streng monoton fallend in p, weil %Fp(ﬂz) < 0ist (Ubung!).

Fiir jedes x € {0,1,...,n — 1} sei po() implizit definiert durch F}; ,y(7) = . Dann gilt fiir
ze€{0,1,...,n—1}

Po(z) <p = a=F q)(r) > Fy(x).
Nun ist F,(z) monoton wachsend in z, d.h.

Fy(z) <a <= z<max{f e Nj: F,({) <a}.
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Wir setzen p,(n) = 1. Dann ist po(n) > pund n > max{f € Ny : F,(¢) < a}. Insgesamt
folgt

Pp(Po(X) < p) =Pp(X <max{l € Ny : F,({) < a}) <a.

Alsoist durch Fjs ;) (%) = afirz € {0,1,...,n—1} und po(n) = 1 die obere Konfidenzgrenze
definiert.

Die untere Konfidenzgrenze p, () kann man mit dhnlichen Argumenten herleiten. Es muss
gelten

Pp(p>pu(X)) >1—a bzw. Pu(pu(X)>p) <o

Setze Gp(z) = Pp(X > z) = Y0, (1)p"(1 — p)"~*. Firz € {1,...,n} ist Gy(z) streng
monoton wachsend in p. Also kénnen wir p,(z) fiir z € {1, ..., n} implizit durch G5, (,)(z) =
« definieren und erhalten

Pu(®) > p = a=Gpm(r) = Gp).
Da G, (x) monoton fallend in x ist, gilt
Gp(z) <a <= z>min{l € Ny:G,(¢) < a}.
Fir z = 0 setzen wir p,(0) = 0. Insgesamt erhalten wir
Pp(pu(X) > p) =Pp(X >min{l € Ny : Gp({) < a}) < o

Also ist durch G, (,)(z) = afirz € {1,...,n} und p,(0) = 0 die untere Konfidenzgrenze
zur Sicherheit 1 — « definiert.

Ist man an einem zweiseitigen Konfidenzintervall zur Sicherheit 1 — « interessiert, so bestimmen
wir wie oben zunéchst p, und p,, jeweils zur Sicherheit 1 —a//2. Dann gilt

Pp(p € (pu(X)aﬁO(X))) =1- Pp(p g (pu(X)vﬁo(X)))
=1~ [Py(p < pu(X)) +Pp(p > po(X))]
>1—aq.

Zur konkreten Berechnung der Konfidenzgrenzen kann man eine Beziehung der Verteilungs-
funktion der Binomialverteilung mit einer bestimmten F'-Verteilung ausnutzen. Es gilt (siehe
z.B. Kapitel zu Binomialverteilung inJohnson et al.|(1992)):

S5 o

k=x

wobei Y eine Zufallsvariable die F5(;, ;1) 2, verteilt ist. Quantile der F,, ,, Verteilungen sind
in Formelsammlungen und Handbiichern zu Statistik oft in Tabellen zu finden.
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Damit kann man z.B. die untere Konfidenzgrenze berechnen. Sei a € (0,1). Dann ist nach

{7.5)
1 — pu(x) x
a:Gpu(x)(x):P<Y> Pu() .n—$+1>
:1—P(Y§ 1fp“(”:). z )
pu(z) n—z+1
Also ist
1 — pu(x) x
l—a=F : .
“ Y( Pu(z) n—x—i—l)

Nun ist /'y streng monoton wachsend und damit invertierbar. Es folgt

1 — pu(x) T

Fl(l—a)= - .
v (1=a) pu(z) n—z+1

Das konnen wir nach py (x) auflosen und erhalten

. 1 . _ n—x+1
Pulx) = 1Ta’ mit a = Fy'(1 —a) - —
7.3 Schatzen der Varianz
Sei X = (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsva-

riablen mit E[X;] = p1 € R, Var[X;] = 02 € (0,00) und py = E[(X; — p)*] < 0o. Wir wollen
die Varianz o2 schitzen.

Wenn 1 bekannt ist, so konnen wir o wie folgt schitzen: Wir setzen Y; = (X; — u)2. Dann

sind Y7, ...,Y,, unabhingig und identisch verteilt und es gilt E[Y;] = Var[X;] = o2, sowie
Var[Y;] < co. Damit ist
1 ¢ 1<
2 N v A )2
oi(X)=Yn= EZY’ T Z(Xz )
i=1 =1
ein Schitzer von o2, Dieser Schitzer hat oben diskutierte Eigenschaften des Stichprobenmittels
wie z.B. Erwartungstreue, Konsistenz etc.

Wenn 1 bekannt ist so konnen wir dennoch die Stichprobenvarianz

n

o 1 T2
& '_n—liz;(Xl X) (7.6)

als Schitzer fiir o2 verwenden. Auch dieser Schitzer ist erwartungstreu, denn es ist

n n

S w2 =Y (X - X) + (X - )’
=1 =1

=D (X=X 4D (X =) +2X - ) Y (Xi - X).

=1 =1 =1
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Wegen Y 1 ; X; = nX verschwindet der letzte Summand. Es folgt

E[i(xi - X)) = E[im - w?] - E{i(}f — )’
=1 =1 i=1

= n Var[X1] — n Var[X]| = no? — 6% = (n — 1)0*

und somit
E[6?] = o*
Man kann weiter nachrechnen, dass
Var[6?] = %(,U/zl — Z : ?04).
SchlieBlich ist 62 auch konsistent, denn es ist
A2 IR 72 1 - 2 v 2
=g LK R n_l(izloa W? = n(X - %)
S o O S, QR CR AR S
n—1n — -1

Bemerkung 7.12 (Einige wichtige Verteilungen: 2, t,, F}, ;). Seien die Zufallsvariablen

7.

(i)

(i)

(iii)

.., Zp, unabhingig und identisch verteilt mit Z; ~ Nj ;.

Die Zufallsvariable » " , Z? ist x2 verteilt; man nennt diese Verteilung (zentrale) x2-
Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die x? Verteilung ist eine Spezielle Gammaverteilung,
Mit Bezeichnungen in Definition [4.5(gilt namlich y2 = T'; /2,n/2- Die Dichte ist gegeben
durch

1
- - .n/2-1_—x/2
fn(zx) 2”/2F(n/2)x e %, x>0. (7.7)

Seien U ~ MNy1 und V ~ X2 stochastisch unabhingig. Die Zufallsvariable U/\/V /n
ist dann ¢, verteilt; man nennt diese Verteilung studentsche t-Verteilung, oder einfach ¢-
Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die Dichte ist gegeben durch

I'((n+1)/2) :c2>—(n+1)/2

(@) = /) (15

Man kann zeigen, dass f, fiilr n — oo punktweise gegen die Dichte der Standardnormal-
verteilung konvergiert.

, = €R. (7.8)

Seien X1 ~ x2 und X5 ~ X2, unabhingig. Die Zufallsvariable ))((21/:; ist dann F, ;,

verteilt; man nennt diese Verteilung F'-Verteilung mit n Freiheitsgraden im Zdhler und m
Freiheitsgraden im Nenner. Die Dichte bekommt man aus den entsprechenden Dichten der
x? Verteilung. Sie ist gegeben durch

n™2m™/ 20 ((n +m)/2)x™/?~1
T (/20T (m/2)(m + )2

fnm(T) = x> 0. (7.9)
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Satz 7.13 (Verteilung von /i und 62 bei Normalitit). Seien X1, ..., X,, unabhingige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ N, ;2,0 < 02 < 00. Dann gilt
() (X)) =X=13" X, und6*(X) = -1 3" | (Xi — X)? sind stochastisch unabhdn-
8ig
(i) (X)) ist N, 52y, verteilt.

(iii) ”U—_zl&z(X) ist x2_, verteilt.

Beweis. Die Aussage (ii) und (iii) sind einfach. Die Aussage (i) kann man mit dem Transforma-
tionssatz fiir Dichten (siehe Satz nachrechnen unter Ausnutzung von Eigenschaften der
mehrdimensionalen Normalverteilung. Alternativ folgt die Aussage auch im etwas allgemeine-
ren Rahmen mit dem Satz von Basu; vgl. Example 2.18 in [Shao| (2003). O

Korollar 7.14. Seien X1, ..., X,, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~
Nyo2,0< 02 < oc. Dann gilt

V(X)) —p) _ Vn(a(X) —p)

- = ~tp_1.  (7.10)
g g

o (n—l)g—;n

[=

Beispiel 7.15 (Anwendung auf Konfidenzgrenzen fiir ;4 bei geschatzter Varianz).

(i) Fir Xy,..., X, unabhangig mit X; ~ N, ;2 mit bekanntem o2 € (0, 00) haben wir in
Abschnitt[7.2.2 gezeigt, dass das Konfidenzintervall fiir /4 zur Sicherheit 1 — o durch

o LA
Za/?\/ﬁ7 \/ﬁ

gegeben ist, wobei z, /5 das obere /2 Quantil der Standardnormalverteilung ist, d.h.

I(X)= (X - X+ 22

a2 = O N1 —a/2) baw. P(Z>z,) = % Z ~ Nou.

Ist 02 € (0, 00) unbekannt und wird es mit 62(X) geschitzt dann kann man sich analog
zu Abschnitt uiberlegen, dass

= 6 = %
I(X) = (X - tnfl,a/2%7X + tnfl,a/Qﬁ)
ein Konfidenzintervall fiir 1 zur Sicherheit 1 — « ist. Dabei bezeichnet ¢,,_; /> das obere
«/2 Quantil der ¢,,_1-Verteilung. Die einseitigen Konfidenzintervalle kénnen auch analog
zu Abschnitt hergeleitet werden.

(i) Seien X7, ..., X, unabhiéngig und identisch verteilt mit E[X;] = 1 und Var[X;] = 0? €
(0,00) dann hat das Konfidenzitervall I(X) aus (i) die asymptotische Sicherheit 1 — «,
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denn es gilt

P(ue (X)) = P<\/ﬁ)§:_u| < tnfl,a/Q)

n

_ P(x/ﬁXn —pl oz
g On tn—l,a/Q
P(|Z| < 24/2) = ®(24/2) — P(—2q/2) =1 - a.

n—o0

Bemerkung 7.16. (i) Statt?,_; ,/o kann man z, /; (auch im allgmeinen Modell) verwenden.
Asymptotisch liefert es dieselbe Sicherheit.

(ii) In der Praxis ist es iblich mit t-Quantilen zu arbeiten. Sie sind exakt im Normalvertei-
lungsmodell und liefern konservativere (grofiere) Konfidenzintervalle, da z, /5 < t,, o/2
furallen € Nund o < 1/2.

7.4 Das Maximum-Likelihood Prinzip

In diesem Abschnitt wiederholen wir die Maximum-Liekelihood Methode und starten mit einem
Beispiel.

Beispiel 7.17. Wir betrachten eine einzige Beobachtung einer Zufallsvariablen mit Werten
in {0, 1,2} mit Verteilung Py, 8 € {60,0:}, wobei die Wahrscheinlichkeitsgewichte in der
folgenden Tabelle angegeben sind:

Wenn X = 0 beobachtet wird, dann ist es plausibler, dass die Beobachtung von der Verteilung
Py, stammt, weil Py, ({0}) > Py, ({0}). Man wiirde in diesem Fall schitzen, dass 6 durch 6,
gegeben ist. In dem Fall einer Beobachtung X = 1 oder X = 2 ist umgekehrt § = 0, plausibler.
Folgende Schiatzfunktion bietet sich also an

é(X): 00 :)(:07
0 X #0.

Das Beispiel kann leicht auf den Fall von diskreten Verteilungen Py mit # € © C R” verall-
gemeinern. Wenn X = z beobachtet wird, dann ist 6, plausibler als 62 genau dann wenn
Py, ({x}) > Py,({x}). Als Schatzer § wiirde man also das § € O wihlen, das 0 — Py({z})

maximiert, wenn es existiert.

Im Folgenden sei X = (X1,...,X,,) € X, X ~ P € P ={PFy: 0 € O}. Wir nehmen an, dass
die Dichten bzw. Wahrscheinlichkeitsgewichte von Py durch fy gegeben sind.
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Definition 7.18 (Likelihood Funktion, Maximum-Likelihood Schétzer).

(i) Fir jedes x € & heifit die Funktion
L(-,x)— L(0,z) = fo(x) e R
die Likelihood-Funktion bei Beobachtung = € X.
(i) Wir nennen 6 € © die Maximum-Likelihood Schatzung (ML-Schatzung) fir 6 falls gilt

L(,z) = sup L(0, z).
0cO

Fasst man 0 als Funktion von X auf, dann nennt man 6 = 6(X) ML-Schdtzfunktion bzw.
ML-Schdtzer fir 6.

Bemerkung 7.19 (Konkrete Bestimmung einer ML-Schitzung). Da der Logarithmus eine streng
monoton wachsende Funktion ist, kann man anstelle von L(-, z) dquivalent auch log L(-, x)
maximieren. Die letztere Funktion nennt man Log-Likelhood-Funktion. Das ist besonders dann
niitzlich, wenn L(-, z) eine Produktform hat. Dies gilt wenn X7, ..., X,, unabhingig sind.

Ist L(0, z) bzw. log L(0, ) differenzierbar in 6 auf ©y C O, O offen, so kann man oft (aber
nicht immer) die ML-Schatzung durch explizites Losen der Likelihood-Gleichung

0

bzw. der Log-Likelihood-Gleichung

0
2 log L(0,2) =0

bestimmen. Natiirlich muss dann noch gepriift werden (mit 2. Ableitungen beispielsweise), ob
es sich bei den Losungen wirklich um Maxima handelt, bzw. es muss das globale Maximum
bestimmt werden.

Wir schauen uns nun einige Beispiele an.

Beispiel 7.20 (Bernoulli Verteilung). Seien X7, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit
X, ~ Berp, 6 € (0,1). Es gilt

LO,z) = H9$i(1 . 9)1—:% _ 92?:1361-(1 _ Q)R—Z?:ﬂi’
i=1

log L(0,x) = le log6 + (n — Zm,) log(1 —0).
i=1 i=1

Die Log-Likelihood-Gleichung ist

d I 1 -
0= %logL(G,x)“g:é = é;xz 1 _é(n—;xz)
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Die Gleichung ist 4quivalent zu

und wir erhalten

é = l T; =X
" i=1
Fir die zweite Ableitung gilt
0? 1 < 1 g
—- log L(6, ’ L= = i— ———(n— i) < 0.
o3g 108 ( :r:)eze 92;:0 (1_9)2(71 ;x)<

Also ist § =  Maximum wenn Z € (0, 1).
Ist # = 0, so gilt supye g 1y log L(0,0) = supge(g,1) 7 log(1 — 0). Dalog(1 — 0) fallend in 6 ist,
istg=0=1%" 0.

Ist 7 = 1, so gilt supge(g,1)log L(#,1) = supge(o,1)nlogd. Da log6 wachsend in 6 ist, ist

1
0 - 1 - n Z:’L:I 1
Insgesamt ist also f(z) = # die ML-Schitzung fiir 6.

Beispiel 7.21 (Normalverteilung). Seien X7, ..., X, unabhédngig und identisch verteilt mit
Xi ~ NH,U% 0= (M? 02)

Es gilt
L | (@i=p)
L 0,:E = e 202
(6, 2) o V2mo?
_ 2\—n/2 _Zz—l(mi — /’L)
(2mo”) exp( 52 )
und

log L(0,z) = —g log 27 — gloga2 —
Die log-Likelhood Gleichung besteht aus den Gleichungen (mit 6 = (fi, 52))

0= log L(0,2)|, = i@ = )

ou 62

und (wir leiten hier nach 2 ab nicht nach o)

0 no (- )
— % loeL(6 ‘ R S A B
0= 52108 L(0,2)| ;= —575 + 264
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Auf © = R x (0, 00) erhalten wir aus der ersten Gleichung die Losung
-2

und einsetzen in die zweite und Auflésen nach 62 liefert

3

=1

Die Menge © = R x (0, o) ist offen und fiir 02 — 0, sowie fiir ||| — oo gilt L(0,z) — 0,
das Maximum wird also im inneren angenommen.

Die Hessematrix ist gegeben durch

H? n LS (i — p)
log L(0, x < ne N ke )
8989T ( ) 1 NE ) 2

und an der Stelle (/1, %) durch

0? o0
log L(# —_(3®
oo™ 08 L fﬂezg;&a <() 5;.)

Die Matrix ist negativ definit und somit ist (X) = (2(X), 62(X)) mit

eindeutiger ML-Schétzer.

Beispiel 7.22 (Gleichverteilung auf (0— % + %)) Seien X7, ..., X,, unabhdngig und identisch
verteilt mit X; ~U(0 — 3,0+ 3), 0 € © = R. Es gilt

n

0 =Lfote) = [T 10 yorp (@)
=1 =

i=1
1 o<z <O+ 5V
0 : sonst,
= oty + (O

Dabei ist z(;) = min{z1, ..., 2, } und z(,) = max{z1,...,z,}.

Fiir jede Schitzung 6 € (T(n) — %,m(l) + 1) gilt L(0,z) = 1 = supgeg L(0,z). Jedes €
1

(T(m) — 3,201) + %) ist also eine ML Schitzung, die aber nicht eindeutig ist.

In der folgenden Bemerkung geben wir ohne Beweis eine untere Schranke fiir die Varianz von
Schitzern in Modellen die bestimmte Regularitatsbedingungen erfiillen. Fiir Details und weitere
Diskussion der Ungleichung siehe z.B. Abschnitt 4.3 in|Czado and Schmidt|(2011).
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Bemerkung 7.23 (Informationsungleichung von Cramér Rao). Fiir ¢ = h(6) sei 9(X) ein

Schatzer mit R
m(0) = Eg[d(X)].

Wir definieren die Fisher Information durch
0 2
10) = Eo | (55108 £(X)) |.

Unter bestimmten Regularititsvoraussetzungen und falls 0 < I(0) < oo ist gilt die Cramér-Rao
Ungleichung

(m'(6))°

varg[9(X)] >

Schatzer, fiir die asymptotisch die Gleichheit gilt, heiflen effizient. ML-Schatzer sind unter relativ
milden Bedingungen an das Modell effizient.

7.5 Elemente der Testtheorie

Es sei ein Beobachtungsmodell { (X', B, Py) : § € O} gegeben. Ferner sei © = ©¢ U O eine dis-
junkte Vereinigung. Aufgrund von gemachten Beobachtungen méchte man entscheiden, ob das
wahre f nun in ©¢ oder in O liegt. Wir betrachten folgende Hypothesen

Hy:0 €09 (Nullhypothese),
Hy:0¢€ 0, (Alternative).

Eine Funktion d mit d : X — {0, 1} heiflt Test fiir Hy gegen H; wenn sie messbar ist, und wie
folgt interpretiert werden kann:

1 <= Verwerfen der Nullhypothese Hy bzw. Annahme der Alternative H
d(x)=0 <= Annahme der Nullhypothese Hy.
Insbesondere gibt es einen kritischen Bereich K € Bmitd = 1.

(Es gibt allgemeinere randomisiserte Tests mit Werten in dem Intervall [0, 1], wir werden solche
Tests hier jedoch nicht betrachten.)

Beim Testen konnen im Prinzip folgende Fehler enstehen:
‘ d(x)=0 dz) =1

0 € ©g | kein Fehler =~ Fehler 1. Art
0 € ©1 | Fehler 2. Art  kein Fehler
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Wir bezeichnen die entsprechenden Irrtumswahrscheinlichkeiten mit

aq(0) = Py(d(X) =1) fir@ € ©g  (Wahrsch. fiir Fehler 1. Art)
Ba(0) =1 —Pp(d(X) =1) = Pyp(d(X) =0) fiur 0 € ©4 (Wahrsch. fiir Fehler 2. Art)

Definition 7.24 (Gitefunktion). Die Funktion G4 : © — [0, 1] mit
0 = Ga(0) = Pp(d(X) = 1) = Ey[d(X)]
heif3t Giitefunktion der Tests d (auch Schdrfe, Trennschdrfe, Power). Dabei gilt

aq(f) = Gq4(8) furd € O
5d(0) =1- Gd(@) fur 6 € ©,.

Typischerweise wird die Hypothese Hj so gew&hlt, dass man sie durch Experimente ablehnen
will. Man mochte also in erster Linie den Fehler 1. Art kontrollieren. Dieser Fehler soll eine vor-
gegebene Grenze nicht Giberschreiten. Unter solchen Tests sucht man nach Tests mit moglichst
kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art.

Definition 7.25. (i) EinTestd fiir Hy gegen H; heifdt Test zum Signifikanzniveau oder einfach
Niveau o, wenn g < «. Mit anderen Worten es gilt G4(0) < « fiir alle 6 € ©,.

(if) Ein Testd* zum Niveau « heif3t trennschdrfster Test (engl. uniformly most powerfull (UMP))
fir Hy gegen H; wenn fir jedes § € ©; gilt

G+ (0) = sup{Gq(0) : d Niveau « Test fur Hy gegen H; }.
(iii) Ein Niveau o Test d heiflt unverfilscht zum Niveau o, wenn 53 < 1 — a, dh. wenn
G4(0) > afiralle § € ©;.

Lemma 7.26. Ein trennschdrfster Niveau « Test d ist unverfalscht.

Beweis. Sei d’ eine Ber,, verteilt Zufallsvariable (unabhéngig von der Beobachtung und von
dem Parameter ).

Dann gilt Gy (0) = Ey[d'] = « fiir alle § € ©. Also ist d’ ein Niveau « Test.
Ist d trennschéarfster Niveau o Test, so gilt fiir alle § € O,
Gq(0) > Gy (6) = .
Damit ist d unverfilscht. O
Ein klassisches Ziel ist es einen trennschérfsten Niveau a Test unter allen Niveau « Tests zu

finden. Falls kein trennschirfster existiert, dann sucht man nach dem trennschirfsten unter den
unverfalschten Niveau o Tests.
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Beispiel 7.27 (Einseitiger Gauf3-Test). Sei X = (X,..., X, ), wobei X1, ..., X}, unabhéngig
und identisch verteilt sind mit X; ~ N, 2,0 = pu € R, o2 > 0 bekannt.

Wir betrachten einen einseitigen Gauf3-Test. Fir pg € R seien die Nullhypothese und die
Alternative gegeben durch

Ho:p<po, Hi:p> po.

Es ist plausibel die Nullhypothese abzulehnen, wenn der Mittelwert X zu grofl im Vergleich zu
o ist. Wir machen den folgenden Ansatz

d(X) = ]l(c,oo) (X')

Fir solchen Test gilt

Guli) = Puld(X) = 1) = PuX > ) = (5 > L)

=t (Grm) =2 ()

Die rechte Seite ist wachsend in p und fallend in c. Fiir ein Test zum Niveau « muss gelten

a> sup G =G = Ho — ¢ .
zué}fo a(p) = Ga(po) (I)(a/\/ﬁ>

Das ist dquivalent zu

-oso( ).

bzw.
c— ko

o//n’

Insbesondere ist fiir jedes ¢ > g + % der Test d(X) = 1(,)(X) ein Niveau a Test. Das
muss es auch fiir den trennschirfsten Test d* gelten. Auflerdem muss fiir d* auch

Za =®7 11 -0a) <

Gar (1) = 5up{ Ga(p) + d(X) = T o0) (X), 0= pro + TZ}

Dies ist fiir d*(X) = Ler o0y (X) mit ¢* = po + % der Fall, denn fiir ¢ > ¢* gilt

G- (1) = @(’;‘jﬁ*) > 8(4=2) = Gl

fur alle i und insbesondere fiir alle p# > pg.

Insgesamt ist also d*(X) = 1 (cx o0)(X) mit ¢* = pg + #52 trennschirfster Niveau v Test in

der Klasse der Niveau « Tests der Gestalt d(X) = 1. )(X).
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Die Giitefunktion ist gegeben durch

(M4M):¢<i;j;):@(i;;fag.

Die maximalen Fehlerwahrscheinlichkeiten sind

1= po
sup ag+(p) = sup Gg«(p) = sup <I>( -z ) =P(—2z,) =
p<po u<po u<po a/vn “ “

und

sup Bg=(u) = sup (1 — Gg«(p)) =1 — inf Gg«(p)
H<po > o > o

=1—Gg(po) =1—P(—2,) =1— .

Man kann sich analog iiberlegen, dass fiir den einseitigen Gauf3-Test mit Hy : p > pg vs.
Hy : < pg der Test d* mit

y - . 200
d (X) :IL(—oo,c*)(X)a c :HO*%
trennschrfster Test unter allen Niveau a Tests der Form d(X) = 1(_n, ¢)(X) ist.

Der zweiseitige Gauf3-Test mit Hy : p = po vs. Hy : p # po wird in der Ubung behandelt. Man

kann zeigen, dass unter allen Niveau o Tests der Form d(X) = L,y jio+¢) (X) der Test

* R * ZQ/QO' —1
d*(X) = ﬂ((uo—c*,uo—irc*)(X)a =, 2y =@ (1—a/2),

trennschirfster Niveau « Test ist.

Beispiel 7.28 (t-Test). Sei X = (Xi,...,X,) wobei X;,..., X,, unabhingig und identisch
verteilt sind mit unbekannten p = E[X;] € R und 02 € (0, 00). Wir wollen fiir ein y1o € R

Ho:p=po vs. Hi:p#po
testen. Wir haben in Beispiel gesehen, dass

— 6 = o
I(X) = (X - tnfl,a/Qﬁwx +tn71,a/2ﬁ>

ein (asymptotisches) Konfidenzintervall fiir i zur Sicherheit 1 — « ist. Dabei ist

n

> (X - X)?

i=1

1

A2 A2
= X =
o a°(X) —

die Stichprobenvarianz und
tn—l,a/? = Fn_—ll(l - Oé/2)

das obere //2-Quantil der ¢,,_-Verteilung.
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Das Intervall I(X) ist ,exakt“ wenn X; ~ N 11,02 und approximativ sonst. Wir machen folgenden
Ansatz B
dX)=1 <<= po ¢ I(X).

Dann gilt fiir den Fehler 1. Art

Puo(d(X) = 1) = Py (no € 1(X)) < a

Also ist d ein Test fiir Hy : = pg vs. Hy : 4 # po zum Niveau a.

Beispiel 7.29 (Fishers exakter Test auf Unabhingigkeit). Seien A und B zwei Ereignisse auf
einem Wahscheinlichkeitsraum. Wir nehmen an, dass wir n Versuche beobachten und zihlen
wie oft das Ereignis jeweils in den folgenden Mengen landet

ANB, AnBY, A°n B, A° N B°.
Man kann die Ergebnisse in einer Kontingenztafel zusammenfassen

A AC | total
B X1 X |m
BY | Xo1 Xao | m2
total | m1 mo | n

Wir betrachten den folgenden Test
Hy : Aund B sind unabhingig vs. Hj : A und B sind abhangig.

Zunichst bestimmen wir die Verteilung von X717 gegeben
e X171 + X2 = Gesamtanzahl der Versuche in B,
« X171 + X917 = Gesamtanzahl der Versuche in A.
Dafiir interpretieren wir X1 als eine Zufallsvariable in einem Urnenexperiment:
+ Sein die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.
« Davon sind n; = X711 + X2 markiert,
« Es werden m; = X3 + X1 Kugeln gezogen, wovon X1; markiert sind.

Unter der Hypothese Hj ist X1; hypergeometrisch verteilt:

Po(X11 = k) = @1) <Z“__n}<;>/<rgl>

Liegen konkrete Beobachtungen vor so kann man obige Wahrscheinlichkeit (p-Wert) ausrechnen.
Ist diese zu klein, dann lehnt man die Nullhypothese ab. Fiir ein konkretes Beispiel des Tests
auf Unabhéngigkeit verweisen wir auf Abschnitt 21 in Kersting and Wakolbinger| (2010).
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Bemerkung 7.30 (p-Wert). In Anwendungen interessiert man sich beim Testen oft fiir den
p-Wert, bzw. das beobachtete Signifikanzniveau. Es ist das kleinste Signifikanzniveau zu dem
die Hypothese noch abgelehnt wird. In Statistikpaketen wie z.B. R geben Tests standardméflig
den p-Wert der Beobachtung mit aus. Man lehnt die Hypothese dann ab, wenn der p-Wert unter
dem vorgegebenen Signifikanzniveau « liegt.
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