Ubungen zur Vorlesung
“Stochastik*

Sommersemester 2016, Blatt 6

Losungsskizze

(Die Losungen sind bewusst kurz gehalten, also nicht beispielhaft fiir die Bearbeitung von
Klausuraufgaben.)

Aufgabe 21
Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

on(N X1, Xn) = [[ £2(X0),

wobel fy(z) = )\e_Az]l(Opo)(x). Der Maximum Likelihood (ML) Schitzer maximiert diese
Funktion beziiglich A\. Um ihn zu bestimmen, kénnen wir dquivalent den Logarithmus der
Likelihood-Funktion maximieren. Es gilt

a n
aloggn()\;Xl,...,Xn) =—— ZXi und %loggn(. L) ===

Somit folgt schnell, dass die Likelihood von A := n /> X; maximiert wird. Die Konsistenz
folgt aus dem Gesetz der grofflen Zahlen und der Stetigkeit von x +— 1/z in 1/A.

Aufgabe 22

Es sei z das obere N(0,1)-o/2-Quantil, also 1 — ®(z) = o/2. Es gilt X,, = 108 = 0.6% =
0.216 und 62 = 445(108(1 — 0.216)? + 392(—0.216)%) ~ 0.1697. Hier gibt es mehrere Wege

vorzugehen. Aufsteigend nach Genauigkeit:

i) Man errechnet zunéchst:

! . . X, — §
1—a§Pp(p€(Xn—51,Xn+61)):Pp< | i v )

Vp(—p)/n - V(1 —p)
- d—1vn \ _
Nch( p(l—p)> 1,

also 01 > z+/p(1 —p)/n. Nun hingt unsere Wahl von ¢; noch von p ab, das wir
eigentlich nicht kennen. Da aber p(1 — p) < 1, kénnen wir §; = z/(2y/n) wihlen und
erhalten (0.216 — 0.02242,0.216 + 0.0224z).

Die sehr grobe Abschitzung von p(1 — p) macht das Konfidenzintervall hier relativ
ungenau.



ii) Man kann hier (wie im Skript) Ubung 7.2 verwenden mit Z ~ N(0,1) ~ Xnp o

iii)

/62 /n -
M, um dann ein Konfidenzintervall anzugeben:
4/0.1697/500

0.216 — p

1/0.1697/500

wobei do = 0.0184z = %z, was schon besser ist als die Losung von 1i).

€(—22) & pe(0.216— 05,0216+ ),

Hier haben wir im Prinzip mit einer Normalverteilung mit geschdtzten Parametern
gerechnet (p =~ N (X,,62/n)). Dies erzeugt ebenfalls Ungenauigkeiten. Vergleicht man
09 und 01, sieht man, dass hier die Abschitzung p(1 — p) < 1/4 ersetzt wurde durch
einen geeigneten Schitzer 62 fiir p(1 — p) = Var(X).

Analog zu i) erhilt man

v v )2
l—a~P | X — pl <z|=P n(Xn —p) SZZ
p(1—p)/n p(1 = p)
und somit eine quadratische Ungleichung
Xy —2pX, +p* < 2p(1—p)/n

n)_(n+22/2+ nX2 <o,

2
S pt—2p-
b P n + z2 n+ 22~

die das Intervall zwischen den Nullstellen einer nach oben geéffneten Parabel in p
beschreibt, dessen Grenzen (also die Nullstellen der Parabel) sich ergeben als

nX, + 22/2 z 22 _ _
— X, (1 - X,
n+ 22 n+22V 4 X n)

108 + 22 /2 z [ 22
~ + — 4 84.672.
500 + 22 500 + 22 V 4 +

Das hier entstandene Konfidenzintervall ist, wie man am ersten Summanden erken-
nen kann, nicht mehr symmetrisch um X, ; nur anndhernd fir groffe n. Hier haben
wir tatsdchlich nur den zentralen Grenzwertsatz und keine weiteren (Ab-)Schdtzungen
verwendet. Damit sollte zumindest anschaulich klar sein, dass es sich hierbei um das
praziseste der drei Konfidenzintervalle handelt.

Aufgabe 23
Fiir den Fehler 1. Art gilt

Py (T(X) = 1) = Py (o ¢ 1(X)) = c

Also handelt es sich bei 7" um einen Test zum Niveau «.
Fiir p # po ist die Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art gegeben durch

P, (T(X) =0) =Pu(uo € I(X))

_ o _ o

PN(X — Za/2% < Ho < X +Za/2%)
o - o

= Pu(ﬂo - Za/2% <X < o +2’a/2%)



g g
:PN(MO_H_ZQ/2\/><X M<M0—M+Za/2f)

o — Xk _mo—p
=Pl o 0 < or 7o)
~N0,1

— P (MO R, ) (MO —Hr >
U/\F /2 0_/[ a/2 )
wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Fiir u — po (bei festem
n) konvergiert die rechte Seite gegen
a o«
@(za/g) — @(—za/g) =1- 5 3= 1—a.
Dass dies der maximale Fehler 2. Art ist, folgt aus

@(c—i—za/g) — <I>(c— Za/g) < @(za/g) - (I)(—Za/g), ceR.

(Die Fliche unter der Dichte der Normalverteilung iiber dem Intervall der Lénge 2z, ist bei
einem um Null symmetrischen Intervall am grofiten.)

Aufgabe 24

Sei N die Anzahl der richtigen Antworten. Wir gehen davon aus, dass N ~ B(n,p) bei
unbekanntem p. Mit Hilfe eines unteren (1 — «)-Konfidenzintervalls I fiir p ldsst sich dann die
Vermutung, dass der Student geraten hat, Verwerfen wenn 1/a ¢ I. Nach Skript ((7.5) und der
Teil danach) ist die untere Grenze pg(z) = (1+b)~! mit b = Fy,' (1 —a)- (n—2+1)/x, wobei
Y eine Fy(,_,11)2.-verteilte Zufallsvariable ist, deren Quantlle in der Tabelle im Hinweis
stehen. Man erhalt

10 6

-1 1 -1 1
(11 :<1 2. -7) ~ 0.2 - J(1 :(1 2.4-7) ~ 0.4682 > -,
pa(1l) = (14283 0.2799 < - pa(15) = (1+2:84- 0.4682 > -

91 1 8\ -1 1
pa(12) = (1 279 E) ~03234 <3 und  pa(13) = (1 4278 ﬁ) ~0.3689 > .

Man braucht also mindestens 13 richtige Fragen, um hier zum Niveau 99% ausschlielen zu
konnen, dass der Student geraten hat.

Aufgabe 25
P(weifle Kugel gezogen) = P(Ziehen aus Urne 1) - P(weile Kugel gezogen|Ziehen aus Urne 1)
+ P(Ziehen aus Urne 2) - P(weile Kugel gezogen|Ziehen aus Urne 2)

55,13 _9
6 8 6 12 16

Aufgabe 26

p(1—gq) falls y = 1

1—p)q falls y = —1

Z ~ Ber(pq). P(Y =y) = ( )

pg+(1=p)(1—gq) fallsy=0

0 sonst.
Aufgabe 27

Ak A Nk
Xe’\X]:Zk:e’\k-e_)‘k‘:)\Z( Z') =X

k>1 k>0



Aufgabe 28

Zwei Zufallsvariablen XY sind genau dann stochastisch unabhéngig, wenn f(x,y) = fx(x) -
fy(y) fir alle z,y.

a) X und Y sind uniform auf (—2,2) verteilt und unabhingig, da
I 1
Ix(@)= [ f(z,y)dy = 16/, L g)2(z,y)dy = 1]1(72,2)(37) = fvr(x).
b) fx und fy identisch zu a), allerdings keine Unabhéngigkeit; erkennbar daran, dass

XY >0.

¢ fx(z)=1,_ 11 y(@) = fy(z). Keine Unabhéingigkeit; Auch erkannbar daran, dass die
Dichte wie in b) Mengen, auf denen X -Y > 0, stirker gewichtet.

Aufgabe 29

Hinweis folgt mit Voraussetzung durch Fallunterscheidung. Wegen der Monotonie des Integrals
und bekannten Umformungen ergibt sich

0< / /(X(m) — X (w1) (Y (wa) — ¥ (wr))dP(w1)d P(ws) = 2EB[XY] — 2E[X] E[Y].
QJQ

Aufgabe 30

Sei S, =Y~ Xi ~ B(n,p) (Anzahl der Jungen unter den Neugeborenen, (X;) unabhingig),
wobei n = 14000 und p = £2 ist. Dann gilt E[S,] = 14000 - 3, Var(S,) = 14000 - 1%127 und

a)

7037 — E[Sa] _ So — E[Sa] _ 7363 E[Sn]>

P(7037 < S5, <7363) =P <
( N ) ( /Var(Sy,) /Var(Sy) / Var(Sy,)

o (7363 - E[Sn]) e (7037 - E[Sn]> 09049,
Var(Sy,) Var(Sy,)

b) Mit S,, ~ B(n, i) ist fiir n > 294

—2Vn_ _ Sy —E[S] _  2V/n )
V17-18 = /Var(S,) ~ V17-18

2 /n
- 2@(7) —1>0.095.
V1718 =

P(l—gn <5, < %n) :P(



Aufgabe 31

Nach Markov-Ungleichung und Voraussetzung ist > o P(| Xy — X[ > ¢) < oo. Fiir jedes
e > 0 gilt also nach Borel-Cantelli, dass |X,, — X| < ¢ fast sicher fiir fast alle n gilt.

Aufgabe 32

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass p = 0. Ansonsten betrachten wir die Zu-
fallsvariable Z = X — y, fiir die E[Z] = 0, E[Z%] = E[(X — 1)?] und E[Z; — Z,] = B[X; — X;].
Es gilt

E [Z(Xi —Xn)3] - ZE (X3~ 3E [ (ZX) ] +3E [ngnjxi] - zn:E[Xg]
: =1 i=1

= nE[X3] —3n*E[X3] + 3nE[Xg] — nB[X]]

= nE[X?%] + E[X2](2n — 3n?)

= (n+ 2 - 3)E[X’],

n

[ZX§+Z Y XX Xk} :%E[X:S]—l—o.

1=1 j#iVEk#i

da E[X]

Damit ist ein erwartungstreuer Schétzer des 3. zentralen Momentes von X gegeben durch

Die Rechnung fiir den erwartungstreuen Varianzschéitzer funktioniert iiber dieselben Metho-
den vollig analog.

Aufgabe 33

a) Richtig! S, ist (in Verteilung) die Summe von n unabhingigen, identisch Ber(p)-
verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert p.

b) Falsch! Gegenbespiel mit fairem Wiirfel:
A := {Augenzahl gerade}, B := {Augenzahl = 2}.

c¢) Falsch! Aufgabe 26 liefert ein Gegenbeispiel:
Ist dort p = g, so ist X1 - Xo ~ Ber(p?), aber X? = X ~ Ber(p).



