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Aufgabe 5 (4 Punkte)

Sie haben drei faire 6-seitige Würfel W1,W2,W3, deren Seiten unbeschriftet sind. Gibt es eine
Möglichkeit die Würfel derart mit natürlichen Zahlen zu beschriften, dass für ihre jeweiligen
Würfelergebnisse X1, . . . , X3 gilt

P(X1 > X2) > 1/2, P(X2 > X3) > 1/2 und P(X3 > X1) > 1/2?

Liefern Sie ein Beispiel oder einen Gegenbeweis.

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Es sei Y eine Zufallsvariable mit Y ≥ 0 und E[Y 2] <∞. Man beweise: Für a ≤ 1 gilt

P(Y > aE[Y ]) ≥ (1− a)2
(E[Y ])2

E[Y 2]
.

Hinweis: a) Für alle t ∈ R gilt Y = Y 1{Y >t} + Y 1{Y≤t}. Benutzen Sie die Linearität des Erwar-
tungswertes und wenden Sie dann die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung an.

b) Die Chebyshev-Ungleichung liefert eine obere Schranke für Wahrscheinlichkeiten von
Abweichungen vom Erwartungswert. Die hier zu beweisende Ungleichung liefert eine
untere Schranke. Sie wird oft mit a = 0 verwendet.

Aufgabe 7 (4 Punkte)

Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit

P(Xn = 1) = pn und P(Xn = 0) = 1− pn.

a) Zeigen Sie

Xn
P−→ 0 ⇐⇒ lim

n→∞
pn = 0, (1)

Xn
Lp−→ 0 ⇐⇒ lim

n→∞
pn = 0, (2)

Xn
f.s.−−→ 0 ⇐⇒

∞∑
n=1

pn <∞. (3)

b) Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und Kon-
vergenz im p-ten Mittel im Allgemeinen nicht die fast sichere Konvergenz folgt.

(bitte wenden)



Aufgabe 8 (4+2 Punkte)

a) Für jedes n ∈ N seien X
(n)
1 , . . . , X

(n)
n paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit

endlicher Varianz (also nicht notwendig identisch verteilt!) und

lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

Var[X
(n)
i ] = 0.

Zeigen Sie, dass die X
(n)
i dem schwachen Gesetz der großen Zahlen genügen, d.h.

beweisen Sie
1

n

n∑
i=1

(
X

(n)
i − E[X

(n)
i ]
)

P−→ 0, n→∞.

b) Es sei (Xn)n≥2 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P(Xn = n) =
1

n log n
und P(Xn = 0) = 1− 1

n log n
.

Zeigen Sie: Die Folge genügt dem schwachen Gesetz der großen Zahlen in dem Sinne,
dass

1

n

n∑
i=2

(Xi − E[Xi])
P−→ 0.

Bonus: Wenn Sie zusätzlich zeigen, dass die Folge aus b) nicht dem starken Gesetz der großen
Zahlen genügt, erhalten Sie 2 Bonuspunkte.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/SS-2016/VorStochSS2016


