Stochastik — eine interdisziplindre Wissenschaft. Teil II

L. Riischendorf
Institut fiir Mathematische Stochastik,
Universitat Freiburg !

In dem zweiten Teil dieser Darstellung sollen einige Anwendungsgebiete etwas de-
taillierter betrachtet werden, nachdem im ersten Teil historische und grundsétzliche
methodische Gesichtspunkte im Vordergrund standen. In einigen Fallen wird mehr
auf die methodische Entwicklung, in anderen auf die inhaltlichen Fragestellungen
aus den Anwendungen eingegangen.

Neuere Anwendungen der Stochastik basieren auf der methodischen Weiterent-
wicklung. Es sind eine Reihe von komplexen Modellen konstruiert und analysiert
worden (raumliche Modelle, stochastische Prozesse, verallgemeinerte lineare Modelle
(GAM), Markovsche Felder, Cox-Regressionsmodelle, ...). Rechenintensive Verfah-
ren haben Einzug gehalten (Bootstrapverfahren, Spline-Wavelet und andere nichtli-
neare Regressionsmethoden, neuronale Netze, logistische Regression). Umfangreiche
Vergleichsstudien der zugehdrigen Algorithmen sind erstellt worden. Die folgenden
Beispiele aus diesem Bereich sollen erldutert werden:

A) Stochastik in Algorithmen und Optimierung

B) Klassifikation und raumliche Modelle .

)
C) Finanzmathematik und stochastische Prozesse
D) Biometrie und Expertensysteme

)

E) Emissionstomographie

A) Stochastik in Algorithmen und Optimierung Die Entwicklung und Ana-
lyse von Algorithmen ist eine der wichtigsten Aufgaben der (angewandten) Mathe-
matik. Schon in den ersten Schulklassen werden Algorithmen gelernt, z.B. wie man,
vom kleinen Einmaleins ausgehend, grofie Zahlen miteinander multipliziert.

Zu den am hiufigsten verwendeten Algorithmen gehéren der Gau-Algorithmus
zum Ldsen linearer Gleichungssysteme oder das Newton-Verfahren zum Auffinden
von Nullstellen einer Funktion. Schnelle und leistungsfahige Algorithmen fiir parti-
elle Differentialgleichungen erméglichen es, z.B. das aerodynamische Verhalten von
Flugzeugen teilweise auf dem Computer zu simulieren. Sie gestatten es, grofle Da-
tenmengen in statistischen Analysenproblemen oder in der Computertomographie
zu verarbeiten. Weiter werden Algorithmen benétigt, etwa zum Erzeugen von Zu-
fallszahlen fiir stochastische Simulationen.
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Mit stochastischen Algorithmen lassen sich natiirliche Objekte approximativ be-
schreiben. Einige dieser Konstruktionen sind auch weitgehend in den &ffentlichen
Medien vorgestellt worden:

Von Mandelbrot stammt die Konstruktion von ’fraktalen Objekten’ mit der
fraktalen Brownschen Bewegung.

(aus Mandelbrot (1977): The fractal geometry of nature.)

(aus Barnsley (1988): Fractals everywhere.)
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Barnley hat die Konstruktion und Datenkompression von natiirlichen Objekten
mit iterierten Funktionensystemen propagiert. Die Bilder sind Représentanten
der invarianten Mafle vom sogenannten Chaos-Spiel, bei dem nach einer Verteilung
zufillig Funktionen iteriert angewendet werden und die entstehende Punktmenge das
Bild darstellt. Die Bedeutung dieser Verfahren zum Zwecke der Datenkompression
wird zur Zeit intensiv studiert und weiterentwickelt.

Eine wichtige Aufgabe in der Informatik ist die Konstruktion und Analyse
von Algorithmen fiir hiufig auftretende Aufgaben wie: Sortieren, Suchen und
Speichern von Zahlen, Schliisseln oder dhnliches, die Speicherverwaltung und vieles
mehr.

Insbesondere interessiert z.B. das Laufzeitverhalten der Algorithmen und das
durchschnittliche Ergebnis der Algorithmen. Es hat in neuerer Zeit erhebliche Fort-
schritte auf diesem Gebiet gegeben. Betrachten wir z.B. den Quicksortalgorith-
mus zum Sortieren von n reellen Zahlen z,,...,z, der Gré8e nach. Dazu wird
zuféllig ein Element z aus den Zahlen herausgegriffen und die anderen Zahlen wer-
den mit diesem Element verglichen. Es entstehen zwei Gruppen: die Gruppe I der
kleineren Elemente vom Umfang I, und die Gruppe II der gréBeren Elemente vom
Umfang n — I,, — 1. Rekursiv werden nun die kleineren Problemgruppen sortiert und
dann zusammengesetzt.

I B S N I o II
/ n\/ n—/I,.,_\l
/N
Quicksort

Ist L, die Anzahl der benétigten Rechenschritte zur Herstellung der geordneten
Zahlen, so gilt nach Knuth (1973) fiir den Erwartungswert und fiir die Varianz von
Ln

¢, =FEL, =~ 2nlogn, Varl, =~ (7——71'2) n?

Ein neues und praziseres Resultat von Cramer (1994) 'liefert, daf Lﬂ;'gn angenahert
log-normalverteilt ist.
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Geglattete empirische Dichte von Quicksort fiir n = 5000 und simultan eine approximierende log-
Normalverteilung. Beide Kurven sind kaum zu unterscheiden.

Mit obiger Aussage und weiteren dhnlichen Aussagen la8t sich einsehen, daB nur
mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit Quicksort nicht von der Gréfenordnung
nlogn Schritte verwemdet. Der Algorithmus benétigt im schwierigsten Fall (worst
case) n? Rechenschritte. Mit obiger Methode 148t sich aber praktisch ausschliefen,
dafl der Quicksortalgorithmus einen grofien Rechen- und Zeitaufwand hat.

Es sind fiir viele Algorithmen sehr prizise Fehlerschranken gefunden worden.

Stochastische Algorithmen Ein Prinzip bei der Konstruktion von stocha-
stischen Algorithmen ist es, in einzelnen Rechenschritten zufillig Fehler in Kauf
zu nehmen, dafiir aber den global optimalen Wert anzustreben. Ublicherweise sind
Algorithmen Berechnungsverfahren mit prizise vorgegebenen Einzelschritten, die
ohne weitere Phantasie des Anwenders durch systematisches Befolgen der Regeln
das Endergebnis liefern, wobei man versucht, die doch immer wieder auftretenden
Fehler durch Entwicklung von fehlerkorrigierenden Codes zu verbessern. Z.B. sind
die Chips in Computern so dicht gepackt, daB gelegentliche Stérungen durch radio-
aktive Strahlung auftreten. Die Bilder vom Jupiter von der Voyager-Sonde waren
nur auf Grund der Verwendung von Golay Codes so brilliant.

In stochastischen Algorithmen werden einzelne Rechenschritte dagegen ’zufillig’
falsch ausgefiihrt. Fiir manche Probleme sind jedoch die Ergebnisse dieser stochasti-
schen Algorithmen besser als mit jedem bekannten deterministischen Algorithmus.

Ein recht universell anwendbarer stochastischer Algorithmus ist der simulated
annealing Algorithmus. Die Idee dazu kommt aus der Physik von dem Abkiihl-
prozef bei der Herstellung einer Schmelze. Soll eine Zielfunktion f : S — IR, S
ein Gitter, maximiert werden, so wahlt man, ausgehend von einem Gitterpunkt z, -
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zuféllig einen Nachbarn und wechselt mit kleiner Wahrscheinlichkeit zu dem Nach-
barn iiber, auch wenn sich dabei der Zielwert verringert. Die Temperatur entspricht
der GroBe der Wahrscheinlichkeit. Sie wird in dem fortlaufenden Prozess langsam
auf 0 abgesenkt. Fiir viele Probleme liefert dieser Algorithmus gute, fiir manche

Probleme sehr gute Ergebnisse.

Beispiel 1) Beim Traveling Salesman problem ist simulated annealing (SA)
nicht optimal, aber eine Modifikation von SA liefert die zur Zeit besten Ergebnisse
fiir grofie Probleme. An diesem Beispiel 148t sich gut erlautern, daB eine ganz wichtige
Komponente bei der Losung von Optimierungsproblemen die Darstellung der Daten
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Ausschnitt aus 67 Stadtedistanzen

Eine Einbettung in die euklidische Ebene ist der Schliissel fiir relativ gute intui-

tive Losungen.




Branch and bound Methode (aus Nemhauser Wolsey), Lsung: 1606,75km

Stochastische Algorithmen sind z.B. die besten fiir das Problem der Primzahl-
faktorzerlegung. Dieses ist von groBer praktischer Bedeutung, da solche Zerlegungen
eingehen in das einzige als sicher geltende Kodierungsverfahren, den public key code.
Fiir einige als auBlerordentlich schwierig geltende Berechnungsverfahren (sogenann-
te NP-Probleme) sind in jlingerer Zeit stochastische Algorithmen gefunden worden,
die in polynomialer Zeit operieren und approximativ optimal sind, z.B. zur Be-
stimmung der Normierungsfunktion im Ising Modell fiir ferromagnetische Systeme
(Jerrum, Sinclair (1989)) oder bei der Approximation konvexer Kérper in hohen
Dimensionen.

Beispiel 2) Bildrekonstruktion

Die Bayessche Bildrekonstruktion beruht auf folgendem \{grfahfen. Ein digita-
les Bild z wir in einem Kanal iibertragen und als mit dem Ubergangskern P(:|-)
gestortes Bild y empfangen. Aus y soll eine Schitzung Z fiir 2 gewonnen werden.

P(1)
— —

Kanal

digitales Bild gestdrtes Bild rekonstruiertes Bild
-~

T —_— . y — T
Die Dimension D von z ist exterm hoch, typischerweise etwa 500%500 oder
500%1000. Sei S die Menge der Farben. Die Bilder sind Elemente aus Q = SP. Zur
Rekonstruktion verwendet man eine a priori-Verteilung pg auf 2, ein “Markov-
Feld“ (Gibbs Prozess), ug(z) = "—}ﬁ—g()l), wobei E = F,, die von einem Parameter
a abhingige Energie ist. pg enthalt die Vorinformation iiber das Bild. Der Parame-
ter 3 entspricht der 'Temperatur’ pg beschreibt ein stochastisches Bild und liefert
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z.B. Informationen iiber Regularititseigenschaften der Bilder. N ach der Bayesschen
Regel (vgl. Teil I) erhélt man:

Ps(aly) = Pyle)™ 8

Das a posteriori-Bild ist wieder ein Gibbsches Ma8. Die Rekonstruktion Z gewinnt
man z.B. als Maximumstelle von Pﬁ( ly) (MAP Rekonstruktion) mit dem simulated
annealing algorithmus '

gestortes Bild mit 30% fliprate Rekonstruktion des Musters mit der
Bayes-Methode
(aus: Ripley (1988): Statistical inference for spatial processes. )

Auch Beispiele der Aufarbeitung von Bildern aus der Kernspintomographie (NMR)
sind nach dieser Methode untersucht worden. Ein interessanter Aspekt der obigen
Methode sind die dazu verwendeten markovschen Felder. Das einfachste dieser Felder
ist das Ising Modell fiir Ferromagnetismus. Es ist sehr ausfiihrlich untersucht wor-
den und beschreibt die Spin-Muster, die bei Magneten auftreten. Deterministische
Varianten dieser Interaktionsmodelle sind in jiingerer Zeit in der Theorie zellularer
Automaten und in stetiger Form in Reaktions-Diffusionsgleichungen zur Beschrei-
"bung von natiirlichen Mustern untersucht worden. Die Beéschreibung von Mustern
ist ein aktuelles Forschungsgebiet in der Biologie und auch in anderen Disziplinen.
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Biologische Muster und Simulationen mit Reaktions-Diffusiongleichungen
(aus Murray (1993): Mathematical Biology.)

Es scheint mir, dafl markovsche Felder die Konstruktion von natiirlichen Mustern
in groBerer Vielfalt ermdglichen. Das bleibt aber noch zu untersuchen. Ein grofles
Problem in diesem Zusammenhang ist es, inwieweit solche einfachen Erklarungsmo-
delle auch eine biologische Relevanz haben.

B) Klassifikationsprobleme und rdumliche Modelle Ré&umliche stochasti-
sche Modelle finden in neueren Arbeiten eine Fiille von essentiellen Anwendungen.

a) Das Boolsche Modell ist eines der einfachsten raumlichen Modelle. Es ist
eines der klassischen Grundmodelle der stochastischen Geometrie und wurde vor
allem in der Geologie untersucht und als Modell fiir Lagerstatten verwendet. Weite-
re Bereiche sind die Modellierung von Kolloiden mit Gelstruktur, das Studium der
Energieverhiltnisse beim Ubergang von Fliissigkeiten in Dampf und insbesondere
als Testobjekte fiir automatische Bildanalysegerite. Es ist erstaunlich, wie mit ein-
fachen geometrischen Objekten (Kreisen) und etwas Zufall (Zentren und Radien)
interessante Strukturen entstehen.

Modellierung einer Kalilagerstitte und dem Boolschen Modell
(aus Stoyan, Kendall, Mecke (1985): Stochastic Geometry and its Applications.)




Stochastik — eine interdisziplinare Wissenschaft. Teil II 9

Ein Beispiel raumzeitlicher Regressionsmodelle fiir Luftverschmutzung wurde
schon vorher in Teil I behandelt.

b) Tiefenumwandlung seismischer Daten, 6llagermodellierung Olla-
ger befinden sich in der Nordsee in einer Tiefe von etwa 3000 Metern und haben ein
Ausmaf von etwa 3,0-5,0 km?. Das Hydrokarbon wandert in den Reservoirs aufwirts
bis es unter nichtdurchléssigen geologischen Schichten (typischerweise Schiefer) ge-
fangen wird. Die Abbildung dieser Schichten gibt wichtige Hinweise fiir die Forde-
rung und das Hydrocarbonvolumen.

Undurchlassige Schichten kénnen weitrdumig durch seismische Daten ermittelt
werden, d.h. erhalten werden seismische Reflektionszeiten (¢(z),z € D), die in Ab-
bildungen (Z(z),z € D) der undurchléassigen Schichten umgewandelt werden sollen.
Die Signalgeschwindigkeit jedoch variiert betrachtlich, sowohl vertikal als auch late-
ral. Daher kann nicht einfach das Produkt aus Zeit mal Geschwindigkeit gebildet wer-
den. Neben den seismischen Daten (Messungen von einem Schiff im Bereich 100-100
m?) liegen weitere Daten aus Bohrléchern vom Umfang 0,2:0,2 m?, Z(z1), ..., Z(zs)
vor. Verwendet wird ein Modell von der Form:

Z(z) = V(z)t(z)+e(z)
Z1 — T1,min
= (Bl + Bot(z) + Bs—— ‘3’51 - ) t(z) + e(z)
1,max ™ ,min
mit der Kovarianzfunktion Cov(e(z)) = o2K(||z — y||). Geophysikalische Infor-
mation fiihrt zur Annahme
r r 3
K(r) = 1-3 (2.800) + 3 (53%) 0<r=<2800
0 sonst

und zur a priori-Verteilungsannahme:

0,6 (0,055)? 0 0
B ~ N[ 0,0002 ],r2 0  (0,0001)2 0 |
0,07 0 0 (0,022)?

Der Skalenparameter 7 wird variiert. Aus der a posteriori-Verteilung ergeben sich
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mit der “Bayes Kriging Methode“ folgende Bilder
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Bayessche Kriging Karten
(aus Hjort, Omre (1994): Topics in spatial statistics. In: Scand. J. Statistics)

Weiter Beispiele von Bedeutung sind die

o Identifikation von Herz-Dysfunktionen basierend auf Echokardiographie-Daten
(Ultraschalltechnik). Die Bilder haben geringen lokalen Kontrast und grofie
"Noise’-Komponenten. Verwendet wird Vorwissen mit *Pattern recognition’-
Techniken. Typische Bilder versprechen wesentliche Reduzierung des *Noise’
und Verbesserung der diagnostischen Méglichkeiten.

Ultraschallbild von Herzkammeraktivitit mit Bayesscher Noise-Reduktion
(aus Hjort, Omre (1994): Topics in spatial statistics. In: Scand. J. Statistics)
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e Bestimmung von Fisch-Populationen
e Simulation vom Gesteinsaufbau

e einige erfolgreiche Ziffernerkennungsverfahren basieren auf stochastischen In-
teraktionsmodellen.

C) Finanzmathematik und stochastische Prozesse Eines der zur Zeit aktiv-
sten Gebiete in der Stochastik ist die Modellierung von Finanzdaten, Aktienkursen,
Wechselkursen und Returnverteilung durch stochastische Prozesse, die Ermittlung
von Optionspreisen und die Risikosteuerung der Portfolios.

1827 hatte der Botaniker Brown beobachtet, dal Staubpartikel auf einer Wasser-
oberfliche unregelméaBige Bewegungen durchfithren. Einstein und Smoluchowski ge-
lang es 1905 anhand dieser Beobachtungen die atomare Struktur der Materie nach-
zuweisen und sie leiteten fiir die zeitliche Dichtefunktion der Brownschen Bewegung

B die Diffusionsgleichungen sowie das v/t-Gesetz fiir den Zuwachs der Bewegung
her, B(t + s) — B(s) ~ N(o,c?t).

0 2000 4000 6000 8000 10000

Simulation der Brownschen Bewegung

Einstein fand fiir die Varianz ¢? die Formel

-T
o’ = _ BT 4 R = universelle Gaskonstante, . = Loschmidsche Zahl,
dm-L-r-q

r = Radius,n = Reibungszahl, T' = absolute Temperatur

Basierend auf dieser Entwicklung wurde von Perrin 1926 experimentell L ~
6,02 10% bzw. die Boltzmannkonstante k = £ bestimmt. Hierfiir erhielt Perrin den
Nobelpreis. Wiener 1923 konstruierte als erster ein stochastisches Pfadmodell fiir-die
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Brownsche Bewegung, das es ermdglicht, auf einfache Weise eine approximative Si-
mulation der Brownschen Bewegung zu erhalten. Der franzésische Mathematiker Ba-
chelier hatte schon im Jahre 1900 in seiner Doktorarbeit *Theorie de la Speculation’
das (Brownsche) Diffusionsmodell als Modell fiir die Aktienpreisentwicklung einiger
zu seiner Zeit in Frankreich gehandelter Optionen vorgeschlagen und die berechneten
Preise mit den realen Marktpreisen verglichen. Die Bedeutung seiner Arbeit wurde
aber in seiner Zeit nicht erkannt und sein Doktorvater, der beriihmte Mathematiker
Poincaré, schrieb das Thema ist in gewisser Weise weit entfernt von den Themen,
die iiblicherweise von unseren Forschungskandidaten gew&hlt werden’. Das Bachelier-
modell fiir die Preise enthielt einen zusatzlichen Drift: dX (¢) = u(¢)dt + o(¢)d B(¢).
Samuelson entdeckte 1965 die Bachelier-Arbeit und schlug eine Modifikation vor, die
geometrische Brownsche Bewegung: dX(t) = X(t)(udt + 0dB(t)), dquivalent,
X(#t)=X (o)ette oB(t)-30 . (X(¢)) beschreibt die zeitliche Entw1cklung von Aktien-
kursen und weiteren okonom1sche Zeitreihen. Es vermeidet einige wichtige Nachteile
des Bachelierschen Modells.

Mit der Einfiihrung von Optionen, z.B. von europédischen Call Optionen mit
Strikepreis K und Auszahlungsfunktion L = (X(T) — K), ergibt sich folgendes

Bild
< | p M v -,

Basispreis Auszahlungsfunktlon

X(®)

v

=4

Auszahlungsfunktion bei Basispreis K

Fiir die Frage nach dem Wert einer solchen Option fanden die Mathematiker
Black und Scholes 1973 einen voéllig neuartigen Weg, diesen zu bestimmen. Thre
Methode, basierend auf einem Hedging Argument, wird bis heute an den Bdrsen
angewandt. Sie fiihrt zu dem ’fairen Preis’

Cr = S,8(dy)— ke Td(d_)

mitdy = (log é}({ﬂ +T(r+ 9,;)) /o/T, r = Zinsfaktor, ® = Verteilungsfunktion der
Normalverteilung. Das Hedgingargument besteht darin, die Auszahlungsfunktion L
durch Verwendung einer geeigneten Anlagestrategie ¥ exakt zu duplizieren

L = Lo+ / " 9ax ().
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Der Erwartungswert von L, bzgl. eines "dquivalenten MartingalmafBes’ ist dann
der faire Preis. Die Méglichkeit einer solchen Darstellung kann fiir sogenannte vollstindi-
ge Preismodelle nachgewiesen werden. Das Hedgingargument lafit sich an folgendem
(von Hipp vorgeschlagen) Spielmodell einfach erlautern. Die Auszahlungsfunktion

bei einer Spielfolge vom Roulettetyp mit Ergebnissen rot und schwarz sei
32 wenn Z(6) > 4,

0 sonst,

d.h. nach 5 Spielen zahle 32, falls mindestens 4 mal rot auftritt, usw. Z(t) sei die
Anzahl der Spiele mit Ergebnis 'rot’ bis zum Zeitpunkt ¢. Sie 1d8t sich exakt mit
einer Hedgingstrategie reproduzieren, namlich L = 6+ o 9(¢)(Z(t+1)— Z(2)).
Der faire Preis ist demnach 6.

<32

3%/
24 e ~ 32
18~ 8 ™~18 1
S /
%\/@) \%5/\ (16 \,.7»0 rot
6 (8 ~_4 - (8 ™~ 0
@< P P
~2 g w0
@D™>g.-7 g lnicht
T g rot
\‘Q,\/~ '—>,0
e . .
~&T Hedgingstrategie .
~o

h " Modellierung von Finanzdaten
S0}

aot

201

ola : A g o o
-0.05 -0.04 3 004 005
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In jiingerer Zeit wurden viele "Verbesserungen’ der geometrischen Brownschen
Bewegung vorgeschlagen und untersucht sowie alternative Modelle fiir den logarith-
mischen Zuwachs (in der geometrischen Brownschen Bewegung normalverteilt ist),
wie z.B. Weibullverteilung, stabile Verteilung und hyperbolische Verteilung. Dabei
wurden sehr gute Ubereinstimmungen mit realen Daten erzielt.

Stochastische Prozesse sind auch bei weiteren Anwendungen zentral. Klassische
Modelle fiir 6konometrische Zeitreihen sind z.B. ARMA-Prozesse.

In neueren Studien zu lokalen Kommunikationsnetzwerken hat sich herausge-
stellt, daB der ’Ethernet Traffic’ longe range dependence Eigenschaften hat und
durch selbstahnliche Prozesse gut beschrieben wird.

D) Biometrie und Expertensysteme Ein aktuelles und auch in der historischen
Entwicklung wichtiges Feld der Statistik ist die Biometrie. Im Jahre 1978 waren
von den 15000 Statistikern, die im Direktorium der Amerikanischen Statistischen
Gesellschaft gefiihrt wurden, etwa ein Fiinftel mit Problemen der Biostatistik befafit.
(Die obigen Zahlen sind inzwischen auf iiber 20000 angestiegen.)

1849 sammelte Snow in London Cholera-Daten und stellte Zusammenhange mit
der Herkunft des verwendeten Trinkwassers in der jeweilig untersuchten Region fest.
Dieses war eine der ersten systematischen epidemiologischen Studien. Die Atiologie
der Erkrankung war zu jener Zeit noch weitgehend unbekannt.

GroBe Probleme bei der Planung und Auswertung von epidemiologischen und
klinischen Studien bereiten insbesondere die groBe Anzahl von Faktoren, die eine
Erkrankung beeinflussen kénnen sowie die sogenannten Niedrig-Dosen-Effekte. Zu
den groBten Herausforderungen der Biostatistik zihlen zur Zeit die Beschreibung der
Atiologie von Herz-Kreislauf- und Tumorerkrankungen. Beide Erkrankungen haben
erblich bedingte Anteile und auch der Umwelteinflufi in Form von gefahrlichen Sub-
stanzen wie z.B. bei Lungentumoren von Zigarettenrauchen und Asbestinhalation
steht auler Frage.

Ages 55-64 Age 25-34
ype: Ceretfr cul Road

Disease Heart Disease Discase Bronchitis Acuidents

M F M F M F M F M F
Doctors -0.38 003 -051 -046 -0069 -0J6 -042 -042 042 0.5
Nurses 010 -0.17 0.68 064 -~020 0.4 014 025 | ~015 0.06
G.N.P. -062 -022 -017 -02 =069 -077 -067 -0865 0.10 0.9
Population density -005 004 -044 -045 -002 -0.l6 013 -o008 000 -008
Cigareties 0.26 0.23 0.28 .44 0.08 012 044 0.35 047 0.34

Alcohol

Totai -009 aI13 -070 -058 015 -0l6 ~029 028 0.38 021
Wine - 001 023 ~-070 -0s8l 013 -0 -032 027 013 002
Beer -00) -009 023 [1X]]) 0.4 0.17 0.35 0.22 0.37 0.25
Spirits ~038 -015 -02 -032 -03% -0§8 -057 -047 0.30 037
Calones 043 0.00 .51 061 -002 0.36 057 067 | -020 -003
Total far -0l6 -040 0.45 046 -045 -016 o 0t7 |~ 018 om
Saturated fat 0.10 -9.17 .04 06! -016 015 030 038 | - 0.08 0.08
Mono-unsaturated fat | - 0.11 - 042 0.60 060 -035 -00% (I35 015 -028 -0.47
Poly-unsaturated fat ~045 -028 -048 -047 050 -060 03 -030{ -005 - oLl
Keys predicuon” 004 -0.19 0.70 068 - 010 0 024 0.27 0.06 .14

Korrelation verschiedener Erkrankungen und Variablen
(aus Kotz & Johnson: Encyclopedia of statistical science. )
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Dariiber hinaus sind aber fiir eine quantitative Modellierung die Interaktion die-
ser Faktoren untereinander sowie mit anderen Formen der Luftverschmutzung, mit
Stress, Schlafverhalten, Alkohol und psychosozialen Faktoren zu beriicksichtigen.

Haufigkeitsrate

Finlang
10 *

United States
. ® Australia
New Zeatand
®Canada
oEngiand & Wales
® Ireiand

e
Scotland

9
8
7
b Netherfands
6
Norway .. Denmark
Y oud Sweden ¢ ® Belgium
[ ® Austria
ry. West Germany
Itaty
3 . [}
Switzerland
2
1

.
France

t 1 Il ! J

0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 .
- Weinkonsum

Korrelation von Weinkonsum und Herzinfarkt

Im allgemeinen werden die Modelle vom Biometer zusammen mit dem Spezia-
listen des Anwendungsgebietes etwa aus der Epidemiologie, Toxikologie, Pharma-
kologie, Radiologie, Genetik, etc. erstellt. Vom Biostatistiker wird schlieBlich auch
erwartet, dafl er wesentlich zur Entscheidung der Frage, ob eine Beziehung kausal ist
oder ob nur eine Assoziation oder Korrelation vorliegt, beitragt. Von einer kausalen
Erklirung kann dann ausgegangen werden, wenn eine Dosis-Response Relation
zwischen der Substanz und dem Tumor nachgewiesen wird. Es gibt aber auch andere
Anséitze zur Erfassung von kausalen Beziehungen durch Betrachtung der zeitlichen
Abhangigkeiten, Ausschluf8 des Einflusses von Faktoren in Kontrollstudien oder dhn-
liches. Eine kiirzliche Studie ergab ein Nord-Siid-Gefélle bei Rauchern; im Norden
wird mehr geraucht. (regionaler Einflu})

4 8
o i 3o0b- "'? q [éﬁ
7
e : YNy
i~ i.L #
i ' ;
w8 8. 2 '
gm g §
P o !
9 i ).
¢ { 1 1
1880 1890 1500 910 1920 930 1940 1950 1960 910 4
Test ot mocel
pregiction for 1973
v 7 87 77137 57 77737 57 17[37 &7 7737 &7 77{37 57 77’37 8777(37 57 77
- S e e e e e
Sterberaten fiir Lungentumor: e e e w0 es w0
Regressionsfunktion ménnlich - weiblich

(aus Kotz & Johnson: Encyclopedia of statistical science.)
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Fiir eine Reihe von Studien (Verlaufen) wurden explizite modellméaBige Zusam-
menhinge gefunden, z.B. 'power laws’ der Form y = dnrk™(t — A\)™! fiir die
Abhiéngigkeit der Lungentumormortalitit von ¢ = Alter, 4,k = Populationspara-
meter. In neuerer Zeit sind auch zunehmend detailliertere Modelle und Analyse-
techniken angewendet worden. Erwiahnen méchte ich die Verwendung von Punkt-
prozessmodellen und Cox-Regressionsmodellen bei 'missing data’ Problem, Verlaufs-
studien, etc.

Mit Punktprozessmodellen wurden in einer Studie der Abteilung Biometrie in
Freiburg neue Erkenntnisse iiber die Risikofaktoren fiir in der Klinik erworbene
Infektionen (nosokomiale Infektionen) gewonnen. Insbesondere konnte eine durch
einen typischen ’length bias’ verursachte Uberschitzung der durch nosokomiale In-
fektion verursachten zusitzlichen Aufenthaltsdauer in Intensivstationen, auf realisti-
sche Weise reduziert werden. Es kénnen in diesem Modell auch dynamische Effekte
beschrieben werden.

1

NOSOKOMIALE
PNEUMONIE

0 TOD 3
LEBEND, OHNE
NOSOKOMIALE
INFEKTION
ENTLASSUNG 4

SEPSIS
2

Potentielle Stadien und Uberginge zur Modellierung des Auftretens und
der Auswirkungen nosokomialer Infektionen

P P .. Nosokomiale .

Geschitzte Geschitzte Geschatzte

zuslizﬁehe. zuséiziiche 2usétziiche
Ansatz Liegedaver  95%-KI |Liegedauer 95%-KI Liegedaver  95%-K!
JNaiver Ansatz 207 (18.4, 23.0) 14.4 (10.7, 18.2) 16.6 (12.2, 21.0)
Matching-Ansatz 1.4 (7.1,15.7) 8.2 (5.8, 10.5) 9.2 (5.9, 12.5)
Ansatz A 9.8 (5.7, 13.8) 34 (0.8, 6.0) 5.1 (1.5,8.9)
Ansatz B 9.9 (5.5, 15.6) 3.4 (1.4,5.4) 49 (2.5, 7.6)
Kontrafaktischer Ansatz 1.5 (8.9, 14.0) 4.0 (1.5, 6.1) 6.5 (4.2, 8.4)

Schétzwerte im Punktprozessmodell
(aus Schulgen (1995): Mehrstudienmodelle fiir Ereigniszeitdaten: Modellierung des Auftretens und
der Auswirkungen nosokomialer Infektionen. Dissertation Freiburg/Dortmund)

Eine interessante und wichtige Entwicklung ist in der Konstruktion von graphi- -
schen Interaktionsmodellen und kausalen Modellen zu sehen. In diesen Modellen
wird Expertenwissen iiber a priori-Verteilungen und geschitzten Ubergangsvertei-
lungen modellméBig erfat. Insbesondere bedingte Unabhingigkeiten verschiedener
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Faktoren erlauben eine iibersichtliche Modellierung. Als Ergebnis erhilt man ein
wahrscheinlichkeitstheoretisches Expertensystem, in dem medizinische Be-
handlungen vorgeschlagen werden und Untersuchungsergebnisse zu einer ’Propaga-
tion’ (Revision) der Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Erkrankungen fiihrt.

25— < p s
] X st ,
120 o 12 isem - auts 24— Plethar '3- "

Propagation der Wahrscheinlichkeiten nach positivem LVH-Report.

(aus: Spiegelhalter, Dawid, Lauritzen und Cowell (1993): Bayesian analysis in expert systems. In:
Statistical Science)

Die bisherigen Ergebnisse dieser Systeme sind sehr positiv. Der Anwendungs-
bereich dieser Systeme geht iiber die medizinischen Anwendungen hinaus und ist

auch z.B. fiir technische und wirtschaftliche Interdependenzmodellierung von grofier
Bedeutung.

E) Emissionstomographie Mit der Entwicklung immer leistungsfihigerer Com-
putersysteme gewinnen sowohl in der biologischen Forschung als auch in der me-
dizinischen Diagnose Abbildungstechniken an Bedeutung, die noninvasive Aufnah-
men des menschlichen Korpers erméglichen. Neben bekannten Verfahren wie der
Kernspintomographie (NMR) und der Sonographie bietet vor allem die Compu-
tertomographie die Moglichkeit, nicht nur anatomische Strukturen sondern auch
physiologische und biochemische Prozesse in vivo sichtbar zu machen.

Die Computertomographie 148t sich grundsétzlich in zwei Hauptgruppen unter-
teilen, die Transmissionstomographie und die Emissionstomographie.

Im klinischen Einsatz sehr weit verbreitet ist die gemeinhin als CT bekannte
Transmissionstomographie. Bei CT-Untersuchungen wird der Patient von einer ro-
tierenden Strahlungsquelle aus mit einem gerichteten Photonenstrahl beschossen,
dessen Intensitat beim Verlassen aus dem Kérper gemessen wird. Der Konzentra-
tionsabfall des Photonenstrahls ist ein Ma8 fiir das integrierte Riickhaltevermogen
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entlang seiner Durchgangsbahn. Mit Aufnahmen von verschiedenen Seiten 148t sich
z.B. iiber inverse Radon-Transformationen die Verteilung des Riickhaltevermogens
und damit der Gewebestruktur im gesamten Kérper rekonstruieren. Infolgedessen
bietet die CT eine Moglichkeit, anatomische Strukturen des Gewebes sowie Vertei-
lungen von Kontrastmitteln sichtbar zu machen.

Tabelle: Vergleich medizinischer Abbildungstechniken:

Methode

gemessener Parameter

medizinische Anwendung

Digitale Subtraktions-
Angiographie (DSA)

Ultraschall
- Sonographie
- Doppler Verfahren

Transmissionstomogra-

phie (CT)

Kernspintomographie
(NMR)

Emissionstomographie

(ET)

Verteilung von Kontrast-
mitteln

Zeit- und Frequenzinde-
rungen von Ultraschall-
wellen

Dichteunterschiede des

Gewebes

Relaxationszeiten,
Kernspinresonanzen

Verteilung von radioakti-
ven Isotopen

Darstellung des Gefa8-

systems

Anatomische Aufnahmen,
Strémungseigenschaften
in Gefalen

Anatomische Struktu-
ren, Kontrastmittelvertei-
lungen

Anatomische Aufnahmen,
lokale Stoffwechselvertei-
lungen

Stoffwechselaktivititen,
lokale biochemische Pro-

zZesse

Im Gegensatz dazu kénnen mit der Emissionstomographie erstmalig einzelne
Koérperfunktionen und spezielle Krankheitssymptome beobachtet werden, die nicht
durch anatomische Strukturen, sondern nur in spezifischen lokalen Stoffwechselak-
tivititen zum Ausdruck kommen. Dem Patienten wird eine mit einem radioaktiven
Isotop gelabelte Substanz, ein sogenanntes Radiopharmazeutikum, injiziert. Das Ra-
diopharmazeutikum lagert sich im Rahmen der normalen Stoffwechselaktivititen der
Tragersubstanz in einem Korperteil an. Entsprechend der Halbwertzeit des Isotopes
finden dann Emissionen statt, die von auflerhalb des Kérpers angeordneten Detek-
torsystemen aufgezeichnet werden.

Das mathematische Problem besteht in der Rekonstruktion der Emissionsorte
auf Grundlage der Beobachtungen in den Detektorelementen. Da die Verteilung der
Emissionsorte auch die Verteilung der Tragersubstanz widerspiegelt, versucht man,
aus medizinischer Sicht Aufschluf} {iber lokale Stoffwechselvorginge der Tragersub-
stanz zu erlangen und spezifische Aktivitdtsmuster mit Krankheiten oder funktio-
nalen Phinomenen zu identifizieren. Die Verteilung der Emissionsorte wird durch
ein Poissonprozessmodell beschrieben. Die Schétzung der Intensitatsfunktion dieses
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Poissonprozesses ist das zentrale statistische Problem: es handelt sich von der Me-
thodik her um ein Problem mit unvollstdndigen Daten. Der EM-Algorithmus, eine
in der Statistik entwickelte Modifikation des Maximum-Likelihood-Algorithmus, ist
das adiquate Verfahren zur Lsung des Problems.

Durch die Art der verwandten Isotope und durch die unterschiedlichen Detek-
torsysteme kann man die Emissionstomographie in drei Haupttypen unterscheiden.

1) Positronen Emissionstomographie (PET). Die Positronen Emissions-
tomographie macht sich die Tatsache zunutze, dal nahezu alle biochemischen Syste-
me des menschlichen Korpers die Elemente Kohlenstoff, Sauerstoff, Stickstoff und
Wasser enthalten. Mit C!!, N3 und O besitzen sie radioaktive Isotope mit Halb-
wertzeiten zwischen 2 und 20 Minuten, die sich mit den entsprechenden Triger-
substanzen natiirlicherweise in fast alle Stoffwechselsysteme einbringen lassen. Zum
Labeln von Wasser wird das Fluorid F'® mit einer Halbwertzeit von 110 Minuten
benutzt.

OETECTOR RING

/‘<'< SN ./kx\
O ““'Detektoren

e <
Photon "N N

Abbildung 1:

" Aufbau eines PET-Tomographen Versuchsaufbau: Photonenstrahlung,
Detektorring

Entsprechend ihrer Halbwertzeiten emittieren die radioaktiven Isotope Positro-
nen, die mit in der Néhe liegenden Elektronen zusammenprallen. Diese Annihilation
setzt 2 Photonen frei, die in einem Winkel von 180° zueinander — aber in zufalli-
ger Richtung vomn Annihilationspunkt — auseinanderfliegen. Als y-Strahlung durch-
dringen die Photone den Korper des Patienten und werden von Detektorsystemen
auBerhalb des Kérpers aufgezeichent, deren einzelne Elemente ringférmig um den
Patienten angeordent sind (Abbildung 1). Das nahezu gleichzeitige Auftreffen zweier
Photonen 138t den Riickschlu zu, da die Emission innerhalb des durch die beiden
Photonen definierten Detektorstreifens, der sogenannten Tube, stattgefunden hat.
Dabei wird die Zeit des Auftreffens zweier Photonen einer Emission als klein im
Vergleich zur zeitlichen Differenz zwischen verschiedenen Emissionen angenommen.

Da zur Erzeugung der radioaktiven Isotope ein Cyclotron notwendig ist, sind
die Kosten der PET Anwendungen enorm. Das erklart, daB8 trotz {iberzeugender
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Ergebnisse in der noninvasiven medizinischen Forschung der Einsatz in der klinischen
Diagnose weiterhin beschrankt bleibt.

2) Time of Flight Positronen Emissionstomographie (ToF PET) Eine
Weiterentwicklung der PET ist die Time of Flight Positronen Emissionstomographie
(ToF PET). Sie ermoglicht bei gleicher Anordnung der Detektorsysteme und gleichen
radioaktiven Isotopen neben der Identifikation von zwei Photonen zu einer Emission
und der damit verbundenen Lokalisation des Emissionsortes in einer Tube auch
die Beobachtung der zeitlichen Differenz zwischen den beiden Photonen. Mit der
zeitlichen Differenz kann der Emissionsort innerhalb der Tube noch einer bestimmten
Subtube (Abbildung 2) zugeordnet werden.

Ein wesentlicher Nachteil der ToF PET liegt in den zur Messung der zeitli-
chen Differenz notwendigen groBeren Detektorelementen. So mufl die Anzahl der
Detektorelemente auf einem Detektorring gegeniiber der PET reduziert werden. Ei-
ne Erhéhung der Auflésung durch die Unterteilung der Tubes in Subtubes wird
somit durch die Verbreiterung der Tubes teilweise relativiert.

Insgesamt hat sich die ToF PET jedoch neben der PET als eigenstandiger Emis-
sionstyp durchgesetzt.

Photon >Detektoren

‘Subtube

A ; Objekt z :

Abbildung 2: Aufbau eines ToF PET- Abbildung 3: Aufbau eines SPECT
Tomographen Tomographen

3) Single Photon Emission Computed Tomographie (SPECT) Eine
Emissionstomographieart, die sich aufgrund der geringeren Gerite- und Betriebs-
kosten auch im klinschen Bereich weiter durchgesetzt hat, ist die Single Photon
Emission Computed Tomographie (SPECT), die auch als Schichtszintigraphie (vgl.
Pschyrembel) bekannt ist.

Bei der SPECT wird zum Labeln der Tragersubstanz die metastabile Versionq
von Technikum 99, 2™ T ¢, verwendet. ®®™T'c hat eine Halbwertzeit von 6 Stunden.
Die beim Zerfall freigesetzte Energie besteht zu 90% aus y-Strahlung.
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Das im Gegensatz zur PET einzelne Photon fliegt in zufélliger Richtung vom
Emissionspunkt weg und wird von einem planaren Detektorarray aufierhalb des Pa-
tienten aufgezeichnet (Abbildung 3). Dem Detektorarray ist ein Gitter vorgelagert,
so daB nur senkrecht zum Array auftreffende Photonen registriert werden. Das Auf-
treffen eines Photons in einem Detektorelement erméglicht also den Riickschluf}, daf§
die Emission innerhalb des senkrecht auf dem Detektorelement liegenden Streifens
(Tube) stattgefunden hat. Mit Aufnahmen von verschiedenen Seiten des Korpers,
die durch die relativ lange Halbwertzeit von **™T'c mdglich sind, wird die Gesamt-
verteilung des Radiopharmazeutikums rekonstruiert.

Insgesamt liegt die Auflosung von SPECT-Bildern jedoch unter der von PET-
oder ToF PET-Aufnahmen.

4) Anwendungen der Emissionstomographie In der Kardiologie, aber
vor allem in der Gehirnforschung, gewinnen die Emissionstomographietechniken auf-
grund ihrer ginzlich neuen Moglichkeiten immer mehr an Bedeutung.

Die Ursachen vieler Fehlfunktionen des Gehirns sind in Verdnderungen unterlie-
gender biochemischer Prozesse zu suchen. Eine Beobachtung dieser Reaktionen war
bislang nur iiber Blutbilder, Analysen der Gehirnfliissigkeit oder des Urins und ge-
legentlich iiber Biopsien moglich. Exakte Messungen lokaler Verteilungen einzelner
biologischer Substrate konnten an lebenden Patienten nicht durchgefithrt werden.
Auch lassen sich die molekulare Diffusion, die Proteinsynthese oder unterschiedliche
Rezeptorsysteme darstellen. Die genaue Kenntnis dieser Prozesse ermoglicht im wei-
teren eine Analyse der Struktur, Organisation und chemischen Basis der normalen
Gehirnfunktionen. Auf Arbeiten zur Lokalisation und Aktivitdt der verschiedenen
Gehirnzentren weist Phelps et al. 1985 hin (siehe auch Abbildung 4).

Das Wissen um die Organisation des Gehirns und dessen strukturfunktionaler
Zusammenhinge ermoglicht aber auch eine schnellere und genauerer Diagnose ein-
zelner Fehlfunktionen und Ausfille. Therapeutische Mafinahmen zur Stabilisierung
der unterliegenden Prozesse konnen gezielt eingeleitet werden. Gleichzeitig ist eine
direkte Uberwachung und Erfolgskontrolle méglich.

Abbildung 4: PET-Aufnahmen verschiedener Gehirnaktivitaten o
(aus Phelps, Maziotta (1985): Positron Emission Tomography: Human brain function and bioche-
mistry. In: Science.)
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Phelps et al. (1985) beschreiben in einem Ubersichtsartikel Anwendungen aus
vielen Bereichen der Gehirnforschung wie den Anfallsleiden, bei Demenz Prozessen,
neurodegenerativen Krankheiten oder akuten Gehirninfarkten aber auch bei psych-
iatrischen Syndromen, verschiedenen Formen der Epilepsie oder Depressionen auf.
Beispielhaft sei an dieser Stelle eine Untersuchung von Chorea Huntington (erbli-
cher Veitstanz) erwahnt. Die Chorea Huntington ist eine vererbbare Geisteskrank-
heit, die iiber erste Symptome wie Ausfille, anormale Bewegungen, einen langsamen
korperlichen Verfall und zunehmende psychische Verinderungen zwischen dem 30.
und 45. Lebensjahr diagnostiziert werden kann und im folgenden einen chronisch
progredienten Verlauf annimmt (vgl. Pschyrembel).

Abbildung 5 zeigt die anatomischen und funktionalen Veranderungen des Ge-
hirns im Krankheitsverlauf einer Chorea. Bei den drei oberen Aufnahmen handelt
es sich um CT-Aufnahmen, die unteren Aufnahmen stammen von einem Emissi-
onstomographen. In der ersten Spalte ist der normale anatomische Aufbau sowie
der normale Glucoseverbrauch des caudate nucleus (Pfeil) dargestellt. Die zweite
Spalte zeigt Aufnahmen aus einem sehr frithen Stadium der Chorea Huntington. Im
CT-Bild sind noch keine strukturellen anatomischen Verinderungen zu erkennen.
Im Gegensatz dazu tritt in der ET-Aufnahme ein stark verminderter Glukosever-
brauch im Bereich des caudate nucleus hervor. Diese Glukoseunterversorgung fiihrt
dann zu den aus dem fortgeschrittenen Stadium der Chorea bekannten atrophi-
schen Verianderungen der Ganglienzellen vor allem des Striatums und der Hirnrinde
(Pschyrembel), wie sie in der dritten Spalte auch bei der CT-Aufnahme deutlich
werden. Somit ermoglicht die Emissionstomographie durch die Beobachtung von
Verinderungen im Glucosestoffwechsel eine Diagnose der Chorea Huntington Jahre
vor der Erstmanifestation von klinischen Krankheitssymptomen.

Abbildung 5: Vergleich von CT- und PET-Aufnahmen einer Chorea Huntington
(aus Phelps, Maziotta (1985): Positron Emission Tomography: Human brain function and bioche-
mistry. In: Science.)

Zusammenfassung Im Gesamtbild ergeben sich die folgenden Gesichtspunkte:

e Stochastik liefert eine wesentliche Erweiterung und Ergénzung der determini-
stischen Modell- und Theoriebildung.
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e Es gibt in den unterschiedlichsten Gebieten eine Fiille von nur — oder zumin-
dest vorwiegend — stochastisch beschreibbaren Phinomenen. Stochastik hat
einen hohen Grad an Interdisziplinaritat.

¢ Die Anwendungen der Stochastik liegen in den unterschiedlichsten Bereichen
~ und fordern eine Zusammenarbeit tiber verschiedener Fakultdten hinweg.

Die Stochastik liefert Ordnungsprinzipien und Erklarungsmodelle fiir sinnféllige
Phénomene (im weitesten Sinne) und trigt somit zum Verstehen der Welt bei.

Anmerkung: Den Kollegen C. Hipp (Karlsruhe), M. Schumacher und insbesondere
H. Witting (Freiburg) danke ich fiir Hinweise und die Bereitstellung von Materia-
lien, die in diesem Artikel verwendet wurden, sowie fiir zahlreiche Vorschliage zur
Organisation und Darstellung.



